Lezione 21 Generatori per l'immagine

Generatori per l'immagine
Prop. V = span(v, ..., V) = im f = span(f(v1), ..., f(vn)).

Dim. f(vi),... ,f(v;,%) € imf = span(f(vi),..., f(vn)) Cim f.
Vweimf,Iv=) av; €V t.c.

=1

w = f(v) = f(f awi) = i aif(v:) € span(f(vi), ..., f(vn))

= im f C span(f(v1),..., f(vn)) e quindi si ha La tesi. O
Cor. Per ogni matrice A € My n(K) si ha im La = span(Aqy, ..., Am))-
Dim. La: K® — K™, La(X) = AX. (e1,...,en) base canonica di K"* =
imLa=span(La(ei),...,La(en)).
1

0
Later) =A| | =Aw

= O

Cor. rglL,=rgA.
Dim. rg La = dim(im La) = dim(span(Aq), ..., Am))) = rg A. O

Cor. L. K* — K™ suriettiva < rg A = 1m.
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Isomorfismi di spazi vettoriali
Consideriamo K-spazi vettoriali V e W.

Def. f: V — W biiettiva (o biunivoca) PLIN f iniettiva e suriettiva.

Oss. f:V — W biiettiva & Vw e W, 3lveVvtc f(v)=w
< 3 f 1 W — V applicazione inversa: f~1of=idy e fo f~! =idy.

Oss. f~1(f(w)) = (f~tof)(v) =idy(v) = v e similmente f(f~H(w)) = w.
Def. f: V — W jsomorfismo <d=ef> f Llineare e biiettiva.

Oss. idy : V — V isomorfismo.

Prop. f:V — W isomorfismo = f~1: W — V lineare.

Dim.Va,B € K, Vwy, W2 € W ~w v = F 1 (wy), v2 = fH(we) =
w1 = f(v1), we = f(v2).

FHawy + Bw,) = f (af(v1) + Bf(v2))

= 7Y (f(av, + Bv,)) (f lineare)
= av; + B2
= af H(wi) + B (w-). O

Def. V e W sono isomorfi (d=6f> Af:V — W isomorfismo.

In questo caso scriviamo V 2 W (si legge V isomorfo a W).

Consideriamo K-spazi vettoriali U, V, W.
Prop. f:U—>V eg:V — W lineari= go f. U — W lLlineare.

Dim. Voa,B € K, Vui, ux € U = (go f)(aui +Bu.) = g(f(au; + Buy)) =
glaf(uir) + Bf(u2)) = ag(f(u1)) + Ba(f(uz)) =
a(go f)(ur) +B(go f)(uz). O

Oss. In altre parole, composizioni di applicazioni Lineari sono Lineari.
Cor. f:U—>V eg:V — W isomorfismi = go f: U — W isomorfismo.
Dim. g o f & lineare e invertibile con inversa (go f)~! = f~tog~!. d

Oss. In altre parole, composizioni di isomorfismi sono isomorfismi.
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Teor. Siano f:V — W lineare e B = (v1,...,Un) base per V. Allora

(1) f iniettiva < f(v1), ..., f(vn) linearmente indipendenti.
(2) f suriettiva < f(vi1), ..., f(un) generano W.
(3) f isomorfismo < (f(v1), ..., f(vyn)) base per W.

n n
Dim. (1) Vai,...,on €K, Zazf(vz)zov‘/:}f'(Z a'L'U7;> = 0y =
= =1

=1
ia¢U¢€kerf={Ov}=> iaifui:Ov:>ozz-:0,Vz'=1,...,n.
- - .
VU € ker f v v =) ouvi = Ow = f(v) = ) auf(v) =
=0 Vi=1, .. .n= v=0y = ker f = {0y} = f iniettiva.
(2) Segue subito dal fatto che im f = span(f(vi1), ..., f(vn)).
(3) Segue subito dalle precedenti. O

Cor. VW = dmV =dimW.

Teor. Sia f:V — W lineare e dimV = dmW < 0. Sono equivalenti:
(1) f iniettiva;
(2) f suriettiva,
(3) f isomorfismo;

Dim. Sia B = (v1,...,%vUn) base per V, con n =dimV =dmW.

(1) = (2)| f(v1),...,f(vn) Llinearmente indipendenti = base per W.
(2) = (3)| f(v1),...,f(v,) generano W => base per W.

(3) = (1)| Per definizione di isomorfismo. O
Esempio.

1 2 5 5
A= MA> Lot RT— R
31

T T+ 2y
LA ==

rgLao=rgA =2 = L, suriettiva e quindi isomorfismo.
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