Lezione 17 Spazi connessi

Spazi connessi

Def. Uno spazio topologico X € connesso se gli unici sottoinsiemi aperti e
chiusi di X sono @ e X. Uno spazio non connesso € detto sconnesso.

Oss. X sconnesso < 30 # U & X aperto e chiuso.

Prop. X € sconnesso < X € unione di due aperti non vuoti disgiunti.
Dim. U (; X aperto e chiuso non vuoto "~ V = X — U # 0 aperto.

X =UUV con U,V C X aperti non vuoti disgiunti = U ¢ X aperto
e chiuso non vuoto. l

Cor. X connesso < VU,V C X apertit.c. UUV =X eUNV =0 si ha
U= 0 oppure V = 0.

Esempi.
(1) X =[0,1] U [2,3] C R sconnesso.
(2) Ry sconnesso: R, = ]—00,0[ U [0, 4+00[ aperti non vuoti.

(3) V Xpan CONNESSO.
(4) Xgis CcONNESSO <> # Xgis = 1.

(5) L] X; connesso < X; connesso € # I = 1 (unione banale).
1€l
Teor. [0, 1] € connesso.

Dim. Per assurdo [0, 1] = U U V aperti non vuoti disgiunti con 0 € U =
U, V chiusi quindi compatti ~» v =minV >0 = [0,/[C U =
Clpo,y[0,v[=[0,v] CU = v € UNV # @ contraddizione. O

Teor. f: X — Y continua suriettiva e X connesso = Y CONNesso.

Dim. Per assurdo Y = 4 U W, aperti non vuoti disgiunti ~» U; = f71(\W),
U> = f~1(Ww) aperti non vuoti disgiunti e X = U; U U,, contraddizione. [
Cor. f: X — Y continua e X connesso = f(X) C Y connesso.

Oss. Immagine continua di un connesso € connessa.

Teor. X = | J X; con X; connessoVi €I e () X; # 0 = X connesso.
1€l 1€l
Dim. ©o € () X;. Per assurdo X = U U V aperti non vuoti disgiunti con
1€l
To€ U, 1 €V vz € Xy, = A= X;;,NU, B= X;;, NV aperti non vuoti
disgiunti in Xj;, t.c. X;;, = AU B contraddizione. U

Prop. Y C X sottospazio connesso = Clx Y connesso.

Dim. VU C ClxY ape~rto e chiuso non vuoto~=> U chiuso in X e 30 C X
apertoin X t.c. U=UNClxY = UNY =UNY # Q aperto e chiuso in
Y =>=UNY=YCU=ClxY CU = ClxY = U. O
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Componenti connesse.

Def. Dato uno spazio topologico X, La componente connessa di x € X &
def

TzeCCX
C conn.

Teor. Valgono le seguenti proprieta:

(1) z €Ce(X) #0, VT € X;

(2) CL(X) e il pia grande sottospazio connesso di X che contiene x;

(B) Vz, ¥ € X, Ca(X) NCy(X) # D < Co(X) = Cy(X);

(4) Cz(X) chiuso in X,Vx € X.

Dim.

(1) {z} connesso quindi & nell'unione.

(2) Cz(X) connesso perché unione di connessi con intersezione non vuota.

(3) Ovwvio.
T,Y € Cz(X) UCy(X) connesso = Cz(X) UCy(X) C Cz(X) =
Cy(X) C Cz(X) e similmente per L'altra inclusione.

(4) T € Clx(Cz(X)) connesso = Clx(Cz(X)) C Cu(X) =
Clx(Cz(X)) = Cz(X) chiuso. O

Def. C(X) def {C.(X) | ¢ € X} insieme delle componenti connesse di X.

Oss. C(X) € una partizione di X in sottospazi chiusi disgiunti.
Oss. X connesso < X ha un'unica componente connessa.

Oss. C(X) finito = Cz(X) aperto in X, Vx € X = X unione topologica
delle sue componenti connesse.

Def. Uno spazio topologico X é localmente connesso se Vx € X, 3T,
base di intorni aperti connessi di £ in X.

Teor. X loc. connesso = C.(X) aperto in X,V € X.

Dim. Vy € Cz(X), 3J C X intorno conn. di y = J C Cy(X) = Cz(X). O
Cor. X loc. conn. = X unione topologica delle sue componenti connesse.
Oss. Connesso e Loc. connesso sono proprieta topologiche.

Esempi.

(1) X =[0,1]U [2,3] C R, C3(X) = [2, 3], C(X) =AI[0, 1], [2, 3]}

(2) X ={0}uU {% ' neN-— {O}} C R, Co(X) = {0} non é aperto in X.
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Cammini continui

Nel seguito poniamo I = [0, 1] con la topologia Euclidea.

Def. Un cammino o arco continuo in uno spazio topologico X € un’appli-
cazione continua a: I —+ X. o = a(0) e z; = a(1) sono gli estremi di c,
To punto iniziale, 1 punto terminale, & cammino tra o e x;.

Un cammino o : I — X é detto cappio se a(0) = a(l) = xo (punto base).

I cammini saranno sempre considerati continui. ml
0]

Cappio costante. o € X v zo: I — X, zo(t) = xo, VL € I.

Concatenazione di cammini. o,G8:1 — X cammini t.c. moa
a(0) = zo, a(l) = B(0) = z1, B(1) = z2 >
a-B:1—X
def OC(Qt), 0 < t < % /\f\/\_f\mz
(a-B)(t) & 1 L e ©p
Bt—1), =<t< 1L

Oss. o - B continua in t = % perché a(1) = B(0).
Def. o - B si chiama concatenazione o composizione dei cammini o e 3.

Oss. o e B cappi = o - 8 cappio.

Cammino inverso. o : I — X cammino t.c. a(0) = zo, a(l) = 1 >

a: I —+ X /'%{\51:1

at) ¥a(l -1t Zo
Si ha &(0) =z, e &(1) = zo.
Def. & é detto cammino inverso di c.

Oss. a cappio = & cappio.
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