Capitolo 7

Applicazioni lineari

7.1 Definizione di applicazione lineare e prime proprieta

Definizione 7.1.1. Siano V' e V'’ due spazi vettoriali su un campo K. Una applicazione
lineare da V in V'’ € una funzione f : V — V' che soddisfa le seguenti proprieta:

e (AL1) additivita: f(vy + ve) = f(v1) + f(v2), perogni vy, v € V;

e (AL2) omogeneita: f(c-v) =c- f(v), perognic € Ke perogniv € V.

Una applicazione lineare da V in V:
f:V=V
e anche detta endomorfismo o anche operatore lineare di V.

Una applicazione lineare biettiva f : VV — 1/’ si dice isomorfismo.

Osservazione 20. Si osservi che nella proprieta (AL1), la somma v, +v, € quellain V', mentre
f(v1) + f(v2) & la somma dei vettori f(vq) e f(v2) in V'. Analogamente, in (AL2), c¢- v eil
prodotto del vettore v per lo scalare ¢ in V, mentre ¢ - f(v) € il prodotto dello scalare ¢ per il
vettore f(v) in V'. Per questo motivo si dice anche che una applicazione lineare f : V' — V'
rispetta le operazioni di somma e di prodotto per scalaridi V e V',

Osservazione 21. Sia f : V — V' un’applicazione lineare. Allora si ha:
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1. f(0y) = Oy-. Infatti possiamo scrivere
Oy =0-v,0eK, velV,
e per I'omogeneita (AL2) si ha

F(0v) = F(0-v) =0- f(v) = Oy,

2. Siano vy, ..., v dei vettori di V. Allora per ogni v € Span(vy,...,v;) sihav = ajv; +
-+ + aguy, per opportuni oy, . . ., oy, e per la linearita di f abbiamo

f(v) = flaqvr + -+ apop) = ar for) + - + o fop);
quindi f(v) € Span(f(v1), ..., f(vg)).

In particolare, se vy, ..., v, € una BASEd V, per ogni v € V si ha che
fw) € Span(f(v1),..., f(va))).
Inoltre, e facile verificare che ogni vettore di Span(f(v1), ..., f(v,))) € immagine di un

vettore di V. Si ha quindi che le immagini dei vettori di una base di V' generano il
sottospazio immagine Im( f):

Im(f) = Span(f(vl)w R f(vn)»

3. Indichiamo con
L(V, V') := {applicazioni lineari V" — V'},

o anche
Hom(V, V') := {applicazioni lineari V. — V'}.

In L(V, V') possiamo definire una somma di applicazioni e il prodotto per scalari nel
modo usuale (puntualmente). Con queste operazioni £(V, V')V’ risulta uno spazio
vettoriale su K.

Esempio 7.1.2. L’applicazione costante nulla 0 : V' — V”, che associa ad ogni vettore v € V'
il vettore nullo Oy~ € un’applicazione lineare.
Si osservi che tra le applicazioni costanti, quella nulla & I'unica che risulta lineare.

Esempio 7.1.3. La funzione identita
Idy : V=V, Idy(v) =wv

€ un operatore lineare.
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Esempio 7.1.4. Fissata una base B = {v,...,v,} di V, la funzione coordinate
F:V —-K", sev=cuv+...+cyu,,
C1
Co
Fg(v) = . = n — upla delle coordinate di v rispetto a B
Cn

€ un’applicazione lineare biiettiiva, cioé un isomorfismo.

Esempio 7.1.5. La proiezione
. T2 2 1 . T
s w7 ()

Esempio 7.1.6. La rotazione di angolo o

F,:R? >R, F, < 1 ) _ ( cos(a)ry — sin(a)ry )

o sin(a)ry + cos(a)ry

¢ un’applicazione lineare.

¢ un’applicazione lineare.

Esempio 7.1.7. Data una matrice qualunque
A€ My (K,
possiamo definire la seguente applicazione lineare
Ly:K"—= K", La(v)=A-v,

dove v & un vettore colonna di K" e A - v € la moltiplicazione riga per colonna. La proprieta
(AL1) segue dalla proprieta distributiva del prodotto righe per colonne rispetto alla somma,
mentre la (AL2) segue dal fatto che la moltiplicazione per scalari commuta con il prodotto
righe per colonne.

Esempio 7.1.8. Sia
V =C((a,b),R)

lo spazio vettoriale delle funzioni derivabili su un intervall0 aperto (a,b) C R e con derivata

continua, e sia
V' =C%(a,b),R)
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lo spazio vettoriale delle funzioni continue sull’intervallo (a,b) C R .
L applicazione di derivazione

D:C(a,b),R) — C°((a,b),R), D f(t) = £t
¢ lineare.

Esempio 7.1.9. Sia V = C°([a, b], R). La funzione

b
I:V =R, ](p(a:)):/ p(zx) dz

¢ una applicazione lineare.

Teorema 7.1.10. Teorema di struttura per le applicazioni lineari

Siano V' e V' due spazi vettoriali sul campo K. Sia {vy, ... ,v,} unabasediV,esianowy, ..., w, €
V' dei vettori di V' .

Allora esiste un’unica applicazione lineare f : V — V', tale che

f(vl) = wr, f(Ug) = wz, ..., f(vn) = Wn.

Dimostrazione. Esistenza Definiamo una applicazione f : V' — V'’ come segue: per ogni
vettore v € V', esso si esprime in modo unico come combinazione lineare dei vettori della
base {vy,...,v,} di V:

U= QU1 + QU

dove ay, ..., o, sono le coordinate di v rispetto alla base data; allora definiamo

f) == aqwy + -+ + auu, € V'.
Si verifica facilmente che tale f € lineare (esercizio) e, per definizione, si ha che f(v;) = w;,
perognii=1,...,n.

Unicita Siano f e g due applicazioni lineari che soddisfano la proprieta dell’enunciato
f(v;) = w; = g(v;), per ogni ¢ = 1,...,n. Dimostriamo che f = g,cioe che f(v) = g(v) per
ogni v € V. A tale scopo sia v € V un vettore arbitrario. Scriviamo v come combinazione
lineare dei vettori della base {v1, ..., v,}:

v =L+ -+ BpUn.
Sfruttando le proprieta di linearita (AL1) e (AL2) si ha:
f(0) = Bif(or) + -+ Buf(on) = Brows + -+ + Bpwy =
= Big(v1) + -+ Bug(va) = g(Brvr + -+ - + Buvn) = g(v).
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7.2 Nucleo e immagine

Definizione 7.2.1. Sia f : V' — V' un’applicazione lineare. Il nucleo di f ¢ il sottoinsieme di
v
ker f :={v eV | f(v) =0}.

L'immagine di f & il sottoinsieme di V'
Im(f)={weV'|FeV:flv)=uw}
Proposizione 7.2.2. Sia f : V — V' un’applicazione lineare. Allora si ha:
1. ker(f) e un sottospazio vettoriale di V.
2. Im(f) e un sottospazio vettoriale diV"’.
3. f e iniettiva se e solo se ker(f) = {0}.
4. f e suriettiva se e solo se Im(f) = V.

Dimostrazione. 1. Abbiamo gia osservato che si ha sempre 0y € ker(f). Dimostriamo ora
che ker(f) e chiuso per la somma e per il prodotto per scalari.

Siano v, v € ker(f); quindi f(v) = 0ys e f(0) = Oy». Per il vettore somma v + v, usando
I'additivita (AL1) di f, si ha che

f(U + 17) = f(?)) + f(f}) = Oys + Oyr = Oy,

quindi anche v + ¢ € ker(f). Supponiamo infine v € ker(f) e sia ¢ € K arbitrario. Per il
vettore ¢ - v si ha:

flc-v)=c f(v) =c-0p =0y
per 'omogeneita (AL2) di f, quindi v - v € ker(f).

2. Siccome 0y» = f(0y), il vettore nullo 0y € Im(f). Supponiamo ora che w,w € Im(f).
Allora esistono due vettori v, v inV tali che

w= f(v), w=f(0)
Per il vettore somma si ha che
w+w = f)+ f(v) = f(v+)

per I'additivita (AL1) di f, quindi anche w + @ € Im(f).
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Infine sia w € Im(f) e ¢ € K arbitrario. Allora esiste un v € V tale che

w = f(v),

da cui
cow=c- f(v) = flc-v)
per 'omogeneita (AL2) di f, allora cw € Im(f).

3. Supponiamo f iniettiva. Siccome f(0y) = 0y~ e f € iniettiva, non possono esistere altri
vettori che abbiano la stessa immagine di 0y. Quindi ker(f) = {0y }.

Viceversa, supponiamo ker(f) = {0y}, cioe 0y & l'unico vettore che abbia immagine
nulla Oy-. Siano v, v € V due vettori diversi:

v # 0.

Allora v — v # 0y, da cui
fw—=10) # 0y,

per l'ipotesi ker(f) = {0y }. Per la linearita si ha
flo=0) = fv) = f() # Ovr,
cioe
fv) # f(0),

che é proprio la definizione di iniettivita.
4. f e suriettiva se e solo se Im(f) = V': questa e semplicemente la definizione di suriet-

tivita.

O

Definizione 7.2.3. Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Il rango di f ¢ la dimensione
dell'immagine di f e si indica con rg(f):

rg(f) := dim(Im(f)).
Osservazione 22. Consideriamo una matrice A € M,, ,,(K) e sia

Ly:K"— K™
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I’applicazione lineare associata. Per 1'Osservazione 21 (2), se in K" fissiamo la base canonica
{e1,...,e,}, abbiamo che

Im(L4) = Span(La(er), ..., La(en)).

Osserviamo ora che

o =
o O

LA(el) =A- . :A(l)a"'yLA(en):A' . :A(Tb)’

—_ e

0
cioé le immagini dei vettori della base canonica tramite L 4 coincidono con le colonne di A.
Questo implica che

rg(L4) dimIm(L,) = dim Span(L4(e1), ..., La(en)) = dim Span(A®Y, ..., A™) = rg(A).

Notiamo, inoltre, che se A é ottenuta da A per mezzo di operazioni elementari, allora sap-

piamo che rg(A) = rg(A), ma in generale
(L) # Im(Ly)

Teorema 7.2.4. Teorema di Dimensione Siano V' e V' due spazi vettoriali su un campo K, con V'
di dimensione finita. Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Allora vale la sequente uguaglianza:

dim(V') = dim(ker(f)) + rg(f).

Dimostrazione. Poiché V ha dimensione finita e ker( f) € un sottospazio vettoriale di 1/, anche
ker(f)) ha dimesnione finita. Fissiamo dunque una base

{v1,..., v} di ker(f),
e completiamola a una base di V:
{1, Uy Upe 1y - oo U )

Affermiamo che
{f(uk-i-l)a SR f(un)}

€ una base di Im(f) ed osserviamo che da questo segue I’enunciato, perché avremmo
rg(f) =n- ka
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quindi
dim(V) =n=k+ (n— k) = dim(ker(f)) + rg(f).

Dalla Osservazione 21 (2) sappiamo che

Im(f) = Span(f(vl)7 ceey f(Uk), f(uk+1>7 sy f(uﬂ)> = Span(f<uk+1)7 s 7f(un))

perché vy, ..., v € ker(f). Dunque i vettori { f (ug+1), ..., f(u,)} sono un insieme di genera-
tori.
Ci rimane da dimostrare che { f(ug+1), ..., f(u,)} sono linearmente indipendenti.

Consideriamo una combinazione lineare che dia il vettore nullo:

Chrrf(ugs1) + -+ enf(uy) = Opr. (7.1)
Per linearitd possiamo scrivere

OV’ - Ck+1f(uk+1) + -+ Cnf(“n) - f(ck+1uk+1 + -4 Cnun)~
Segue che il vettore
W = Cpy1Upy1 + -+ + cpuy, € ker(f).

Come ogni vettore di ker(f), w si pud esprimere come combinazione lineare dei vettori della
base {vy, ..., v} di ker(f):

W = a1V + -+ + apUg.

In definitiva abbiamo due espressioni di w come combinazione lineare di vettori linearmente
indipendenti:
W = Cpg1Uk+1 T+ + CulUp = A1V + * -+ + AgUk.

Portando le ultime due espressioni allo stesso membro troviamo
a101 + - AUk = Cppa gl — <00 = Colin = Oy,

cioé una combinazione lineare dei vettori della base di V' che da il vettore nullo, e per
I'indipendenza lineare dei vettori di una base, tutti i coefficienti sono necessariamente nulli:

a1 =0,...,ar=0,c441=0,...,¢, =0,

in particolare i coefficienti nell’espressione (7.1) sono tutti nulli, quindi f(ugy1), ..., f(un)
sono linearmente indipendenti.
U
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Osservazione 23. Sia f : V — V' un’ applicazione lineare. Ricordiamo che per ogni vettore
w € V', f~!(w) denota la pre-immagine di w tramite f, cioe

fHw)={veV| flv)=w}

Allora si ha che
o (w) =0+ Ker(f),
dove ¥ & un qualsiasi elemento di f~'(w). Questo segue, ad esempio, tramite una dimo-

strazione analoga a quella del Teorema di Struttura per le soluzioni di un sistema lineare (la
verifica e lasciata come esercizio). Dal Teorema della dimensione si ha che dim(ker(f)) =

dim(V) - rg(f).
Si osservi che in questo modo, nel caso in cui

V=K" V' =K", f= Ly,

per qualche A € M,,,(K), si ritrova il Teorema di Struttura per le soluzioni di un sistema
lineare ed il teorema di Rouché-Capelli.

Corollario 7.2.5. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita su un campo K. Supponiamo
che
dim(V) = dim(V").

Sia f : V' — V' una applicazione lineare. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. ker(f) = {0}, cioe f e iniettiva;
2. Im(f) = V", cioe f e suriettiva;
3. f e un isomorfismo.

Dimostrazione. Se ker(f) = {0}, allora dim(ker(f)) = 0. Per il Teorema della Dimensione si
ha
dim(Im(f)) = dim(V) — dim(ker(f)) = dim(V') — 0 = dim(V).

Per ipotesi dim(V) = dim(V’), ne segue che dim(Im(f)) = dim(V”’), e poiché Im(f) € un
sottospazio vettoriale di V’, quest’ultima condizione e equivalente a Im(f) = V’. Quindi 1.
e 2. sono equivalenti tra di loro.

Supponiamo ora che valga la condizione 2. (oppure la 1.). Per quanto appena dimostrato,
vale anche la condizione 1. (rispettivamente la 2.), quindi f & un isomorfismo. Viceversa, se
[ @ un isomorfismo, & iniettiva e suriettiva per definizione, quindi valgono 1. e 2. O
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Definizione 7.2.6. Due spazi vettoriali V' e V' su un campo K si dicono isomorfi se esiste un
isomorfismo

f:V=V.
In tal caso si scrive V = V.

Osservazione 24. L'isomorfismo € una relazione di equivalenza tra gli spazi vettoriali su
uno stesso campo K.

Teorema 7.2.7. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita su un campo K. Allora V= V"’
se e solo se dim(V') = dim(V").

Dimostrazione. Sia f : V' — V' unisomorfismo. Per il precedente corollario abbiamo ker(f) =
{0} ed Im(f) = V’, quindi per il Teorema della Dimensione dim (V') = rg(f) = dim(V"”).
Viceversa, supponiamo ora che dim(V') = dim(V’) = n. Fissiamo una base {vy,...,v,}
di V ed una base {w;,...,w,} di V'. Per il Teorema di Struttura per le applicazioni lineari
esiste un” unica applicazione lineare f : V' — V" tale che f(v;) = w; perognii = 1,...,n.
Essendo Im(f) = Span(f(v1),..., f(v,)) = Span(wy, ..., w,) = V', quindi f & suriettiva. Dal
precedente Corollario abbiamo che f € un isomorfismo, quindi V' = V", O

Corollario 7.2.8. Se n # m, gli spazi vettoriali K" e K™ non sono isomorfi.

7.3 Matrici associate a un’applicazione lineare

Abbiamo visto che ad ogni matrice A € M,,,(K) corrisponde una applicazione lineare
Ly : K" — K™, con Lya(v) := A-wv. In questa sezione vedremo che, viceversa, data una
applicazione lineare f : V' — V' tra spazi vettoriali di dimensione finita, fissata una base B
diV ed unabase C di V', possiamo associare una matrice MZ(f) (la matrice che rappresenta
[ rispetto alle basi B e C), tale che se le coordinate di un vettore v € V riepsetto alla base B
sono

le coordinate di f(v) € V' rispetto alla base C sono date da

&1
C2

ME(f) -

Cn
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Definizione 7.3.1. Siano V' e V' due spazi vettoriali di dimensione finitasu K. Sia f : V" — V'
una applicazione lineare. Siano B = {vy,...,v,} unabasedi V' e C = {wy,...,w,,} una base
di V'. La matrice che rappresenta f rispetto alle basi B e C & definita come segue:

a;x a2 ... Qi
21 a929 Ce Qon

ME(H) =1 . .| € Mua(K),
am1 Am2 ... Omn

dove
f(vj) = ajjwy + agjwy + -+ + A,

In altre parole, la colonna j-ma di MZ(f) & formata dalle coordinate di f(v;) rispetto alla
base C perognij =1,...,n.

Osservazione 25. Sia A € M,,,(K) e consideriamo la applicazione lineare L, : K* — K™.
Siano £ e £’ le basi canoniche di K" e K™, rispettivamente. Allora si ha

ME(Ly) = A.
Infatti, se e; denota il j-mo vettore della base canonica £ di K", allora
LA(@j) = A . €j = A(j),

e le coordinate di AY) rispetto alla base canonica & di K™ coincidono con gli scalari della
colonna stessa.

Osservazione 26. Sia [ la applicazione nulla, cioé I'applicazione
f(v)y=0, YveV

Allora
ME(f) =0

¢ la matrice nulla per ogni scelta di B e C. Infatti f(v;) = O perogni j = 1,...,n, ele
coordinate del vettore nullo sono tutte nulle in una qualsiasi base C.
Inoltre, vale anche il viceversa: se MZ(f) = 0 & la matrice nulla, allora

f(o1) =0,... f(va) =0,

e per il Teorema di Struttura per Applicazioni Lineari da cio segue che f & l'applicazione
nulla.
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Osservazione 27. Se V =V’ e f = Idy, allora
Mg (Idy) = I,
per ogni base B di V. Infatti se B = {vy,...,v,} siha
fv;) = vj,

e le coordinate di v; nella base B sono tutte nulle eccetto la coordinata j-esima che vale 1.
Piu in generale, se V =V'e f = ¢ Idy , per qualche scalare ¢ € K, allora

Mg(c-Idy) =c- Iy,
la verifica e lasciata per esercizio. Tale applicazione si chiama dilatazione.

Proposizione 7.3.2. Siano V e V' due spazi vettoriali su K di dimensione finita, sia f : V. — V'
una applicazione lineare, e siano B = {vy,...,v,} unabase di Ve C = {wy, ..., w,,} una base di
V'. Dato un vettore v € V, se

V=V + -+ U,

allora
f) = Brwy + -+ + B,
dove
I3} 651
ol |
B an,

Dimostrazione. L'enunciato segue dalla seguente sequenza di uguaglianze, dove si sfrutta il
fatto che f & lineare e la definizione di MZ(f):

fw) = flaquy+ -+ apv,) =

o f(02) + - anf (1) =

aj(anwy + -+ QW) + -+ ap(apwy + - F AGpay) =
= (ozlall + -+ analn)wl + -+ (alaml + -4 Oznamn)wm.

Infine, osserviamo che per ognii = 1,...,m, lo scalare

Q151 + - Qplin
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e proprio il coefficiente i-esimo della matrice colonna

aq
Qg
ME(f) -

an

O

Uno dei vantaggi che si ottengono descrivendo una applicazione lineare f per mezzo del-
le matrici ME(f) & che possiamo usare i risultati concernenti i sistemi lineari per determinare
Im(f) e ker(f) come segue.

Corollario 7.3.3. Sia f : V. — V' una applicazione lineare, dove V e V' sono spazi vettoriali di
dimensione finita. Siano B = {vy,...,v,} unabase di Ve C = {wy,...,wy,} una base di V'. Sia
MPE(f) la matrice che rappresenta f nelle basi B e C. Allora valgono le sequenti uguaglianze:

Qg
B Q2
ker(f) ={v=aw +-+au, € V|MES)-| 7 | =0p;
Qn
o
Im(f) = w = /Blwl + cte + /Bmwm E W ’ 11 SiStema Mg(f) . X — /8'2 e Compatibile ’
B

rg(f) = rgM¢ (f).

Teorema 7.3.4. Siano V e V' due spazi vettoriali di dimensione finita sul campo K. Siano B =
{v1,...,v,} eC ={w,...,wy} basidi V e V', rispettivamente. Allora " applicazione

Mg : LV, V') = My u(K),  f = ME(f),

e un isomotrfismo di spazi vettoriali. In particolare, L(V, V') ha dimensione finita paria n - m =
dim(V) - dim(V").

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima che Mg é lineare. Siano f,g € L(V,V') esiac € K.
Denotiamo con a;; (rispettivamente b;5) ’elemento di posto (i, j) di MZ(f) (rispettivamente
di MZ(g)). Dobbiamo verificare che 1’elemento di posto (i,5) di MZ(f + g) coincide con
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aij + by, perognii = 1,....mej = 1,...,n. Per definizione [MZ(f + g));; € la coordinata
i-esima di (f + ¢)(v;) rispetto alla base C. Abbiamo le seguenti uguaglianze:

(f+9)(v;) = f(vj)+9(v;) = (arjwit: - A+amjwm)+(bijwit: - +bmjwm) = (a1j+bij)wit -+ (Am;tbm; ) wn.
Da questo segue che
[ME(f + @i = aij + by = [ME(Flis + [ME (9],
perognii=1,...,mej=1,...,n,quindi
ME(f +g) = ME(f) + Mc (9)-
Analogamente si dimostra che
Mg (c- f)=c- ME(f),

quindi M¥ & lineare.
Per dimostrare che M} ¢ iniettiva, & sufficiente provare che

ker(MEF) = {0}.

Sia quindi f € £(V,V’) tale che MZ(f) =0 € M,,,(K). Per I'Osservazione 26 si ha che f = 0,
da cui segue la tesi.

Per concludere, dimostriamo che M} & suriettiva. Sia quindi A = (a;;) € M,,.(K).
Definiamo f4 € £(V, V') come l'unica applicazione lineare tale che

fa(vj) = arjwr + -+ + QWi perognij=1,...,n.

Dalla definizione segue facilmente che M&(f4) = A, quindi M} & suriettiva. O

7.4 Cambi di base

In questa sezione vedremo come cambia la matrice MZ(f) al variare delle basi B e C. Questo
seguira dalla seguente proposizione.

Proposizione 7.4.1. Siano U, V e W tre spazi vettoriali sul campo K, di dimensione p, n, m,
rispettivamente. Siano

D:{ul,...,up}, B:{Ul,...,vn}, C:{wl,...,wm}

basi di U, V e W, rispettivamente.
Siano g :U — Ve f : V — W applicazioni lineari. Allora si ha

MEP(fog) = Mg(f) - Mg (g).
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Dimostrazione. La colonna di posto j della matrice associata a f o g & per definizione la
colonna delle coordinate del vettore (f o g)(u;) = f(g(u;)). Se poniamo

g(u;) = by,
=1

m

f(Uz) = Z AW,

k=1
allora (MZ(g));; = bij € (ME(f))r = ax. Inoltre, si ha

Floluy) = FO byo) =Y byf(u) =Y by (Z akzwk) = (Z aklblj) W,

=1

quindi la coordinata k-esima di f(g(u;)) & data dal prodotto della riga k di MZ(f) con la
colonna j di MZ(g). O

Corollario 7.4.2. Siano V' e V' spazi vettoriale della stessa dimensione n sul campo K. Sia B una
base di V e B' una base di V'. Allora valgono le sequenti affermazioni.

N

1. Sia f : V. — V' un’ applicazione lineare. Allora f ¢ un isomorfismo se e solo se Mg (f) e

invertibile. In tal caso si ha )

Mg (f) = Mg(f)
2. Sia A € M, (K). Allora A e invertibile se e solo se rg(A) = n.

Dimostrazione. 1. Supponiamo che f : V — V’ sia un isomorfismo, e sia f~' la funzione
inversa di f, che e ancora lineare. Allora valgono le uguaglianze

f o fil == Id‘//7 fil @) f = IdV

Abbiamo
ME (fo f™Y) = M5 (1dy) =1,

Mg(f"o f) = Mg(Idy) = L.
Dalla Proposizione precedente segue che
Lo = ME(f) - Mg (f 1) = Mg (f71) - Mg (f)

e dalla definizione di matrice invertibile e matrice inversa segue I’enunciato.
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Viceversa, se Mj (f) & invertibile, allora per il Teorema di Cramer 1'unica soluzione del
sistema lineare omogeneo
ME(f)-X =0

e X = (ME(f))~"- 0= 0. Da cid segue che ker(f) = {0}, quindi f & iniettiva; essendo
una applicazione lineare tra spazi della stessa dimensione, € anche suriettiva, quindi &
un isomorfismo.

2. Consideriamo la applicazione lineare
Ly: K" — K"

e ricordiamo che risulta
A= ME(Ly),

dove £ e la base canonica di K". Dal punto 1. si ha che A & invertibile se e solo se L4
un isomorfismo. D’altra parte, L4 € un isomorfismo se e solo se L4 € suriettiva, cioe se
esoloserg(L,) =n.

O

Definizione 7.4.3. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo K. Siano
B=A{v,...,u,} e C={wy,...,w,}
due basi di V. La matrice del cambio di base da B a C & la matrice
ME(1dy) € M, (K)
che rappresenta la funzione identita Idy : V' — V rispetto alle basi Be C.
Osservazione 28. 1. Perognij =1,...,n, siano
A1, - - - Ony

le coordinate di v, rispetto alla base C. Allora la colonna j-esima di MF(Idy) e data da
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2. Per ogni vettorev € V', se
aq
(&%)

Qp

e la colonna delle coordinate di v rispetto alla base 13, allora la colonna delle coordinate
di v rispetto alla base C ¢ data da

51 o
Sl VPR e
Bn ap

Quindi Mf(Idy) permette di determinare le coordinate di un vettore rispetto alla base
C se sono note le sue coordinate rispetto a B, per questo prende il nome di matrice del
cambio di base da BaC.

Proposizione 7.4.4. La matrice di cambio di base ME(1dy,) e invertibile, e vale la sequente ugua-
glianza:
ME(1dy)™" = M§(Idy).

Dimostrazione. Valgono le seguenti identita:
I, = M§(Idy), Idy = Idy o Idy, Mg (Idy o Idy) = Mg(Idy) - ME(Idy).
Da questo segue 1’enunciato. [

Come conseguenza otteniamo una formula per passare da una matrice che rappresenta
un’applicazione f rispetto a certe basi alla matrice che rappresenta f in altre basi:

Corollario 7.4.5. Sia f : V — V' un’applicazione lineare. Siano B e B’ due basi di V e C e C' due
basi di V'. Allora vale la relazione

Mg (f) = Mg (Idy) - ME(f) - M&,(Idy), (7.2)

dove Idy : V — Ve Idy: : V' — V' sono le applicazioni identita.
In particolare, se V =V',C =BeB' =C', si ha

ME(f) = <M3/(1dv)> g Mg (f) - ME (Idy). (7.3)
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Definizione 7.4.6. Due matrici A, B € M,,(K) sono simili se esiste C' matrice invertibile tale
che
B=C"1-A.C.

In tal caso si scrive A ~ B.

Quindi, se due matrici rappresentano lo stesso operatore rispetto a due basi, allora esse
sono simili. Vale anche il viceversa, come afferma il seguente risultato.

Lemma 7.4.7. Sia f : V — V un operatore lineare, e sit A = ME(f) € M,(K), dove B =
{v1,...,v,} euna base di V. Allora, se B € M, (K), si ha che B ~ A se e solo se esiste una base C
di 'V tale che

B = M(f).

Dimostrazione. Se esiste una base C di V tale che B = M§S(f), allora A e B sono simili per la
relazione (??).

Viceversa, supponiamo che A e B siano simili. Quindi per definizione esiste una matrice
invertibile C tale che

B=C"1'.A.C.
Sia ¢;; I'elemento di posto (z, j) di C. Definiamo una base C = {wy, ..., w,} di V come segue:
U}jizcljU1+"'+an?]n, jzl,,n
Con questa costruzione si ha che
C = Mg(Idy),
quindi, essendo C' invertibile, si ha in particolare che gli n vettori w, ..., w, sono linear-

mente indipendenti, e siccome dimV = n sono anche dei generatori. Inoltre possiamo

scrivere
B=C"A-C=M(Idy)  M§(f)- Mg(Idy) = ME(f).

]

Osservazione 29. La similitudine e una relazione di equivalenza tra le matrici a coefficienti
in K. La verifica e lasciata per esercizio.

Osservazione 30. La matrice unita I,, e simile solo a se stessa, la verifica & molto semplice.
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