
Lezione 20 Rivestimenti

Rivestimenti
X e Y spazi topologici.
Def. p : X ! Y rivestimento se p continua e 9 J = Jdis t.c.
8 y 2 Y 9 V ȷ Y intorno aperto di y con

p`1(V ) =
G
j2J
Uj; Uj ȷ X aperto 8 j 2 J e

pj := pjUj : Uj
‰=! V omeo 8 j 2 J:

Terminologia: X spazio totale; Y base di p; p`1(y) fibra di y; J fibra tipo;
V aperto banalizzante; Uj foglio; p

`1
j : V

‰=! Uj inversa locale di p.

Oss. p`1(y) \ Uj = fp`1
j (y)g, 8 j 2 J ) p`1(y) ‰= Jdis, 8 y 2 Y .

Oss. ’ : V ˆ Jdis
‰=! p`1(V ), ’(y; j) := p

`1
j (y) omeo e ıV = p ‹ ’.

Oss. p rivestimento ) p omeo loc. e suriettiva ) p aperta.
Oss. X II-numerabile ) J al più numerabile.
Def. Un rivestimento p : X ! Y è:
(1) connesso (risp. connesso per archi) se X è connesso (risp. cpa);

(2) finito se d(p) := # J <1 (grado o numero di fogli di p);

(3) infinito se d(p) =1;

(4) banale se Y aperto banalizzante per p.

Oss. p banale , 9’ : Y ˆ Jdis
‰=! X omeo t.c. ıY = p ‹ ’.

Oss. p : X ! Y rivestimento ad un foglio , p omeo.

Esempio notevole. p : R ! S1, p(x) = (cos(2ıx); sin(2ıx)) = e2ıix.
p`1(1; 0) = Z, p`1(`1; 0) = Z+ 1

2
. p periodica di periodo 1: p(x+1) = p(x).

V = S1`f(1; 0)g ‰= R, V 0 = S1`f(`1; 0)g ‰= R (proiezione stereografica).

p`1(V ) = R` Z =
G
j2Z
Uj Uj := ]j; j + 1[ ‰= R

p`1(V 0) = R` “
Z+ 1

2

”
=

G
j2Z
U 0j U 0j :=

i
j + 1

2
; j + 3

2

h ‰= R
pjUj : Uj ! V continua biiettiva ) omeo ) V banalizzante

pjU 0
j
: U 0j ! V 0 continua biiettiva ) omeo ) V 0 banalizzante

S1 = V [ V 0 ) p rivestimento con fibra Z.

p

R

S1

!̀

Uj

Uj+1

V V 0

1/2



Lezione 20 Rivestimenti

Esempio. pn : S1 ! S1, pn(z) = zn, n 2 N` f0g, S1 ȷ C.
J = p`1(1) = fradici n-esime di 1g ) d(pn) = n.
V; V 0 aperti banalizzanti. Per j = 0; : : : ; n` 1 consideriamo

Uj =
ȷ
z 2 S1

˛̨̨̨
arg z 2

–
2jı
n
; 2(j+1)ı

n

»ff

U 0j =
ȷ
z 2 S1

˛̨̨̨
arg z 2

–
(2j+1)ı

n
; (2j+3)ı

n

»ff
pnjUj : Uj ! V e pnjU 0

j
: U 0j ! V 0 omeo con inversa data dalla radice n-esima.

pn

S1

!̀
S1

V 0

Uj

Uj+1

V

Esempio. p : Sn ! RPn restrizione della proiezione ı : Rn+1`f0g ! RPn.
p`1([x]) = f˚xg ) d(p) = 2.
Hi : xi = 0 iperpiano in RPn ) Hi ‰= RPn`1 Vi = RPn ` Hi

carta affine

‰= Rn.
RPn = V0 [ ´ ´ ´ [ Vn. U˚i = f(x0; : : : ; xn) 2 Sn j ˚xi > 0g aperti in Sn.
pjU˚

i
: U
˚
i ! V omeo,

„
pjU˚

i

«̀ 1
([x0; : : : ; xn]) = ˚ sgnxi(x0; : : : ; xn).

Def. Siano p : X ! Y rivestimento e f : Z ! Y continua.
~f : Z ! X è un sollevamento di f se ~f è continua e p ‹ ~f = f.

X

p

YZ
f

~f

Lemma del numero di Lebesgue. Sia (X; d) spazio metrico compatto e
fU¸g¸2A ricoprimento aperto di X. Allora 9 ‹ > 0 t.c. 8S ȷ X, diamS < ‹
) S ȷ U¸ per un certo ¸ 2 A.
Def. ‹ è detto numero di Lebesgue del ricoprimento aperto.

Dim. Se 9¸ 2 A t.c. U¸ = X ‹ = 1 numero di Lebesgue.
Supponiamo ; 6= U¸ ⊊ X, 8¸ 2 A. fU¸1; : : : ; U¸ng sottoricoprimento finito.

Ki = X ` U¸i chiuso ) Ki compatto e
n\
i=1

Ki = X `
n[
i=1

U¸i = ;
—d : X ! R

—d(x) =
1

n

nX
i=1

d(x;Ki) (distanza media)

) —d(x) > 0; 8x 2 X ) ‹ := min —d > 0. 8S ȷ X t.c. diamS < ‹ )
S ȷ Bd(s; ‹) con s 2 S. 9 i t.c. ‹ ⩽ —d(s)

d media
⩽ d(s; Ki) ) Bd(s; ‹) \ Ki = ;

) S ȷ Bd(s; ‹) ȷ X ` Ki = U¸i ) ‹ numero di Lebesgue. □
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