Lezione 20 Rivestimenti

Rivestimenti

X e Y spazi topologici.

Def. p: X — Y rivestimento se p continua e 3 J = Jgis t.C.
VyeyY 3dV CY intorno aperto di y con

p N (V)= U U C X apertoVj € Je
j€J
D; = Ply, : Uj 5 V omeo Vj € J.
Terminologia: X spazio totale; Y base di v; p~1(y) fibra di y; J fibra tipo;
V' aperto banalizzante; U; foglio, 'pj_lz V = Uj inversa Locale di p.
Oss. p ' (¥) NU; = {p; ' (¥}, VI € J = p 1 (Y) = Jus, VY E Y.

Oss. ¢V X Jais = p~1(V), ©(y,7) := p; ' (y) omeo e my = po .
Oss. p rivestimento = p omeo Loc. e suriettiva = p aperta.
Oss. X II-numerabile = J al piu numerabile.

Def. Un rivestimento p: X — Y é&:
(1) connesso (risp. connesso per archi) se X & connesso (risp. cpa);

(2) finito se d(p) := # J < o0 (grado o numero di fogli di p);
(3) infinito se d(p) = o0;
(4) banale se Y aperto banalizzante per p.

Oss. p banale & 3@ : Y X Jgis i X omeo t.c. Ty = p o .
Oss. p: X — Y rivestimento ad un foglio < p omeo.

Esempio notevole. p: R — S!, p(z) = (cos(27mx),sin(2wx)) = e?™<,
p~1(1,0) = Z, p~'(—1,0) = Z+23. p periodica di periodo 1: p(z+1) = p(x).
V=5S"—{1,0}=2R,V =5'—{(—1,0)} = R (proiezione stereografica).

-1 — _ — ) c— 19 4 >~ R

p (V) =R—-Z EZUJ Uy =15,7+1[=R g

p (V) =R—(Z+3) = UU; Up=]i+37+3[=2R &

JEZ d

plu, : U; = V continua biiettiva = omeo = V banalizzante lp
plU]/, : U} — V’ continua biiettiva = omeo = V'’ banalizzante

S =V UV’ = p rivestimento con fibra Z. C;
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1
Esempio. p,: S! — S, pp(2) = 2", n € N— {0}, St C C. 2
J = p~1(1) = {radici n-esime di 1} = d(pn) =n. @
V, V'’ aperti banalizzanti. Per 7 = 0, , . — 1 consideriamo
U, = {z € st ‘ argz € ]2” Akt [} [P
U; = {z € S? ‘ argz € ](ijzl)”, (21=3)m [} <
Dnlu,: U =+ Ve pnlu; : Uj — V/ omeo con inversa data dalla radice n-esima.
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Esempio. p: S®™ — RP" restrizione della proiezione 7 : R*"*!1—{0} — RP™.
p~'([z]) = {£z} = d(p) = 2.
H;: z; = 0 iperpiano in RP"™ = H; &£ RP" ! s V, = RP" — H; &£ R"™.

carta affine

RP"=WwWU: ---UW,. U, = {(a:o,...,asn) € S™ | &x; > 0} aperti in S™.
D| UE UijE — V omeo, <’D|Ui> ([:z;o, ... Ty]) = £sagnzi(xzo, ..., Tn).
Def. Siano p: X — Y rivestimento e f Z — Y continua. /l

f:Z — X & un sollevamento di f se f & continua e po f = f. Z—>Y

Lemma del numero di Lebesgue. Sia (X, d) spazio metrico compatto e
{Uqa}aca ricoprimento aperto di X. Allora3d > 0t.c.VS C X, diamS < d
= S C Uy per un certo a € A.

Def. 0 é detto numero di Lebesgue del ricoprimento aperto.

Dim. Se 3a € At.c. Uy = X ~» 0 = 1 numero di Lebesgue.
Supponiamo @ # Us & X, Va € A. {Uq, . .., Ua,} sottoricoprimento finito.
n

n
K; = X — Uy, chiuso = K; compattoe (N Ki =X — J Uy, = 0 s

a: X - R
n
d(z) = Z d(z, K;) (distanza media)
:>cf(:z;)>o,v:cex:>5. ind > 0. VS C X tc. diamS < 6 =
S C By(s,0) conse S. Ii t.c. 5 d( ) <d(s, Ky) = By(s,0)N K, =0
= S C Bu(s,0) C X — Ky = Uy = 5 numero di Lebesgue. O
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