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1. Sia ZP (F ) ⊂ P2
K una curva proiettiva di grado d ≥ 3, e siano P1, . . . , Ps i suoi punti

singolari, con le rispettive molteplicità mi per i = 1, . . . , s. Si dimostri che il sistema
lineare Λ delle curve aggiunte di grado d − 2, cioè delle curve di grado d − 2 aventi
i punti P1, . . . , Ps come punti di molteplicità mi − 1, per i = 1, . . . , s, e passante per
ulteriori d− 3 punti di ZP (F ), verifica

dimΛ = 1.

2. Sia Γ ⊂ P2
K una conica degenere, unione di due rette distinte:

Γ = L1 ∪ L2,

e sia Q ∈ L1 \ L2 un punto non singolare. Si timostri che la retta tangente proiettiva
τQΓ verifica

τQΓ = L1.

3. Polinomi di Čebyšev: sono i polinomi cosı̀ definiti

Tn(x) =
n∑

h=0,h pari

(
n

h

)
(x2 − 1)h/2xn−h ∈ R[x].

Siano ora m,n ∈ N coprimi e si considerino le curve affini di equazione

Tn(x)− Tm(y) = 0.

Usando la regola di Cartesio per polinomi reali, si verifichi per alcuni valori bassi di
m e n che tali curve hanno la proprietà di avere esattamente (m−1)(n−1)

2 punti singolari
doppi ordinari, tutti reali e concentrati in un quadrato.
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4.15. Polinomi e Curve di Chebyshev. I polinomi di Chebyshev Tn(X) 2 R[X] sono definiti
dalla proprietà seguente: Tn(cos#) = cos(n#) (per n 2 N). Mostrare:

4.15.1. la formula chiusa Tn(X) =
Pn

h=0, pari

�
n
h

�
(X2� 1)h/2Xn�h (sugg.: si consideri la parte

reale di ein# = (ei#)n);

4.15.2. la formula ricorsiva Tn+1(X) = XTn(X) � Tn�1(X) (sugg.: si applichino ben note
formule trigono a cos((n+1)#));

4.15.3. in particolare

T0(X) = 1

T1(X) = X

T2(X) = 2X2 � 1

T3(X) = 4X3 � 3X

T4(X) = 8X4 � 8X2 + 1

T5(X) = 16X5 � 20X3 + 5X

T6(X) = 32X6 � 48X4 + 18X2 � 1

T7(X) = 64X7 � 112X5 + 56X3 � 7X

Si considerino ora le curve definite dalla chiusura proiettiva della immagine di 'm,n : R! R2 con

m < n definite da 'm,n(X) =
�
Tm(X)
Tn(X)

�
. Si tratta delle curve di Chebyshev: se m ed n sono coprimi

si tratta di curve algebriche irriducibili, di grado n ed equazione a�ne Tn(X) = Tm(Y ), e hanno la
proprietà di avere esattamente 1

2 (m�1)(n�1) punti singolari doppi ordinari, tutti reali e concentrati
in un quadrato:

(m=2,n=3) (m=2,n=5) (m=2,n=7)
(m=3,n=4)

(m=3,n=5) (m=3,n=7)

(m=4,n=5) (m=4,n=7)
(m=5,n=6)

(m=5,n=7) (m=6,n=7)

4.16. Quadrilatero articolato e curve di Watt. Un quadrilatero articolato è un dispos-
itivo formato da tre segmenti fissi incernierati ciascuno sul successivo, il primo e l’ultimo estremo in
posizioni fisse sul piano. Scelto un punto P del segmento centrale, l’insieme delle posizioni che esso
assume sotto i possibili movimenti del dispositivo è una curva del piano, detta curva di Watt. Eccone
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4. Cissoide di Diocle: data una circonferenza di diametro a del piano euclideo usuale,
un suo punto O e la tangente t nel punto diametralmente opposto. Per ogni retta r per
O, siano O e R le intersezioni con il cerchio, e T l’intersezione con t. Sia P il punto di
r tale che d(O,P ) = d(R, T ).
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4.8. Trisezione dell’angolo. Dato un angolo ↵, cerchiamo una costruzione geometrica per
determinare ↵/3. Dalla ben nota formula di trigonometria (se non è nota, calcolare (cos ⇠+i sin ⇠)3 nei
due modi ovvi) sin 3⇠ = 3 sin ⇠� 4 sin3 ⇠, si vede che si tratta ancora di trovare uno zero del polinomio
di terzo grado 4T 3 � 3T + sin↵, che di nuovo è impedito usando solo riga e compasso da Galois.

Si può fare disponendo di opportune coniche?

4.9. Cissoide di Diocle. Data una circonferenza di diametro a del piano euclideo usuale, un
suo punto O e la tangente t nel punto diametralmente opposto. Per ogni retta r per O, siano O e R
le intersezioni con il cerchio, e T l’intersezione con t. Sia P il punto di r tale che d(O, P ) = d(R, T ).
Mostrare che il luogo descritto da tali punti P è una curva algebrica che in un opportuno riferimento
ha equazioni polari % = a

cos# � a cos# ovvero equazioni cartesiane (X2 + Y 2)X = aY 2.

O
a

P

R
T

t

# (0
0) (1

0)

( 0
�3)

(1
�)

(�
2/(1+�2)

�3/(1+�2))

4.9.1. parametrizzazione. Intersecando la cissoide con le rette del fascio per O, si scopra che

ogni punto della cissoide si può esprimere come

✓
�(↵2+�2)

a↵2�
a↵3

◆
al variare di

�
↵
�

�
2 P1.

4.9.2. ancora sulla duplicazione del cubo. Usare la cissoide per duplicare il cubo.

4.9.3. generazione di Newton. Un meccanismo per costruire la cissoide (tracciatore di
cissoide) dovuto a Newton è il seguente: una squadra rettangola (cioè un angolo retto) con un braccio
di lunghezza fissa 2r si muove sul piano con i seguenti vincoli: il braccio di lunghezza fissa ha l’estremo
su una fissata retta, e l’altro braccio passa per un fissato punto a distanza 2r dalla fissata retta. Allora
il punto medio del braccio di lunghezza fissa descrive una cissoide.

Anche gli altri punti di quel braccio descrivono delle curve, che sono delle “deformazioni” della
cissoide...

4.10. Concoide della retta (Conchiglie di Nicomede). Dati una retta r e un punto O a
distanza a da r, per ogni s retta per O sia S l’intersezione di r e s. Consideriamo i punti P e P 0 di s di
distanza assegnata l da S. Mostrare che il luogo descritto da tali punti è una curva algebrica descritta
in un opportuno riferimento dalle equazioni polari % = a

cos# ± l ovvero dalle equazioni cartesiane
(X2 + Y 2)(X � a)2 = l2X2.

4.10.1. trisezione dell’angolo. Usare una concoide per trisecare l’angolo.

4.10.2. ancora sulla duplicazione del cubo. Usare una concoide per duplicare il cubo.

4.10.3. parametrizzazione. Nel caso a = l = 1 e intersecando la curva con il fascio di coniche
bitangente in O alle ascisse, e nel punto improprio della concoide alla retta ivi asintotica, si scopra

che ogni punto della concoide si può esprimere come

 
(↵2+�2)(↵2��2)

2↵2(↵2��2)

4↵3�

!
al variare di

�
↵
�

�
2 P1. Cosa
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Mostrare che il luogo descritto da tali punti P è una curva algebrica che in un oppor-
tuno riferimento ha equazioni cartesiane

(x2 + y2)x− ay2 = 0.

Si dimostri che la chiusura proiettiva di tale curva è razionale, e se ne trovi una para-
metrizzazione con l’uso di un programma di calcolo simbolico.

5. Sezioni spiriche o toriche di Perseo. Studiare le sezioni “laterali” piane di un to-
ro immerso nello spazio euclideo usuale. Partendo dalla seguente rappresentazione
cartesiana del toro in A3

R:

(x2 + y2 + z2 −R2 − r2)2 − 4R2(r2 − x2),

dove 0 < r < R, e usando i piani z = c, mostrare che si tratta di curve di grado 4 e
prevederne l’aspetto grafico.
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4.13.1. curve di Cassini. Dati due punti
O, O0 del piano euclideo a distanza 2a, i punti P tali
che il prodotto d(O, P )d(O0, P ) = c2 ove c è una
fissata costante formano curve algebriche, dette di
Cassini (per a = c si chiama lemniscata di Bernoulli).
Cosa c’entrano con Perseo?

4.14. Curve di Lissajous. Si ottengono dalle rappresentazioni parametriche(
X = a cos(↵t + ↵0)

Y = b cos(�t + �0)

al variare di t (a, b, ↵, ↵0, �, �0 costanti). Mostrare che si tratta di curve algebriche se e solo se il
rapporto ↵/� è un numero razionale. Altrimenti?

4.14.1. Andare in un laboratorio di Fisica e costruire delle curve di Lissajous usando un
oscilloscopio e due oscillatori indipendenti. Si riuscirà a vedere le seguenti curve “in movimento”
(perché?):

(cos#,sin#) (cos#,sin 2#) (cos#,sin 3#) (cos#,sin 4#) (cos#,sin 5#)

(cos 2#+⇡
2

,sin#) (cos 2#+⇡
6

,sin 3#) (cos 2#+ ⇡
10

,sin 5#) (cos 2#+ 2⇡
14

,sin 7#)

(cos 3#,sin#) (cos 3#,sin 2#) (cos 3#,sin 4#) (cos 3#,sin 5#) (cos 3#,sin 7#)

(cos 4#+⇡
2

,sin#) (cos 4#+⇡
6

,sin 3#) (cos 4#+ ⇡
10

,sin 5#) (cos 4#+ ⇡
14

,sin 7#) (cos 4#+ ⇡
18

,sin 9#)

(cos 5#,sin#) (cos 5#,sin 2#) (cos 5#,sin 3#) (cos 5#,sin 4#) (cos 5#,sin 6#) (cos 5#,sin 7#)
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6. Si verifichi che la cubica cuspidata proiettiva di equazione x0x
2
2 − x31 = 0 contiene un

unico flesso.

Si verifichi che la cubica nodata x0x1x2 − x31 − x32 = 0 contiene tre flessi che risultano
allineati.

7. Curve iperellittiche: Si dicono curve iperellittiche le curve proiettive di grado d ≥ 3
che in una opportuna scelta di un riferimento si scrivono nella forma

xd−2
0 x22 − p(x0, x1) = 0

dove p(x0, x1) ∈ K[x0, x1]d è un polinomio omogeneo di grado d, ovvero nella forma
affine

y2 − p(x) = 0,

con p(x) polinomio di grado d ≥ 3.

Si preveda la traccia reale della curva. Si dimostri che l’unico punto improprio delle
curve iperellittiche è singolare se e solo se d > 3, e che in ogni caso ha come unica
tangente la retta impropria.

Infine, si dimostri che la curva iperellittica affine y2 − p(x) = 0 ha punti singolari se e
solo se il polinomio p(x) ha radici multiple, e si faccia qualche esempio.


