
CURVE E SUPERFICI 

l Generalità 

1. Lo studio delle superfici svolge un ruolo determi­
nante nel campo della rappresentazione grafica, non 
essendo realizzabile alcuna proiezione - mongiana, 
prospettica o assonometrica- di una qualsiasi forma 
dello spazio, senza che se ne conoscano la genesi 
geometrica e le proprietà configurative. Ci occupe­
remo dunque dell'una e delle altre in riferimento a 
quelle superfici che sono più frequenti in architettu­
ra, ricordando inoltre che alcune di esse, teorica­
mente infinite, sono nella realtà limitate dalla presen­
za di altre superfici, piane o non: donde la necessità 
di definire ancora quelle linee - generalmente cur­
ve - che ne costituiscono le mutue intersezioni. 
Ma lo studio delle linee e delle superfici deve neces­
sariamente avvalersi dei metodi della geometria de­
scrittiva, per cui lo stesso strumento di studio si trova 
a svolgere un duplice ruolo simultaneamente cono­
scitivo e rappresentativo, fornendo immagini rigoro­
se nei contenuti ed espressive nelle forme. 

2 Linee piane e sghembe 

2. 1 Definizioni e genesi 

1. Le linee geometricamente definite possono consi­
derarsi generate da un punto che si muove nel piano 
o nello spazio, seguendo precise leggi di moto: nel 
primo caso la linea è detta appunto piana, nel se­
condo sghemba o gobba o a doppia curvatura. Sono 
curve sghembe, come già accennato, anche le in­
tersezioni di superfici curve, assai frequenti nell'ar­
chitettura classica come intradosso di coperture a 
volta, ma anche nell'architettura moderna che utiliz­
za ogni tipo di superficie, con la grande libertà resa 
oggi possibile dalle tecnologie più avanzate. 
Considerando la genesi dinamica di una linea, ricor­
diamo che, se il moto del punto generatore è unifor­
me e non muta mai direzione, sia nel piano che nello 
spazio, la linea descritta è evidentemente .una retta, 
che si definisce tuttavia come la linea più breve tra 
due punti di un piano. In generale la linea più breve 
tra due punti A, B di una superficie è detta geodeti­
ca: così la geodetica del p~ano è appunto la retta; la 
geodetica della sfera è l'arco di cerchio massimo 

passante per A e B; la geodetica di un cilindro cir­
colare retto è generalmente una curva gobba detta 
elica cilindrica (cfr. 2.3.3.), oppure un arco di cer­
chio, se A e B appartengono a un piano ortogonale 
all'asse, la cui sezione con il cilindro è appunto un 
cerchio; o infine un segmento di retta se A e B ap­
partengono alla stessa generatrice. 
Il movimento generatore ha, in ogni punto di una 
linea curva, una diversa direzione, e la retta passan­
te per il punto e avente quella direzione è detta tan­
gente alla curva in quel punto, che a sua volta dicesi 
punto di contatto della tangente con la curva. 

2. Punti singolari di una curva. Una generica linea 
curva, nel piano o nello spazio, che ammette in ge­
nerale una tangente in ogni suo punto, può presen­
tare dei punti singolari: se il punto mobile, nel descri­
vere la curva, passa due (o più) volte per una stessa 
posizione P, assume in quella posizione il nome di 
punto doppio (o multiplo) o nodo della curva e in 
esso la curva ammette due (o più) tangenti distinte; 
ancora due tangenti ammette la curva nel punto 

Fig. 1a 

doppio anche se il secondo passaggio segue imme­
diatamente il primo, se il punto cioè cambia brusca­
mente la direzione del moto: ma se tale direzione 
viene invertita, in esso la curva ammette una sola 
tangente e quel punto dicesi punto di regresso, o 
cuspide o punto stazionario (figg. 1a, b). 
Dualmente, la tangente a una curva durante il moto 
del punto descrive un inviluppo, di cui la curva è il 
luogo dei punti di contatto; se durante il movimento 
la tangente tocca la curva una seconda volta (o più 
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volte) dicesi tangente doppia (o multipla); e se la 
retta inverte il senso di rotazione prende il nome di 
tangente d'inflessione e il punto di contatto punto di 
flesso della curva. (fig. l c). 

p 

Fig. 1b 

Fig. 1c 

2.2 Curve piane 

1. Tra le curve piane, di particolare interesse appaio­
no le coniche, le spirali e le cicloidi. Le coniche si 
possono ottenere come sezioni di un piano con un 
cono circolare; ma, invertendo la genesi, proiettando 
cioè il cerchio direttore dal vertice del cono su di un 
piano, la conica si può considerare come proiezione 
del cerchio. Le spirali e le cicloidi sono generate dal 
moto composto di rotazione e di traslazione di un 
punto, diversificandosi tuttavia per la direzione della 
traslazione, variabile (radiale) per le prime, costante 
per le seconde. 

2. Le sezioni coniche: genesi geometrica. Curve no­
tevoli, per essere come abbiamo accennato le proie­
zioni del cerchio, dunque ad esso proiettivamente 
equivalenti, le coniche- più precisamente dette se­
zioni coniche, in quanto storicamente scoperte come 
intersezioni di un piano con un cono circolare (S.-V., 
p. 170 segg.) -, sono definite nel proprio piano come 
curve del secondo ordine, perché rappresentate 
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analiticamente da equazioni di sec ndo grado; tale 
condizione si traduce nella proprietà geometrica di 
tutte le coniche di avere in comune con una generica 
retta del piano due punti, e nella proprietà duale di 
potersi condurre da un punto del piano due rette 
tangenti alla curva, gli uni e le altre (secondo la po­
sizione rispetto alla conica) reali e distinti, reali e 
coincidenti, o complessi coniugati. 
In rapporto alla giacitura del piano rispetto alle ge­
neratrici del cono di origine, la conica sezione può 
essere una ellisse (in particolare un cerchio), una 
parabola, o un'iperbole (S.-V., pp. 170-173). 
Se invece consideriamo la genesi dinamica di cia­
scun tipo di conica nel proprio piano, osserviamo 
che l'ellisse (l'iperbole) è generata da un punto che 
·si muove mantenendo fissa la somma (rispettiva­
mente la differenza) delle distanze da due punti fissi 
del piano F1, F2 , detti fuochi, che si trovano all'inter­
no della conica, e precisamente sull'asse maggiore 
(sull'asse trasverso) (figg. 2a, b); la circonferenza, 
una particolare ellisse i cui fuochi coincidono nel 
centro, è generata da un punto che si muove nel 
piano mantenendo fissa la distanza da quel centro; 
la parabola è generata da un punto che si muove nel 
piano mantenendo uguali le distanze da un punto, 
detto fuoco, e da una retta, detta direttrice: il fuoco 
appartiene all'unico asse della parabola (fig.2 c). 

Fig. 2a 

Fig. 2b 

La rappresentazione geometrica dell'architettura 

Fig. 2c 

L'ellisse è costituita da soli punti propri; l' iperbole da 
infiniti punti propri e due punti impropri, che defini­
scono i due rami infiniti della curva; la parabola da 
infiniti punti propri e da un punto improprio, e per­
tanto da un solo ramo infinito. 

3. Polarità rispetto a una conica. Le relazioni proiet­
tive tra figure di due piani, eventualmente sovrappo­
sti, sono dette omografie quando i punti (e le rette) 
dell'uno sono in corrispondenza biunivoca con i pun­
ti (e le rette) dell'altro: l'omologia è una particolare 
omografia tra piani sovrapposti (S.-V., p. 72). 
Una relazione proiettiva tra due piani, distinti o so­
vrapposti, è detta invece reciprocità quando ai punti 
di un piano corrispondono le rette dell'altro e vice­
versa: se la reciprocità tra due piani sovrapposti 
a= a' è involutoria- se cioè, dato un punto P di a, 
cui corrisponde una retta p' di a', avviene che allo 
stesso punto P= M', considerato appartenente ad a', 
corrisponde in a la stessa retta m= p'- la relazione 
viene detta polarità piana, e i relativi enti vengono 
denominati con le sole lettere, prive di apici: ogni 
punto P (oppure M) è detto polo della retta p (o m), 
e la retta p (m) è detta polare del punto P (M). 
Due punti distinti P, Q si dicono coniugati quando 
ciascuno appartiene alla polare dell'altro, quando 
cioè P appartiene a q e Q appartiene a p; analoga­
mente si dicono coniugate due rette p e q quando 
ciascuna passa per il polo dell'altra, quando cioè p 
passa per Q e q passa per P. Se in una polarità 
esistono inoltre punti autoconiugati (rette autoconiu­
gate) -punti cioè che appartengono alla propria po­
lare (rette passanti per il proprio polo)- la polarità è 
detta non uniforme e quei punti appartengono (quel­
le rette sono tangenti) a una conica, detta conica 
fondamentale della polarità: nel primo caso, conica 
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luogo (di punti), nel secondo conica inviluppo (di 
rette). 
Si hanno allora le definizioni tra loro duali: ogni co­
nica è il luogo dei punti autoconiugati in una polarità 
piana non uniforme; ogni conica è l'inviluppo delle 
rette autoconiugate in una polarità piana non unifor-
me. 
Così ogni conica stabilisce nel proprio piano una po­
larità, e pertanto viene detta conica fondamentale 
della polarità: tra le infinite coppie punto-retta corri­
spondenti vale allora la relazione di reciprocità sopra 
detta: se un punto Q appartiene a una retta p, la sua 
polare q passa per il polo P di p. Più in generale, se 
un punto Q descrive una retta p, la sua polare q 
descrive un fascio di rette, il cui centro è il punto P, 
polo della retta p . 
Ogni punto T della conica, in quanto autoconiugato, 
appartiene alla propria polare t, che a sua volta, in 
quanto autoconiugata contiene il proprio polo e dun­
que è la tangente in T alla conica; evidentemente 
ogni tangente t alla conica è la polare del punto di 
contatto T con la conica stessa: è allora possibile 
costruire nel piano della conica la polare di un qua-

Fig. 3 

lunque punto e il polo di qualunque retta. Supponia­
mo dapprima che il punto dato P sia esterno alla 
conica e conduciamo per P le due tangenti a e balla 
conica stessa (fig. 3): la retta p che congiunge i punti 
di contatto A e B di quelle tangenti è la polare di P; 
infatti, per il principio di reciprocità le rette a e b, 
polari di A e di B (punti che appartengono a p) pas­
sano per P, che dunque è il polo della retta p. La 
relazione di reciprocità appare più chiara se espres­
sa in simboli: P= ab e p= AB (cfr. fig. 3). Se il punto 
P è interno alla conica, tracciate per P due corde a 
e be condotte le tangenti negli estremi di ciascuna, 
i punti A e B, rispettivamente comuni a ogni coppia 
di tangenti, sono i poli delle rette a e b, mentre la 
retta AB è la polare p del punto P (fig. 4): infatti, in 
quanto centro di un fascio di rette definito da a e b, 
che hanno i poli sulla retta p, il punto P è il polo di 
quella retta. 
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4. Centro, diametri, assi di una conica. Nel caso di 
un punto improprio P=, le tangenti condotte da P= 
toccano la conica negli estremi di una particolare 
corda, che dunque assume il ruolo di polare di P=: 
definiamo diametro di una conica la polare di un 
punto improprio del suo piano (fig. 5). Inoltre si di­
mostra che un diametro biseca tutte le corde aventi 
la direzione coniugata (quella cioè del proprio polo 
nonché delle tangenti nei suoi estremi) e dunque 
ogni diametro è asse di simmetria, generalmente 
obliqua, per la conica secondo la direzione coniuga­
ta. E, in conformità al caso generale, se P= descrive 
una retta (la retta impropria i= del piano) la sua po­
lare descrive un fascio di rette (i diametri della coni­
ca), il cui centro C è il polo della retta i=; ma in 
quanto centro del fascio di diametri, il punto C è 
anche il centro della conica, per cui vale la definizio­
ne: il centro di una conica è il polo della retta impro­
pria del suo piano. 
In un'ellisse o in una iperbole, dette coniche a centro 
proprio, o semplicemente a centro, ogni coppia di 
diametri tali che ciascuno passi per il polo dell'altro 
sono detti coniugati: allora la conica è simmetrica 
rispetto a ciascuno di essi secondo la direzione 
dell'altro, ogni punto della conica ha cioè un simme­
trico rispetto a ogni diametro, secondo la direzione 
del diametro coniugato (figg. 6a, b). In particolare 
l'ellisse è inscrivibile in infiniti parallelogrammi, le 
coppie di lati opposti di ciascuno dei quali sono rette 
parallele a una coppia di diametri coniugati. 
Nelle coniche e centro, tra le infinite coppie di dia-
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Fig. 5 

Fig. 6a. 

Fig. 6b 

La rappresentazione geometrica dell'architettura 

metri coniugati, una sola è costituita da rette ortogo­
nali, tale cioè che ciascun diametro sia ortogonale 
al proprio diametro coniugato: questi due diametri, 
rispetto a ognuno dei quali i punti della conica sono 
in simmetria ortogonale, prendono il nome di assi. Si 
definiscono allora assi di una conica a centro i due 
diametri coniugati e ortogonali (figg. 7 a, b): eviden­
temente il centro, interno alla curva per l'ellisse, 
esterno per l'iperbole, è un punto di simmetria per la 
conica; inoltre gli assi dell'ellisse, detti asse maggio­
re (o asse focale) e asse minore, rispettivamente dia­
metro massimo e diametro minimo, secano entrambi 
la curva in coppie di punti detti vertici, in ciascuna 
delle quali il raggio di curvatura è rispettivamente 
minimo e massimo 1. Nei vertici della conica la tan­
gente è ortogonale al relativo asse, e dunque l'ellis­
se, che ha quattro vertici, è ancora inscrivibile in un 
rettangolo, le cui coppie di lati opposti hanno lun­
ghezze uguali agli assi. 
Gli assi dell'iperbole, detti asse trasverso e asse non 
trasverso, sono rispettivamente secante e esterno, e 
di conseguenza i vertici dell'iperbole sono due; inol­
tre l'iperbole ammette due tangenti a e b nei punti 
impropri, dette asintoti, che in quanto tali sono rette 
polari di quegli stessi punti impropri A= e 8=, dunque 
diametri e pertanto passano per il centro, e inoltre 
sono simmetrici rispetto agli assi (gli assi bisecano 
gli angoli degli asintoti). 

Fig. 7a 

Fig. 7b 
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La parabola, avente un solo punto improprio, cioè un 
solo punto in comune con la retta impropria i= (S.-V., 
p. 170), ammette ''=come tangente: allora in quanto 
tale, i= è una retta autoconiugata nella polarità e per­
tanto contiene il proprio polo c= che è dunque il 
punto di contatto della retta i= con la conica; ma, in 
quanto polo della retta impropria, quel punto per de­
finizione è detto centro della conica, conservando 
tale denominazione benché per la parabola non sia 
un punto di simmetria (fig. 8): i diametri, tutti passanti 
per C=, sono evidentemente paralleli, né esistono 
coppie di diametri coniugati, ma ciascun diametro 
(come per le altre coniche) è coniugato alla direzio­
ne della tangente nel suo estremo, ed è inoltre asse 
di simmetria obliqua per la parabola secondo quella 
direzione. La parabola ha dunque un solo asse, la 
cui direzione coniugata, quella della tangente 
nell'unico vertice, è ad esso ortogonale. 
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Fig. 8 

5. Costruzioni delle coniche. l. Costruire una ellisse 
dati i due assi: a) Ricordando che per ciascun punto 
P della ellisse la somma delle distanze dai fuochi è 
costante e uguale alla misura dell'asse maggiore AB 
(vale cioè la relazione PF1 +PF2 =AB), con centro in 
uno degli estremi dell'asse minore si tracci la circon­
ferenza di raggio uguale al semiasse maggiore: i 
punti d'intersezione con l'asse maggiore (detto per­
ciò anche asse focale) sono i fuochi F1 e F2; per 
costruire altri punti dell'ellisse, con centro alternati­
vamente in F1 e in F2 si traccino archi di cerchio con 
raggi rispettivamente uguali a un segmento A 1,A2, 
A3 dell'asse maggiore e al segmento residuo 81, 82, 
83: i punti di intersezione delle coppie di tali cerchi 
appartengono alla ellisse (fig. 9a). Per costruire poi 
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Fig. 9a 

le tangenti all'ellisse (già disegnata) da un punto 
esterno P, tracciati il cerchio di centro P e raggio PF2 
(o PF1), e il cerchio di centro F1 (o F2) e raggio ugua­
le all'asse maggiore AB, e tracciate le rette che con­
giungono i punti comuni a tali due cerchi con F1 (con 
F2), le due intersezioni di queste rette con l'ellisse 
sono i punti di contatto delle tangenti richieste che 
così possono essere tracciate (fig. 9b). 

Fig. 9b 

b) Descritto il cerchio con centro in C e raggio ugua­
le al semiasse maggiore, trasformare un certo nume­
ro di punti del cerchio nell'affinità omologica ortogo­
nale avente per asse la retta s, asse maggiore 
dell'ellisse, e punti corrispondenti 75,D estremi rispet­
tivamente del raggio del cerchio normale ad se del 
semiasse minore dell'ellisse (fig. 10). Evidentemente 
basta determinare solo alcuni punti di un quarto del­
la curva e costruirne poi i simmetrici rispetto a eia-
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Fig. 10 

scuno degli assi. Per facilitare il tracciamento dell'el­
lisse è utile costruire in ogni punto la relativa tangen­
te: per l'esatta individuazione della tangente, ad 
esempio in un punto T già.determinato, è opportuno, 
dopo aver costruito il punto T del cerchio, omologo 
di T nell'affinità (inversa) di punti corrispondenti D,D, 
tracciare la tangente Tin T(ricordando che la tan­
gente T al cerchio è ortogonale al raggio passante 
per T) e trasformare T nella tangente t della ellisse 
mediante la data affinità. 
c).Tracciati due cerchi di centro C e di raggi rispet~ 
tivamente uguali al semiasse minore e al semiasse 
maggiore, e secati entrambi con un numero n di rag­
gi passanti per i punti 1; 2; ... e 1: 2; ... rispettivamente 
dell'uno e dell'altro cerchio, si traccino dai primi le 
rette parallele all'asse maggiore e dai secondi le pa­
rallele all'asse minore (fig. 11 ): i punti comuni a tali 
coppie di rette appartengono all'ellisse. Anche in 
questo caso, si può completare la curva determinan­
done ulteriori punti mediante le note proprietà di sim" 
metria, e/o costruendone le tangenti nei punti trovati. 

Fig. 11 

La rappresentazione geometrica dell'architettura 

Il. Costruire l'ellisse dati l'asse maggiore e i fuochi. 
l punti della curva si costruiscono come in l.a); in 
particolare gli estremi C, D dell'asse minore - per­
pendicolare all'asse maggiore nel suo punto medio­
si determinano come intersezioni, con quella per­
pendicolare del cerchio di centro F1 (o F2) e raggio 
uguale al semiasse maggiore (fig. 12)2 

Fig. 12 

111. Costruire l'ellisse, per punti e per tangenti, data 
una coppia di diametri coniugati. a) Tracciato il cer­
chio il cui diametro coincida con il diametro maggio­
re AB, resta determinata l'omo!ogia affine obliqua 
avente per asse quel diametro e punti corrispondenti 
75, D rispettivamente estremi del semidiametro del 
cerchio ortogonale ad AB e del semidiametro minore 
dell'ellisse: il centro dell'affinità è evidentemente il 
punto improprio d!311a retta DD. Trasformati allora al­
cuni punti del cerchio nei corrispondenti punti dell'el­
lisse, è possibile individuare ulteriori punti utilizzan­
do le proprietà di simmetria obliqua rispetto ai due 
diametri, e così tracciare la curva (fig.13). Per co­
struire le tangenti in quegli stessi punti, prima che la 
curva sia tracciata, si operi come nel caso l.b). 
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b). Dall'estremo A del semidiametro minore si con­
duca la perpendicolare al diametro maggiore e su 
questa si stacchino i segmenti AE e AEdi lunghezza 
uguale al semidiametro maggiore OB (fig. 14); con­
giunti gli estremi E ed E con il centro O, le bisettrici 
degli angoli delle rette OE e OE sono gli assi dell'el­
lisse, le cui lunghezze si assumono rispettivamente 
uguali alla somma e alla differenza dei segmenti OE 
e OE. Costruiti gli assi, è possibile, con uno dei pro­
cedimenti suindicati, costruire altri punti dell'ellisse, 
di cui sono ora noti i quattro estremi dei due diametri 
dati e i quattro vertici (estremi degli assi). 
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Fig. 14 

IV. Costruire gli assi di un'ellisse omologa di un dato 
cerchio in un 'affinità omologica. Assegnati il cerchio 
y e l'omologia di asse s, centro S= e punti omologhi 
C, C rispettivamente centri del cerchio e dell'ellisse, 
si tracci la normale al segmento CC per il suo punto 
medio e sia K il punto d'intersezione con la retta s; 
con centro in K si descriva il cerchio di raggio KC 
(KC) e siano M, N i punti d'intersezione con s: gli 
assi dell'ellisse sono le rette CM, CN (fig. 15). Infatti 
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queste, in quanto rispettivamente omologhe delle 
rette CM, CN- che sono diametri ortogonali del cer­
chio (perché il loro angolo è inscritto in una semicir­
conferenza) - costituiscono una coppia di diametri 
coniugati dell'ellisse; inoltre, essendo retto anche 
l'angolo MCN, perché inscritto nella stessa semicir­
conferenza, quei due diametri coniugati essendo an­
che ortogonali sono gli assi dell'ellisse richiesti. 
V. Costruire l'iperbofe dati l'asse trasverso e i fuochi. 
Nell'iperbole è costante la differenza delle distanze 
di ogni suo punto P dai fuochi ed è uguale alla mi­
sura dell'asse trasverso (vale PF1- PF2 = V1 V2), i cui 
estremi sono i vertici V1 e V2, mentre i fuochi F1 e F2 
sono simmetrici rispetto al centro C, punto medio del 
segmento V1 V2; per costruire gli asintoti, si condu­
cano le normali all'asse per i punti V1 e V2, e con 
centro nel punto C si tracci il cerchio di raggio ugua­
le a CF1 ( CF2): gli asintoti sono le rette passanti per 
C e per i punti d'incontro di quelle normali con il 
cerchio, mentre l'asse non trasverso è la perpendi­
colare al primo condotta per C. Per la costruzione 
dei due rami della curva, ricordando le proprietà me­
triche suddette, si stacchino in un verso e nell'altro 
su uno dei prolungamenti dell'asse trasverso un nu­
mero di punti equidistanti 1, 2, ... ; con centro alter­
nativamente in F1 e in F2 si traccino coppie di cir­
conferenze di raggi uguali ai segmenti V11, V2 1; V12, 
V22; .. ; i punti di intersezione delle coppie di circon­
ferenze individuano un ramo dell'iperbole (fig. 16). 
Per costruire l'altro ramo si può scambiare la succes­
sione dei centri F1 e F2 delle circonferenze ausiliarie; 
oppure costruire i simmetrici, rispetto all'asse non 
trasverso, dei punti del primo ramo già individuati . 

Fig. 16 
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VI. Costruire l'iperbole dati i fuochi e gli asintoti. Trac­
ciato il cerchio di centro C - punto comune degli 
asintoti - e raggio uguale alla metà del segmento 
F1F2 che definisce l'asse trasverso, si determinano i 
vertici V1 e V2 come intersezioni con quell'asse delle 
rette ad esso ortogonali e passanti per i punti comuni 
al cerchio e agli asintoti. La costruzione prosegue 
come nel caso precedente (cfr. fig. 16). 
VII. Costruire la parabola dati il vertice V e il fuoco. 
L'asse è la semiretta di origine V a cui appartiene il 
fuoco F, mentre la direttrice d- rispetto alla quale la 
distanza di ciascun punto della curva deve essere 
uguale a quella dal fuoco - è la perpendicolare 
all'asse passante per il punto H, simmetrico del fuo­
co F rispetto al vertice V (fig. 17); allora, scelti 
sull'asse a partire da F un certo numero di punti 1, 
2, ... , e condotte per essi le normali all'asse stesso, 
con centro in F e raggi successivamente uguali a FH, 
H1, H2. .. , si traccino archi di circonferenze che ta­
gliano nell'ordine ciascuna delle normali in coppie di 
punti della parabola. 
VIli. Costruire la parabola dati il fuoco e la direttrice. 
Costruito l'asse come retta passante per il fuoco F e 
perpendicolare alla direttrice d, e determinato il ver­
tice V quale punto medio del segmento FH che mi­
sura la distanza di V da d, si proceda come nel caso 
precedente (cfr. fig. 17). 

Fig. 11 

IX. Costruire la parabola-inviluppo (di tangentt) dati 
l'asse e una tangente con il suo punto di contatto. 
Costruiti la retta t e il punto P simmetrici, rispetto. 
all'asse della tangente assegnata t e del punto di 
contatto P, e detto K il punto comune a t e I si divi­
dano i segmenti KP e KP in n parti uguali, ma con 
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Fig. 18 

numerazione inversa, rispettivamente 1; 2; ... n-1 e n-
1; ... 2; 1: le congiungenti le coppie di punti 1, 1; 2, 2; 
... n-1, n-1 sono altrettante tangenti della parabola-in­
viluppo (fig. 18). 

6. Le spirali. Le spirali sono curve piane infinitamente 
estese, assai note e frequenti nell'architettura classi­
ca come elemento decorativo, basti pensare alle 
curve direttrici delle volute caratterizzanti i diversi 
tipi di capitelli, in particolare il capitello ionico. Tali 
curve sono generate da un punto che compie nel 
piano un moto composto: di rotazione intorno a un 
centro e di traslazione lungo una semiretta (raggio) 
uscente dal centro; le diverse relazioni tra i due moti 
determinano l'andamento di ciascun tipo di spirale. 
Nella spirale di Archimede il moto del punto è uni­
formemente composto, e la distanza tra due spire 
successive è costante, cioè i punti di ciascuna spira, 
segmento di curva relativo al percorso di un intero 
angolo giro, sono equidistanti dai corrispondenti 
punti - quelli sullo stesso raggio - della spira suc­
cessiva. Esistono numerosi procedimenti empirici 
per la costruzione di questa spirale, che assimilano 
tratti di curva ad archi di cerchi mutuamente tangenti 
e di raggi progressivamente crescenti; la costruzio­
ne è tanto più approssimata, quanto più brevi siano 
quegli archi di cerchio: da soli due centri A, B -
estremi di un segmento da cui tracciare alternativa­
mente semicerchi di raggio via via crescente-, a tre, 
quattro o pjù centri, vertici di un poligono di tre, quat­
tro o più lati, da cui tracciare archi di cerchio, nei 
diversi casi e nell'ordine, di lunghezze decrescenti 
(figg. 19a, b, c). 
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Fig. 19a 

Fig. 19b 

Fig. 19c 
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Una costruzione più aderente alla genesi della spi­
rale di Archimede è quella che si realizza tracciando, 
per ciascuna spira, un certo numero n di cerchi con­
centrici e lo stesso numero di raggi: i punti della 
spirale sono quelli comuni a ciascun raggio e al re­
lativo cerchio (fig. 20); evidentemente il tracciamen­
to della curva risulta tanto più corretto quanto, per 
uno stesso tratto di curva, sia più alto il numero n. 

-~--

Fig. 20 

Nella spirale logaritmica invece la distanza tra le spi­
re cresce secondo una legge appunto logaritmica, 
proprietà che rende la curva estremamente dinami­
ca. Un metodo che comporta una buona approssi­
mazione è quello che prevede il tracciamento di un 
elevato numero di semirette di origine O formanti an­
goli uguali e dello stesso numero di cerchi di centro 
O e raggio crescente con legge esponenziale; cia­
scuno di tali cerchi si costruisce nel modo seguente 
(fig. 21): scelto un punto 1 di una prima semiretta, 
molto vicino al centro O, si tracci un segmento 1A 
tale che formi con la semiretta un angolo più o meno 
prossimo a 90°, secondo l'andamento previsto per la 
curva (che risulterà tanto più rapidamente crescente 
quanto più tale angolo sia inferiore ai 90°), essendo 
l'estremo A il punto d'intersezione con la semiretta 
successiva; con centro in O e raggio OA, si tracci il 
primo cerchio, la cui intersezione con la semiretta 01 
sia il punto 2; da questo si conduca il segmento 28 
parallelo al precedente 1A, e con raggio OB si tracci 
il cerchio successivo, e così procedendo si traccino 
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tutti gli altri cerchi: la spirale si ottiene (come nell'ul­
tima costruzione della spirale di Archimede) con­
giungendo nell'ordine i punti comuni a ciascun rag­
gio e al corrispondente cerchio. Nella figura 21 i pri­
mi numeri e le corrispondenti lettere, per maggior 
chiarezza, sono spostati in una posizione più ester­
na. 

Fig. 21 

Altra curva piana con andamento analogo alle spirali 
è la evolvente del cerchio; premettiamo che viene 
detta evoluta (o sviluppata), di una data linea curva, 
un'altra linea luogo dei centri dei cerchi di curvatura3 

nei diversi punti della curva data, curva che viene 
detta pertanto evolvente (o sviluppante) della evolu­
ta. L'evolvente del cerchio - che ammette appunto 
come evoluta un cerchio - può considerarsi genera­
ta da un punto che percorre una tangente del cer­
chio mentre il cerchio stesso ruota, nel verso oppo­
sto, intorno al proprio centro. Anche per l'evolvente 
esiste una costruzione empirica che la assimila a 
una successione di archi di cerchio mutuamente tan­
genti (fig. 22): allo scopo, suddiviso il cerchio-evolu­
ta in un numero n di archi uguali mediante i punti 1, 
2, ... , n, e condotte le semirette tangenti in ciascun 
estremo, con centro nel punto 1 e raggio 1n si tracci 
l'arco di cerchio fino ad incontrare in 1' la prima tan­
gente; con centro in 2 e raggio 2-1 si tracci un se­
condo arco fino al punto d'incontro 2 con la seconda 
tangente, così procedendo fino alla costruzione di 
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Fig. 22 

una o più spire dell'evolvente. Anche in questo caso 
l'approssimazione al modello ideale risulta tanto più 
vicina quanto maggiore sia il numero delle suddivi­
sioni del cerchio. È una evolvente del cerchio la cur­
va d'intersezione di un elicoide sviluppabile (cfr. 
3.4.2.) con un piano perpendicolare all'asse. 
6. La cicloide è una curva piana infinitamente este­
sa, generata dal moto che compie un punto P ap­
partenente a una circonferenza mentre questa ruota 
intorno al proprio centro e il centro stesso si sposta 
lungo una retta dello stesso piano, il punto P cioè 
compie nel piano un moto composto di rotazione in­
torno a un centro e di traslazione in una determinata 
direzione: se a un'intera rotazione del punto corri­
sponde una traslazione di lunghezza uguale alla mi­
sura della circonferenza, la cicloide è detta normale; 
se la traslazione ha lunghezza inferiore, la cicloide è 
detta accorciata; se maggiore allungata. Nel primo 
caso la curva ammette una cuspide in ogni punto 
corrispondente a un'intera rotazione del cerchio; nel 

Fig. 23 a 
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secondo ammette un nodo per ogni rotazione; nel 
terzo due punti di flesso per ogni rotazione (figg. 
23a, b, c). La cicloide è particolarmente interessante 
poiché in ciascuna delle tre versioni può costituire 
l'immagine assonometrica (ortogonale) o l'ombra 
portata di un'elica cilindrica (cfr. Parte IV., 3.1.16.) 

Fig. 23b 
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Fig. 23c 

2. 3 Curve sghembe 

1. Quando il punto generatore si muove nello spazio 
in modo che quattro punti successivi del suo percor­
so non siano contenuti in un piano, la linea descritta 
è denominata curva gobba o sghemba. Come per le 
curve piane, viene detta tangente a una curva 
sghemba la retta che passa per due posizioni suc­
cessive del punto mobile (per due punti della curva 
infinitamente vicini); è detto piano osculatore della 
curva il piano che passa per tre posizioni successive 
del punto mobile (per tre punti della curva infinita­
mente vicini). Un tale piano è definito da due tangen­
ti successive della curva, mentre l'insieme delle tan­
genti individua una superficie rigata detta sviluppa­
bile osculatrice della curva: le tangenti alla curva 
costituiscono le rette generatrici della sviluppabile e 
i piani osculatori della stessa curva sono piani tan­
genti della sviluppabile. Dunque in generale una su­
perficie rigata è detta sviluppabile quando due ge­
neratrici successive sono complanari: ci occupere­
mo più avanti di superfici rigate, sviluppabili e non 
sviluppabili (cfr. 3.4.). 
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2. Esempi di curve sghembe sono le intersezioni di 
due superfici curve, e se queste sono due quadriche 
(cfr. 3.7.2.) - definite come superfici del secondo 
ordine perché ciascuna rappresentata analiticamen­
te da un'equazione di secondo grado - la curva, 
costituita in generale da due rami distinti, è detta 
quartica o curva del quarto ordine, essendo rappre­
sentata da un sistema di due equazioni di secondo 
grado che definiscono le quadriche date, sistema 
dunque di quarto grado: questa condizione si tradu­
ce nella proprietà geometrica della quartica di esse­
re intersecata da un piano in quattro punti4 . 

In particolare la quartica intersezione di due coni 
circolari (detti coni quadrici in quanto superfici di 
secondo ordine, che insieme con i cilindri quadrici 
sono considerati quadriche specializzate) può anche 
essere costituita da un solo ramo, con o senza un 
punto doppio, secondo le posizioni reciproche dei 
due coni; se i coni hanno una generatrice in comune, 
la quartica si spezza in una retta (la generatrice co­
mune) e in una curva del terzo ordine, detta perciò 
cubica sghemba; o ancora, se i coni hanno in comu­
ne una conica, la quartica intersezione si spezza in 
due coniche, di cui una è appunto quella comune. 
Nel caso di due cilindri (coni a vertice improprio) 
aventi le direttrici circolari di uguale diametro, la 
quartica intersezione è costituita da due ellissi: è il 
caso delle volte a padiglione e a crociera (cfr. 
4.3.2.). La quartica si spezza infine in quattro rette 
se i coni hanno in comune il vertice. 

3. Elica conica e elica cilindrica. Le eliche, curve 
sghembe infinitamente estese, sono generate da un 
punto che compie nello spazio un moto composto, 
di rotazione intorno a un asse e di traslazione lungo 
una retta: se tale retta è parallela all'asse si ha l'elica 
cilindrica; se interseca l'asse, l'elica conica. 
Quest'ultima, piuttosto rara in architettura (è presen­
te nella lanterna della cupola di S. lvo alla Sapienza), 
va ricordata anche perché la sua proiezione ortogo­
nale su un piano perpendicolare all'asse è una spi­
rale di Archimede (fig. 24). La prima è invece di fon­
damentale importanza per la costruzione e la rappre­
sentazione di rampe e scale elicoidali, queste ultime 
volgarmente dette 'a chiocciola' (cfr. 3.4.4.). 
L'elica cilindrica è una curva sghemba infinita, ge­
nerata da un punto che si muove uniformemente lun­
go una circonferenza, mentre il centro di questa 
scorre lungo una retta perpendicolare al piano del 
cerèhio: si tratta di un moto composto di rotazione in 
un piano e di traslazione nella direzione ortogonale 
al piano. Possiamo anche dire, in accordo con la sua 

CURVE E SUPER~CI 

Fig. 24 

genesi, che si tratta di una curva che si avvolge sulla 
superficie di un cilindro circolare retto. 
La rappresentazione grafica di questa, come delle 
altre curve sghembe, si realizza individuandone le 
proiezioni di un certo numero di punti, considerati 
come altrettante posizioni del punto mobile genera­
tore. 
Assegnato nel metodo di Monge un cilindro retto in­
definito, se ne operi una sezione orizzontale a una 
quota uguale al passo dell'elica- cioè alla distanza 
tra i due punti dell'elica corrispondenti a un intero 
giro del punto mobile -, la prima proiezione E' della 
curva coincide con il cerchio direttore del cilindro, 
mentre la seconda è costituita da una sinusoide E", 

che si costruisce nel modo seguente (fig. 25): diviso 
il cerchio in un certo numero di archi uguali e la 
seconda proiezione del cilindro nello stesso numero 
di sezioni orizzontali, e stabilito un verso di rotazione 
del punto mobile, le seconde proiezioni dei punti, 
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che in prima proiezione sono gli estremi degli archi 
di cerchio, cadono ciascuna sulla corrispondente 
sezione orizzontale. 
Se riportiamo due punti A, 8 dell'elica sullo sviluppo 
del cilindro (costituito da un rettangolo avente la 
base uguale alla lunghezza 2Ttr della circonferenza 
di raggio r, e l'altezza uguale a quella del cilindro), 
il segmento della retta cui appartiene AB è una dia­
gonale del rettangolo-sviluppo del cilindro e costitui­
sce lo sviluppo dell'elica stessa - relativamente al 
tratto corrispondente al passo - e l'angolo ~ che AB 
forma con una retta orizzontale dicesi inclinazione 
dell'elica (cfr. fig. 25). La sinusoide E" assume la 
massima curvatura (cfr. nota 1) nei punti di contatto 
con le due generatrici del secondo contorno del ci­
lindro, e presenta un punto di flesso ogni volta che 
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Fig. 25 

la curva incontra l'asse, mentre la tangente in questo 
punto, in quanto parallela alla retta-sviluppo della 
curva (o all'altra diagonale del rettangolo), ne forni­
sce evidentemente l'inclinazione. Per la costruzione 
di altre spire dell'elica, si procede in modo analogo 
sulle successive sezioni del cilindro, ciascuna di al­
tezza uguale alla prima. 
L'assonometria cavaliera dell'elica si può costruire 
(fig. 26) trasformandone il cerchio Et prima proiezio­
ne mongiana, mediante la nota relazione di omologia 
affine, nella corrispondente ellisse E' t prima proiezio­
ne assonometrica, e staccando poi sulle semirette 
verticali (generatrici dell'ideale cilindro) le altezze 
dei diversi punti dell'elica, come traslazioni nella di­
rezione dell'asse y' delle corrispondenti suddivisioni 
dell'ellisse E't. 
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La rappresentazione prospettica dell'elica si esegue 
preferibilmente con il metodo del ribaltamento del 
cerchio prima proiezione mongiana: determinati i 
punti di fuga dei diametri del cerchio-base e la pro­
spettiva a' dell'asse, si stacchino su a' i successivi 
punti relativi alle sezioni orizzontali mongiane (equi­
distanti nel caso della prospettiva a quadro verticale; 
a distanze decrescenti oppure crescenti se la pro­
spettiva è a quadro inclinato, verso l'osservatore o 
rispettivamente verso l'oggetto); le prospettive delle 
semirette condotte per tali punti, e nella realtà parai-

', 
',, 

Fig. 26 

lele ai corrispondenti diametri del cerchio-base, de­
vono evidentemente concorrere nei punti di fuga di 
quei diametri; nelle figure 27 e 28 tali punti sono 
nell'ordine: V0 (rispettivamente K), fuga delle normali 
alla fondamentale f ; 0 1 e 0 2, fughe dei diametri 
inclinati di 45° rispetto ad t, il punto improprio della 
retta di orizzonte o, fuga del diametro parallelo ad f: 
le intersezioni di ciascuna di quelle semirette con la· 
verticale (o con la retta per F'n) condotta per il cor­
rispondente punto della ellisse E'1 sono punti dell'im­
magine prospettica E' dell'elica. 
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4.2 Gli archi 

1. La curva direttrice del semicilindro, cioè il profilo 
dell'arco, oltre che semicircolare può essere di natu­
ra diversa, può trattarsi cioè di una semiel/isse (fig. 
88 a); di un arco a più centri, generalmente a tre 
centri (fig. 88b); un arco il cui profilo è costituito da 
due archi di cerchio che formano una cuspide- arco 
ogiva/e (fig. 88 c); un arco minore di un semicerchio 
- arco ribassato- (fig. 88d); e ancora un arco ram­
pante, il cui piano d'imposta è obliquo (fig. 89); infine 
archi dal profilo più complesso, come quelli propri 
dell'architettura araba. 
Il profilo dell'arco a tre centri è costituito da tre curve 
mutuamente tangenti, e precisamente da tre seg­
menti circolari di cui i due laterali hanno i centri C 1, 

C2 sulla retta d'imposta e il raggio assai minore ri­
spetto a quello intermedio, il cui centro si colloca al 
di sotto della stessa linea, in un punto dell'asse ver­
ticale. Per costruire la curva, nota la luce dell'arco e 
tracciati i due cerchi laterali con i centri C1 e C2 e il 
raggio assegnato r1 dal punto H scelto (oppure 
noto) come chiave de'll'arco, si stacchi verso il basso 
il segmento verticale HK = r1 e si congiunga K con 
il punto C 1 (o C2) (cfr. fig. 88b): l'asse del segmento 
C 1K (C2 K) interseca la retta HK nel punto C, centro 
del cerchio maggiore di raggio r = CH, cerchio che, 
in virtù della costruzione effettuata, risulta tangente 
ai due cerchi minori; il punto di contatto tra il cerchio 
maggiore e ciascuno dei due minori appartiene alla 
retta CC 1 ( CC2) che contiene sia il raggio r che r ( i 
cerchi risultano tangenti in quel punto poiché in esso 
ammettono la stessa tangente, a sua volta perpen­
dicolare al raggio dei due cerchi. 
Meno frequente dell'arco a tre centri, l'arco ellittico 
ha come profilo una semiellisse che, noti l'asse mag­
giore (luce dell'arco) e il semiasse minore (freccia), 
si può costruire (cfr. fig. 88a) come descritto ad 
esempio in 2.2.5.1.c. 
Frequente nell'architettura medioevale, il profilo 
dell'arco ogiva/e è costituito da due archi di cer­
chio, il centro di ciascuno dei quali è sulla linea 
d'imposta AB, più vicino a (o coincidente con) un 
estremo del segmento AB, e il raggio di lunghezza 
uguale alla residua parte di AB (o uguale ad AB) 
(cfr. fig. 88c). 
La struttura portante di alcune scale è costituita da 
un arco rampante, il cui profilo, detto a collo d'oca 
è generalmente un arco a tre centri, i cui segmenti 
di cerchio laterali hanno raggi diversi, essendo 
maggiore il raggio del cerchio più basso (cfr. fig. 
89). 
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L'assonometria cavaliera di un arco a tutto sesto è 
ancora un semicerchio uguale al dato, se il suo pia­
no è parallelo al piano coordinato xz e dunque al 
quadro. Se invece il piano della parete muraria in cui 
si apre l'arco è inclinato rispetto al coordinato xz, 
nella rappresentazione mongiana la semiellisse-im­
magine si può costruire mediante il ribaltato di una 
sola metà del semicerchio, sufficiente alla determi­
nazione dei punti (e delle tangenti) necessari per il 
tracciamento della curva (fig. 90). Trasformata la pri­
ma proiezione mongiana nella prima proiezione as-

Fig. 90 
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sonometrica, come di consueto si stacchino le altez­
ze dei punti notevoli dei due profili dell'arco, esterno 
e interno, sulle semirette verticali condotte per i cor­
rispondenti punti della pianta assonometrica. 
Anche per la rappresentazione prospettica, sia nel 
caso di archi a tutto sesto che ad altri profili, è op­
portuno operare il ribaltamento del piano della fac­
ciata cui gli archi appartengono, ad es. il piano a= 
Ua, f'a) della figura 91, e disegnare gli archi in vera 
forma. Se l'arco è a tutto sesto, l'immagine è una 
semiellisse obliqua, cioè tagliata lungo un diametro 
non asse, che corrisponde al diametro di imposta 
dell'arco obiettivo; nell'immagine, l'intradosso 
dell'arco è limitato posteriormente da un'altra semi­
ellisse (in parte nascosta), corrispondente della pri-

' ' \ 
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Fig. 91 

ma nell'omotetia di centro F'8 (punto di fuga delle 
generatrici della superficie cilindrica dell'arco), i cui 
punti corrispondenti sono gli estremi di un segmen­
to-generatrice, relativi allo spessore murario. 

4.3 Volte cilindriche 

1. La volta a botte. Come abbiamo visto, la volta a 
botte è la più semplice volta cilindrica, essendo an­
che la più usata per la sua ampia versatilità, e copre 
generalmente spazi a pianta rettangolare, come 
grandi sale o gallerie oppure rampanti di scale. E 
ancora, secondo che le generatrici siano normali o 
non rispetto al piano della direttrice- che può essere 
una curva di vario tipo -, la volta è detta retta o 
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rispettivamente obliqua; se le generatrici non sono 
orizzontali, come nelle coperture di scale, la volta è 
detta inclinata: in questo caso, come nella volta obli­
qua, la curva direttrice appartiene a un piano non 
ortogonale alle generatrici, e dunque la sua superfi­
cie non è un cilindro retto. 
La rappresentazione mongiana della più semplice 
volta semicilindrica è costituita in prima proiezione 
da un rettangolo coincidente con il perimetro 
dell'ambiente da coprire, e, in accordo con la dispo­
sizione della pianta rispetto alla linea di terra, la se­
conda proiezione coincide con l'arco-direttore, op­
pure con un altro rettangolo di lunghezza uguale al 
primo e di altezza uguale alla freccia dell'arco. La 
corrispondente rappresentazione assonometrica, ol­
tre che dal parallelogrammo, trasformato del rettan-
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gola d'imposta e prima proiezione assonometrica, è 
costituita nel primo caso dai semicerchi (o altre cur­
ve direttrici) anteriore e posteriore, ottenuti da due 
traslazioni nella direzione dell'asse y' dell'arco mon­
giana, nonché dalla generatrice a questi tangente, 
ancora parallela a y'. Se i due archi (circolari) appar­
tengono a piani ortogonali al quadro, si deformano 
in semiellissi oblique, la cui costruzione si esegue 
operando il ribaltamento del piano cui appartiene 
ciascun arco, di cui è sufficiente tracciare in vera 
forma una sola metà (fig. 92). 
La costruzione prospettica della volta a botte è 
analoga a quella dell'arco a tutto sesto. Il contorno 
apparente della volta, supposta priva di spessore, 
è completato dalla generatrice tangente alle due 
semiellissi che la delimitano, condotta dal punto di 

Fig. 92 
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fuga delle generatrici del semicilindro intradosso 
(fig. 93). 
La volta a botte inclinata ha generalmente la funzio­
ne di copertura e di struttura portante di rampanti di 
scale: l'inclinazione delle generatrici del semicilindro 
è l'inclinazione stessa della scala, mentre la curva 
direttrice, semicircolare o di altro profilo, appartiene 
a un piano verticale. 
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La figura 94 rappresenta in assonometria cavaliera 
la superficie di una volta a botte inclinata, data come 
di consueto nelle proiezioni mongiane: la prima delle 
semiellissi, immagini dei corrispondenti archi circolari, 
si può costruire mediante il ribaltamento del relativo 
arco, limitato a una sola metà. Il secondo e il terzo arco 
si possono costruire per successive traslazioni di punti 
corrispondenti. 
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2. Presentano una certa analogia con la volta a botte 
le volte anulari (la cui superficie è quella del toro), 
adottate per la copertura di gallerie ad anello, e le 
volte elicoidali (la cui superficie è una vite di Saint 
Gi!les, cfr. 3.5.3.) per la copertura di quelle scale 
dette appunto elicoidali: in entrambi i casi non si 
tratta evidentemente di volte cilindriche poiché le ge­
neratrici, rettilinee nel cilindro, sono sostituite nel pri­
mo caso da cerchi orizzontali - i paralleli del toro -, 
nel secondo da eliche cilindriche. 

l 
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Fig. 94 

Fig. 95 
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Sono invece ancora cilindriche la volta a crociera e 
la volta a padiglione le cui superfici, generate dall'in­
tersezione di due semicilindri, coprono generalmen­
te spazi a pianta quadrata: nel caso della volta a 
crociera, che poggia generalmente su quattro pila­
stri o colonne, l'ambiente può essere totalmente o 
parzialmente aperto, oppure chiuso sui quattro lati; 
nel caso della volta a padiglione, che poggia su quat­
tro pareti murarie, l'ambiente è chiuso su tutti i lati. In 
entrambi i casi i due (semi) cilindri hanno gli assi orto­
gonali, le curve direttrici e le lunghezze uguali, e dun­
que la quartica-intersezione si spezza in due (semi) el­
lissi uguali contenute nei piani verticali diagonali (cfr. 
3.7.4): tali curve, caratteristiche di questi tipi di copertu­
re, le qualificano anche dal punto di vista figurativo. 

z 
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La differenza sia formale che strutturale tra i due tipi 
di volte è legata ai settori cilindrici presenti nell'una 
e nell'altra: osserviamo in proposito che, operate in 
un semicilindro a generatrici orizzontali, le sezioni 
con due piani verticali diagonali, questi lo dividono 
in quattro settori due a due uguali: quelli che com­
prendono i due archi sono denominati unghie, gli 
altri due fusi; i primi hanno le generatrici ortogonali 
al relativo lato del quadrato d'imposta, i secondi pa­
rallele (fig. 95). Ora, nella realizzazione della struttu­
ra muraria di una volta, ciascuno dei due semicilindri 
che ne costituiscono la superficie conserva solo due 
di tali settori: secondo che si tratti delle unghie o dei 
fusi, la copertura è una volta a crociera o una volta 
a padiglione. 

Fig. 96 
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3. La rappresentazione mongiana della volta a cro­
ciera è costituita in prima proiezione dal quadrato 
d'imposta e dalle due diagonali (le generatrici sono 
ortogonali ai lati del quadrato), in seconda proiezio­
ne da tre lati del rettangolo, che rappresenta il semi­
cilindro con le generatrici parallele alla linea di terra, 
e dall'arco in vera forma che rappresenta l'altro se­
micilindro: la superficie della volta è quella compre­
sa tra queste due figure (fig. 96). 
La costruzione dell'assonometria cavaliera si esegue 
mediante i consueti procedimenti grafici: l'immagine 
della volta è costituita dai due archi semicircolari pa­
ralleli al quadro, dalle due semiellissi, immagini degli 
archi laterali, e dalla rappresentazione delle semiel­
lissi diagonali (cfr. fig. 96). Per il tracciamento di que­
ste curve si adotta il procedimento consueto, trasfor-
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mando i punti del semicerchio direttore mediante ret­
te parallele all'asse y' nei corrispondenti punti delle 
due semiellissi laterali e delle due diagonali. Com­
pletano la rappresentazione della volta i segmenti di 
rette (generatrici) tangenti alle curve e paralleli ri­
spettivamente all'asse x e all'asse y'. 
Nella prospettiva accidentale - cioè con il quadro 
non parallelo al piano di alcuno degli archi -, come 
nell'assonometria isometrica, tutti i quattro archi che 
delimitano la volta, nonché i due archi diagonali, si 
trasformano in altrettante semiellissi oblique: le rela­
tive costruzioni sono analoghe alle precedenti, ricor­
dando tuttavia che tutte le rette, che sono parallele 
nello spazio e che nell'immagine assonometrica si 
mantengono parallele, nella prospettiva concorrono 
nei rispettivi punti di fuga, mentre le misure lineari 

-----
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subiscono i dovuti accorciamenti (fig. 97). Mediante 
il trasporto dei punti di un primo arco ellittico, co­
struito come trasformato del corrispondente arco se­
micircolare, sui piani degli altri archi, laterali e dia­
gonali, si determinano le immagini ellittiche di questi 
ultimi. Nel caso di archi ribassati o rialzati o ad altri 
profili, si adotta comunque lo stesso procedimento. 
Se la volta a crociera copre un ambiente a pianta 
rettangolare, i profili dei due archi sui lati maggiori, 
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Fig. 98 

avendo la freccia uguale a quella degli archi a tutto 
sesto dei lati più brevi, ma luce maggiore, sono an­
che nella realtà due semiellissi. 
Frequenti sono le volte a crociera rialzata, le cui un­
ghie cilindriche hanno le generatrici inclinate verso 
l'alto (fig. 98); e sono ancora volte a crociera, gene­
ralmente rialzata, le numerose volte a nervature sem­
plici, oppure stellate o reticolate, presenti nelle basi­
liche romaniche e gotiche. 
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4. La superficie della volta a padiglione che, in prima 
proiezione mongiana appare del tutto analoga alla 
volta a crociera- a meno della direzione delle gene­
ratrici, in questo caso parallele ai lati del quadrato-, 
in seconda proiezione è rappresentata dal solo arco­
direttore di uno dei cilindri, in cui coincidono anche 
le seconde proiezioni delle semiellissi diagonali. La 
volta a padiglione è rappresentata in assonometria 
dalle sole semiellissi diagonali e dalle rette (genera­
trici) ad esse tangenti e parallele rispettivamente 
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all'asse x e all'asse y' (fig. 99); le due semiellissi si 
costruiscono trasportando, come nel caso prece­
dente, i punti del cerchio direttore nei punti di ugual 
quota, aventi la prima proiezione sulle diagonali del 
parallelogrammo-immagine del quadrato d'imposta. 
Derivata da quella a padiglione è la volta a specchio 
o a schifo, caratterizzata da una specchiatura- ret­
tangolare o quadrata, in accordo con le dimensioni 
di pianta -, prodotta come intersezione della volta a 
padiglione con un piano orizzontale. 

Fig. 99 
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Sono ancora volte a padiglione quelle che coprono 
ambienti a pianta poligonale, generalmente ottago­
nale (fig. 100), e se l'ambiente è di grandi dimensioni 
la volta assume il carattere di cupola (come è il caso 
della basilica di S. Maria del Fiore in Firenze): la 
curva direttrice di ciascuno degli otto fusi può essere 
un arco di cerchio di grande raggio con il centro nel 
piano d'imposta, o un arco di ellisse, perché tali scel­
te conferiscono alla cupola una maggiore altezza. 

Y' 
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4.4 Volte lunettate 

1. È frequente l'adozione, per la copertura di grandi 
ambienti, di volte a botte con testate a padiglione; 
oppure, come nel caso della navata centrale e la 
zona sacra di numerose basiliche, la presenza di 
volte lunettate: quando infatti si debbano aprire fine­
stre al livello della volta è necessario raccordare la 
superficie piana dell'infisso con la superficie curva 

Fig. 100 
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della volta, inserendovi particolari strutture denomi­
nate appunto lunette. 
Generalmente le !unette di una volta cilindrica o di 
una cupola sferica, sono costituite da superfici cilin­
driche a direttrici circolari, di diametro inferiore e ge­
neratrici ortogonali rispetto ai corrispondenti ele­
menti della volta, oppure di generatrici parallele a un 
raggio orizzontale, nel caso della cupola: in entrambi 
i casi il contorno del vano aperto nella superficie 
della volta è una curva generalmente gobba, che in 
quanto generata dall'intersezione di due superfici 
quadriche (i semicilindri della volta e della lunetta) è 
costituita da un arco di quartica; l'altro ramo della 
quartica delimita il vano per il raccordo dell'even­
tuale finestra aperta nella volta in posizione sim­
metrica. 
Rappresentata in assonometria cavaliera la superfi­
cie di una volta cilindrica, e assegnati posizione e 

Fig. 101 

diametro dell'arco-finestra, se ne costruisca l'imma­
gine semiellittica e si completi il contorno apparente 
del cilindro-lunetta con la generatrice tangente la se­
miellisse e parallela all'asse x. Per la costruzione dei 
diversi punti della quartica si possono sezionare en­
trambi i semicilindri con un piano variabile a paral­
lelo al coordinato xy, e dunque orizzontale, poiché 
con tale scelta le intersezioni con l'una e l'altra su­
perficie sono generatrici (cfr. 3.7.4.): al variare del 
piano a si hanno dunque per ciascuna lunetta cop­
pie di punti della curva, di volta in volta quelli comuni 
a una delle generatrici del semicilindro maggiore 
(volta) contenuta in a- l'altra generatrice interessan­
do, se esiste, la eventuale lunetta simmetrica- e alle 
due generatrici del cilindro minore contenute nello 
stesso piano (fig. 101 ). 
L'eventuale apertura simmetrica della volta costitui­
sce l'altro ramo della quartica, in quanto intersezione 
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della volta con uno stesso cilindro, cui appartengono 
come abbiamo visto entrambe le lunette. 
L'immagine prospettica di una volta lunettata si av­
vale di costruzioni analoghe, tenendo presenti la 
convergenza nei punti di fuga delle generatrici non 
parallele al quadro e le consuete riduzioni delle 
grandezze in profondità. Nel caso della figura 102 il 
piano d'imposta della volta ha, come nella realtà, 
una posizione elevata rispetto all'osservatore e dun­
que la volta appare vista dal basso. 
Talvolta la lunetta di raccordo tra l'arco-finestra e la 
volta principale è costituita da una superficie a dop­
pia curvatura, generalmente di rotazione essendo 
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circolari le sezioni con piani paralleli all'arco dell'in­
fisso: tale superficie viene inserita tra due sezioni 
piane oblique, dunque ellittiche, della volta cilindri­
ca. 

2. La volta anulare lunettata, la cui superficie è quel­
la di un toro sezionato con il piano equatoriale, copre 
corridoi o gallerie circolari, in cui si aprono delle fi­
nestre, o porte, ad arco. La curva intersezione di 
ciascuna lunetta con la superficie della volta, si co­
struisce come intersezione del toro con il (semi)cilin­
dro circolare della lunetta, il cui asse coincide con 
un raggio del cerchio equatore. 

Fig. 102 
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Rappresentata la volta nel metodo di Monge, i diver­
si punti di ciascuna curva si costruiscono secando 
con un piano orizzontale variabile il toro e il semici­
lindro lunetta (fig. 1 03): i due punti comuni al paral­
lelo del toro e alle due generatrici del cilindro, se­
condo cui il piano interseca rispettivamente l'una e 
l'altra superficie, appartengono al ramo della curva 
cercata, che costituisce il profilo del vano aperto nel­
la volta in corrispondenza di ogni lunetta. Le coppie 
di punti A', 8', individuati in prima proiezione, deter­
minano mediante le rette di richiamo, i punti coinci­
denti A" = B" sul segmento orizzontale, seconda 
proiezione del relativo parallelo. 
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Fig. 103 

4. 5 Volte sferiche 

1. La più semplice tra le volte sferiche, cioè la cupola 
sferica, la cui superficie è appunto una semisfera, 
viene adottata generalmente per coprire spazi a 
pianta circolare oppure a pianta quadrata, come la 
zona sacra di numerose basiliche, in questo caso 
essendo tuttavia necessaria l'introduzione di oppor­
tuni elementi di raccordo tra i vertici del quadrato e 
il cerchio d'imposta; tali elementi, la cui superficie è 
un triangolo sferico, sono detti pennacchi sferici; an­
cora sferica è la superficie di un altro tipo di volta 
atta a coprire spazi a pianta generalmente quadrata, 
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precisamente la volta a vela. 
Per la rappresentazione in assonometria cavaliera 
della cupola sferica, rimandando il lettore a quanto 
descritto a proposito della sfera (cfr. 3.3.10. e fig. 
56), ricordiamo che il contorno apparente di questa 
volta è costituito da una semiellisse obliqua- imma­
gine del (semi)cerchio di contatto dell'ideale cilindro 
circoscritto alla sfera dal centro Roo dell'assonometria 
-tangente a un'altra semiellisse, immagine del cer­
chio d'imposta, cioè dell'equatore della sfera. 
La rappresentazione mongiana della semisfera può 
essere semplificata se facciamo coincidere il piano 
n 1 con il piano d'imposta: in tal modo la prima traccia 
sa del piano a perpendicolare alla direzione Roo 
dell'assonometria - piano che contiene il contorno 
apparente della sfera da Roo - passa per il punto 
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C= C 1 in cui coincidono il centro della semisfera e 
la sua prima proiezione. 
Per la costruzione dell'immagine prospettica della 
cupola sferica, aggiungiamo a quanto illustrato a 
proposito della prospettiva della sfera (cfr. 3.3.11. e 
fig. 60) che anche in questo caso è necessario limi­
tare l'immagine alla sola semi sfera superiore.:.... sezio­
nando la superficie con il piano orizzontale n1 pas­
sante per il centro C, costruendo cioè l'immagi~e 
ellittica del cerchio equatore: ribaltato il piano n1 
(la cui fuga coincide con la retta o e la traccia 
passa per il punto Td) e con esso il cerchio equa­
tore, se ne costruisca l'immagine mediante la éon­
sueta omologia. Il ribaltamento del piano n 1 è stato 
effettuato nel verso che porta il punto V* al di sotto 
della traccia. 
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2. La volta a vela copre, come la volta a crociera, 
spazi a pianta quadrata, chiusi oppure aperti: la su­
perficie di questa volta è riconducibile a quella di 
una semisfera con il cerchio-equatore circoscritto al 
quadrato d'imposta, che viene sezionata con quattro 
piani verticali passanti per i lati dello stesso quadra­
to; le sezioni con tali piani sono evidentemente se­
micerchi di diametro uguale al lato del quadrato, e 
dunque inferiore a quello della sfera, e costituiscono 
i profili dei quattro archi laterali che poggiano sui 
pilastri. 
La rappresentazione mongiana della volta a vela è 
costituita in prima proiezione dal solo quadrato d'im­
posta; in seconda proiezione da un arco di cerchio 
- con centro in C2 e raggio uguale a quello del cer­
chio circoscritto al quadrato (equatore della superfi­
cie sferica) -, dal semicerchio con centro ancora in 
C2 e raggio uguale alla metà del lato del quadrato, 
e dai segmenti verticali di uguale misura, che rap­
presentano i due archi laterali: la zona compresa tra 
queste quattro linee è la seconda proiezione della 
superficie della volta (fig. 104). L'assonometria cava­
liera della volta a vela si costruisce dunque come 
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Fig. 105 

quella della semisfera, inserendovi la rappresenta­
zione del quadrato d'imposta, inscritto nel cerchio 
equatore, e dei quattro archi-sezione: tutte le opera­
zioni sono quelle consuete per la trasformazione del­
le immagini mongiane nella corrispondente immagi­
ne assonometrica. 
Sono ancora superfici sferiche quelle dei particolari 
elementi, detti pennecchi sferici, che svolgono il ruo­
lo di raccordo tra il quadrato ideale- che caratteriz­
za la zona sacra di numerose basiliche ed è definito 
da quattro punti di appoggio- e il cerchio d'imposta 
della cupola: tali raccordi costituiscono la parte re­
sidua di una volta a vela sezionata con un piano 
orizzontale passante per i punti-chiave degli archi 
laterali. Per conferire maggiore altezza alla struttura 
voltata, tra i pennacchi e la cupola viene spesso in­
serito un ulteriore elemento, il tamburo, la cui super­
ficie è cilindrica nel caso della cupola sferica, men­
tre nelle cupole a padiglione, assume la forma di 
prisma ottagonale. 
Nella figura 106 sono rappresentati i pennacchi sfe­
rici, il tamburo e la calotta sferica, tutti elementi che 
costituiscono l'intradosso di una cupola. 
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Note 

È detto raggio di curvatura di una curva in un punto il raggio 
del cerchio tangente internamente alla curva in quel punto: di­
cesi curvatura di una curva in un punto il numero inverso della 
misura del raggio di curvatura nello stesso punto: quanto minore 
è il raggio tanto maggiore è dunque la curvatura, e viceversa. 

2 Come sappiamo, la somma delle distanze di ciascun punto 
dell'ellisse dai fuochi è uguale alla misura dell'asse maggiore. 

3 Il cerchio di curvatura di una curva in un punto è il cerchio che 
tocca internamente la curva in quel punto (cfr. nota 1 ). 

4 Le quattro terne delle coordinate di questi punti, non necessa­
riamente tutte reali, sono le soluzioni del sistema, ancora di 
quarto grado, formato dalle due equazioni delle quadriche e da 
un'equazione di primo grado in tre variabili, che rappresenta un 
piano. 

5 Infatti il sistema di secondo grado formato da un'equazione di 
secondo grado in tre variabili che rappresenta una quadrica e 
da un'equazione di primo grado ancora in tre variabili che rap­
presenta un piano, ammette come soluzioni infinite terne di nu­
meri, le coordinate di un insieme di punti che appartengono a 
una curva ancora di secondo grado, cioè una conica. 

6 M. Docci - R. Migliari, Scienza della rappresentazione, NIS, 
Roma 1992, pp. 38-40. 

7 Non può mai verificarsi il caso in cui l'immagine della sfera sia 
una parabola o un'iperbole, perché non compatibile con l'am­
piezza del cono visivo. 

8 La misura del passo deve essere calcolata in base all'altezza 
del fruitore, onde consentirne la salita. 

9 M. Docci- R. Magliari, Op. cit., pp. 38-40. 
1 O In tale caso i coni sono mutuamente tangenti e in quella gene­

ratrice coincidono due rette che appartengono alla quartica in­
tersezione, la cui residua parte è dunque una conica. 
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