Lezione 21 Teoremi di sollevamento

Teorema di sollevamento dei cammini

Teor. Siap: X — Y un rivestimento. V- : I — Y continua, con y(0) = o,
Vzo € p 1 (yo) = 39 : I — X sollevamento continuo di vy t.c. ¥(0) = xo.

Dim. J fibra di p. {V}aea ricoprimento aperto di Y banalizzante per p.
{771 (Va)}aeca ricoprimento aperto di I ~~» d > 0 numero di Lebesgue "
0 =ty < t1 < --- < tp, = 1 suddivisione di I t.c. t; —ti-1 < &6 =
Y([t;, tix1]) C Vo, =: Vs perun certo a; € A = y(t;) € Vi1 NV, 4 > 1.

(Vi) = | Uiy,  Pij i=Plu,  Usj 23V, Uy fogli dip
j€J

Solleviamo 7y su [0, t;] mediante 4;: [0, t;] — X t.c. (0) = zo.
Poniamo Ao : {0} — X, #9(0) := zo. Supponiamo di aver definito 4, =
315, € J t.c. 4:(t:) € U,y dato che v(t;) € V.

_ Vi, su [0, t4]

+1 =

' 'Di,jli o7, Su [t tit1].

Pig (Fa(t:)) = p(Fa(t:)) = V() = Fu(ts) = 0, (V(8)) =
Yi+1 continua. ;41 sollevamento di 7y su [0, t;41] t.c.
¥i+1(0) = To > § 1= Y.

v (ti) Vi
V4’ sollevamento continuo t.c. 4/(0) = zo. Per induzione se
¥ = 4; su [0, t] = ¥'([ts, tit1]) C Uiy perché 4/([ts, ti+1]) connesso =
Dis O =Y SU [ts, tir1] =& =D, 07y =7 SuU [ti, tip1] =& =Fsul. O

Omotopie di cammini e di cappi

I? =1 X I C R? quadrato unitario con coordinate (t, s) € I°.
S parametro delle omotopie. t parametro dei cammini e dei cappi.

H:I? — X continua
(t,s) — H(t,s) =: hs(t)
Yo := ho, M1 = hy

Def. H omotopia Libera di cappi <= h, cappio Vs € I: hs(0) = hs(1).
H omotopia di cammini <= H rel{0,1}: hs(0) = zg, hs(1l) = x1, Vs € 1.
H omotopia di cappi < H rel {0, 1} e hs cappio Vs € I: Yo ~0,1} V1-
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Lezione 21 Teoremi di sollevamento

Teorema di sollevamento delle omotopie

Teor. Siap: X — Y un rivestimento. V H: I? — Y cont., con H(0, 0) = o,
Vzo € p~'(yo) = 3! H: I? = X sollevamento cont. di H t.c. H(0,0) = zo.
H rel {0,1} = H rel {0, 1}.

Dim. L'idea é simile al caso dei cammini di cui manteniamo La notazione.
{H7Y(Vy) }aca ricoprimento aperto di I?2 A~ § > 0 numero di Lebesgue A

0
O=ts<t1 < - <ty =1 suddivisionedi I t.c. t; —t;,_1 < 75
Numeriamo i quadratini [t;, ti+1] X [k, tk+1] in modo crescente rispetto al-
L'ordine Lessicografico sulle coppie (i, k) "~ Qo, ..., Qv (N=n?—1) =
diamQ; < 6 = H(Q.) C V. o
Po :={(0,0)} 5
ie1 1 vertice (7 = 0)
Poi= Qe = T, =P NQ; =41 Lato I2
k=0 2 lati consecutivi 2
T: # @ connesso per archi. '
P Qu Q1

Solleviamo H su P; mediante H;: P, — X t.c. H(0,0) = zo.
Poniamo My : P — X, Hy(0, 0) := z,. Supponiamo di aver definito H; =
g, € Jt.c. H(T;) C U, dato che H(T;) C H(Q;) C V; e T, connesso.

~ H;, su P~
Hiyi'= 49
pi'ji o H, su Q;.

’pj,ji (o) F/'LlTi = Do F/'LlTZ = Hsz = F/'LlTi: ’p;jli o /—/|7‘z = Flitl Con1~:inua.

H;+1 sollevamento di H su P41 t.c. H;41(0,0) = To "~ H := Hy.

V A’ sollevamento continuo t.c. H’(0,0) = zo. Per induzione se
H = H; su P, = H(Q;) C U, perché A'(Q;) connesso =

D 0 ' =HsuQ, = H =p,,oH=FHsuQ, = A = Hsu I

Rel {0,1}| H({0} X I) = yo = H({0} X I) C » (o).

xo € H({0} X I) connesso e p~(vyo) discreto = AH({0} X I) = xo.
Analogamente si ha H({1} X I) = x1, con p(x1) = v1 = H({1} X I). O

Oss. H omotopia rel {0, 1} di cappi = H omotopia rel {0, 1} di cammini,
ma non necessariamente di cappi (vedremo esempi pit avanti).
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