Lezione 22 Gruppo fondamentale

Gruppo fondamentale

Def. Uno spazio puntato (X, o) € uno spazio topologico X con o € X.

Def. Lo spazio dei cappi di (X, xzo) € Ll'insieme

Q(X, o) gef {a:I - X | a continua e a(0) = a(l) = zo}.

o Lo riguardiamo anche come cappio costante (cappio banale).
~/0,1} relazione d'equivalenza su Q2(X, zo) "~ [a] classe di a € Q(X, zo).
Per brevita La indichiamo con ~.

Dati o, a1 € Q(X, To), ap ~ ay < IH: > — X continua t.c.

Consideriamo L'insieme quoziente
def

7T1(X, CEo) = Q(X, xo)/N = {[OL] | o € Q(X, wo)}
Definiamo La seguente operazione binaria su w1 (X, o)

[a] - 18] € [a- B, Vo, [B] € m(X, zo).

Teor. m1(X,xTo) € un gruppo rispetto a questa operazione, con elemento
neutro 1 = [xo] e [a]™! = [&].

Def. (X, To) si chiama gruppo fondamentale di X con punto base xo.

Dim. |[a][B] Ben definito| Mostriamo che non dipende dai rappresentanti.

g~y M H:IP > X

omotopie rel {0, 1}.
Bo ~ B ~> K:I2—>X} g o1}

a1 B
H(2t, s), ogLtL 2

L:I° = X L(t,s)z{ Loy o To| H | K | To
2o - Bo ~ our - B K(t—1,8), 1<t<1. 1
Proprieta associativa| )

[ed (181D = [ (8- M] = [(a B) ] TT
= ([a]IBD[7] o // o
(aa-ﬁﬁ)w-'y

|Elemento neutro w

[Zo][w] = [0 - W] = [wW] o To

[w][zo] = [w - Zo] = [w] N\
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Inverso o

[wlw] ™ = [w - @] = [@o]

(w7 w] = [@ - w] = [z0]

w

@
w- O

Oss. Analoghe proprieta algebriche valgono anche per prodotti di cammini
(se il prodotto ha senso). La dimostrazione € La stessa.

Oss. m1({xo}, To) = 0 (L'unico cappio & quello banale).

Funtorialita.
f: X — Y continua t.c. f(zo) = Yo > fi: m1(X, o) = T1(Y, Yo)

Teor. f. € un omomorfismo di gruppi. f([a]) E [f o o
Def. f,. é detto omomorfismo indotto da f.

Dim. f. ben definita perché >~ 3 compositiva.
Scrivendo esplicitamente La formula si verifica subito L'identita

fo(a-B)=(foa) (foh).
F«([a][B]) = fu(la - BD)
=[fo(a-B)l=[(foa): (foD)]
= [(f o )][(f o B)] = fu(la]) f([B]). O
Scriviamo f: (X, xo) — (Y, Yo) per dire che f(zo) = Yo.
Teor (di funtorialita). f: (X, zo) = (Y, U0) e g: (Y, Y) — (Z, 20) continue
= (g o f)« = g« 0 fs.
Dim.
(go f«([a]) =[(gof)oa] =[go (foar)]
= g«(f«([a])) = (g« o fx)([a]). O
Oss. (idx)x = idmr (x,z0)-
Oss. f: (X, o) 5 (Y, Yo) omeo = f.: w1 (X, o) 5 m1(Y, Yo) isomorfismo
con inversa (f«)~! = (f~1Y)«. Quindi 7; & un invariante topologico.
Oss. c: (X, o) = (Y, Yo) costante = ¢, = 1 (omomorfismo banale).

Teor (Invarianza omotopica). f, g: (X, zo) — (Y, Yo) continue t.c. f ~z, g
= fi = g«: T(X,xTo) = (Y, Yo).

Dim. 3 H: X X I — Y omotopia relxg, ho = f, h1 = g, hs(To) = Yo, VSs.
Vial € mi(X, o) o> K I2 = Y, K(t,s) ;= H(a(t), s) =

F«([a]) = g«([a]). O
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