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PREMESSA

In questa seconda dispensa di Scienza delle Costruzioni vengono intro-
dotti i principali concetti di base riguardanti la meccanica della trave. Si
sviluppano innanzitutto la cinematica e la statica delle travi. Ci si rivol-
gepoi a descrivere il legame costitutivo elastico lineare e a sviluppare in
tale ambito sia il modello di Eulero-Bernoulli che quello di Saint-Venant.
Nell’ambito di tali modelli viene risolto anche il problema della determina-
zione dello sforzo interno nel solido trave a partire dalla conoscenza delle
caratteristiche della sollecitazione.
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Capitolo 1
FONDAMENTI DI MECCANICA DELLE TRAVI

1.1 Modellizzazione geometrica

Come già detto, una trave è geometricamente un solido monodimensio-
nale descritto dalla linea d’asse e dalle sezioni rette associate ai punti della
stessa linea d’asse (fig. 1.1). Alla linea d’asse si richiederà di essere mono-

Sezione retta

Asse della trave

L

A0

Aℓ

Figura 1.1: Trave

connessa e quindi di avere due punti di estremità di cui l’uno sarà, oppor-
tunamente orientata la linea d’asse, il punto di prima estremità 0 e l’altro
di seconda estremità ℓ. La linea d’asse e le associate sezioni rette rico-
struiscono un solido B caratterizzato da un dominio avente la superficie
di contorno ∂B composta dalle due sezioni A0 e Aℓ di prima e seconda
estremità rispettivamente e dalla parte restante L detta superficie laterale

della trave.

La scelta di una linea d’asse da associare ad un generico corpo monodi-
mensionale ha, allo stato attuale, ampi margini di arbitrarietà. Se, e quando,
lo sviluppo dei particolari di un dato modello di trave dovesse fornire un
significato fisico preciso a certi punti di una sezione retta, la scelta della
linea d’asse ne potrà essere condizionata. È implicita in tale asserzione che
un solido monodimensionale, descrivibile da un’unica linea d’asse, deve
potersi considerare anche quale insieme di fibre longitudinali, ovverossia
di fibre che hanno più o meno l’andamento del solido. Affinché tali fibre
siano più o meno scambiabili tra loro nella descrizione del solido occorre
anche che debbano avere più o meno lo stesso andamento. Il senso preciso
di tale affermazione è che una volta prescelta una certa rappresentazione
tramite una linea d’asse e le associate sezioni rette, sia possibile scegliere
un insieme di fibre longitudinali che abbiano più o meno la stessa lunghez-
za tra due qualunque sezioni rette e siano tutte se non ortogonali, come lo
è la linea d’asse, almeno quasi ortogonali alle sezioni rette.

Si noti che il modello geometrico prescelto di trave non deve, obbligato-
riamente, coincidere con un dato corpo monodimensionale ma può sem-
plicemente approssimarlo, soprattutto se in tal modo si semplifica l’analisi
del problema. A supporto di tale affermazione si consideri una tipica men-
sola in cemento armato, quale quella riportata in fig. 1.2, di sezioni verticali
rettangolari. Innanzitutto, la forma della mensola suggerirebbe una linea
d’asse leggermente inclinata rispetto alla orizzontale ma, data la piccolez-
za, e quindi l’ininfluenza, di tale inclinazione è prassi la scelta di una linea
d’asse orizzontale. Le sezioni rette (verticali) sono rettangolari e quindi
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12 Capitolo 1 • Fondamenti di meccanica delle travi © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

hℓ

ho

ℓ

Figura 1.2: Casseratura della mensola

doppiamente simmetriche e potrebbe essere quindi desiderabile scegliere
quale linea d’asse il luogo dei punti intersezione degli assi di simmetria.
Con tale scelta il modello geometrico individua il corpo di fig. 1.3, che non

z

ho −
ho − hℓ
ℓ

z

b

asse della trave

Figura 1.3: Modello geometrico della mensola

coincide geometricamente con la mensola originale che il modello vuole
descrivere ma, più semplicemente, l’approssima.

1.1.1 Travi snelle e tozze

L’attendibilità del modello di trave dipende dal rapporto ℓ/H tra la lun-
ghezza della linea d’asse ℓ e una dimensione significativa H delle sezioni
rette. A parità di forma della sezione, più tale rapporto è grande e più la
trave è snella, viceversa più tale rapporto è piccolo e più la trave è tozza.1

1Nella letteratura inglese, per esprimere che una trave è snella, oltre al termine slender,
si utilizzano spesso i termini long e thin, a volte anche insieme.

Più una trave è tozza e meno il solido che rappresenta si presta ad essere
descritto da un modello monodimensionale.

In alcuni casi, all’aumentare del rapporto ℓ/H, potrebbe diventare signi-
ficativo anche il concetto di trave molto snella, a differenza di quello di
trave molto tozza che non può che significare il fatto che ormai il solido
non ha più niente di monodimensionale e che quindi non è più modellabile
come trave.

1.1.2 Travi a grande e piccola curvatura

Nel caso in cui la linea d’asse sia curvo, oltre al rapporto precedente
occorre però considerarne anche un altro che riguarda la curvatura della
linea d’asse. Ciò dipende dal fatto che un solido monodimensionale deve
potersi anche considerare, come detto, quale insieme di fibre longitudinali
senza forti differenze di lunghezza tra di loro, cosa che invece avverrebbe
se il raggio di curvatura a fosse commisurabile alla dimensione H della
sezione (fig. 1.4). A parità di forma della sezione, più il rapporto H/a

a

H

H/a 6≪ 1

Figura 1.4: Trave a grande curvatura

è piccolo e più la trave è a piccola curvatura, mentre più tale rapporto
è grande e più la trave è a grande curvatura.2 Più una trave è a grande

2Nella letteratura inglese, per esprimere che una trave curva è a piccola curvatura si usa
il termine thin, mentre per esprimere che è a grande curvatura si usa il termine thick.
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curvatura e meno il solido che rappresenta si presta ad essere descritto da
un modello monodimensionale.

1.1.3 Travi a lenta, veloce e brusca variazione di sezione

In generale le sezioni rette delle travi saranno variabili da punto a punto
della linea d’asse. Un esempio di tal genere è rappresentato dalla trave ad
asse rettilineo di fig. 1.3. Come detto più sopra, il solido deve poter essere
descritto da un insieme di fibre longitudinali quasi ortogonali alle sezio-
ni rette, il che impone che l’eventuale variazione di sezione deve essere
sufficientemente lenta.

Se ∆H è la variazione di una lunghezza significativa della sezione (si-
gnificativa dal punto di vista della variazione) tra due sezioni poste alla
distanza ∆s allora più il rapporto ∆H/∆s è piccolo (eventualmente al limi-
te nell’intorno di una data sezione) e più la trave ha una lenta variazione

di sezione tra le due sezioni (nell’intorno della data sezione), mentre più il
rapporto è grande e più la trave ha una veloce variazione di sezione. Se il
rapporto, al limite nell’intorno di un dato punto della linea d’asse, va all’in-
finito la trave ha invece una brusca variazione di sezione in corrispondenza
del dato punto, punto a cui non può essere pertanto associata nessuna
sezione retta.

Nel caso di fig. 1.3, quale lunghezza significativa si può assumere l’altez-
za della sezione rettangolare mentre la variazione di sezione, data la sua
uniformità, può essere commisurata alle sezioni iniziale e finale ottenendo
il rapporto ho−hℓ

ℓ .

1.1.4 Travi a piccola curvatura e a lenta variazione di

sezione

Si consideri un tronco di trave V intorno di una data sezione retta A e
corrispondente di un tratto ∆s della linea d’asse di una data trave. Sotto
l’ipotesi di piccola curvatura e di sezione lentamente variabile la situazione
geometrica del dato tronco di trave è approssimata da quella di un tronco
di trave cilindrico di sezione A, almeno se ∆s è piccolo, ovverossia per
∆s → 0 (fig. 1.5).

Tenendo conto che “normalmente” una trave vera e propria che non sia
ad asse rettilineo e a sezione costante “dovrebbe essere” a piccola curvatu-
ra e a lenta variazione di sezione, nel seguito di questa trattazione alcune

A
A′

A

A

∆s

∆s

s
s

V V

Figura 1.5: Approssimazione di un tronco di trave

relazioni che riguardano l’intorno di una sezione retta saranno ricavate con
riferimento ad un tronco di trave cilindrico. Per evitare equivoci si ribadi-
sce che al limite per ∆s → 0 si avrà in generale una buona approssimazione,
non un risultato esatto. Il risultato ottenuto sarà esatto solo per la trave
ad asse rettilineo e a sezione costante, cioè nel caso in cui effettivamente
i tronchi di trave nell’intorno di una data sezione siano esattamente cilin-
drici. Si faccia attenzione alla dizione “risultato esatto”, poiché lo è solo
nei limiti delle particolari ipotesi che saranno state utilizzate e che carat-
terizzeranno un particolare modello di trave. Un modello di trave diverso
può avere ipotesi diverse e originare risultati diversi, esatti, per quel dato
modello, nel caso di trave ad asse rettilineo e a sezione costante.

Un primo uso della detta approssimazione è la riduzione di un integrale
esteso ad un tronco di trave V , intorno di una sezione A, di una quantità
fV (non ha importanza se scalare, vettoriale oppure tensoriale) per unità di
volume ad una integrazione nell’area A seguita da una integrazione sulla
parte di linea ∆s che definisce il tronco di trave (fig. 1.5):3

∫

V
fV dV =

∫

∆s

(∫

A
fV dA

)
ds. (1.1)

Si noti che tale riduzione vale solo nel caso di un volume cilindrico e che
quindi in generale la riduzione stessa è solo approssimata.4 Dalla (1.1)
risulta evidente che la grandezza f definita dalla seguente relazione:

f =

∫

A
fV dA. (1.2)

3Per il teorema di riduzione si veda per esempio Gilardi (1996, pp. 465–477)
4In realtà la (1.1), come si evince dal teorema di riduzione citato alla nota preceden-

te, vale in modo esatto anche nel caso in cui l’asse sia rettilineo e la sezione variabile,
indipendentemente dalla velocità di variazione.
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rappresenta una grandezza per unità di linea che integrata lungo la linea
riproduce l’integrale nel volume del tronco di trave dell’originale grandezza
fV per unità di volume. Attenzione ad interpretare correttamente la (1.2):
per ottenere il valore di f in corrispondenza di un dato punto della linea
d’asse occorre integrare la fV sui punti della corrispondente sezione retta
A.

1.1.5 Riferimento locale lungo l’asse della trave

Un generico punto O della linea d’asse della trave può essere individuato
da una coordinata curvilinea s che, ora e nel seguito, si assume essere la
sua lunghezza d’arco (fig. 1.6a). Alla linea d’asse di una trave si richiederà

s

z

x

y

ex
ey

ez

O

(a) Riferimento locale lungo l’asse della trave

x

y

ex

ey

O

(b) Riferimento locale sulla
sezione retta

Figura 1.6: Riferimento locale

di essere una curva sufficientemente regolare, nel senso che risulti definita
in ogni suo punto la retta tangente e quindi il piano ortogonale alla curva
stessa e definente la sezione retta. Se tale condizione di regolarità è soddi-
sfatta, sarà possibile scegliere localmente, in corrispondenza di ogni punto
O della linea d’asse, un sistema di assi cartesiani ortogonali locale Oxyz
avente la direzione z ortogonale alla sezione retta, quindi tangente alla li-
nea d’asse in O, e con gli assi x e y ortogonali tra loro e posti sulla stessa
sezione retta (fig. 1.6b). Tale sistema locale di assi così come l’associata
base ortonormale ex , ey , ez dipenderanno in generale dal punto e quindi
dalla coordinata curvilinea s, salvo che la linea d’asse non sia rettilinea. Nel

caso di una trave ad asse curvo, gli assi x e y posti nel piano della sezione
si possono fare corrispondere rispettivamente con la binormale e con la
normale principale alla curva.

1.2 Cinematica delle travi

Con riferimento alla fig. 1.7 la cinematica di una trave sarà descritta sce-

O

o

X

x

A0

A

ℓ0

ℓ

u

uX

Figura 1.7: Spostamenti

gliendo innanzitutto una configurazione di riferimento, individuata dalla
sua linea d’asse ℓ0 e dalle associate sezioni rette A0. Nel caso più generale
possibile, la configurazione deformata della trave sarà quindi caratteriz-
zata da una linea d’asse ℓ e dalle associate sezioni rette A deformate. La
linea d’asse e le sezioni rette deformate possono essere, per esempio, indi-
viduate dagli spostamenti dei punti posti sulla linea d’asse e sulle sezioni
rette nella configurazione di riferimento. Nello spirito di un modello mo-
nodimensionale, che vuole essere una semplificazione rispetto al modello
tridimensionale, tutte le funzioni che intervengono dovranno però essere
definite solo sui punti della linea d’asse di riferimento. Ne consegue che
i campi di spostamento definiti nei punti delle sezioni rette indeformate
devono essere fatti dipendere approssimativamente da un certo numero di
funzioni definite sulla linea d’asse indeformata. Tale dipendenza equivale
ad un vincolamento dei campi di spostamento delle sezioni rette.
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Per quel che riguarda la linea d’asse deformata, questa può essere indi-
viduata in generale dallo spostamento u dei suoi punti. Indicando con O il
generico punto della linea d’asse indeformata ℓ0, resta così individuata la
seguente funzione a valori vettoriali:

u : ℓ0 → V , O֏ u(O). (1.3)

Se sulla linea d’asse indeformata viene scelta una coordinata curvilinea s,
la funzione (1.3) diventa:

u : [s0, sℓ]→ V , s ֏ u(s), (1.4)

dove s0 e sℓ sono le coordinate dei punti di prima e, rispettivamente,
seconda estremità sulla linea d’asse indeformata.

La descrizione della cinematica delle sezioni rette per il tramite di fun-
zioni definite sulla linea d’asse implica invece una scelta del modello
cinematico di trave che si vuole utilizzare.

1.2.1 Modello cinematico di sezione indeformata

Il più semplice, e quindi più comune, modello cinematico utilizzato in
ambito tecnico per la modellizzazione della trave deformabile è quello di
richiedere che le sezioni rette restino indeformate. Ne consegue che la
generica sezione deformata può essere individuata da una trasformazione
rigida che porta la sua configurazione indeformata in quella deformata.
Per evitare equivoci si sottolinea ancora una volta che la trasformazione
rigida ha unicamente lo scopo di individuare, rispetto alla configurazione
di riferimento, la configurazione deformata ad un dato istante e quindi
non si tratta di un moto rigido che porta la configurazione di riferimento
in quella deformata.

Conseguentemente a tale scelta, il campo degli spostamenti e le associate
deformazioni della trave, quale solido tridimensionale, dipendono esclusi-
vamente dalle trasformazioni rigide delle sezioni rette. Le funzioni da cui
dipendono i campi di spostamento delle singole sezioni rette sono quindi
i parametri delle trasformazioni rigide delle sezioni stesse che, a differen-
za del caso di una trave rigida, variano in generale lungo la linea d’asse,
potendo quindi produrre una deformazione della trave.

La richiesta di sezione retta indeformata equivale alle due seguenti
ipotesi:

1. Le sezioni rette si conservano piane;

2. Le sezioni rette si conservano indeformate nel proprio piano;

ed è in questa forma che spesso viene citata tale ipotesi cinematica.
Posto il problema in questi termini, ne consegue immediatamente che

le sezioni rette dopo la deformazione non sono in generale “sezioni rette”
della configurazione deformata, salvo il caso particolare in cui si richieda
che si conservino piane e ortogonali alla linea d’asse deformata, richiesta
che è alla base del modello di trave inflessa o di Eulero-Bernoulli.5 Il ca-
so generale in cui le sezioni rette non restano ortogonali alla linea d’asse
deformata non crea nessuna particolare difficoltà se si assume l’ipotesi di
piccoli spostamenti e piccole deformazioni, poiché in tal caso la configu-
razione deformata è approssimata da quella indeformata. Nel caso in cui
gli spostamenti siano grandi la trave deformata è ancora un solido mono-
dimensionale e come tale descrivibile geometricamente da una linea d’asse
e da delle associate sezioni rette, che però in generale non corrisponde-
ranno, tramite la deformazione, alle sezioni rette della configurazione di
riferimento.

⋄ ⋄ ⋄

Teoria di Vlasov. Vi sono casi in cui l’ipotesi cinematica di indeformabilità delle
sezioni rette è troppo restrittiva e necessita quindi di essere allentata. Tra questi
per esempio il problema della torsione di travi di sezione sottile aperta. In tal ca-
so, agli spostamenti dovuti al moto rigido della sezione retta viene sommato un
campo di spostamenti ortogonale alla sezione stessa che la ingobbano, pur conser-
vandola indeformata nel proprio piano. Il campo di spostamenti ortogonale alla
sezione viene ottenuto moltiplicando una funzione definita sulla linea d’asse, co-
stituente una delle incognite del problema, con una funzione definita sulla sezione
retta, detta funzione di ingobbamento6 e dipendente solo dalla forma geometrica
della sezione.

⋄ ⋄ ⋄

1.2.2 Variabili cinematiche

La trasformazione rigida di una generica sezione retta può essere de-
scritta dalla composizione di una traslazione e di una rotazione. In parti-
colare, la traslazione può essere scelta di entità pari allo spostamento del

5Bernoulli-Euler theory of bending nella letteratura inglese.
6Warping function nella letteratura inglese.
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punto della sezione posto sulla linea d’asse con la conseguenza che l’asse
di rotazione contiene tale punto. Si noti che la scelta del punto sulla linea
d’asse quale polo della descrizione cinematica non è obbligata, per cui sarà
sempre possibile modificare tale scelta nel momento in cui se ne presen-
terà la necessità. È indifferente l’ordine in cui si effettuano la traslazione
e la rotazione, per cui, con riferimento alla fig. 1.8, può prima effettuarsi

O

o

X

x

ϕ× (X −O)

A0

A

ℓ0

ℓ

u
ϕ

Figura 1.8: Descrizione cinematica di una trave

la traslazione che porta O su o e indi la rotazione con asse passante per il
punto o della configurazione deformata, oppure prima la rotazione con as-
se passante per il punto O della configurazione indeformata e indi traslare
la sezione così ruotata.

Il campo delle traslazioni delle sezioni rette coincide allora con il cam-
po (1.3) degli spostamenti u dei punti della linea d’asse indeformata ℓ0
(fig. 1.7 p. 14). Nell’ambito dell’ipotesi di piccoli spostamenti, e quindi di
piccole rotazioni, le rotazioni sono poi descritte da un vettore rotazioneϕ.
Ancora con riferimento alla fig. 1.8, lo spostamento uX del generico punto
X della sezione retta dovuto alla rototraslazione di polo il punto O vale
approssimativamente:

uX ≈ u+ϕ× (X −O). (1.5)

1.2.3 Componenti locali degli spostamenti e delle rotazioni

Lo spostamento u di un punto O della linea d’asse indeformata può de-
comporsi rispetto alla base locale ex , ey , ez individuata dal sistema Oxyz
associato allo stesso punto. Ne risulta una componente scalare di sposta-
mentow nella direzione della linea d’asse (e quindi ortogonale alla sezione
retta indeformata) e una componente vettoriale di spostamento v sulla se-
zione retta indeformata (fig. 1.9a), che a sua volta può scomporsi secondo
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Figura 1.9: Decomposizione locale di spostamenti e rotazioni

i due assi x e y di riferimento prescelti sulla sezione stessa:

u = v +wez = uex + vey +wez. (1.6)

Analogamente può essere decomposta la rotazioneϕ della sezione retta
(fig. 1.9b):

ϕ = ϕf + ϑez =ϕxex +ϕyey + ϑez. (1.7)

La componente ϑ rappresenta una rotazione della sezione nel proprio pia-
no e viene detta rotazione torsionale.7 La componente vettoriale ϕf, così

7Torsional rotation nella letteratura inglese.
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come le sue due componenti scalari ϕx e ϕy , rappresentano invece del-
le rotazioni della sezione attorno ad assi che le appartengono e vengono
dette rotazioni flessionali.8

È bene ribadire che la base utilizzata per decomporre i vettori sposta-
mento e rotazione è locale, cioè varia in generale da sezione a sezione. Si
ricorda che l’unica eccezione possibile si presenta nel caso di asse indefor-
mato della trave rettilineo, circostanza che di per sé rende invariante lungo
la linea d’asse la sua tangente, e quindi il versore normale ez alla sezione
retta, e che inoltre permette di assumere gli assi x e y nelle diverse sezioni
in modo tale da assicurare anche l’invarianza dei versori ex e ey .

1.3 Dinamica delle travi

Come già per il campo degli spostamenti anche le quantità dinamiche,
ovverossia il sistema delle forze esterne ed interne e la quantità di moto,
dovranno essere ridotte alla linea d’asse. In sintonia con la scelta di de-
scrivere la cinematica per il tramite di un moto rigido delle sezioni rette, le
quantità dinamiche che competono ad un tronco di trave infinitesimo sa-
ranno descritte dalla loro risultante e del loro momento risultante rispetto
al polo della descrizione cinematica.9 Come già detto, la scelta del punto
sulla linea d’asse quale polo della descrizione cinematica, e quindi della
descrizione dinamica, non è obbligata e potrà essere modificata quando
necessario.

A differenza del campo degli spostamenti, riferito alla linea d’asse inde-
formata, le quantità dinamiche dovrebbero essere riferite alla linea d’asse
deformata, dato che le equazioni di bilancio in cui intervengono sono vali-
de in tale configurazione. Tuttavia nel caso si sviluppi una teoria del primo
ordine, come sarà fatto nel seguito, la configurazione deformata coincide
approssimativamente con la configurazione indeformata per cui anche le
quantità dinamiche costituiranno dei campi definiti lungo la linea d’asse
indeformata (anche se solo approssimativamente).

8Bending rotation nella letteratura inglese.
9Se ci si servisse di una cinematica più ricca, come nel caso della teoria di Vlasov ci-

tata p. 15, occorrerebbe arricchire in modo opportuno anche la descrizione delle quantità
dinamiche.

1.3.1 Forze esterne

Come detto in precedenza, tali forze vanno calcolate quali risultanti e
momenti risultanti rispetto ai punti della linea d’asse delle forze esterne
applicate al solido trave, e cioè delle forze che agiscono sulla superficie
esterna, delle forze di volume oltre ad eventuali forze concentrate oppure
distribuite su superfici interne, su linee interne e su linee esterne. Vengono
in tal modo generati i seguenti tipi di forze (fig. 1.10):
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Figura 1.10: Forze esterne applicate alla linea d’asse di una trave

• forze distribuite f sulla linea d’asse;

• coppie distribuite m sulla linea d’asse;

• forze concentrate F0, Fℓ e Fi agenti rispettivamente nei punti di
estremità, 0 iniziale e ℓ finale, e in punti interni i della linea d’asse;

• coppie concentrate M0, Mℓ e Mi agenti rispettivamente nei punti di
estremità, 0 iniziale e ℓ finale, e in punti interni i della linea d’asse.

Le forze e le coppie distribuite per unita di linea sono generate dalle for-
ze distribuite nel volume della trave, dalle forze distribuite sulla superficie
laterale della trave e infine dalle forze distribuite su superfici interne e su



18 Capitolo 1 • Fondamenti di meccanica delle travi © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

linee, esterne o interne, della trave che abbiano un andamento longitudina-
le, ovverosia che siano al più tagliate, rispettivamente, in una o più linee e
in uno o più punti da una generica sezione retta.

Le forze e le coppie concentrate in un punto della linea d’asse, compresi
i due punti di estremità, sono invece generate da forze distribuite lungo
la corrispondente sezione retta, da forze distribuite su linee che apparten-
gono alla stessa sezione retta e infine dalle forze concentrate in un punto
della stessa sezione retta.

Relazioni tra le forze e le coppie distribuite sulla linea d’asse e le forze

distribuite nel volume e sulla superficie laterale della trave. Con riferi-
mento alla fig. 1.11, si ricavano nel seguito le relazioni tra le forze esterne
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P
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p

r

∆s

O

LV

Figura 1.11: Forze applicate al solido trave

di superficie p e di volume fv agenti sul corpo solido monodimensionale
e le forze f e coppie m distribuite lungo la linea d’asse. La forza globale
F(V) e il momento globaleM(V) valutato rispetto ad un dato polo O, forza
e momento che competono ad un tronco di trave ∆s, valgono:

F(V) =

∫

LV
p ds +

∫

V
fv dA =

∫

∆s

(∫

∂A
p ds +

∫

A
fv dA

)
ds. (1.8a)

M(V) =

∫

LV
(P −O)×p ds +

∫

V
(P −O)× fv dA

=

∫

∆s

{
r ×

(∫

∂A
p ds +

∫

A
fv dA

)

+

∫

∂A
(P −O)×p ds +

∫

A
(P −O)× fv dA

}
ds, (1.8b)

dove LV è la superficie laterale del tronco di trave, ovverossia la parte della
sua superficie di contorno che appartiene alla superficie laterale della trave,
r è il vettore posizione del punto O sulla linea d’asse rispetto al polo O per
il calcolo dei momenti e avendo utilizzato la riduzione (1.1) dell’integrale
di volume e l’analoga riduzione dell’integrale sulla superficie laterale LV .
Ne risultano quindi le relazioni:

f =

∫

∂A
p ds +

∫

A
fv dA, (1.9a)

m =

∫

∂A
(P −O)×p ds +

∫

A
(P −O)× fv dA. (1.9b)

Si noti che gli integrali sono estesi alla generica sezione retta A oppure al
suo contorno ∂A e P−O è il vettore posizione del generico punto P , interno
alla sezione oppure posto sul suo contorno, rispetto al punto O della linea
d’asse. Si noti inoltre che la forza f e il momento m distribuiti per unita di
linea permettono poi di recuperare la forza F(V) e il momentoM(V ) globali
nella forma:

F(V) =

∫

∆s
f ds, M(V) =

∫

∆s

(
r × f +m

)
ds. (1.10)

1.3.2 Caratteristiche della sollecitazione

Le caratteristiche della sollecitazione10 rappresentano la risultante F e il
momento risultante M delle forze interne, cioè delle tensioni t, che agi-
scono in corrispondenza delle sezioni della trave, con il momento valutato
rispetto al punto O della linea d’asse. Con riferimento alla fig. 1.12 si ha
quindi:

F =

∫

A
t dA, M =

∫

A
(P −O)× t dA. (1.11)

Poiché una sezione retta divide il solido trave in due parti, occorre distin-

10Nella letteratura inglese normalmente non si usano termini specifici per tale concetto,
ma piuttosto termini descrittivi tipo resultant contact force and resultant contact couple.
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A

dA

O

P

t

Figura 1.12: Tensioni agenti su una sezione retta

guere tra le due azioni che tali parti si trasmettono reciprocamente e che
per il principio di azione e reazione sono uguali ed opposti. Come già per
le tensioni interne si ottiene tale distinzione orientando la sezione retta
per il tramite del suo versore normale ez, sottintendendo che la forza F e
la coppiaM che le competono sono quelle che agiscono sulla parte di trave
di normale ez uscente (fig. 1.13). Ne consegue che sulla parte di trave di

0

ℓ

s

ez
ez

F

−F

M

−M

Figura 1.13: Caratteristiche della sollecitazione

normale ez entrante agiscono la forza −F e la coppia −M opposte delle
precedenti.

L’orientazione della linea d’asse orienta le sezioni rette e permette quin-
di di definire senza ambiguità le caratteristiche della sollecitazione come
quelle azioni che agiscono sulla faccia avente la normale uscente, quando
questa sia stata orientata dalla orientazione dell’asse.

1.3.3 Componenti locali delle forze e delle caratteristiche

della sollecitazione

Le forze e le caratteristiche della sollecitazione, come già gli spostamenti
e le rotazioni delle sezioni rette (par. 1.2.3), possono decomporsi localmen-
te. Se si approssima la configurazione deformata con quella indeformata,
anche in tal caso una componente ha la direzione della linea d’asse indefor-
mata (ortogonale alla sezione retta indeformata) mentre l’altra giace sulla
sezione retta indeformata.

Per quel che riguarda le forze esterne, si useranno le lettere p e q per in-
dicare le componenti tangenti e rispettivamente ortogonali alla linea d’asse,
minuscole oppure maiuscole se forze distribuite oppure rispettivamente
concentrate, per cui risulterà:

f = q+ pez = qxex + qyey + pez, (1.12)

F =Q+ Pez = Qxex +Qyey + Pez. (1.13)

Non si useranno invece particolari convenzioni per quel che riguarda le
coppie esterne, distribuite e concentrate:

m =mxex +myey +mzez, (1.14)

M =Mxex +Myey +Mzez. (1.15)

Per quel che riguarda le caratteristiche della sollecitazione, la compo-
nente normale N della forza risultante F è detta forza normale,11 mentre
la sua componente T nel piano della sezione è detta forza tagliante, forza

di taglio o, più semplicemente, taglio12 (fig. 1.14a):

F = T +Nez = Txex + Tyey +Nez. (1.16)

La componente normaleMt del momento risultante M, equivalente ad una

11Normal force oppure axial force nella letteratura inglese.
12Shearing force, shear force oppure shear nella letteratura inglese.
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Figura 1.14: Decomposizione locale delle caratteristiche della sollecitazione

coppia agente nel piano della sezione, è invece detta momento torcente13

e infine la sua componente Mf nel piano della sezione, equivalente ad una
coppia agente in un piano ortogonale alla sezione retta, è detta momento

flettente (fig. 1.14b):14

M =Mf +Mtez =Mxex +Myey +Mtez. (1.17)

1.3.4 Relazione tra le componenti delle caratteristiche della

sollecitazione e le componenti di tensione

Come visto, le caratteristiche della sollecitazione sono la risultante e il
momento risultante delle tensioni interne t che agiscono su una sezio-
ne retta. Nel sistema Oxyz locale le componenti di tensione risultano
(fig. 1.15):

t = τz + σzez = τxzex + τyzey + σzez, (1.18)

dove σz è la componente normale di tensione e τz quella tangenziale.
Dalle (1.11) si ottiene allora:

F =

(∫

A
τxz dA

)
ex +

(∫

A
τyz dA

)
ey +

(∫

A
σz dA

)
ez, (1.19)

e:

M =

∫

A
det



ex ey ez

x y 0
τxz τyz σz


dA =

13Twisting moment, torsional moment oppure torque nella letteratura inglese.
14Bending moment oppure flexural moment nella letteratura inglese.
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Figura 1.15: Componenti di tensione sulla sezione retta

(∫

A
σzy dA

)
ex −

(∫

A
σzx dA

)
ey +

(∫

A
(τyzx − τxzy)dA

)
ez, (1.20)

avendo tenuto conto che P−O = xex+yey , dove x e y sono le coordinate
del generico punto P della sezione retta. Ne conseguono immediatamente
le componenti locali delle caratteristiche della sollecitazione, componenti
che si possono dividere in due gruppi, di cui il primo dipendente dalla
tensione normale:

N =

∫

A
σz dA, Mx =

∫

A
σzy dA, My = −

∫

A
σzx dA, (1.21)

e l’altro da quella tangenziale:

Mt =

∫

A
(τyzx − τxzy)dA, Tx =

∫

A
τxz dA, Ty =

∫

A
τyz dA. (1.22)

1.3.5 Massa, quantità di moto e momento della quantità di

moto

La velocità vP del generico punto P della sezione retta viene dedotta
derivando materialmente lo spostamento uP dello stesso punto espresso,
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tramite la (1.5), in funzione dei campi di spostamento u e rotazioneϕ sulla
linea d’asse:

vP =
.
u+

.
ϕ× (P −O), (1.23)

dove O è il punto sulla linea d’asse. Utilizzando la (1.2), la quantità di moto
per unità di linea varrà allora:

∫

A
ρvvP dA = ρ

.
u +

.
ϕ× S, (1.24)

dove ρv è la massa per unità di volume, ρ è la massa per unità di linea:

ρ =

∫

A
ρv dA, (1.25)

e S è il vettore dei momenti statici della distribuzione di massa ρv sulla
sezione retta A, valutato rispetto al punto O sulla linea d’asse:

S =

∫

A
ρv(P −O)dA. (1.26)

Si noti che la massa ρ per unità di linea e il vettore S dei momenti statici
rappresentano due campi definiti sulla linea d’asse della trave, di cui il
primo scalare e il secondo vettoriale. La quantità di moto P(∆s) associata
ad un tratto finito ∆s di trave varrà quindi:

P(∆s) =

∫

∆s

(
ρ
.
u+

.
ϕ× S

)
ds. (1.27)

Per quel che riguarda poi il momento della quantità di moto per unità di
linea, si ottiene in modo analogo:

∫

A
ρv {r + (P −O)} × vP dA = r ×

(
ρ
.
u+

.
ϕ× S

)
+ S ×

.
u+ J

.
ϕ, (1.28)

dove r è il vettore posizione del punto O posto sulla linea d’asse rispetto al
punto di calcolo del momento della quantità di moto, J è il tensore di inerzia

della distribuzione di massa ρv sulla sezione retta A, valutato rispetto al
punto O sulla linea d’asse:

J =

∫

A
ρv

{
(P −O) · (P −O)I − (P −O)⊗ (P −O)

}
dA, (1.29)

mentre ρv, ρ e S sono ancora la massa per unità di volume, la massa per
unità di linea e il vettore dei momenti statici rispettivamente. Si noti che

il tensore di inerzia J rappresenta un campo tensoriale definito sulla linea
d’asse della trave. Il momento della quantità di moto L(∆s) associata ad
un tratto finito ∆s di trave varrà quindi:

L(∆s) =

∫

∆s

{
r ×

(
ρ
.
u +

.
ϕ× S

)
+ S ×

.
u+ J

.
ϕ

}
ds. (1.30)

Se i punti della linea d’asse coincidono con i centri di massa o baricentri15

G delle distribuzioni di massa ρv sulle sezione rette A, definiti dalle:
∫

A
ρv(P −G)dA = 0, (1.31)

nelle (1.27) e (1.30) i vettori dei momenti statici si annullano e si ottiene
quindi:

P(∆s) =

∫

∆s
ρ
.
uds, (1.32a)

L(∆s) =

∫

∆s

(
ρ r ×

.
u+ J

.
ϕ
)

ds. (1.32b)

1.3.6 Vincoli e reazioni vincolari

Nello spirito della teoria delle travi, descritte da una cinematica che lascia
indeformate le sezioni rette, in luogo delle limitazioni cinematiche impo-
ste ai singoli punti si devono considerare quelle imposte complessivamen-
te alle sezioni rette. Ne consegue che un vincolo di una trave riguarderà
un’intera sezione retta e come tale limiterà l’incremento della trasforma-
zione rigida (eventualmente media) di tale sezione. A un tale vincolo cor-
rispondono quindi delle reazioni vincolari che riguardano l’intera sezione
vincolata e che ridotte alla linea d’asse generano una reazione risultante e
una reazione momento risultante. L’incremento della trasformazione rigida
della sezione retta vincolata può essere descritto in termini di incremento
dello spostamento del punto posto sulla linea d’asse e di incremento di
rotazione attorno ad un asse passante per lo stesso punto. Se questo è il
caso, la reazione risultante può avere quale retta d’azione una qualunque
delle rette passanti dal punto posto sulla linea d’asse e che sia ortogona-
le agli incrementi di traslazione ammissibili, mentre la reazione momen-
to risultante può avere quale direzione dell’asse momento una qualunque
direzione ortogonale agli assi degli incrementi di rotazione possibili.

15Nella letteratura inglese baricentro si rende con centroid.
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1.4 Equazioni di equilibrio

Ci si limita nel seguito a considerare le sole equazioni di equilibrio del-
le forze, equivalenti alle equazioni di bilancio se non si hanno variazioni
della quantità di moto e del momento della quantità di moto. Si noti che
affinché una trave sia equilibrata, le equazioni di equilibrio devono esse-
re soddisfatte per ogni tronco di trave. Si determineranno innanzitutto le
equazioni indefinite di equilibrio,16 ottenute localizzando in un punto non
soggetto a forze e coppie concentrate l’equilibrio di un qualunque tronco di
trave contenente il punto in questione. Si determineranno poi le equazioni

di discontinuità, valide nei punti di applicazione di forze e coppie concen-
trate. Si scriveranno infine le condizioni statiche al contorno in corrispon-
denza delle due basi di estremità, equivalenti a imporre delle equazioni di

equilibrio al contorno.

1.4.1 Equazioni indefinite di equilibrio

Detta s una coordinata curvilinea lunghezza d’arco, sia O(s) un pun-
to della linea d’asse dove non sono applicate forze e coppie concentrate.
Siano poi s1 e s2 le coordinate di due sezioni tali che l’intervallo [s1, s2]
contenga il punto O e non contenga punti soggetti a forze e coppie con-
centrate. Con riferimento la fig. 1.16, l’equilibrio delle forze e dei momenti

s
s1

s2

O(s) O(s2)

O(s1)

F(s2)

M(s2)

−F(s1)

−M(s1)

ez(s1)

ez(s2)f (s)

m(s)

Figura 1.16: Equilibrio indefinito

delle forze agenti sul tronco di trave individuato dall’intervallo [s1, s2] si

16Local equilibrium equation oppure local force balance nella letteratura inglese.

scrivono:
∫ s2
s1
f ds + F(s2)− F(s1) = 0, (1.33a)

∫ s2
s1
(m+ r × f)ds+

M(s2)−M(s1)+ r(s2)× F(s2)− r(s1)× F(s1) = 0,

(1.33b)

dove r è il vettore posizione di un generico punto rispetto al polo dei
momenti. Si tenga ora conto che per il teorema fondamentale del calcolo
integrale risulta:

F(s2)− F(s1) =

∫ s2
s1

dF

ds
ds, (1.34a)

M(s2)−M(s1) =

∫ s2
s1

dM

ds
ds, (1.34b)

r(s2)× F(s2)− r(s1)× F(s1) =

∫ s2
s1

d

ds

(
r × F

)
ds =

∫ s2
s1

(
dr

ds
× F + r ×

dF

ds

)
ds =

∫ s2
s1

(
ez × F + r ×

dF

ds

)
ds,

(1.34c)

avendo tenuto conto che se s è una coordinata lunghezza d’arco allora
dr
ds = ez. Utililizzando le (1.34) nelle (1.33) e tenuto conto che affinché
queste siano valide per ogni intervallo [s1, s2] contenente il punto O allora
le funzioni integrande devono essere nulle nel dato punto, si ottengono
infine le seguenti equazioni indefinite di equilibrio:

dF

ds
+ f = 0, (1.35a)

dM

ds
+m+ ez × F = 0. (1.35b)

Allo scopo di mettere in componenti le due equazioni vettoriali (1.35) nel
caso più generale possibile di linea d’asse sghemba, si supponga che gli assi
x e y coincidano rispettivamente con la binormale e la normale principale
della linea d’asse e si indichino con c e τ rispettivamente la curvatura e
la torsione della linea d’asse. Tenuto conto del modo di variare della base
locale:

dex
ds

= τey ,
dey
ds

= cez − τex,
dez
ds

= −cey , (1.36)
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e delle definizioni delle componenti delle caratteristiche della sollecitazio-
ne:17

F = Txex + Tyey +Nez, M =Mxex +Myey +Mtez, (1.37)

si ha:

dF

ds
=

(
dTx
ds

− τTy

)
ex +

(
dTy
ds

− cN + τTx

)
ey +

(
dN

ds
+ cTy

)
ez,

(1.38a)

dM

ds
=

(
dMx
ds

− τMy

)
ex +

(
dMy
ds

− cMt + τMx

)
ey +

(
dMt

ds
+ cMy

)
ez.

(1.38b)

Inoltre risulta:

ez × F = ez ×
(
Txex + Tyey +Nez

)
= Txey − Tyex. (1.39)

Inserendo nelle (1.35) le (1.38) e (1.39) insieme con le definizioni delle
componenti delle forze esterne:18

f = qxex + qyey + p, m =mxex +myey +mzez, (1.40)

si ottengono infine le sei equazioni scalari indefinite di equilibrio seguenti:

dN

ds
+ cTy + p = 0, (1.41a)

dTx
ds

− τTy + qx = 0, (1.41b)

dTy
ds

− cN + τTx + qy = 0, (1.41c)

dMx
ds

− τMy − Ty +mx = 0, (1.41d)

dMy
ds

− cMt + τMx + Tx +my = 0, (1.41e)

17Cfr. la (1.16) p. 19 e la (1.17) p. 20.
18Cfr. la (1.12) p. 19 e la (1.14) p. 19.

dMt

ds
+ cMy +mz = 0. (1.41f)

L’analisi precedente è senz’altro valida se gli spostamenti e le deforma-
zioni sono piccoli, poiché in tal caso l’equilibrio viene scritto nella confi-
gurazione indeformata. Nel caso gli spostamenti siano grandi, l’equilibrio
deve essere invece scritto nella configurazione deformata e affinchè l’ana-
lisi precedente sia valida anche in tal caso occorre che la configurazione
deformata sia descritta, come quella indeformata, da una linea d’asse e da
delle sezioni rette associate ad ogni punto della stessa linea. Tali sezioni
rette della configurazione deformata non corrisponderanno però alle se-
zioni rette della configurazione indeformata poiché queste in generale non
saranno ortogonali alla linea d’asse deformata, salvo che non si assuma
l’ipotesi di trave inflessa.19

1.4.2 Equazioni di discontinuità

Si consideri ora un punto Oi della linea d’asse soggetto ad una forza Fi
e ad una coppia Mi concentrate e si isoli un tronco elementare ds di tra-
ve contenente il dato punto (fig. 1.17). Facendo tendere ds al punto Oi,

si
s−i

s+i

Oi

Fi

Mi

F(s+i )

M(s+i )

−M(s−i )

−F(s−i )

Figura 1.17: Punto di discontinuità

le caratteristiche della sollecitazione applicate nelle sezioni precedente e
seguente il punto tendono al loro limite sinistro F(s−i ) e M(s−i ) e rispetti-
vamente destro F(s+i ) eM(s+i ). Tenendo conto che le forze distribuite sono
infinitesime dello stesso ordine di ds, l’equilibrio delle forze che agiscono

19Cfr. il par. 1.2.1, p. 15.
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sul dato tronco al limite per ds → Oi diventa:

F(s+i )− F(s
−
i )+Fi = 0. (1.42)

Sotto l’ipotesi che valga la (1.42) e tenendo conto che i momenti distribuiti
sono infinitesimi dello stesso ordine di ds, l’equilibrio dei momenti delle
forze che agiscono sul dato tronco al limite per ds → Oi diventa:

M(s+i )−M(s
−
i )+Mi = 0. (1.43)

Scomponendo la forza e la coppia concentrata nelle loro componenti Qi
e Mf

i normali alla linea d’asse e Pi e Mt
i nella direzione della linea d’asse:

Fi =Qi + Piez, Mi =M
f
i +M

t
iez, (1.44)

le (1.42) e (1.43) diventano:



T(s+i )− T(s

−
i )+Qi = 0

N(s+i )−N(s
−
i )+ Pi = 0

,



Mf(s

+
i )−Mf(s

−
i )+M

f
i = 0

Mt(s
+
i )−Mt(s

−
i )+M

t
i = 0

, (1.45)

avendo al solito indicato con T il taglio, con N la forza normale, con Mf il
momento flettente e infine con Mt il momento torcente.

1.4.3 Condizioni statiche al contorno

Le caratteristiche della sollecitazione corrispondenti alle due sezioni di
estremità della trave devono uguagliare le forze effettivamente applicate a
tali estremità. Sulla sezione di prima estremità, di normale positiva entran-
te, agiscono le caratteristiche della sollecitazione cambiate di segno mentre
su quella di seconda estremità, di normale positiva uscente, agiscono le ca-
ratteristiche della sollecitazione con il loro segno. Ne consegue che deve
aversi: 


F(s0) = −F0

M(s0) = −M0
,



F(sℓ) = Fℓ

M(sℓ) =Mℓ

, (1.46)

dove F0 e Fℓ sono le forze e M0 e Mℓ i momenti agenti rispettivamente
nelle sezioni di prima e seconda estremità.

Le relazioni (1.46) sono a volte citate quali equazioni di equilibrio al con-

torno, esprimendo l’equilibrio di due intorni elementari delle due sezioni di
estremità. Se per esempio ds è la misura dell’intorno della sezione di prima

estremità su tale intorno agiscono, a meno di termini dell’ordine di ds, le
forze esterne F0 e le coppie esterneM0 corrispondenti alla sezione di pri-
ma estremità s0 e le caratteristiche della sollecitazione, con il loro segno,
corrispondenti alla sezione s0 + ds. L’equilibrio delle forze e dei momenti
del dato intorno al limite per ds → 0 fornisce la prima delle (1.46).

1.5 Polo di calcolo del momento

Si ricorda che le caratteristiche della sollecitazione sono per definizione
la risultante F e il momento risultante M, valutato rispetto al punto O in-
tersezione tra linea d’asse e sezione retta, delle tensioni agenti sulla faccia
della sezione retta di normale uscente positiva.20 Nella decomposizione
locale individuata dalla normale alla sezione retta (coincidente con la tan-
gente alla linea d’asse) vengono generate da una parte la forza normale N
e il Momento flettente Mf, risultante e momento risultante della tensione
normale,21 e dall’altra parte il taglio T e il momento torcente Mt, risultante
e momento risultante della tensione tangenziale.22 Si noti che le tensioni
normali sono un sistema di forze parallele e quindi equivalenti, se N 6= 0,
ad un’unica forza perpendicolare alla sezione retta. Analogamente, le ten-
sioni tangenziali sono un sistema di forze piane e quindi equivalenti, se
T 6= 0, ad un’unica forza giacente sulla sezione retta.

Il momento risultante M e le sue componenti Mf e Mt dipendono dalla
scelta del punto O, mentre la risultante F e le sue componenti N e T ne
sono indipendenti.

1.5.1 Cambiamento del polo di calcolo del momento

Detto P un punto posto sul piano della sezione distinto dal punto O
posto sulla linea d’asse risulta:

MP =M + (O − P)× F, (1.47)

oppure:

MP
f =Mf + (O − P)× (Nez) , (1.48a)

20Cfr. par. 1.3.2 p. 18.
21Cfr. la (1.21), p. 20.
22Cfr. la (1.22), p. 20.



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016 Capitolo 1 • Fondamenti di meccanica delle travi 25

MPt ez = Mtez + (O − P)× T , (1.48b)

dove si sono indicati con il simbolo P i momenti valutati rispetto al generico
polo (fig. 1.18). Scelto un sistema di riferimento Oxy sulla sezione retta

O

Px

y

z

xPyP

N

Mf O

Px

y

z

xPyP

Mt

T

Figura 1.18: Cambiamento del polo statico

della trave si ottengono le componenti delle (1.48) nella forma:

MPx =Mx −NyP , (1.49a)

MPy =My +NxP , (1.49b)

MPt =Mt − TyxP + TxyP . (1.49c)

dove xP e yP sono le coordinate del punto P nel dato sistema Oxy .
Si noti che, allo stato attuale, la scelta della linea d’asse è, almeno fino a

un certo punto, arbitraria e che quindi non esiste nessun motivo particolare
per la scelta del punto O quale polo per il calcolo dei momenti. Si noti
anche che i sistemi delle tensioni normali e delle tensioni tangenziali che
si generano dalla scomposizione delle tensioni agenti sulla sezione retta
sono indipendenti l’uno dall’altro e non esiste nessun motivo particolare
per la scelta di un unico punto quale polo per il calcolo dei momenti dei
due sistemi di forze, se non quello della semplicità. Nel caso più generale
possibile i due poli, G per il calcolo del momento flettente e C per il calcolo
del momento torcente, saranno distinti tra loro ed entrambi distinti dal
punto O posto sulla linea d’asse. Se questo è il caso, dalle (1.48) risulta

allora:

MG

f =Mf + (O − G )× (Nez) , (1.50a)

MC
t ez = Mtez + (O − C )× T , (1.50b)

dove MG

f è il momento flettente valutato rispetto al polo G e MC
t il

momento torcente valutato rispetto al polo C .

1.5.2 Vettore algebrico di sollecitazione

Essendo 6 il numero delle componenti scalari delle caratteristiche di sol-
lecitazione, risulta possibile definire un vettore (algebrico) di sollecitazione

S di dimensione 6 contenente tali componenti scalari. Le (1.49) definisco-
no due gruppi di tre componenti di sollecitazione ciascuno, (N,Mx ,My) e
(Mt, Tx , Ty), tali che le componenti di sollecitazione di ogni gruppo siano
legate tra loro e indipendenti da quelle dell’altro gruppo. Per tale motivo si
definiranno due sottovetori algebrici di S di dimensione 3, Sf e St rispetti-
vamente, e si ordineranno di conseguenza le componenti di deformazione
nel vettore algebrico complessivo S:

S =




N

Mx
My
Mt

Tx
Ty




, Sf =




N

Mx
My


 , St =




Mt

Tx
Ty


 . (1.51)

Nel caso più generale possibile Mx e My saranno valutati rispetto ad un
polo G e Mt rispetto ad un polo C distinti tra loro e dal punto O sulla linea
d’asse. I poli utilizzati distinti da O saranno espressamente indicati tutte
le volte che sarà necessario. In tal caso i momenti flettenti valutati rispetto
al polo G saranno indicati con MG

x e MG
y , il momento torcente valutato

rispetto al polo C sarà indicato con MC
t e i due sottovettori algebrici di

sollecitazione con SG
f e SC

t :

SG
f =




N

MG
x

MG
y


 , SC

t =




MC
t

Tx
Ty


 . (1.52)
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1.6 Deformazioni nelle travi

1.6.1 Trasformazione rigida relativa per unità di linea

Si consideri, nella configurazione di riferimento ℓ di una generica trave,
una sezione retta fissa A(s) e una seconda sezione retta variabileA(s+∆s),
individuata dall’incremento ∆s della coordinata curvilinea s che individua
la sezione fissa. La posizione A∗(s) della sezione fissa nella configurazio-
ne deformata ℓ∗ sarà individuata dallo spostamento u(s) e dalla rotazione
ϕ(s) mentre quella della seconda sezione dallo spostamento u(s + ∆s) e
dalla rotazione ϕ(s + ∆s). Se alla configurazione deformata della trave si
applica la trasformazione inversa di quella che mappa A(s) in A∗(s), quin-
di di poloO(s), di traslazione −u(s) e di rotazione −ϕ(s), la sezione A∗(s)
si ritrova nella posizione di partenza A(s) mentre la sezione A∗(s + ∆s)
viene a trovarsi in una posizione A′(s + ∆s) distinta in generale da quella
iniziale A(s + ∆s), salvo il caso in cui la trave subisca una trasformazione
rigida complessiva e quindi non si abbiano deformazioni.

La trasformazione rigida che mappa A(s +∆s) in A′(s +∆s) è detta tra-

sformazione rigida relativa e si presta a descrivere la deformazione associa-
ta alla parte ∆s di linea d’asse compresa tra le due sezioni rette. I parame-
tri ur(∆s) e ϕr(∆s) della trasformazione rigida relativa, di polo O(s+∆s),
sono detti rispettivamente spostamento relativo e rotazione relativa.

Rapportando i parametri della trasformazione rigida relativa alla lun-
ghezza ∆s della parte di linea si ottengono lo spostamento relativo per

unità di linea d(∆s) e la rotazione relativa per unità di linea k(∆s), detta
anche curvatura (di deformazione):

d(∆s) =
ur(∆s)

∆s
, k(∆s) =

ϕr(∆s)

∆s
. (1.53)

I rapporti (1.53), dipendenti dalla parte di linea ∆s, definiscono una defor-
mazione media nell’intorno della sezione A(s). Lo spostamento relativo
per unità di linea e la curvatura in corrispondenza della sezione retta A(s),
ancora indicati con i simboli d e k rispettivamente, saranno allora definiti
dal limite per ∆s → 0 di tali rapporti:

d(s) = lim
∆s→0

ur(∆s)

∆s
, k(s) = lim

∆s→0

ϕr(∆s)

∆s
. (1.54)

Si vogliono ora determinare le equazioni di congruenza, ovverossia le
relazioni che determinano la trasformazione rigida relativa per unità di
linea in funzione dei campi degli spostamenti u e delle rotazioni ϕ. Come
specificato, la trasformazione rigida relativa si ottiene dalla differenza tra
la trasformazione rigida della sezione variabile A(s + ∆s) e quella della
sezione fissa A(s). Poiché la trasformazione rigida della sezione variabile
ha quale polo il punto O(s+∆s) della linea d’asse appartenente alla stessa
sezione variabile, mentre il polo della trasformazione rigida della sezione
fissa coincide con il punto O(s) della linea d’asse appartenente alla stessa
sezione fissa, si ottengono i seguenti parametri della trasformazione rigida
relativa, di polo O(s +∆s):

ur(∆s) = u(s +∆s)− u(s)−ϕ(s)×
(
O(s +∆s)−O(s)

)
, (1.55a)

ϕr(∆s) = ϕ(s +∆s)−ϕ(s). (1.55b)

Sostituendo le (1.55) nelle (1.54) si ottengono infine le equazioni di
congruenza:

d =
du

ds
−ϕ× ez, (1.56a)
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k =
dϕ

ds
, (1.56b)

dove ez è il versore tangente alla linea d’asse indeformata nel punto di
coordinata s, coincidente con la normale alla sezione retta. Si noti che
la (1.56a) vale sotto la condizione che s coincida con la lunghezza d’arco.
Si noti anche che le (1.56) valgono esclusivamente sotto l’ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazione, avendo utilizzato il vettore rotazione
in luogo del tensore rotazione.

La trasformazione rigida relativa infinitesima di parametri dsd e dsk e di
polo O(s + ds) porta la sezione A(s + ds) nella configurazione intermedia
A′(s + ds) che a sua volta la trasformazione rigida della sezione A(s) di
parametri u(s) eϕ(s) e di polo O(s) porta, a meno di infinitesimi di ordine
superiore in ds, nella sua posizione finale A∗(s + ds), ovverossia nella
posizione che la sezione A(s +ds) occupa nella configurazione deformata.

⋄ ⋄ ⋄

Trasformazione rigida relativa in cinematica finita. In cinematica finita le rota-
zioni delle sezioni rette sono individuate da un tensore rotazione R funzione del
punto. Risulta quindi:

ur(∆s) = u(s +∆s)− u(s)−
(
R(s)− I

) (
O(s +∆s)−O(s)

)
, (1.57)

e ne consegue:

d =
du

ds
− (R− I) ez . (1.58)

La rotazione rigida relativa Rr − I vale invece:

Rr − I = R
T(s)

((
R(s +∆s)− I

)
−
(
R(s)− I

))
(1.59)

e si ottiene:

lim
∆s→0

Rr − I

∆s
= R

T dR

ds
. (1.60)

Dato che R
T dR

ds è emisimmetrico, come si può dimostrare differenziando l’identità

R
T
R = I, avrà un vettore assiale k che può essere definito quale vettore curvatura,

analogamente a quanto ottenuto in cinematica linearizzata.

⋄ ⋄ ⋄

1.6.2 Componenti di deformazione

Nel seguito ci si riferisce allo schema di figura, che rappresenta, a meno
di infinitesimi di ordine superiore al primo in ds, la deformazione nell’in-
torno della sezione A nel piano individuato dalla normale ez alla sezione
retta e dallo spostamento relativo d. Si noti che l’angolo tra la normale ez e

il vettore ds (ez + d) individua lo scorrimento massimo γ tra la linea d’asse
della trave e la sezione retta. Nell’ipotesi di piccoli spostamenti e piccole
deformazioni risulta:

d ·ez = (1+ ǫ) cosγ − 1 ≈ ǫ. (1.61a)

|d − (d ·ez)ez| = (1+ ǫ) sinγ ≈ γ. (1.61b)

La componente del vettore d sulla direzione normale alla sezione retta
nella configurazione indeformata coincide quindi con la dilatazione della

linea d’asse, indicata nel seguito con il simbolo ǫ, mentre la sua proiezione
nel piano della sezione retta coincide con lo scorrimento tra linea d’asse e

sezione retta, indicato nel seguito con il simbolo γ. Dalla (1.56a) si ottiene
quindi:

ǫ = d ·ez =
du

ds
·ez . (1.62a)

γ = d − (d ·ez)ez =

(
du

ds
− ǫez

)
−ϕ× ez. (1.62b)

In funzione della dilatazione ǫ e dello scorrimento γ lo spostamento
relativo d risulta quindi:

d = γ+ ǫez, (1.63)
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e ne consegue:

ǫez + γ =
du

ds
−ϕ× ez. (1.64)

Il vettore γ giace nel piano della sezione e lo si può quindi scomporre in
due componenti:

γ = γxex + γyey , (1.65)

dove γx e γy sono gli scorrimenti tra la linea d’asse e gli assi coordinati x
e y giacenti sulla sezione retta. Inoltre:

ϕ× ez =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez

ϕx ϕy ϑ

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=ϕyex −ϕxey . (1.66)

Quindi si ottiene:

γx =
du

ds
·ex −ϕy , (1.67a)

γy =
du

ds
·ey +ϕx . (1.67b)

La curvatura globale k si scompone in una quota flettente kf, detta cur-

vatura flessionale e giacente sulla sezione retta, ed in una quota torcente
Θ, detta angolo unitario di torsione e perpendicolare alla sezione retta:

k = kf +Θez. (1.68)

La curvatura flessionale kf può poi scomporsi nelle componenti rispetto
agli assi x e y posti nel piano della sezione:

kf = kxex + kyey . (1.69)

1.6.3 Integrazione delle equazioni di congruenza

Nel par. 1.6.1 si sono dedotte le deformazioni, ossia i parametri d e k del-
la trasformazione rigida relativa per unità di linea, dalla conoscenza delle
trasformazioni rigide relative delle sezioni rette, ovverossia dei loro spo-
stamenti u e rotazioni ϕ. Si vuole ora fare l’operazione inversa, ovverossia
dedurre gli spostamenti e le rotazioni delle sezioni rette supponendo note
le deformazioni. A tale scopo, le equazioni di conguenza:

dϕ

ds
= k, (1.70a)

du

ds
−ϕ× ez = d, (1.70b)

si possono interpretare come equazioni differenziali nelle funzioni
incognite u e ϕ.

Si consideri allora un generica trave, o parte di trave, di linea d’asse ℓ
compresa tra i due punti A, di prima estremità, e B, di seconda estremità,
di coordinate curvilinee sA e sB rispettivamente. Integrando la (1.70a) lungo

la linea d’asse si ottiene:

ϕB −ϕA =

∫ sB
sA
kds, (1.71)

dove ϕA = ϕ(sA) e ϕB = ϕ(sB). Per integrare la (1.70b), si tenga conto
innanzitutto che ez = dO/ds, dove O è il generico punto della linea d’asse.
Si tenga quindi conto che risulta:

ϕ× ez =
d

ds

(
ϕ×

(
O − B

))
− k×

(
O − B

)
, (1.72)

avendo utilizzato il polo B per rendere più agevoli gli sviluppi seguenti.
Integrando per parti si ottiene allora:
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∫ sB
sA
ϕ× ez ds =

[
ϕ×

(
O − B

)]sB
sA
−

∫ sB
sA
k×

(
O − B

)
ds

= ϕA ×
(
B −A

)
−

∫ sB
sA
k×

(
O − B

)
ds, (1.73)

avendo tenuto conto che O(sA) = A e O(sB) = B. Integrando la (1.70b) si
ottiene infine:

uB − uA −ϕA ×
(
B −A

)
=

∫ sB
sA
dds +

∫ sB
sA
k×

(
B −O

)
ds, (1.74)

dove uA = u(sA) e uB = u(sB). Si noti che al primo membro delle (1.71)
e (1.74) compaiono i parametri ur(ℓ) e ϕr(ℓ) della trasformazione rigida
relativa associata alla trave di linea d’asse ℓ, ovverossia la trasformazio-
ne rigida della sezione di seconda estremità a meno della trasformazione
rigida della sezione di prima estremità:

ur(ℓ) = uB − uA −ϕA ×
(
B −A

)
, (1.75a)

ϕr(ℓ) =ϕB −ϕA. (1.75b)

Si noti che se la sezione iniziale in A ha rotazioni e spostamenti nulli i
parametri ur(ℓ) e ϕr(ℓ) della trasformazione rigida relativa forniscono ri-
spettivamente lo spostamento uB e la rotazione ϕB della sezione finale
in B.

Si noti inoltre che le (1.71) e (1.74) hanno una semplicissima interpreta-
zione fisica. Infatti per calcolare la trasformazione rigida relativa si tenga
fissa la prima estremità della trave e si sommino al limite, cioè si integrino
sulla linea d’asse, i contributi allo spostamento e alla rotazione della se-
conda estremità dei singoli elementi di trave ds che compongono il tratto
finito di trave ℓ. Poiché per l’ipotesi di piccoli spostamenti il contributo di
un elemento è indipendente dal fatto che gli altri elementi siano già defor-
mati oppure no e poiché la deformazione del generico elemento di trave
ds genera una trasformazione rigida relativa, della seconda estremità del-
l’elemento di trave e quindi di tutto il tratto di trave che segue l’elemento
di trave, di parametri dsd e dsk, ne conseguono immediatamente le (1.71)
e (1.74).

1.6.4 Travi inflesse

L’ipotesi di trave inflessa richiede alle sezioni rette di conservarsi ortogo-

nali alla linea d’asse. Questa ipotesi equivale a trascurare gli scorrimenti tra

linea d’asse e sezioni rette.23 Ricordando l’espressione dello scorrimento, il
vincolo di trave inflessa si scrive:

ϕ× ez =
du

ds
− ǫez, (1.76)

23 Si noti che senza l’ipotesi di trave inflessa le sezioni inizialmente “rette” sono ortogonali
alla linea d’asse in generale solo nella configurazione indeformata, la cui descrizione risulta
dunque particolare e non conforme alla configurazione deformata generica. Questo fatto
non crea problemi nell’ambito di una teoria del primo ordine che permette di confondere la
configurazione deformata con quella indeformata, dove le sezioni “rette” sono ortogonali
alla linea d’asse. Ma già nell’ambito di una teoria del secondo ordine, quindi ancora basata
sull’ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni, l’equilibrio viene scritto nella
configurazione deformata dove in generale la normale ad una sezione “retta” deformata non
è tangente alla linea d’asse. Dato che le definizioni delle componenti delle caratteristiche
della sollecitazione sono relative alle sezioni “rette”, è evidente che per conformità anche
nella configurazione deformata dovranno essere valutate con riferimento alle sezioni “rette”
di tale configurazione, quindi ortogonali alla tangente alla linea d’asse deformata e quindi
distinte dalle sezioni “rette” originali.



30 Capitolo 1 • Fondamenti di meccanica delle travi © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

e rappresenta un legame tra campo delle rotazioni e campo degli sposta-
menti. D’altronde se le sezioni restano ortogonali alla linea d’asse allora
il campo degli spostamenti determina i piani delle sezioni nella configu-
razione deformata, in quanto determina la linea deformata a cui tali piani
sono ortogonali. Ovverossia viene determinata in modo univoco la rota-
zione flessionale, restando indeterminata la sola rotazione torsionale della
sezione. In componenti la (1.76) fornisce infatti:

ϕy =
du

ds
·ex , ϕx = −

du

ds
·ey . (1.77)

Lo scorrimento γ tra linea d’asse e sezioni rette, insieme alla dilatazione
della linea d’asse ǫ, compone lo spostamento relativo d per unità di linea.
Questi, in base all’analisi del paragrafo precedente, provoca in generale
degli spostamenti relativi tra le due sezioni di estremità di una trave tra-
scurabili rispetto a quelli provocati dalla rotazione relativa k per unità di
linea. Infatti la quota degli spostamenti provocati dalla rotazione relativa
che si sviluppa in un elemento di trave sono proporzionali alla distanza
dell’elemento dalla sezione di seconda estremità, a differenza di quelli do-
vuti alla sola traslazione relativa. Più la trave è snella maggiori sono gli
effetti amplificanti delle distanze in gioco sugli spostamenti dovuti alle ro-
tazioni relative. Si tenga comunque conto che tale analisi è qualitativa e
che l’effettiva trascurabilità dello spostamento relativo per unità di linea
nel calcolo degli spostamenti di una trave o di un sistema di travi dipende-
rà da varie circostanze che andranno valutate di volta in volta e che in ogni
caso dipenderà dal rapporto tra curvatura di deformazione e spostamento
relativo per unità di linea.

Tutte le volte che sarà lecito trascurare tutto lo spostamento relativo
d per unità di linea, alle condizioni (1.77) si dovrà aggiungere quella che
corrisponde all’annullarsi della dilatazione della linea d’asse ǫ:

du

ds
·ez = 0. (1.78)

Si consideri ora che intuitivamente la rotazione relativa per unità di linea
è associata all’azione dei momenti flettenti e torcente mentre lo scorrimen-
to tra linea d’asse e sezioni rette a quella del taglio. Le prime due equazioni
scalari di equilibrio alla rotazione mostrano inanzitutto che il taglio è nullo
se è nullo il momento totale salvo il caso particolare in cui agiscano delle
coppie flettenti esterne distribuite lungo la linea d’asse. Escluso tale ca-
so particolare, ne consegue che gli scorrimenti tra linea d’asse e sezioni

rette sono sempre accompagnati da rotazioni relative per unità di linea e
gli effetti di queste ultime sono in generale predominanti su quelle degli
scorrimenti. In secondo luogo le prime due equazioni scalari di equilibrio
alla rotazione permettono di determinare il taglio dalla conoscenza dei mo-
menti flettenti e del momento torcente, ovverossia il problema del taglio è
staticamente determinato dai momenti flettenti e dal momento torcente. È
quindi escluso che l’ipotesi di trave inflessa, che corrisponde ad un vincolo
di rigidità interna, renda indeterminato il problema del taglio.

Si noti che un tale risultato non vale per la dilatazione della linea d’as-
se, associata intuitivamente all’azione della forza normale. Infatti la forza
normale non compare nelle equazioni scalari di equilibrio alla rotazione
ed è quindi indipendente dalla presenza di momenti o meno. Potrebbe co-
munque essere determinato dai tagli grazie alla seconda equazione scalare
di equilibrio alla traslazione, salvo che la curvatura geometrica della linea
d’asse non sia nulla. L’effetto della dilatazione della linea d’asse sarà spes-
so trascurabile, ma potrebbero esserci delle situazioni che riguardano le
travi ad asse rettilineo in cui il trascurare i suoi effetti potrebbe rendere
indeterminato il problema della forza normale.

1.7 Polo della trasformazione rigida relativa

Nella descrizione della trasformazione rigida relativa interviene quale
polo il punto O della sezione retta posto sulla linea d’asse. Lo spostamen-
to relativo per unità di linea d e le sue componenti ǫ e γ dipendono dalla
scelta del punto O, mentre la curvatura k e le sue componenti kf e Θ ne so-
no indipendenti. Si ricordi che, come già detto, allo stato attuale delle cose
la scelta della linea d’asse è, almeno in parte, arbitraria e ne consegue che
la scelta del punto O quale polo per il calcolo dello spostamento relativo d
non è obbligata. Si potrebbero anzi presentare delle circostanze particolari
che potrebbero suggerire la scelta di un polo avente un significato fisico
ben preciso.

1.7.1 Cambiamento del polo della trasformazione rigida

relativa

Per non perdere in generalità ci si riferisca allora ad un polo P , distinto
dal punto O posto sulla linea d’asse, e alla fibra longitudinale passante per
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tale nuovo polo, ovverossia l’elemento di linea per P ortogonale alla sezio-
ne retta e avente quindi la direzione della linea d’asse. Lo spostamento
relativo per unità di linea d’asse dP , di polo P , valutato per il tramite dei
parametri della trasformazione rigida relativa di polo O, risulta:

dP = d + k× (P −O). (1.79)

La dilatazione ǫP e lo scorrimento γP , per unità di linea d’asse, della fibra
longitudinale passante per il nuovo polo P della sezione retta soddisfano
allora la relazione:

ǫPez + γP = (ǫez + γ)+ k× (P −O), (1.80)

dalla quale si ottengono infine i valori di ǫP e γP , per unità di linea d’asse:

ǫPez = ǫez + kf × (P −O) , (1.81a)

γP = γ +Θez × (P −O). (1.81b)

Scelto infine un sistema di riferimento Oxy sulla sezione retta della
trave le (1.89) diventano:

ǫP = ǫ+ kxyP − kyxP , (1.82a)

γPx = γx −ΘyP , (1.82b)

γPy = γy +ΘxP , (1.82c)

dove xP e yP sono le coordinate del punto P nel dato sistema Oxy .
Le equazioni (1.81) e (1.82) mostrano che la dilatazione ǫP della fibra

longitudinale, per unità di linea d’asse, dipende dalla dilatazione della li-
nea d’asse e dalla curvatura flessionale così come lo scorrimento γP della
fibra longitudinale, per unità di linea d’asse, dipende dallo scorrimento
della linea d’asse e dall’angolo unitario di torsione. Ne consegue che dila-
tazione e scorrimento sono indipendenti tra loro cosicché nulla obbliga a
scegliere lo stesso polo, e quindi la stessa fibra longitudinale, al fine della
definizione di tali deformazioni. Come già nello studio della sollecitazio-
ne, per non perdere generalità, quando e se sarà necessario, ci si riferirà a
due poli distinti, G per il calcolo della dilatazione e C per il calcolo dello
scorrimento, distinti a loro volta in generale dal punto O sulla linea d’asse.
Se questo è il caso risulta allora:

ǫG ez = ǫez + kf × (G −O) , (1.83a)

γC = γ+Θez × (C −O), (1.83b)

dove ǫG è la dilatazione, per unità di linea d’asse, della fibra longitudinale
per il polo G mentre γC è lo scorrimento, per unità di linea d’asse, tra la
fibra longitudinale per il polo C e la sezione retta.

Si noti che la traslazione relativa ǫez dovuta alla sola dilatazione ǫ della
fibra longitudinale, ortogonale alla sezione retta, e la rotazione relativa do-
vuta alla sola curvatura di flessione kf, di asse giacente sulla sezione retta
e passante per il polo G , si combinano, se kf 6= 0, in una rotazione relativa
kf di asse parallelo al precedente e ancora appartenente alla sezione ret-
ta. Analogamente la traslazione relativa dovuta al solo scorrimento γ della
fibra longitudinale con la sezione retta, giacente nel piano della sezione ret-
ta, e la rotazione relativa Θez dovuta al solo angolo unitario di torsione Θ,
di asse ortogonale alla sezione retta e passante per il polo C , definiscono
una trasformazione rigida relativa nel piano della sezione e si combinano,
se Θ 6= 0, in una rotazione relativa Θez di asse parallelo al precedente.

1.7.2 Vettore algebrico di deformazione

Essendo 6 il numero delle componenti scalari delle caratteristiche della
deformazione, risulta possibile rappresentare la deformazione nelle travi
tramite un vettore (algebrico) di deformazioneD di dimensione 6. Ma si noti
che le (1.82) definiscono due gruppi di tre componenti di deformazione
ciascuno, (ǫ, kx , ky) e (Θ,γx, γy), tali che le componenti di deformazioni di
ogni gruppo siano legate tra loro e indipendenti da quelle dell’altro gruppo.
È quindi possibile definire due sottovetori algebrici di D di dimensione
3, Df e Dt rispettivamente, e ordinare di conseguenza le componenti di
deformazione nel vettore algebrico complessivo D:

D =




ǫ

kx
ky
Θ

γx
γy




, Df =




ǫ

kx
ky


 , Dt =




Θ

γx
γy


 . (1.84)

Nel caso più generale possibile ǫ sarà valutato rispetto ad un polo G e γx e
γy rispetto ad un polo C distinti tra loro e dal punto O sulla linea d’asse.
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I poli utilizzati distinti da O saranno espressamente indicati tutte le volte
che sarà necessario. In tal caso la dilatazione, per unità di linea d’asse,
della fibra longitudinale per il polo G sarà indicata con ǫG , le componenti
dello scorrimento, per unità di linea d’asse, tra la fibra longitudinale per il
polo C e la sezione retta saranno indicati con γC

x e γC
y e i due sottovettori

algebrici di deformazione con DG
f e DC

t :

DG
f =




ǫG

kx
ky


 , DC

t =




Θ

γC
x

γC
y


 . (1.85)

1.7.3 Deformazione locale

Si consideri ora l’elemento di linea longitudinale in corrispondenza di un
generico punto P di una data sezione retta, ovverossia l’elemento di linea
ortogonale alla sezione retta nel dato punto. La deformazione discussa
nel seguito è locale, ovverossia riguarda l’intorno di una data sezione, e
non implica quindi l’assunzione di una linea longitudinale passante per P
e ortogonale ad ogni sezione retta, analogamente alla linea d’asse. Se l’asse
y coincide con la normale principale alla linea d’asse, ad un elemento ds di
linea d’asse corrisponde un elemento ds′ di linea longitudinale per P tale
che:

ds′ =
a+yP
a

ds = (1+ cyP)ds, (1.86)

dove a è il raggio di curvatura e c la curvatura della linea d’asse. Se con ǫ′P
e γ′P si indicano le deformazioni locali nel punto P , ovverossia dilatazione
e, rispettivamente, scorrimento nel punto P , per unità di linea per P , si ha:

ǫ′P ds′ = ǫP ds, γ′P ds′ = γP ds, (1.87)

Dalla (1.86) e dalle (1.87) si ottiene allora la deformazione locale nella
forma:

ǫ′P =
1

1+ cyP
ǫP , γ′P =

1

1+ cyP
γP . (1.88)

Se la trave è snella, che poi è quello che una trave deve normalmente essere
per essere una trave, cioè se cyP ≪ 1, si ha 1+ cyP ≈ 1 e risulta:

ǫ′P ≈ ǫP , γ′P ≈ γP . (1.89)

Le (1.89) valgono in modo esatto, a parte naturalmente l’approssimazione
dei piccoli spostamenti e delle piccole deformazioni, nel caso di trave ad
asse rettilineo.

⋄ ⋄ ⋄

Linea longitudinale definita da un generico punto. L’insieme dei punti P , uno

per ogni sezione, di coordinate (xP , yP) indipendenti dalla coordinata s della linea

d’asse definiscono una linea longitudinale che in generale non è ortogonale alle

sezioni rette della trave e che quindi non si presta a descrivere la trave quale linea

d’asse conservando le “sezioni rette”.

Ciò non toglie che possa essere utilizzata quale alternativa linea d’asse, ma
a tale scopo occorre associarle delle “sezioni rette” alternative, che globalmente
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genereranno un solido monodimensionale diverso da quello generato dalle prece-
denti “sezioni rette”, ma entrambi approssimanti se non coincidenti con il solido
monodimensionale oggetto di studio. Comunque le due descrizioni cinematiche
genereranno due campi di spostamento la cui differenza, in generale, non sarà
nulla, anche se lo sarà almeno approssimativamente.

Dimostrazione. La linea longitudinale dei punti P è definita dall’equazione:

P(s) = O + xPex +yPey . (1.90)

Se e′t indica il versore tangente alla linea longitudinale dei punti P , risulta:

e′t =
dP

ds′
=

dP

ds

ds

ds′
=

ds

ds′

{
(1+ cyP)et + τ(xPey −yPex)

}
, (1.91)

dove c e τ sono rispettivamente la curvatura e la torsione della linea d’asse
baricentrica. Poiché e′t è un versore, deve risultare:

(
ds

ds′

)2 {
(1+ cyP)

2 + τ2(x2
P +y

2
P )
}
= 1, (1.92)

e quindi:
ds

ds′
=

1√
(1+ cyP)2 + τ2r 2

, (1.93)

dove:

r = |P −O| =
√
x2
P +y

2
P . (1.94)

Si ha allora:

e′t =
1+ cyP√

(1+ cyP)2 + τ2r 2
et +

xPey −yPex√
(1+ cyP )2 + τ2r 2

τ, (1.95)

e, se τ 6= 0, risulta e′t 6= et. �

Si noti che nel caso di trave piana risulta τ = 0 e quindi per la (1.95) il versore
e′t , tangente alla fibra longitudinale per P , coincide con il versore et tangente alla
linea d’asse baricentrica. In tal caso le due descrizioni coincidono. Si noti anche
che se τ 6= 0 la (1.93) e la (1.86) differiscono come deve essere, in quanto la prima
riguarda una fibra non ortogonale mentre la seconda una fibra ortogonale.

⋄ ⋄ ⋄

1.8 Travi piane

Limitandosi al caso di una cinematica della sezione retta descritta
da un moto rigido (ipotesi di sezione indeformata), una trave è detta
cinematicamente piana se esiste un piano tale che (fig. 1.19):

1. L’asse indeformato e l’asse deformato della trave appartengono a tale
piano;

2. Le rotazioni delle sezioni rette avvengono attorno ad assi perpendico-
lari a tale piano.

piano della trave

B0

B

Figura 1.19: Trave cinematicamente piana

Si noti che in tal modo gli spostamenti dei punti della trave avvengono
parallelamente al piano della trave. Si noti poi che la definizione fa rife-
rimento alla configurazione indeformata, configurazione che nel caso pia-
no non può quindi essere completamente arbitraria. Si noti infine che se
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l’asse indeformato della trave è rettilineo il piano della trave può essere
uno qualunque dei piani di sostegno l’asse, mentre nel caso di asse curvo
indeformato l’unica possibilità è quella del piano che contiene l’asse.

Una trave è invece detta staticamente piana se esiste un piano tale che:

1. L’asse deformato della trave appartiene a tale piano;

2. Le forze, interne ed esterne, ridotte ai punti della linea d’asse gene-
rano risultanti appartenenti al piano della trave e momenti risultanti
ortogonali a tale piano.

Con l’avvertenza che un momento ortogonale a un piano è equivalente ad
una coppia di forze appartenenti allo stesso piano, si può anche affermare
che tutte le forze ridotte ai punti della linea d’asse appartengono al piano
della trave. Si noti poi che, a differenza del caso cinematicamente pia-
no, la definizione fa riferimento alla sola configurazione deformata e che
quindi non dipende dalla configurazione di riferimento. Tuttavia, si ricor-
di che nell’ambito di una teoria del primo ordine ai fini dell’equilibrio la
configurazione deformata si fa coincidere con quella indeformata. In tal
caso al piano della trave è richiesto di contenere l’asse indeformato, e la
configurazione deformata risulta ininfluente ai fini statici.

Si dice infine che una trave è piana se è contemporaneamente piana sia
dal punto di vista cinematico che da quello statico. Nel caso di una trave
ad asse indeformato curvilineo i piani cinematico e statico devono coin-
cidere con il piano dell’asse e quindi coincidono tra loro. Nell’ambito di
una teoria del primo ordine e se l’asse indeformato della trave è rettilineo
può invece presentarsi il caso di trave piana con piani cinematico e statico
non coincidenti. Una condizione sufficiente ad assicurare che una trave sia
piana, con piani cinematico e statico coincidenti anche se la linea d’asse
indeformata è rettilinea, è che le forze applicate e le sezioni rette siano
simmetriche rispetto al piano dell’asse indeformato, oppure ad un piano
contenente l’asse indeformato se questi è rettilineo. Si noti che la simme-
tria delle sezioni rette deve riguardare anche il materiale di cui la trave è
composta.

1.8.1 Statica della trave piana

Se la trave è staticamente piana le forze interne ed esterne, ridotte ai
punti della linea d’asse, appartengono al piano dell’asse oppure apparten-
gono tutte ad un piano nel caso l’asse della trave sia rettilineo. Le coppie

interne ed esterne generate dalla riduzione ai punti della linea d’asse de-
vono invece avere asse ortogonale al piano della trave, per poter essere
rappresentate da due forze uguali ed opposte appartenenti al piano della
trave. L’asse momento appartiene di conseguenza al piano della sezione
retta e quindi nel caso piano i momenti torcenti sono nulli. Da quanto det-
to le forze esterne f e le coppie esterne m distribuite, le forze esterne Fi
e le coppie esterne Mi concentrate in un numero discreto di punti Oi, le
forze esterne F0 e Fℓ e le coppie esterne M0 e Mℓ applicate nelle sezioni
di estremità risultano, supponendo l’asse x ortogonale al piano della trave
(fig. 1.20):



f = qey + pez

m =mex
,



Fi = Qiey + Piez

Mi =Miex
, (1.96a)



F0 = Q0ey + P0ez

M0 =M0ex
,



Fℓ = Qℓey + Pℓez

Mℓ =Mℓex
. (1.96b)

Analogamente per quel che riguarda le caratteristiche della sollecitazione

q

p

m
Qi

Pi

Mi

Q0

P0

M0

Qℓ
Pℓ

Mℓ

Figura 1.20: Forze esterne (trave piana)

F e M si ha (fig. 1.21): 

F = Tey +Nez

M =Mex
. (1.97)

Tenuto anche conto che se l’asse della trave è piano la sua torsione geo-
metrica τ è nulla, delle sei equazioni indefinite di equilibrio scalari (1.41)
tre sono identicamente nulle. Le tre equazioni indefinite di equilibrio



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016 Capitolo 1 • Fondamenti di meccanica delle travi 35

N

T

M

N

T M

Figura 1.21: Caratteristiche della sollecitazione (trave piana)

rimanenti diventano:

dN

ds
+ cT + p = 0, (1.98a)

dT

ds
− cN + q = 0, (1.98b)

dM

ds
− T +m = 0. (1.98c)

In generale l’asse deformato della trave è curvo anche se l’asse indefor-
mato è rettilineo. Dato che le equazioni indefinite di equilibrio si devono
scrivere nella configurazione deformata ne consegue che dipenderanno in
generale dalla curvatura geometrica dell’asse deformato. Se gli spostamen-
ti sono piccoli l’asse deformato si confonde però con quello indeformato e,
se questo è rettilineo, nelle (1.98) si può approssimativamente annullare la
curvatura geometrica c ottenendo:

dN

ds
+ p = 0, (1.99a)

dT

ds
+ q = 0, (1.99b)

dM

ds
− T +m = 0. (1.99c)

Tali equazione di equilibrio potrebbero essere ottenute in modo diretto
scrivendo la equazioni di equilibrio nel piano, due equazioni di equilibrio
per le forze ed una per i momenti, di un tronco di trave di lunghezza

elementare dz. Con riferimento la fig. 1.22, non mettendo in conto gli
infinitesimi di ordine superiore al primo in dz, si ha:

−N +N + dN + p dz = 0, (1.100a)

− T + T + dT + q dz = 0, (1.100b)

−M +M + dM − T dz +mdz = 0, (1.100c)

Dividendo per dz e al limite per dz → 0 si ottengono le (1.99).

y

z

dz

p dz

qdz mdz

N

T

M

N + dN

T + dT

M + dM

Figura 1.22: Equilibrio nel piano di un tronco di trave rettilinea

Se in corrispondenza di un punto sulla linea d’asse, in generale curva,
agiscono una forza concentrata P diretta come la linea d’asse, una forza
concentrata Q ortogonale alla linea d’asse e una coppia concentrata M, le
caratteristiche della sollecitazione, in accordo con le (1.45), subiscono le
seguenti discontinuità:

N+ −N− + P = 0, ∆N + P = 0, (1.101a)

T+ − T− +Q = 0, ∆T +Q = 0, (1.101b)

M+ −M− +M = 0, ∆M +M = 0, (1.101c)

dove si sono indicati con i segni + e − rispettivamente i limiti destro e sini-
stro e con il simbolo∆ l’incremento delle caratteristiche della sollecitazione
in corrispondenza del dato punto. Si noti che per la validità delle (1.101),
a differenza delle (1.99), non è necessario ipotizzare che la linea d’asse sia
rettilinea. D’altronde se si scrivessero le equazioni di equilibrio in modo
diretto (fig. 1.23) entrerebbero in gioco dei termini finiti, le forze concen-
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y

z

ds

c ds

P

Q

M

N−

T−

M−

N+ + dN

T+ + dT

M+ + dM

Figura 1.23: Tronco di trave piana in presenza di forze concentrate

trate e le caratteristiche della sollecitazione, mentre i contributi dovuti alla
curvatura geometrica c sono infinitesimi per ds → 0.

Infine, con immediato significato dei simboli, le condizioni al
contorno (1.46) diventano:

N(s0) = −P0, N(sℓ) = Pℓ, (1.102a)

T(s0) = −Q0, T(sℓ) = Qℓ, (1.102b)

M(s0) = −M0, M(sℓ) =Mℓ. (1.102c)

Si noti che nel caso di asse rettilineo, così come prescritto dalle (1.99a),
(1.101a) e (1.102a), la forza normale dipende solo dalle componenti p, P ,
P0 e Pℓ in direzione z delle forze esterne, componenti che sono dette for-

ze esterne di tipo assiale. Dalla equazione (1.99c) risulta invece che taglio e
momento flettente non sono indipendenti tra loro. Da questa e dalle restan-
ti equazioni di equilibrio scalari risulta infine che taglio e momento fletten-
te dipendono dalle componenti q, Q, Q0 e Qℓ in direzione y delle forze
esterne e dalle coppie esterne m, M, M0 e Mℓ, che sono congiuntamente
dette forze esterne di tipo flessionale.

1.8.2 Cinematica della trave piana

Nel caso piano gli spostamenti u avvengono nel piano yz della trave e le
rotazioni attorno all’asse x ortogonale al piano della trave:

u = vey +wez, ϕ =ϕex. (1.103)

Ne consegue che il vettore scorrimento γ ha la sola componente in dire-
zione y e la curvatura k la sola componente flessionale relativa all’asse
x:

γ = γey , k = kex. (1.104)

Per quel che riguarda le equazioni di congruenza, si tenga conto che:

du

ds
=

(
dv

ds
− cw

)
ey +

(
dw

ds
+ cv

)
ez, (1.105)

e che quindi si riducono alle tre equazioni scalari seguenti:

ǫ =
dw

ds
+ cv, γ =

dv

ds
− cw +ϕ, k =

dϕ

ds
, (1.106)

dove c è la curvatura geometrica della linea d’asse.

Trave piana ad asse rettilineo. Se la trave, oltre che ad essere piana, è an-
che ad asse rettilineo le equazioni di congruenza si semplificano, essendo
c = 0:

ǫ =
dw

dz
, γ =

dv

dz
, k =

dϕ

dz
. (1.107)

L’angolo di rotazione della tangente α vale:

α = ϕ− γ = −
dv

dz
. (1.108)

La curvatura geometrica c∗ dell’asse deformato, nell’ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazioni, vale:

c∗ =
dα

dz
= −

d2v

dz2
. (1.109)
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Trave piana inflessa. Nel caso di trave piana inflessa si ha:

ϕ = −
dv

ds
+ cw, k = −

d2
v

ds2
+

d(cw)
ds

. (1.110)

Se si trascura anche la dilatazione della linea d’asse risulta inoltre:

dw

ds
= −cv. (1.111)

Nel caso l’asse sia rettilineo si ha infine:

ϕ = −
dv

ds
, k = −

d2
v

ds2
. (1.112)

Determinazione diretta del vincolo di trave inflessa e della dilatazione

della linea d’asse nel caso di trave inflessa piana ad asse rettilineo. Si
consideri una generica sezione retta in corrispondenza del punto O sulla
linea d’asse, la cui traccia è indicata in figura, sezione iniziale di un elemen-
to di linea dz. Poiché l’elemento dz deve restare ortogonale alla sezione

retta, tale elemento deve subire la stessa rotazione ϕ della sezione retta e
quindi risulta:

− dv = (1+ ǫ)dz sinϕ, (1.113)

poiché la lunghezza dell’elemento dz dopo la deformazione vale dz+ǫdz,
per definizione di dilatazione lineare. Si ottiene quindi:

(1+ ǫ) sinϕ = −
dv

dz
. (1.114)

Se le rotazioni e le dilatazioni sono piccole si può porre sinϕ ≈ ϕ

e trascurare il termine del secondo ordine ǫϕ riottenendo la prima
delle (1.112).

Ancora con riferimento la figura, risulta anche:

w + (1+ ǫ)dz cosϕ = dz +w + dw. (1.115)

Nell’ipotesi di piccole rotazioni si ha cosϕ ≈ 1 e si riottiene la prima
delle (1.107).

1.9 Principio dei lavori virtuali per le travi

Sia data una possibile configurazione ℓ di una trave non vincolata.
Tale configurazione può essere una qualunque configurazione deforma-
ta che, comunque, nell’ipotesi di piccoli spostamenti coincide con la
configurazione indeformata.

Sia poi dato un sistema di forze esterne distribuite f(s) e m(s), agenti
nella sezione di prima estremità F0 e M0, agenti nella sezione di secon-
da estremità Fℓ e Mℓ, concentrate in sezioni intermedie Fi e Mi (i =

1, . . . , n) e di caratteristiche della sollecitazione F(s) eM(s). Il dato sistema
di forze e di caratteristiche della sollecitazione è equilibrato se sono sod-
disfatte le equazioni si equilibrio indefinite (1.35), di discontinuità (1.42)
e (1.43) e di di equilibrio al contorno (1.46):

dF

ds
+ f = 0,

dM

ds
+m+ ez × F = 0, (1.116a)

F(s+i )− F(s
−
i )+Fi = 0, M(s+i )−M(s

−
i )+Mi = 0, (1.116b)
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F(s0) = −F0, M(s0) = −M0, (1.116c)

F(sℓ) = Fℓ, M(sℓ) =Mℓ, (1.116d)

Sia infine dato un campo di spostamenti virtuali u(s) e un campo di

rotazioni virtuali ϕ(s) insieme alle deformazioni virtuali ǫ(s), γ(s) e
k(s). Si ricorda che il termine virtuale è sinonimo di lineare (o infinite-
simo) e congruente. Sono quindi soddisfatte le equazioni di congruenza

linearizzate (1.56):

d =
du

ds
−ϕ× ez, k =

dϕ

ds
(1.117)

Ancora una volta si sottolinea il fatto che il termine infinitesimo non è
sinonimo di piccolo ma di parte prima o parte lineare. Uno spostamento
virtuale non è approssimato dalla parte prima di uno spostamento, uno

spostamento virtuale è la parte prima di uno spostamento.
Il lavoro Lve del sistema di forze e coppie esterne per gli spostamenti e

le rotazioni virtuali viene detto lavoro virtuale esterno:

Lve =

∫ sℓ
s0

(
f ·u +m ·ϕ

)
ds

+F0 ·u(s0)+M0 ·ϕ(s0)+Fℓ ·u(sℓ)+Mℓ ·ϕ(sℓ)

+
n∑

i=1

(
Fi ·u(si)+Mi ·ϕ(si)

)
. (1.118)

Il lavoro Lvi delle caratteristiche della sollecitazione per le deformazioni
virtuali viene detto lavoro virtuale interno:

Lvi =

∫ sℓ
s0

(
F ·d +M ·k

)
ds. (1.119)

Per definizione, un sistema di forze esterne e di caratteristiche della sol-
lecitazione soddisfa il principio dei lavori virtuali se il lavoro virtuale Lve

delle forze esterne uguaglia il lavoro virtuale Lvi delle caratteristiche del-

la sollecitazione per ogni campo di spostamenti, rotazioni e deformazioni

virtuali:
Lve = Lvi. (1.120)

Equivalenza tra principio dei lavori virtuali ed equilibrio di forze e ca-

ratteristiche della sollecitazione. Il sistema di forze e caratteristiche della

sollecitazione è equilibrato se e solo se soddisfa il principio dei lavori virtuali.

Dimostrazione. Infatti, posto sn+1 = sℓ, dalla (1.118) si ottiene:

Lve =

∫ sℓ
s0

(
f ·u+m ·ϕ

)
ds

+
n∑

i=0

(
F(s−i+1) ·u(si+1)− F(s

+
i ) ·u(si)

)
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+
n∑

i=0

(
M(s−i+1) ·ϕ(si+1)−M(s

+
i ) ·ϕ(si)

)

+



n∑

i=1

(
F(s+i )− F(s

−
i )+Fi

)

 ·u(si)

+



n∑

i=1

(
M(s+i )−M(s

−
i )+Mi

)

 ·ϕ(si)

+

(
F(s0)+F0

)
·u(s0)+

(
F(sℓ)−Fℓ

)
·u(sℓ)

+

(
M(s0)+M0

)
·ϕ(s0)+

(
M(sℓ)−Mℓ

)
·ϕ(sℓ)

=

∫ sℓ
s0


F ·

(
du

ds
−ϕ× ez

)
+M ·

dϕ

ds


ds

+

∫ sℓ
s0



(

dF

ds
+ f

)
·u +

(
dM

ds
+m+ ez × F

)
·ϕ


ds

+



n∑

i=1

(
F(s+i )− F(s

−
i )+Fi

)

 ·u(si)

+



n∑

i=1

(
M(s+i )−M(s

−
i )+Mi

)

 ·ϕ(si)

+

(
F(s0)+F0

)
·u(s0)+

(
F(sℓ)−Fℓ

)
·u(sℓ)

+

(
M(s0)+M0

)
·ϕ(s0)+

(
M(sℓ)−Mℓ

)
·ϕ(sℓ). (1.121)

�

Nell’ipotesi di piccoli spostamenti la configurazione ℓ del corpo può es-
sere fatta coincidere con la configurazione indeformata di riferimento, che
diventa quindi la configurazione nella quale si definiscono approssimati-
vamente sia le forze e le caratteristiche della sollecitazione che gli sposta-
menti, le rotazioni e le deformazioni virtuali e dove si impongono sia l’equi-
librio delle forze e caratteristiche della sollecitazione che la congruenza de-
gli spostamenti, rotazioni e deformazioni virtuali. In tal caso degli sposta-
menti, rotazioni e deformazioni reali, cioè conseguenti all’applicazione sul
corpo di certe forze, possono essere assunti quali spostamenti, rotazioni
e deformazioni virtuali congruenti, poiché nel caso di piccoli spostamenti
tali quantità devono soddisfare le equazioni di congruenza linearizzate.

In funzione delle componenti di sollecitazione e di deformazione il
lavoro virtuale interno si esprime nei modi seguenti:

Lvi =
(
Nǫ+Mf ·kf +MtΘ + T ·γ

)
ds

=

∫ sℓ
s0

(
Nǫ+Mxkx +Myky +MtΘ + Txγx + Tyγy

)
ds

=

∫ sℓ
s0
STDds =

∫ sℓ
s0

(
ST

f Df + S
T
t Dt

)
ds. (1.122)
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Si noti che l’espressione (1.122) del lavoro virtuale interno resta valido
anche nel caso si faccia riferimento ai poli generici G e C , dato che il lavoro
di un sistema di forze per un sistema di spostamenti rigidi infinitesimi
non dipende dal polo rispetto al quale è valutato il momento risultante e
che definisce la traslazione del sistema di spostamenti rigidi infinitesimi.
Risultano allora le seguenti espressioni del lavoro virtuale interno:

Lvi =

∫

ℓ

(
NǫG +MG

f ·kf +M
C
t Θ + T ·γ

C
)

ds

=

∫

ℓ

(
NǫG +MG

x kx +M
G
y ky +M

C
t Θ + Txγ

C
x + Tyγ

C
y

)
ds.

=

∫ sℓ
s0

(
SG

f
T
DG

f + S
C
f

T
DC

f

)
ds. (1.123)

D’altronde utilizzando le (1.50a) e (1.83a) si ottiene:

Nǫ+Mf ·kf

= (Nez) · (ǫez)+
{
MG

f + (G −O)× (Nez)
}
·kf

= (Nez) · (ǫez)+ (Nez) · {kf × (G −O)} +M
G
f ·kf

= (Nez) · {ǫez + kf × (G −O)} +MG
f ·kf

= (Nez) ·
(
ǫG ez

)
+MG

f ·kf = Nǫ
G +MG

f ·kf (1.124)

Utilizzando poi le (1.50b) e (1.83b) si ottiene analogamente:

MtΘ + T ·γ

= (Mtez) · (Θez)+ T ·
{
γC −Θez × (C −O)

}

= (Mtez) · (Θez)− (Θez) · {(C −O)× T} + T ·γ
C

= {Mtez − (C −O)× T} · (Θez)+ T ·γ
C

=
(
MC

t ez

)
· (Θez)+ T ·γ

C =MC
t Θ + T ·γ

C . (1.125)



Capitolo 2
TRAVI ELASTICHE LINEARI

2.1 Teoria tecnica delle travi

Con riferimento al caso di un legame costitutivo locale, la sollecitazione
nell’intorno di una sezione retta di una trave dipenderà solo dalla defor-
mazione agente nello stesso intorno. Il modo più semplice di ottenere un
legame costitutivo locale è quello di descrivere la deformazione e la solle-
citazione nell’intorno di una sezione retta tramite lo spostamento relativo
per unità di linea d e la curvatura di deformazione k e, rispettivamente, le
caratteristiche della sollecitazione F e M:

d(τ),k(τ), −∞ < τ ≤ t ⇒ F(t),M(t). (2.1)

Se la trave è elastica la sollecitazione F e M ad un dato istante dipenderà
solo dalla deformazione d e k allo stesso istante:

F = F(d,k), M =M(d,k). (2.2)

Con riferimento ai vettori algebrici di sollecitazione S e di deformazione D
la (2.2) si scrive:

S = S(D). (2.3)

Il legame elastico lineare più generale possibile si scrive allora, in forma
matriciale:

S = ED, (2.4)

dove E è una matrice di elasticità di dimensione 6×6.

Si è visto nel capitolo precedente che alle trasformazioni rigide delle
sezioni rette, che descrivono la cinematica del solido trave, corrisponde
innanzitutto una dilatazione della generica fibra longitudinale che dipende
esclusivamente dalla dilatazione della fibra di riferimento e dalla curvatura
flessionale, ovverossia dalla parte assiale e flessionale Df della deforma-
zione. Alle trasformazioni rigide delle sezioni rette corrisponde poi uno
scorrimento della generica fibra longitudinale che dipende esclusivamente
dall’angolo unitario di torsione e dallo scorrimento della fibra di riferimen-
to, ovverossia dalla parte di scorrimento e torsionale Dt della deformazio-
ne. Si tenga poi conto che nella prova di trazione semplice, che genera
uno stato di tensione monoassiale ed una dilatazione longitudinale omoge-
nei, si è messa in relazione la dilatazione con la tensione normale, mentre
nella prova di torsione, che genera uno stato di tensione di taglio sempli-
ce ed uno scorrimento omogenei, si è messo in relazione lo scorrimento
con la tensione tangenziale. Si ricordi infine che alla tensione normale cor-
rispondono la forza normale e il momento flettente, ovverossia la parte
assiale e flessionale Sf della sollecitazione, mentre alla tensione tangenzia-
le il momento torcente e il taglio, ovverossia quella tagliante e torsionale
St. Risulta allora realistico un legame costitutivo elastico lineare in cui la
parte assiale e flessionale della sollecitazione non dipenda dalla parte ta-
gliante e torsionale della deformazione e, viceversa, la parte tagliante e
torsionale della sollecitazione non dipenda dalla parte assiale e flessionale
della deformazione. Il legame costitutivo si scinde in tal caso in due parti
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indipendenti, una assiale flessionale:




N

Mx

My



=



Ef
z Ef

zx Ef
zy

Ef
xz Ef

x Ef
xy

Ef
yz Ef

yx Ef
y







ǫ

kx

ky



, (2.5)

e una tagliante torsionale:




Mt

Tx

Ty



=



Et
z Et

zx Et
zy

Et
xz Et

x Et
xy

Et
yz Et

yx Et
y







Θ

γx

γy



. (2.6)

Con il termine teoria tecnica delle travi sarà inteso nel seguito un parti-
colare legame costitutivo elastico lineare di tale tipo, cioè composto dalle
due parti indipendenti (2.5) e (2.6), per il quale esista innanzitutto l’energia
elastica di deformazione e che sia poi una approssimazione “accettabile”
del corrispondente solido elastico lineare. Non solo, ma si suppone an-
che che nell’intorno di una sezione retta A, di normale l’asse z, la matrice
delle componenti del tensore degli sforzi nel riferimento locale sia almeno
approssimativamente del tipo:

[σ] =




0 0 τxz
0 0 τyz
τzx τzy σz


 . (2.7)

Ne risulta che la distribuzione delle componenti di tensione τxz, τyz e σz
su una sezione retta è tutto quello che è necessario conoscere per avere
il quadro completo dello stato tensionale nell’intorno della stessa sezione
retta.

2.2 Lavoro di deformazione nelle travi
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2.3 Energia elastica di deformazione nelle travi

Affinché esista una energia elastica di deformazione il lavoro di defor-
mazione non deve dipendere dal percorso, ma solo dagli stati iniziale e
finale. Questo significa che il differenziale dLd deve essere esatto e quindi
che esiste una funzione energia potenziale elastica per unità di linea φ(D)
funzione della sola deformazione tale che:

dφ = ST dD, (2.8)

o, per esteso:

dφ = N dǫ+Mf ·dkf +Mt dΘ + T ·dγ. (2.9)

Ne consegue:

S =
∂φ

∂D
, (2.10)

oppure per esteso:

N =
∂φ

∂ǫ
, (2.11a)

Mf =
∂φ

∂kf
, ⇒

Mx =
∂φ

∂kx
,

My =
∂φ

∂ky
,

(2.11b)

Mt =
∂φ

∂Θ
, (2.11c)

T =
∂φ

∂γ
, ⇒

Tx =
∂φ

∂γx
,

Ty =
∂φ

∂γy
.

(2.11d)

Nel caso di elasticità lineare deve risultare:

∂φ

∂D
= ED,

∂φ

∂Di
=
∑

j

EijDj , (2.12)

e quindi:

Eij =
∂2φ

∂Di∂Dj
. (2.13)

L’integrazione è possibile se e solo se:

∂2φ

∂Di∂Dj
=

∂2φ

∂Dj∂Di
, (2.14)

cioè se e solo se la matrice di elasticità è simmetrica:

E = E
T, Eij = Eji. (2.15)

Si integri allora dallo stato naturale allo stato finale caratterizzato dalla
deformazione D e dalla sollecitazione S = ED. Uno stato intermedio vale
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λD e λS, con λ ∈ [0,1]. Ad un incremento dD = (dλ)D di deforma-
zione corrisponde l’incremento dφ = λ(STD)dλ dell’energia elastica di
deformazione. Integrando si ottiene quindi:

φ =

∫ 1

0
λ(STD)dλ =

1

2
STD, (2.16)

avendo scelto di porre φ(0) = 0. Inserendo il legame costitutivo elastico
lineare si ottiene infine:

φ =
1

2
DTED. (2.17)

La richiesta che il lavoro di deformazione sia positivo, a partire dal-
la configurazione naturale, implica la definitezza positiva di E e la sua
invertibilità.
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2.4 Teoremi sul lavoro di deformazione

2.4.1 Teorema di Clapeyron
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2.4.2 Teorema di Betti
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2.5 Energia potenziale totale nelle travi
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2.5.1 Variazione del funzionale energia potenziale totale
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2.5.2 Principio di stazionarietà dell’energia potenziale totale
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2.5.3 Principio di minimo dell’energia potenziale totale
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2.6 Centri di flessione e di taglio

Nel seguito si suppone che esista l’energia elastica di deformazione e
che quindi il legame costitutivo elastico lineare sia invertibile e le matrici
di elasticità e di elasticità inversa siano simmetriche. Come già detto si
suppone inoltre che la parte assiale e flessionale sia indipendente da quella
tagliante e torsionale. Si faccia poi riferimento, per il momento, al punto
O della linea d’asse per il calcolo di tutte le quantità che intervengono nel
legame costitutivo. Si scelga infine, nel piano della sezione, un generico
sistema di riferimento Oxy (fig. 2.1).

Ox

y

Figura 2.1: Sistema di riferimento

2.6.1 Centro di flessione

Si consideri ora una deformazione assiale e flessionale tale che kf = 0 e
ǫ 6= 0. Tramite il relativo legame costitutivo elastico lineare a tale defor-
mazione corrisponderà una forza normale N e un momento flettente Mf,
valutato rispetto al polo O, equivalenti ad un’unica forza normale avente
retta d’azione che intersecherà la sezione retta in un punto G, detto centro

di flessione (fig. 2.2). Si ha:

O

Gx

y

z

e = |Mf|
|N|

Nez

Mf

Figura 2.2: Centro di flessione
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G −O =
1

N
ez ×Mf (2.18)

Il centro di flessione G esiste poiché N 6= 0 in quanto non deve esse-
re nulla l’energia elastica di deformazione pari a φ = 1

2Nǫ e poiché per
via della linearità del legame la retta d’azione che definisce G non dipen-
de dal valore di ǫ. Inoltre se il centro di flessione viene scelto quale polo
del legame assiale flessionale, il legame assiale e quello flessionale vengo-
no disaccoppiati in quanto ad una generica curvatura flessionale kf deve
corrispondere una forza normale N nulla. Infatti si considerino due defor-

mazioni assiali e flessionali Df
1 =

[
ǫG 0 0

]T
e Df

2 =
[
0 kx ky

]T
. Alla

dilatazione ǫG corrisponde un momento flettenteMG
f 1 nullo, per cui risulta(

Df
2

)T
E

fDf
1 =

(
Df

2

)T
Sf

1 = MG
f 1 · kf = 0. Per via della simmetria del lega-

me dovuta alla esistenza dell’energia elastica di deformazione deve allora

risultare N2ǫG =
(
Df

1

)T
Sf

2 =
(
Df

1

)T
EfDf

2 = 0 e infine N2 = 0. Scelto allora
G quale polo del legame assiale flessionale, le due parti indipendenti, una
assiale e una flessionale, possono scriversi:

N =MǫG, (2.19)

MG
f = J kf. (2.20)

La costante di proporzionalità M, rigidezza assiale di un elemento di trave,
ha dimensione F e può essere misurata per esempio in N. Poiché MG

f e kf

sono vettori nel piano della sezione, l’operatore lineare J che ne definisce
il legame elastico lineare è di consenguenza un tensore del secondo ordine
piano, il tensore di rigidezza flessionale di un elemento di trave, e le sue
componenti hanno dimensione FL2 e possono quindi essere misurate per
esempio in N m2.

2.6.2 Centro di taglio

Sia data una prima deformazione torsionale e tagliante tale che Θ1 =

0 e γ1 6= 0. Tramite il relativo legame costitutivo elastico lineare a tale
deformazione corrisponderà un momento torcente Mt1, valutato rispetto
al polo O, e un taglio T1. Il sistema di forze è equivalente ad un’unica forza
di taglio avente retta d’azione r1 non ortogonale a γ1 in quanto l’energia
elastica di deformazione, pari a φ = 1

2T1 ·γ1, non deve annullarsi (fig. 2.3).
Sia data poi una seconda deformazione torsionale e tagliante tale che Θ2 =

O

C

x

y

|Mt2|
|T2|

|Mt1|
|T1|

T2

Mt2

T1

Mt1

T1

T2

r1

r2

T = a1T1 + a2T2

γ1γ2

γ = a1γ1 + a2γ2

Figura 2.3: Centro di taglio

0 e γ2 6= 0, con γ2 ortogonale a T1. A tale deformazione corrisponderà un
momento torcente Mt2, ancora valutato rispetto al polo O, e un taglio T2

pure equivalenti ad un’unica forza di taglio avente retta d’azione r2 non
ortogonale a γ2 poiché anche in tal caso l’energia elastica di deformazione,
pari a φ = 1

2T2 ·γ2, non deve annullarsi. Quindi r2 non è parallela a r1 e le
due rette si intersecano in un punto C detto centro di taglio.

Si osservi innanzitutto che C esiste, in quanto la sua posizione non di-
pende dallo scorrimento iniziale γ1 prescelto. Infatti essendo γ1 e γ2 non
paralleli, un qualunque scorrimento γ può scriversi come loro combina-
zione lineare. Per la linearità del legame a γ corrisponderà un taglio T
combinazione lineare di T1 e di T2, quindi passsante per C. Se poi il centro
di taglio viene scelto quale polo del legame tagliante torsionale, il legame
tagliante e quello torsionale vengono disaccoppiati, in quanto ad un angolo
unitario di torsione Θ generico deve corrispondere un taglio T nullo. Infat-

ti si considerino due deformazioni taglianti e torcenti Dt
1 =

[
0 γC

x γC
y

]T

e Dt
2 =

[
Θ 0 0

]T
. Allo scorrimento γC corrisponde un momento tor-

cente MC
t 1 nullo, per cui risulta

(
Dt

2

)T
E

tDt
1 =

(
Dt

2

)T
St

1 = M
C
t 1Θ = 0. Per

via della simmetria del legame dovuta alla esistenza dell’energia elastica di
deformazione deve allora risultare T2 ·γ

C =
(
Dt

1

)T
St

2 =
(
Dt

1

)T
E

tDt
2 = 0 e
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infine T2 = 0. Scelto allora C quale polo del legame tagliante torcente, le
due parti indipendenti, una tagliante e una torcente, possono scriversi:

MC
t = JtΘ, (2.21)

T = Γ γC. (2.22)

In tal caso la costante di proporzionalità Jt, rigidezza torsionale di un ele-
mento di trave ha dimensioni FL2 e può essere misurata per esempio in
N m2, mentre l’operatore lineare Γ che è un tensore del secondo ordine
piano, il tensore di rigidezza tagliante di un elemento di trave, e le sue com-
ponenti hanno dimensione F e possono quindi essere misurate per esempio
in N.

2.6.3 Energia elastica di deformazione

A seguito della scelta dei centri di flessione G e di taglio C quali poli per
la descrizione del legame costitutivo delle travi l’espressione del lavoro
virtuale interno che compare nel principio dei lavori virtuali resta, come
già visto, formalmente immutata da cui consegue la stessa proprietà sia
per l’energia elastica di deformazione che per l’energia complementare:

φ =
1

2

{
M
(
ǫG
)2
+ kf · J kf + JtΘ

2 + γC ·Γ γC
}
, (2.23a)

ψ =
1

2

{
1

M
N2 +MG

f · J
−1MG

f +
1

Jt

(
MC

t

)2
+ T ·Γ −1 T

}
. (2.23b)

Se x e y sono direzioni principali di flessione, ovverossia direzioni prin-
cipali del tensore di rigidezza flessionale J, e analogamente se x′ e y ′ so-
no direzioni principali di taglio, ovverossia direzioni principali del tenso-
re di rigidezza tagliante Γ , l’energia elastica di deformazione e l’energia
complementare si scrivono:

φ =
1

2

{
M
(
ǫG
)2
+ Jxk

2
x + Jyk

2
y + JtΘ

2 + Γx′
(
γCx′

)2
+ Γy ′

(
γCy ′

)2
}
,

(2.24a)

ψ =
1

2



N2

M
+

(
MGx

)2

Jx
+

(
MGy

)2

Jy
+

(
MC

t

)2

Jt
+
T2
x′

Γx′
+
T2
y ′

Γy ′


 , (2.24b)

dove Jx e Jy sono i valori principali di J e Γx′ e Γy ′ quelli di Γ .

⋄ ⋄ ⋄

Coordinate dei centri di flessione e di taglio. Si vogliono valutare le coordinate
dei centri di flessione e di taglio in funzione delle componenti della matrice di
elasticità relativa al punto O della linea d’asse.

Al fine del calcolo delle coordinate del centro di flessione, si inseriscano le for-
mule di trasformazione della dilatazione delle fibre longitudinali e del momen-
to flettente nel legame costitutivo della parte assiale e flessionale, scritto con
riferimento al centro O sulla linea d’asse. Lo sviluppo del legame costitutivo
fornisce:

N = Ef
z

(
ǫG − kxyG + kyxG

)
+ Ef

zxkx + E
f
zyky , (2.25)

che si riduce nella forma (2.19):

N = Ef
zǫ
G, (2.26)

se e solo se si pone:

xG = −
Ef
zy

Ef
z
, yG =

Ef
zx

Ef
z
. (2.27)

Si noti che inoltre è possibile ricavare le componenti del tensore di rigidezza
flessionale. Infatti si ha:

MG
x +NyG = E

f
xz

(
ǫG − kxyG + kyxG

)
+ Ef

xkx + E
f
xyky (2.28)

che con le (2.26) e (2.27) diventa:

MG
x =


Ef

x −

(
Ef
zx

)2

Ef
z


kx +

(
Ef
xy −

Ef
zxE

f
zy

Ef
z

)
ky . (2.29)

Analogamente si ottiene:

MG
y =

(
Ef
xy −

Ef
zyE

f
zx

Ef
z

)
kx +


Ef

y −

(
Ef
zy

)2

Ef
z


ky . (2.30)

Al fine del calcolo delle coordinate del centro di taglio, conviene utilizzare il
legame costitutivo inverso scritto con riferimento al centro O sulla linea d’asse:




Θ

γx

γy



=




Ct
z Ct

zx Ct
zy

Ct
xz Ct

x Ct
xy

Ct
yz Ct

yx Ct
y







Mt

Tx

Ty



, (2.31)

poichè si ottengono così degli sviluppi formalmente analoghi a quelli precedenti.
Infatti, si inseriscano nella (2.31) le formule di trasformazione dello scorrimento
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delle fibre longitudinali e del momento torcente. Lo sviluppo della (2.31) fornisce
innanzitutto l’analoga della (2.25):

Θ = Ct
z

(
MC

t − TxyC + TyxC
)
+ Ct

zxTx + C
t
zyTy , (2.32)

che si riduce nella forma inversa della (2.21):

Θ = Ct
zM

C
t , (2.33)

se e solo se si pone, analogamente alle (2.27):

xC = −
Ct
zy

Ct
z
, yC =

Ct
zx

Ct
z
. (2.34)

Si noti che inoltre è possibile ricavare le componenti del tensore di rigidezza
tagliante inverso. Infatti si ha:

γC
x +ΘyC = C

t
xz

(
MC

t − TxyC + TyxC
)
+ Ct

xTx + C
t
xyTy , (2.35)

che con le (2.33) e (2.34) diventa:

γC
x =

(
Ct
x −

(
Ct
zx

)2

Ct
z

)
Tx +

(
Ct
xy −

Ct
zxC

t
zy

Ct
z

)
Ty . (2.36)

Analogamente si ottiene:

γC
y =

(
Ct
xy −

Ct
zyC

t
zx

Ct
z

)
Tx +


Ct

y −

(
Ct
zy

)2

Ct
z


Ty . (2.37)

⋄ ⋄ ⋄



60 Capitolo 2 • Travi elastiche lineari © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016



Capitolo 3
MODELLO DI EULERO-BERNOULLI

Si costruirà nel seguito la teoria di Eulero-Bernoulli della trave elastica
inflessa, innestando una semplice assunzione costitutiva nel quadro cine-
matico sviluppato in precedenza. La prima versione di tale teoria è dovu-
ta a Giacomo Bernoulli.1 In seguito Eulero,2 su suggerimento di Daniele
Bernoulli,3 risolse basandosi sulla teoria di Giacomo il problema della de-
terminazione della elastica, cioè della forma che una trave elastica molto
snella assume sotto diverse condizioni di carico.

Le più ampie applicazioni in sede tecnica della teoria della trave inflessa
si riferiscono alla sua versione ristretta alle ipotesi di un legame costitutivo
di tipo elastico lineare inserito nel quadro cinematico valido sotto l’ipotesi
di piccoli spostamenti. Tuttavia, come vedremo, nello spirito della teoria
delle travi inflesse risulta possibile considerare anche altri tipi di legami
costitutivi, per esempio elastici non lineari oppure elastoplastici od anco-
ra viscoelastici. D’altronde spesso non è possibile prescindere da tali tipi

1Giacomo [Jakob, Jacob, Jacques] Bernoulli (1654-1705), nato a Basilea. La versione de-
finitiva della teoria della trave inflessa fu da lui pubblicata in “Histoire de l’Académie des
Sciences de Paris,” 1705.

2Leonardo [Leonhard, Leonard] Eulero [Euler] (1707–1783), nato a Basilea. I suoi prin-
cipali risultati sullo studio delle travi elastiche sono riportati in appendice al suo libro
“Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive propietate gaudentes”, pubblicato nel
1744, nel quale le soluzioni di svariati problemi sono ottenute sistematicamente con metodi
variazionali.

3Daniele [Daniel] Bernoulli (1700–1782), figlio di Giovanni [Johann] Bernoulli (1667–
1748), fratello di Giacomo. Daniele propose ad Eulero il problema della determinazione
della forma di una trave inflessa con una lettera del 1742.

più generali di legami costitutivi, per esempio se si vogliono eseguire delle
verifiche agli stati limite ultimi.

La teoria della trave inflessa si presta bene ad affrontare lo studio delle
travi piane, travi che non sono soggette a deformazione di tipo torsionale.
In tal caso si potrebbe anche considerare, senza problemi, un quadro cine-
matico di riferimento non limitato ai piccoli spostamenti. Nel caso di travi
spaziali, si presta invece ad affrontare lo studio della sola parte flessionale
della deformazione. In tal caso l’ipotesi di piccoli spostamenti diventa indi-
spensabile, o comunque di difficoltosa rimozione, per la necessità di sepa-
rare la deformazione nella parte flessionale e in quella torsionale, agevole
solo sotto l’ipotesi di piccoli spostamenti.

La versione della teoria ristretta ad un legame elastico lineare, alle pic-
cole deformazioni ed alle travi ad asse rettilineo omogenee e a sezioni
rette costanti (solido cilindrico) è in accordo con la soluzione flessionale
del problema di Saint-Venant. Osserviamo subito che le due teorie si in-
trecciano senza che l’una sia compresa nell’altra, dato che il problema di
Saint-Venant è ristretto a tali assunzioni e quindi, da questo punto di vista,
meno generale della teoria della trave inflessa, e nello stesso tempo risulta
più generale in quanto è in grado di descrivere anche le parti tagliante e
torsionale del legame costitutivo che invece uno schema analogo a quello
della trave inflessa non è in grado di descrivere in forma accettabile.

Si conclude osservando che un pregio della teoria delle travi inflesse ela-
stiche lineari è anche quello di mostrare esplicitamente le analogie esistenti
tra la deformazione di una trave elastica inflessa ed il moto di un corpo ri-
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gido. Risulta allora chiaro perché la flessione di una trave dipende, come
si vedrà più avanti, da un vettore dei momenti statici e da un tensore di

inerzia, analogamente al moto di un corpo rigido, da cui la necessità dello
sviluppo di una “geometria delle masse” nell’ambito della teoria delle travi
inflesse.

3.1 Legame costitutivo nell’intorno di un punto

Al fine di implementare le parti assiale e flessionale del legame costituti-
vo si suppone innanzitutto che le trasformazioni rigide delle sezioni rette,
che come detto descrivono mediamente la cinematica della trave, diano
una descrizione sufficientemente accurata delle dilatazioni puntuali delle
fibre longitudinali. In secondo luogo si suppone che un elemento di fibra
longitudinale si comporti come una barra sottoposta a trazione semplice
(fig. 3.1). Questa ipotesi caratterizza dunque il legame costitutivo nell’in-

O

P

dz

A

σ

x

y

z

linea d’asse

fibra longitudinale

elemento di fibra

Figura 3.1: Generica fibra longitudinale

torno di un punto per il tramite di un diagramma tensione-dilatazione.
La dilatazione è quella, calcolata nel dato punto, della fibra longitudinale
passante dal punto stesso mentre la tensione è quella agente, in corrispon-
denza del punto, sulla giacitura di normale la direzione della fibra stessa.
Naturalmente la dilatazione delle fibre longitudinali, così come le corri-
spondenti tensioni, varieranno in generale sia lungo una data fibra che su
una data sezione retta.

Si ricordi che nell’ipotesi di piccoli spostamenti l’equilibrio viene scrit-
to nella configurazione indeformata, nella quale le fibre longitudinali sono
sempre ortogonali alla sezione retta. In tale ipotesi la tensione è dunque
ortogonale alla sezione retta, e ne consegue che alla dilatazione ǫ di una fi-
bra longitudinale corrisponde una tensione normale σ agente sulla sezione
retta in corrispondenza della sua intersezione con la fibra stessa.4

Nel caso più generale possibile, la tensione normale agente in un dato
punto ad un dato istante dipenderà dalla storia della corrispondente di-
latazione fino a quell’istante (legge di determinismo). Qui ci si limiterà a
considerare due legami costitutivi particolari, quello elastico, e in partico-
lare elastico lineare, e quello elastoplastico. Nel seguito si svilupperà poi
in forma completa il solo caso elastico lineare.

3.1.1 Legame costitutivo elastico

Se il materiale è elastico il diagramma tensione normale-dilatazione è uni-
voco e viene seguito sia durante la fase di carico che in quella di scarico
(fig. 3.2a). In altri termini ad una data dilatazione viene a corrispondere
una ben precisa tensione normale. Dette ǫ la dilatazione, in un dato punto,
della fibra longitudinale passante dallo stesso punto e σ la corrisponden-
te tensione normale agente sulla sezione retta nello stesso punto, il più
generale legame costitutivo elastico si scriverà pertanto nella forma:

σ = σ(ǫ). (3.1)

Si noti che tale legame rappresenta il comportamento del materiale di cui è
composta la trave. Se la trave non è omogenea tale legame varierà da punto
a punto.

Se il diagramma è lineare il legame costitutivo (3.1) diventa poi (fig. 3.2b):

σ = Eǫ, (3.2)

dove il coefficiente di proporzionalità E rappresenta il modulo di Young
del dato materiale. Se la trave non è omogenea il modulo di Young può in

4Nel caso di spostamenti finiti, ovverossia se gli spostamenti non sono piccoli, le tensioni
devono considerarsi agenti nella configurazione deformata. Le tensioni sono allora ortogo-
nali alla sezione retta deformata solo se le fibre restano perpendicolari alla sezione retta
anche dopo la deformazione. Per la trave che soddisfa il vincolo interno di ortogonalità tra
asse e sezioni rette questa condizione è senz’altro vera solo in assenza di deformazione di
torsione, come si verifica per esempio nel caso cinematicamente piano.
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σ

ǫ

σ = σ(ǫ)

(a) Elasticità non lineare

σ

ǫ

σ = Eǫ

(b) Elasticità lineare

Figura 3.2: Elasticità

generale variare da punto a punto, sia lungo una data fibra che nella sezio-
ne retta. Casi tecnicamente importanti di travi non omogenee si hanno, per
esempio, nel caso di travi in cemento armato, realizzate con una gettata di
calcestruzzo di cemento all’interno della quale sono annegate delle barre
di acciaio, oppure nel caso di travi laminate, composte da strati di diverso
materiale. In tutti questi casi il modulo di Young è costante a tratti.

3.1.2 Legame costitutivo elastoplastico

Se il materiale è elastoplastico il diagramma tensione normale-dilatazione

non è più univoco poiché allo scarico, una volta superata la tensione di
snervamento, viene seguito un diverso percorso elastico lineare. Il caso
più semplice possibile è quello di un diagramma bilineare, elastico lineare
prima e perfettamente plastico dopo lo snervamento, con uguale limite di
snervamento a trazione e compressione (fig. 3.3), utilizzato per modella-
re sia gli acciai per cemento armato che quelli per strutture metalliche.5

5Al fine di eseguire verifiche agli stati limite gli eurocodici 2 e 3 permettono l’uso di
diagrammi bilineari per gli acciai per cemento armato e, rispettivamente, per strutture me-
talliche. Il limite di snervamento in tali diagrammi è riferito allo snervamento caratteristico

σ

ǫ

ǫp ǫe

σs

−σs

σ = E
(
ǫ− ǫp

)

Figura 3.3: Elastoplasticità

Se in un percorso di carico viene superato il limite di snervamento la ten-
sione normale non è più determinata univocamente dal valore attuale del-
la dilatazione della fibra longitudinale, ma viene a dipendere dalla storia
della dilatazione stessa precedente l’istante di tempo attuale. Si noti che
risulta possibile scaricare una deformazione permanente sviluppatasi per
il superamento del limite di snervamento per esempio a trazione, scari-
cando prima e ricaricando poi fino a superare il limite di snervamento a
compressione.

Le dilatazioni elastica ǫe, permanente ǫp e totale ǫ sono legate dalla
relazione:

ǫ = ǫe + ǫp. (3.3)

Ne consegue la validità della seguente relazione elastica lineare allo scarico:

σ = E
(
ǫ− ǫp

)
, (3.4)

relazione che coincide con la (3.2) nel caso di provino vergine.

fyk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo α e oppor-
tunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza γs: σs = αfyk/γs. Analogamente a
qualunque valore caratteristico, lo snervamento caratteristico rappresenta il livello tensio-
nale al disotto del quale ci si aspetta di trovare al più il 5% delle tensioni di snervamento
relative a prove di trazione su provini del dato tipo di acciaio.
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Un altro esempio di diagramma elastoplastico può essere quello riguar-
dante il calcestruzzo compresso che, allo scopo di coglierne la forte non
linearità, può essere modellato con un tratto parabolico nella parte elastica
seguito da un tratto perfettamente plastico,6 come indicato in fig. 3.4.

σ

ǫ

σs

ǫrǫs

σ = σs

{
1−

(
1− ǫ

ǫs

)2
}

asse parabola

Figura 3.4: Calcestruzzo compresso

Occorre a questo punto precisare che un diagramma del tipo di quello
riportato in fig. 3.3 risulta valido se sulla sezione retta non agiscono ten-
sioni tangenziali, ovverossia se sono nulle le azioni taglianti e il momento
torcente. Nel caso ciò non sia vero il diagramma è ancora valido fino al
raggiungimento dello snervamento, quindi in fase elastica. Il livello ten-
sionale che provoca lo snervamento dipende invece dalla contemporanea
presenza della tensione normale e di quella tangenziale, così come il com-
portamento che ne consegue a seguito dello sviluppo delle deformazioni
plastiche. Comunque tale dipendenza è spesso trascurabile quando si trat-
ta di tensioni tangenziali dovute ad un’azione tagliante, almeno se il valore
di questa azione è contenuto.

6L’eurocodice 2, al fine di eseguire verifiche agli stati limite, permette l’uso per il calce-
struzzo compresso di un diagramma del tipo di quello indicato in fig. 3.4. Il livello di snerva-
mento σs del calcestruzzo compresso, come già per l’acciaio, è riferito allo snervamento ca-
ratteristico fck, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo
α e opportunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza γc: σs = αfck/γc.

3.2 Legame costitutivo assiale-flessionale elastico

lineare

Allo scopo di implementare una teoria della trave, occorre trasformare
il legame costitutivo locale descritto al paragrafo precedente in un legame
costitutivo tra le caratteristiche di sollecitazione e di deformazione della
trave. A tal fine occorre innanzitutto inserire la relazione:7

ǫP = ǫ+ kxyP − kyxP , (3.5)

che lega la dilatazione ǫP della fibra longitudinale passante dal generico
punto P della sezione retta in funzione della dilatazione ǫ della linea d’as-
se e della curvatura k della trave (fig. 3.5) nella opportuna equazione co-

O O1 O′1

A A1 A′1

P P1 P ′1

z

dz

ezǫdz

ǫP dz

Figura 3.5: Dilatazione delle fibre longitudinali

stitutiva locale, per esempio la (3.2) nel caso della elasticità lineare. L’inte-
grazione sulla sezione retta della tensione normale σ e del suo momento
rispetto al polo prescelto permetterà infine di ottenere le cercate equazioni
costitutive.

7Cfr. la (1.82a), p. 31.
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3.2.1 Legame costitutivo assiale
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3.2.2 Legame costitutivo flessionale
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3.2.3 Travi omogenee a piccola curvatura 3.2.4 Travi piane
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⋄ ⋄ ⋄

Legame costitutivo tagliante e torcente.
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⋄ ⋄ ⋄

3.3 Geometria delle masse

3.3.1 Masse distribuite su un’area piana
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3.3.2 Vettore dei momenti statici
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Momenti statici
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Proprietà del baricentro
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Se la sezione non è omogenea occorre che in posizione simmetrica ci
sia la stessa massa elementare, ovverossia in posizione simmetrica devono
essere uguali il prodotto della distribuzione di massa per la misura dell’e-
lemento geometrico. Se la sezione è omogenea occorre che in posizione
simmetrica ci siano elementi geometrici di uguale misura. In quest’ultimo
caso è quello che succede in un generico triangolo rispetto ad una media-
na. Ma se si considera una sezione sottile di linea media triangolare, con lo

spessore concentrato sulla linea media, gli elementi di linea media in posi-
zione simmetrica rispetto ad una mediana non hanno in generale la stessa
misura. Se allora lo spessore è costante la sezione sottile non è in generale
simmetrica rispetto ad una mediana. Questo è in accordo col fatto che se
la sezione sottile omogenea la si considera come area, per avere simme-
tria rispetto alla mediana occorre che gli spessori siano uguali in posizione
simmetrica ma valutati nella direzione della simmetria. Questo comporta
che in generale, se c’è simmetria, gli spessori ortogonali alla linea media in
posizione simmetrica non sono uguali tra loro.

Vale infine la proprietà: se le masse sono tutte positive e non allineate

allora il baricentro è interno all’inviluppo delle rette radenti, ovverossia di

quelle rette che toccano la figura senza tagliarla.

Dimostrazione. Infatti data una qualunque retta radente x orientata ester-
namente da una retta y entrante nel semipiano contenente le masse risulta
Sx > 0 e dunque yG =

Sx
M > 0. Quindi il baricentro si trova, rispetto all’asse

x, dalla parte delle masse. Poiché questo deve valere per ogni retta radente,
il baricentro è interno al loro inviluppo, come volevasi dimostrare. �
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3.3.3 Tensore di inerzia
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Momenti di inerzia
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Formule di trasposizione o del trasporto (Teorema di Huyghens-Steiner)
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Direzioni e momenti principali di inerzia

Le direzioni principali ξ e η del tensore di inerzia sono dette direzioni

principali di inerzia, il sistema principale Oξη è detto sistema principale

di inerzia, mentre i valori principali di inerzia coincidono con i momenti
di inerzia rispetto agli assi principali Jξ e Jη, che per tale motivo vengono
detti momenti principali di inerzia. Nel sistema principale di inerzia la
rappresentazione del momento di inerzia polare JO e dei tensori di inerzia
J e di Eulero I risultano:

JO = Jξ + Jη, [J] =

[
Jξ 0

0 Jη

]
, [I] =

[
Jη 0

0 Jξ

]
(3.6)

Si noti che nel caso di un sistema di masse positive i momenti principali
Jξ e Jη sono entrambi positivi e il determinante del tensore di inerzia J è
quindi positivo:

det J = JξJη > 0.

Ne consegue che in tal caso il tensore di inerzia J è simmetrico e definito
positivo, in accordo con l’analoga richiesta per la matrice di elasticità.

Formule di rotazione
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Circonferenza di Mohr
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Si noti che la circonferenza di Mohr associata ad un tensore di iner-
zia è sempre situata dalla parte positiva dell’asse dei momenti di inerzia,
essendo questi sempre positivi.

Raggi di inerzia
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Ellisse centrale di inerzia (o ellisse di Culmann)

Occorre prestare attenzione al fatto che il raggio di inerzia ρx rispetto
all’asse x è calcolato con le distanze valutate nella direzione dell’asse y .
Coerentemente con tale circostanza ρx coincide con il semidiametro lungo
l’asse y . Un’analoga considerazione vale per il raggio di inerzia ρy rispetto
all’asse y .
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3.4 Sezioni omogenee



88 Capitolo 3 • Modello di Eulero-Bernoulli © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

3.4.1 Sezioni tipiche

Rettangolo
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Rettangolo sottile
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Triangolo rettangolo
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Arco circolare sottile
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Settore circolare
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3.4.2 Sezioni Composte di parti semplici

Sezione composta di due rettangoli
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Sezione rettangolare con un intaglio
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Questo ultimo modo di procedere è senz’altro indicato se si deve scrivere
un programma di calcolo. Nel caso si debba manualmente risolvere un
problema è più indicato sottrarre direttamente le quantità, come fatto nel
seguito.
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La sezione a C sottile
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La sezione a Z sottile

Quantità inerziali:




A = 17.94 cm2

Jx = 393.040 cm4

Jy = 108.217 cm4

Jxy = −159.453 cm4




Jξ = 464.419 cm4

Jη = 36.838 cm4

ρξ = 50.88 mm

ρη = 14.33 mm




2αξ = 48.23◦

αξ = 24.12◦
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Capitolo 4
DISTRIBUZIONE DELLA TENSIONE NORMALE

Nel seguito si studierà la distribuzione della tensione normale su una
sezione retta generica conseguente ai vari tipi di sollecitazioni semplici,
ovverossia di caratteristiche della sollecitazione, che possono trovarsi ad
agire sulla stessa sezione retta, limitatamente a quelle che generano una
tensione normale. Si consideri che in ogni caso la soluzione conseguente
all’applicazione di più caratteristiche della sollecitazione si può ottenere in
generale per sovrapposizione degli effetti. Ciò non toglie comunque che a
volte sia auspicabile anche lo studio diretto della distribuzione delle com-
ponenti di tensione conseguente a più caratteristiche della sollecitazione
agenti contemporaneamente.

Ricordando le (3.2) e (3.5), la tensione normale σz è determinata dalla
relazione costitutiva locale:

σzez = Eǫez + Ekf × (P −G), (4.1)

dove ez è il versore ortogonale alla sezione retta, ǫ è la dilatazione lineare
della linea d’asse baricentrica e kf è la curvatura flessionale. La semplicità
della relazione (4.1) rende possibile sviluppare una casistica completa delle
possibili distribuzioni di tensione normale.

Per individuare le distribuzioni della tensione normale corrispondenti
alla forza normale N e al momento flettente Mf occorre associare alla (4.1)
i legami costitutivi assiale:

N =Mǫ, ⇒ ǫ =
N

M
, (4.2)

e flessionale:

Mf = Jkf, ⇒ kf = J
−1Mf. (4.3)

Si ricorda che la validità delle (4.2) e (4.3) richiede la scelta del baricentro G
quale polo per il calcolo sia del momento flettente Mf che della dilatazione
ǫ. Sostituendo le (4.2) e (4.3) nella (4.1) si ottiene infine:

σzez = E
N

M
ez + E

(
J
−1Mf

)
× (P −G), (4.4)

L’asse baricentrico m, avente la direzione di Mf, è detto asse momento,
mentre l’asse baricentrico s ortogonale all’asse momento è detto asse di

sollecitazione. Si noti che l’asse di sollecitazione è individuato dall’inter-
sezione della sezione retta con il piano di sollecitazione, piano baricentrico
contenente la coppia flettenteMf. L’asse baricentrico n, avente la direzione
di kf, è detto asse neutro, mentre l’asse baricentrico f ortogonale all’asse
neutro è detto asse di flessione. Si ricordi che kf è il vettore della rotazione
relativa mentre ǫez è quello della traslazione relativa. Ne consegue che in
presenza di sola flessione, cioè se N = 0, la sezione subisce una rotazione
relativa attorno all’asse neutro e ne risulta che le fibre longitudinali indivi-
duate da tale asse hanno dilatazione nulla e quindi, in accordo con la (4.1),
tensione normale nulla. Questa doppia circostanza, statica e cinematica,
giustifica il nome di asse neutro (della flessione). Si noti infine che l’asse di
flessione è individuato dall’intersezione della sezione retta con il piano di

flessione, piano baricentrico ortogonale all’asse neutro e quindi contenente,
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nell’intorno del baricentro, la linea d’asse deformata per effetto della sola
flessione.

4.1 Criterio di snervamento

La distribuzione delle tensioni normali dedotta precedentemente dipen-
de strettamente dall’assunzione di un legame costitutivo locale elastico li-
neare. È già stato detto a suo tempo (si veda il par. 3.1 a p. 62) come
implementare altri tipi di legame costitutivo nell’ambito del modello della
trave inflessa. Se si vogliono effettuare delle verifiche di resistenza agli sta-
ti limite ultimi può essere indispensabile mettere in conto lo sviluppo di
deformazioni plastiche oppure di danneggiamenti del materiale. In tal ca-
so occorre quindi valutare il livello di snervamento, o di danneggiamento,
corrispondente al dato stato tensionale, livello a partire dal quale iniziano
a svilupparsi le plasticizzazioni, oppure i danneggiamenti, del materiale.
Se si assume un comportamento elastico lineare nella fase precedente lo

snervamento del materiale, come è sempre lecito fare per esempio nel ca-
so di acciaio strutturale laminato a caldo, lo stato tensionale precedente il
raggiungimento di tale limite è quello deducibile dalla (4.1).

Per quel che riguarda il limite di snervamento, si noti che se sulla sezio-
ne retta della trave è presente la sola tensione normale allora la tensione
nell’intorno di un punto risulta monoassiale, ovverossia dello stesso tipo
di quella che si ha in un provino soggetto a trazione o a compressione
semplice. In tal caso si suppone che lo snervamento nell’intorno di un
punto avvienga quando la tensione normale coincide con la tensione di
snervamento. Se con σ+s e σ−s si indicano i moduli della tensione di snerva-
mento, rispettivamente a trazione e a compressione, lo snervamento viene
quindi raggiunto quando la tensione normale σ soddisfa una delle due
uguaglianze seguenti:

σ = σ+s , σ = −σ−s , (4.5)

mentre per la stretta appartenenza al dominio di elasticità si richiede che
sia:

− σ−s < σ < σ
+
s . (4.6)

Se il materiale presenta un uguale livello di snervamento σs a trazio-
ne e a compressione, come nel caso dei materiali metallici, è sufficiente
confrontare con tale valore il modulo della tensione normale. Il criterio di
snervamento e la stretta appartenenza al dominio di elasticità si esprimono
quindi rispettivamente come segue:

|σ | = σs, |σ | < σs. (4.7)

Poiché la tensione normale varia in generale da punto a punto della sezione
retta, la verifica del raggiungimento della condizione di snervamento va
eseguita nei punti maggiormente sollecitati.

La conoscenza del livello di snervamento del materiale e dello stato ten-
sionale dedotto nell’ipotesi di materiale indefinitamente elastico, con la
sola aggiunta di un “opportuno” coefficiente di sicurezza, permette anche
di effettuare in modo molto semplice una verifica di resistenza alle tensioni
ammissibili. Basta a tale scopo sfruttare la condizione (4.6) di appartenen-
za al dominio di elasticità, e richiedere quindi che la tensione normale σ
soddisfi la condizione:

−σ−s
γ

≤ σ ≤
σ+s
γ
, (4.8)

dove γ è un coefficiente di sicurezza maggiore dell’unità. È opportuno a
questo punto ricordare che la semplicità della verifica (4.8) è figlia delle
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stesse ragioni che hanno reso obsoleto il metodo di verifica alle tensioni
ammissibili.

4.2 Forza normale centrata

Si dice che una sezione è soggetta ad una forza normale centrata se
l’unica caratteristica della sollecitazione che agisce nella sezione è la forza
normale, avendo scelto quale polo di riduzione il baricentro della sezione
stessa. Essendo Mf = 0 la tensione normale vale:

σz = E
N

M
. (4.9)

4.2.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea, la tensione normale è costante nella
sezione:

σz =
N

A
, (4.10)

e rappresenta dunque la più semplice distribuzione di tensioni normali
sulla sezione retta.

Si ricorda che se la forza normale è positiva è detta di trazione, se
negativa di compressione.

4.2.2 Sezioni composte di più materiali
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4.2.3 Concentrazioni di sforzo
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Si ricorda che è la validità di tale principio che consente di fondare una
teoria della trave sulle caratteristiche della solllecitazione.
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4.2.4 Condizioni di snervamento (sezioni omogenee)

Nel caso di sezioni composte di più materiali, la condizione di sner-

vamento va imposta per ogni materiale, relativamente alla tensione di
snervamento del singolo materiale.

⋄ ⋄ ⋄

Integrazione in un campo di spostamenti. Si consideri ora un cilindro omoge-
neo soggetto al campo di tensioni sopra descritto. Si vuole mostrare nel seguito
che tale campo di tensioni è integrabile in un campo di spostamenti. A tale scopo
si trasforma innanzitutto il campo di tensioni in un campo di deformazioni appli-
cando la legge di Hooke inversa, per poi integrare il campo di deformazioni così
ottenuto in un campo di spostamenti.

Il campo tensionale soluzione risulta:

σz =
N

A
, τxz = τyz = 0. (4.11)

Il campo delle deformazioni si ottiene dalla relazione inversa di Hooke:

ǫ =
1
E

(
(1+ ν)σ− ν (trσ) I

)
. (4.12)

Poiché:

[σ] =




0 0 0
0 0 0

0 0 N
A


 , trσ =

N

A
, (4.13)
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⋄ ⋄ ⋄

4.3 Flessione retta

Si dice che una sezione è soggetta a flessione retta se l’unica caratteristica
della sollecitazione che agisce nella sezione è un momento flettente con
asse momento coincidente con una direzione principale di inerzia. Se l’asse

momentom coincide con l’asse x del sistema principale Gxy , risulta:1

kf = kxex =
Mx
Jx
ex , (4.14)

e quindi:2

σz = E
Mx
Jx
y, (4.15)

avendo tenuto conto che P −G = xex +yey e che ex × ey = ez.
Si noti che nel caso descritto l’asse di sollecitazione s coincide con l’altro

asse principale y , l’asse neutro n con l’asse momento e l’asse di flessione
f con l’asse di sollecitazione.

4.3.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea risulta:

σz =
Mx
Jx
y, (4.16)

1Cfr. la (4.3), p. 105.
2Cfr. la (4.1), p. 105.
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sottintendendo che in tal caso con Jx si indica il momento di inerzia della
sola area. Si ricordi che con tale convenzione il momento di inerzia che
compare nella (4.15) vale EJx .

L’andamento delle tensioni normali è lineare e queste si annullano sul-
l’asse x. Se Mx > 0 le tensioni normali sono positive per y > 0 e negative

per y < 0, viceversa se Mx < 0.

Sezione a doppio T tipo IPE

Si valutano nel seguito le tensioni normali massime nel caso della sezio-
ne IPE 270 di figura soggetta ad un momento flettente Mx = 60 kN m .3

Le misure riportate in figura sono tratte dalle apposite tabelle riguardanti
i profilati tipo IPE. In tali tabelle è consuetudine indicare i raggi di inerzia
con il simbolo i.

3I profilati in acciaio commerciali tipo IPE sono di sezione sottile a doppio T allungata,
cioè di altezza prevalente rispetto alla base, e sono adatti ad assorbire le sollecitazioni
dovute ad un momento flettente. Una sezione sottile di tale tipo può essere indicata con la
lettera “I” diritta, maiuscola e con le grazie, il che giustifica la prima lettera della sigla “IPE”.
Il resto della sigla sta per “Profilo Europeo”.
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4.3.2 Sezioni composte di più materiali

Se la sezione è composta di più materiali, la tensione normale nell’i-
esimo materiale vale:

σz = Ei
Mx
Jx
y. (4.17)

Nella (4.17) Ei è il modulo di Young dell’i-esimo materiale mentre Jx , di
dimensione FL2, è il momento di inerzia generato dalla distribuzione nella
sezione dei moduli di Young dei vari materiali e vale:

Jx =
∑

i

EiJxi, (4.18)

dove Jxi è il momento di inerzia della sola area Ai dell’i-esimo materiale,
ovverossia calcolato a meno della massa:

Jxi =

∫

Ai
y2 dA, (4.19)

Omogeneizzazione

In alternativa è possibile omogeneizzare l’area rispetto a uno dei mate-
riali, per esempio il primo di modulo di Young E1. Si definiscono allora i
coefficienti di omogeneizzazione ni degli altri materiali:

ni =
Ei
E1
, (4.20)

l’area omogeneizzata Ao:

Ao = A1 +
∑

i

niAi, (4.21)

e il momento di inerzia omogeneizzato Jo
x :

Jo
x = Jx1 +

∑

i

niJxi, (4.22)

dove la somma è estesa agli altri materiali. Con queste definizioni, il mo-
mento di inerzia generato dalla distribuzione nella sezione dei moduli di
Young dei vari materiali vale:

Jx = E1J
o
x . (4.23)
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In un punto di coordinata y appartenente all’area A1 del materiale
rispetto al quale è fatta l’omogeneizzazione la tensione normale vale allora:

σz =
Mx
Jo
x
y, (4.24)

mentre in un punto di coordinata y appartenente all’area Ai dell’i-esimo
materiale si ha invece:

σz = ni
Mx
Jo
x
y, (4.25)

Sezione rettangolare in cemento armato

Come esempio di sezione composta di più materiali, si considera una
sezione rettangolare in cemento armato a semplice armatura.

Per il calcolo degli spostamenti e della deformazione una struttura in
cemento armato è equiparata ad una struttura omogenea resistente anche
a trazione e con modulo di Young pari al modulo del calcestruzzo.
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4.3.3 Condizioni di snervamento ⋄ ⋄ ⋄

Cenni al calcolo a rottura.
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La distribuzione delle tensioni normali nel calcestruzzo compresso è quindi
non lineare nella parte di calcestruzzo in fase elastica e costante nella parte in
fase plastica.
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⋄ ⋄ ⋄

Integrazione in un campo di spostamenti.
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⋄ ⋄ ⋄

4.4 Flessione Deviata

Si ha flessione deviata quando la sezione è soggetta a solo momento
flettente, di asse momento m non coincidente con un asse principale di
inerzia. In tal caso l’asse neutro n e quello di sollecitazione s sono sempre
distinti e mai ortogonali. Infatti sia αns l’angolo compreso tra l’asse neutro
n e quello di sollecitazione s. Se Mf e kf sono rispettivamente il momento
flettente e la curvatura flessionale, la condizione αns = 0 è equivalente
alla condizione Mf · kf = 0 e quindi, tenuto conto del legame costitutivo
flessionale, alla condizione kf · Jkf = 0. Dato che il tensore di inerzia J

è definito positivo ne risulta che è sempre αns 6= 0. Inoltre non può che
essere αns 6=

π
2 , poiché se fosse αns =

π
2 allora kf avrebbe la direzione di

Mf e l’asse momentom sarebbe principale d’inerzia.

Gli assi n e s, sempre distinti e mai ortogonali, sono detti assi coniugati e
costituiscono un sistema Gns baricentrico di assi cartesiani non ortogonali
detto sistema coniugato. Gli assi ξ e η baricentrici e principali centrali di
inerzia costituiranno a loro volta un sistema Gξη baricentrico ortogonale.
Si considererà inoltre un secondo sistema ortogonale Gxy non principale
di inerzia, strumentale per i calcoli nel sistema non ortogonale Gns, avente
l’asse x coincidente con l’asse neutro n e quindi l’asse y con l’asse di
flessione f .
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4.4.1 Relazione tra asse neutro e asse di sollecitazione

(coniugio)

Il momento flettente Mf e la curvatura flessionale kf si possono scrivere
nella forma:

Mf = Mem, kf = ken. (4.26)

Le componenti del momento flettente e della curvatura flessionale nel
sistema non principale di inerzia Gxy risultano allora rispettivamente:

Mx =M sinαns , My = −M cosαns , (4.27)

e:

kx = k, ky = 0. (4.28)

Valutando l’equazione costitutiva flessionale nel sistema non principale
Gxy : 


M sinαns

−M cosαns


 =


 Jx −Jxy

−Jxy Jy





k

0


 , (4.29)

si ottiene allora:

M sinαns = Jxk, −M cosαns = −Jxyk. (4.30)

Dal rapporto tra le (4.30) si ottiene la relazione definente l’angolo αns tra
asse neutro e asse di sollecitazione nel sistema non principale Gxy :

tanαns =
Jx
Jxy

. (4.31)

Proprietà del coniugio. L’asse n è l’asse neutro corrispondente all’asse di

sollecitazione s se e solo se Jns = 0.

Dimostrazione. Il generico punto P della sezione ha coordinate (x,y)
e (n, s), rispettivamente nel sistema non principale Gxy e in quello
coniugato Gns, che soddisfano le seguenti formule di trasformazione:

n = x −
y

tanαns
, s =

y

sinαns
. (4.32)

Il momento di inerzia Jns rispetto agli assi n e s vale quindi:

Jns =

∫

A
Ens dA =

∫

A
E

(
x −

y

tanαns

)
y

sinαns
dA

=
1

sinαns

(
Jxy −

Jx
tanαns

)
, (4.33)

da cui discende che Jns = 0 è equivalente alla (4.31), come volevasi
dimostrare. �

È evidente da questo risultato che se s è coniugato di n, allora n è co-
niugato di s, cioè la relazione è reciproca. Inoltre è possibile estendere
il concetto di rette coniugate anche a rette non baricentriche, richiedendo
appunto che il loro momento centrifugo sia nullo. Ne consegue che le rette

coniugate della retta baricentrica n individuano un fascio di rette parallele.

Dimostrazione. Infatti sia n una retta baricentrica e s la coniugata di n per
G. Sia poi O′ un punto di n e si considerino i due sistemi ortogonali Gxy
e O′x′y ′ con gli assi x e x′ coincidenti con n.

Dette α e α′ le inclinazioni di s e s′ rispetto ad n, con s′ retta coniugata
di n per O′, risulta:

tanα =
Jx
Jxy

=
Jx′

Jx′y ′
= tanα′,

dato che il trasporto da Jxy a Jx′y ′ è nullo, come volevasi dimostrare. �

Legame costitutivo nel sistema coniugato. Si consideri ora la formula di
trasformazione tra i momenti di inerzia Jx e Jn rispetto all’asse neutro
valutati con distanze rispettivamente ortogonali e in direzione dell’asse di
sollecitazione s:

Jx = Jn sin2αns . (4.34)
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Utilizzando tale trasformazione, dalla prima delle (4.30) si ottiene il legame
costitutivo nel sistema coniugato:

M = Jnk sinαns , (4.35)

dove, per quanto detto, Jn =
∫
A Es

2 dA è il momento di inerzia rispet-
to all’asse neutro valutato con le distanze prese in direzione dell’asse di
sollecitazione s.

Formula del coniugio. Si consideri ora il sistema principale di inerzia
Gξη. Siano poi αn e αs gli angoli che determinano rispettivamente l’as-
se neutro n e l’asse di sollecitazione s nel sistema principale. L’angolo αns
compreso tra l’asse neutro n e quello di sollecitazione s vale allora:

αns = αs −αn. (4.36)

L’angolo αm che determina l’asse momento m nel sistema principale vale
invece:

αm = αs −
π

2
. (4.37)

Le componenti del momento flettente e della curvatura flessionale nel
sistema principale di inerzia Gξη risultano allora rispettivamente:

Mξ = M sinαs , Mη = −M cosαs , (4.38)

e:
kξ = k cosαn, kη = k sinαn. (4.39)

Valutando l’equazione costitutiva flessionale nel sistema principale di
inerzia: 


Mξ

Mη


 =


Jξ 0

0 Jη





kξ

kη


 , (4.40)

si ottiene:
Mξ = Jξkξ , Mη = Jηkη. (4.41)

Dal rapporto tra le (4.41), tenendo conto delle (4.38) e (4.39), discende la
cosiddetta formula del coniugio tra gli angoli αn e αs che determinano
rispettivamente la posizione dell’asse neutro e dell’asse di sollecitazione
nel sistema principale di inerzia:

tanαn tanαs = −
Jξ
Jη
= −

ρ2
ξ

ρ2
η
. (4.42)

Si noti che il segno negativo a secondo membro della (4.42) indica che
gli angoli αn e αs hanno tangente di segno opposto. Da ciò consegue
che le due direzioni coniugate appartengono a quadranti diversi tra quelli
individuati dalle direzioni principali.

4.4.2 Tensioni normali

Per valutare la tensione normale σz nel sistema obliquo Gns, si utilizza
il sistema ortogonale Gxy , grazie al quale, tenendo conto che ǫ = 0, si
ottiene:4

σzez = Ekf × (P −G) = Ekex ×
(
xex +yey

)
= Ekyex × ey . (4.43)

Dalla (4.43), con l’ausilio della (4.35), si ha poi:

σz = E
M

Jn

y

sinαns
, (4.44)

e per via della seconda delle (4.32), si ha infine la formula monomia della

flessione deviata:

σz = E
M

Jn
s. (4.45)

4Cfr. la (4.1), p. 105.
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Valutando la tensione normale σz nel sistema principale di inerzia, si
ottiene invece:

σzez = Ekf × (P −G) = E



eξ eη ez
kξ kη 0
ξ η 0


 = E

(
kξη− kηξ

)
ez. (4.46)

Utilizzando le (4.41) si ottiene infine la seguente formula binomia della

flessione deviata:

σz = E
Mξ
Jξ
η− E

Mη
Jη
ξ, (4.47)

dove Jξ e Jη sono i momenti principali. La (4.47) è equivalente alla so-
vrapposizione di due flessioni rette, una secondo l’asse ξ e l’altra secondo
l’asse η. Il segno negativo del secondo addendo dipende dal fatto che inver-
tendo l’ordine degli assi ξ e η, la coppia di assi diventa sinistra. D’altronde
un momento Mη positivo tende le fibre dalla parte delle ξ negative. Con
l’ausilio delle (4.38) la (4.47) si può anche scrivere nella forma:

σz = EM

(
sinαs
Jξ

η+
cosαs
Jη

ξ

)
(4.48)

Annullando la (4.47) oppure la (4.48) si ottiene l’equazione dell’asse
neutro:

Mξ
Jξ
η−

Mη
Jη
ξ = 0, oppure

sinαs
Jξ

η+
cosαs
Jη

ξ = 0. (4.49)

Dal confronto con la formula monomia (4.45) si ottiene l’identità:

s

Jn
=

sinαs
Jξ

η+
cosαs
Jη

ξ. (4.50)

In un punto P appartenente all’asse di sollecitazione risulta:

ξ = s cosαs , η = s sinαs, (4.51)

e sostituendo nella (4.50) si ha infine:

1

Jn
=

cos2αs
Jη

+
sin2αs
Jξ

, (4.52)

relazione che permette il calcolo del momento di inerzia Jn nel sistema
principale. Alternativamente si possono utilizzare le formule di rotazione

che forniscono il momento di inerzia Jx rispetto all’asse neutro valutato
con distanze ortogonali:

Jx = Jξ cos2αn + Jη sin2αn, (4.53)

dove αn è l’angolo che determina l’asse neutro n nel sistema principa-
le. Il momento di inerzia Jn rispetto all’asse neutro valutato con distan-
ze in direzione dell’asse di sollecitazione s, tenendo conto della (4.34) e
della (4.36), vale allora:

Jn =
Jξ cos2αn + Jη sin2αn

sin2 (αs −αn)
, (4.54)

dove αs è l’angolo che determina l’asse di sollecitazione s nel sistema
principale. Si consideri poi che tra le coordinate (ξ, η) principali e quel-
le (x,y) nel sistema non principale Gxy vale la seguente formula di
trasformazione:

y = η cosαn − ξ sinαn. (4.55)

Tenendo allora conto della seconda delle (4.32) e della (4.36) si ottiene la
coordinata s nel sistema coniugato Gns:

s =
η cosαn − ξ sinαn

sin (αs −αn)
. (4.56)

⋄ ⋄ ⋄

La (4.52) può anche essere ottenuta a partire dalla (4.54), utilizzando la formula
di coniugio (4.42) nella forma:

Jξ
Jη
= −

sinαn sinαs
cosαn cosαs

, (4.57)

e la relazione trigonometrica:

sin (αs − αn) = sinαs cosαn − cosαs sinαn. (4.58)

Si ottiene infatti:

Jn

(
cos2 αs
Jη

+
sin2 αs
Jξ

)

=
1

sin2 (αs −αn)

(
Jξ
Jη

cos2αn cos2 αs + sin2 αn cos2 αs
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+ cos2αn sin2 αs +
Jη
Jξ

sin2 αn sin2 αs

)

=
1

sin2 (αs −αn)

(
− sinαn sinαs cosαn cosαs + sin2αn cos2 αs

+ cos2 αn sin2 αs − sinαn sinαs cosαn cosαs
)

=
1

sin2 (αs −αn)

{
− cosαs sinαn (sinαs cosαn − cosαs sinαn)

+ sinαs cosαn (sinαs cosαn − cosαs sinαn)
}

=
sin2 (αs −αn)

sin2 (αs −αn)
= 1, (4.59)

e ne risulta allora la (4.52).

⋄ ⋄ ⋄

4.4.3 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea la formula binomia (4.47), valida nel
sistema principale Gξη, si scrive:

σz =
Mξ
Jξ
η−

Mη
Jη
ξ, (4.60)

dove ora è sottinteso che Jξ =
∫
A η

2 dA e Jη =
∫
A ξ

2 dA sono i momenti di
inerzia principali della sola area, ovverossia calcolati a meno del modulo di
Young. L’equazione (4.60) è lineare in ξ e η. Nel caso di sezione composta
da più materiali, quindi omogenea a tratti, la tensione normale è invece
lineare solo limitatamente alle aree dei vari materiali.

Ancora nel caso di sezione omogenea, valida nel sistema coniugato Gns,
la formula monomia (4.45) si scrive:

σz =
M

Jn
s, (4.61)

avendo sottinteso che Jn =
∫
A s

2 dA è il momento di inerzia rispetto all’as-
se neutro della sola area, quindi calcolato a meno del modulo di Young.
Dalla (4.61) consegue immediatamente che le tensioni normali, che si an-
nullano sull’asse neutro, sono costanti su linee parallele all’asse neutro,
linee di equazioni s = cost .
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4.4.4 Proprietà dell’ellisse centrale di inerzia

L’ellisse centrale d’inerzia, di cui al par. 3.3.3 alla p. 86, racchiude in sé
le proprietà di coniugio e inerziali delle rette baricentriche, proprietà che
sono alla base, come visto, dello studio della flessione nelle travi. Nel se-
guito l’unico sistema di riferimento utilizzato è quello principale di inerzia
che per semplicità sarà indicato con Gxy .

Proprietà delle tangenti. La direzione n, coniugata di una retta s che in-

terseca l’ellisse nei punti P e Q, è fornita dalle tangenti all’ellisse negli stessi

punti P e Q (che, per la simmetria dell’ellisse rispetto ai propri assi, sono

parallele tra loro).

Dimostrazione. Infatti, siano es e en i versori rispettivamente della dire-
zione orientata del vettore P − G e della tangente all’ellisse nel punto P .
Derivando l’equazione dell’ellisse rispetto alla coordinata lunghezza d’arco

definita a partire da un punto arbitrario dell’ellisse, si ottiene allora:

2MPG es ·
(
I
−1 en

)
= 0, (4.62)

avendo tenuto conto della simmetria del tensore di Eulero I, del fatto che
la derivata del punto uguaglia il versore en e avendo indicato con M la
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massa totale e con PG il modulo del vettore P − G. Se αn e αs sono gli
angoli che individuano, nel sistema principale di inerzia Gxy , le direzioni
orientate dei versori en e es rispettivamente, la rappresentazione algebrica
della (4.62) nel sistema principale si scrive:

[
cosαs sinαs

]



1

Jy
0

0
1

Jx







cosαn

sinαn


 = 0. (4.63)

Lo sviluppo della (4.63) conduce alla relazione di coniugio:

tanαn tanαs = −
Jx
Jy
, (4.64)

come volevasi dimostrare. �

Proprietà dei semidiametri. Il generico semidiametro dell’ellisse, indivi-

duato dal generico punto P , ha quale valore il raggio di inerzia ρn relativo

all’asse n coniugato dell’asse s contenente il semidiametro stesso, raggio di

inerzia calcolato con distanze valutate in direzione s.

Dimostrazione. Infatti la rappresentazione algebrica dell’equazione dell’el-

lisse nel sistema principale di inerzia Gxy si scrive:

MPG
2
[
cosαs sinαs

]



1

Jy
0

0
1

Jx







cosαs

sinαs


 = 1. (4.65)

Lo sviluppo della (4.65) conduce alla relazione:

PG
2
(

cos2αs

ρ2
y

+
sin2αs

ρ2
x

)
= 1. (4.66)

Tenendo conto che moltiplicando la (4.52) per la massa totale M,
nell’attuale contesto in cui il sistema principale è indicato con Gxy , risulta:

1

ρ2
n
=

cos2αs

ρ2
y

+
sin2αs

ρ2
x

, (4.67)

dalla (4.66) si ottiene:
PG

2
= ρ2

n, (4.68)

come volevasi dimostrare. �
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4.4.5 Sezione rettangolare con un intaglio
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avendo tenuto conto che se il punto di coordinate (ξ, η) sta sull’asse neutro
allora η

ξ = tanαn.

Il punto con la massima tensione di compressione è il punto A, di
coordinate: 


xA = 0

yA = 60 cm
,

nel sistema di coordinate Oxy . Ricordando che le coordinate del
baricentro, sempre nel sistema Oxy , valgono:



xG = 18.27 cm

yG = 33.24 cm
.

si ottengono immediatamente per traslazione le coordinate del punto A nel
sistema baricentrico Gx0y0:



x0A = xA − xG = −18.27 cm

y0A = yA −yG = 27.76 cm
.

Per determinare le coordinate del punto A nel sistema principale
baricentrico si consideri il vettore A−G di componenti:

{A−G} =

{
x0A

y0A

}
=

{
−18.27 cm
27.76 cm

}
,

rispetto alla base ei associata al sistema Gx0y0. Detta e∗i la base associata
al sistema principale Gξη risulta:

e∗i = Rαξei,

dove Rαξ è la rotazione di αξ = −15.88◦ dal sistema Gx0y0 a quello
principale Gξη. Si ha allora:

(A−G) ·e∗i = (A−G) ·
(
Rαξei

)
=
{
R

T
αξ(A−G)

}
·ei,

e le coordinate di A − G nel sistema principale coincidono, come già si
sapeva, con quelle di R

T
αξ(A−G) nel sistema Gx0y0.
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4.5 Forza normale eccentrica

Si ha forza normale eccentrica quando la sezione è soggetta ad una forza
normale N con retta d’azione non baricentrica. Si ricorda che il punto C
intersezione tra sezione e retta d’azione è detto centro di sollecitazione.

La forza normale eccentrica si compone della somma di una forza nor-
male centrata di uguale valore N e di una flessione, in generale deviata,
dovuta al momento Mf di N rispetto al baricentro:

Mf = Mem = (C −G)×Nez, (4.69)

dove ez è il versore normale alla sezione retta e m quello dell’asse mo-
mento. Dalla (4.69) risulta che Mf è ortogonale al vettore C − G, il che
comporta che la direzione di tale vettore individua l’asse s di sollecitazio-
ne della flessione dovuta alla forza normale eccentrica. L’asse coniugato di
s, cioè l’asse neutro della flessione associata alla forza normale eccentrica,
nel presente contesto sarà indicato con il simbolo r .

4.5.1 Asse neutro

Si assume come riferimento il sistema baricentrico coniugato non orto-
gonale Grs definito dalla flessione associata alla forza normale eccentri-
ca. La trasformazione rigida relativa di una sezione retta vicina a quella

considerata si compone di una traslazione nella direzione ortogonale z di
ampiezza ǫds, con ǫ dilatazione della linea d’asse baricentrica, e di una ro-
tazione kf ds attorno all’asse neutro r baricentrico della flessione associata
alla forza normale eccentrica:

kf = ker . (4.70)

La dilatazione della fibra longitudinale per il generico punto P della
sezione vale allora:

ǫP = ǫ+ k(s sinαns) , (4.71)

dove s sinαns è la coordinata f del punto P nel sistema ortogonale Grf
individuato dall’asse neutro della flessione associata alla forza normale
eccentrica. La (4.71) si annulla nei punti di una retta n di equazione:

s = −
ǫ

k sinαns
, (4.72)

che assume quindi il significato di asse neutro della forza normale eccen-

trica. Si noti che tale asse risulta essere parallelo all’asse neutro r della
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flessione associata alla forza normale eccentrica. Si noti anche che global-
mente la sezione ruota di kds attorno a tale asse. Inoltre l’intersezione
X tra asse neutro n e asse di sollecitazione s è individuata, sull’asse di
sollecitazione, dalla coordinata s′ che per la (4.72) vale:

s′ = −
ǫ

k sinαns
. (4.73)

Da quanto detto e se si assume quale riferimento il sistema non ortogonale
Xns, consegue che:

ǫP = k(s sinαns) . (4.74)

Si faccia attenzione al fatto che ora s indica la coordinata del generico
punto P ancora in direzione dell’asse di sollecitazione ma nel sistema non
ortogonale Xns.

Valutando la relazione (4.69) nel sistema ortogonale Gms:

Mem =



em es ez

0 sC 0
0 0 N


 , (4.75)

si ottiene:

M = NsC , (4.76)

dove sC è la coordinata del centro di sollecitazione C sia nel sistema orto-
gonale Gms che nel sistema coniugato Grs. Dai legami costitutivi assiale
e flessionale, tenendo anche conto della (4.76), si ottiene:

ǫ =
N

M
, k =

M

Jr sinαns
=
N

M

sC

ρ2
r sinαns

, (4.77)

doveM è la massa totale della sezione retta e Jr =
∫
A Es

2 dA il momento di
inerzia rispetto all’asse r con distanze valutate nella direzione coniugata
s. Inserendo le (4.77) nella (4.73) si ottiene infine l’intersezione tra asse
neutro e asse di sollecitazione nella forma:

s′ = −
ρ2
r

sC
. (4.78)

Si noti che il segno negativo a secondo membro dell’uguaglianza significa
che il centro di sollecitazione e l’asse neutro sono da parte opposta rispetto
al baricentro.

4.5.2 Tensione normale

Nel generico punto P della sezione retta la tensione normale risulta σz =
EǫP . Dalle (4.71) e (4.77) si ottiene allora la seguente formula binomia della

forza normale eccentrica, valida nel sistema Grs:

σz = E

(
N

M
+
M

Jr
s

)
. (4.79)

Dalla (4.74), valida nel sistema Xns, si ottiene invece:

σz = E (k sinαns) s. (4.80)

Detta σ rz la tensione normale in corrispondenza dell’asse neutro r della

flessione associata alla forza normale eccentrica, asse definito da s = 0 nel
sistema Grs e da s = sG nel sistema Xns, si ha, come si evince dalla (4.79):

σ rz = E
N

M
. (4.81)
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Valutando allora la (4.80), valida nel sistema Xns, per s = sG e ricordando
il teorema di Varignon, si ottiene:

k sinαns =
N

MsG
=
N

Sn
, (4.82)

dove Sn =
∫
A Es dA rappresenta il momento statico rispetto all’asse neu-

tro n della forza normale eccentrica, con distanze valutate nella direzione
coniugata s. Inserendo la (4.82) nella (4.80) si ottiene infine la seguente
formula monomia della forza normale eccentrica, valida nel sistema Xns:

σz = E
N

Sn
s. (4.83)

Alla relazione (4.83) si arriva più semplicemente imponendo che la
tensione normale sia proporzionale alla forza normale N applicata, alla
distanza s dall’asse neutro e al modulo di Young:

σz = aENs, (4.84)

e che inoltre valga EN/M in corrispondenza di un punto P posto sull’asse
baricentrico parallelo all’asse neutro:

aENsG = E
N

M
. (4.85)

Si noti anche che adottando un sistema di riferimento cartesiano orto-
gonale Xxy , con l’asse x coincidente con l’asse neutro n, si ottiene la
formula:

σz = E
N

Sx
y. (4.86)
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4.5.3 Sezioni omogenee
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4.5.4 Antipolarità di inerzia

Equazione segmentaria dell’asse neutro.
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Corrispondenza tra rette e punti.
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Teorema di reciprocità.
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Polarità di inerzia.

4.5.5 Sezione composta di due rettangoli

Si suppone che la sezione in figura sia soggetta ad uno sforzo normale
di compressione di 200 kN, applicato in corrispondenza del punto C:

1. determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentroG,
assi principali di inerzia ξ e η e momenti principali di inerzia Jξ e Jη);
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2. disegnare in scala la circonferenza di Mohr e l’ellisse centrale di inerzia
e determinare graficamente la posizione dell’asse neutro;

3. determinare le intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali ξ e
η;

4. disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

5. calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

6. determinare l’inclinazione dell’asse neutro e la sua intersezione con
l’asse di sollecitazione;

7. calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando la
formula monomia.

40 cm

60 cm

40 cm 20 cm

30 cm

10 cm

x

y

CA

B F

E DO



© 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016 Capitolo 4 • Distribuzione della tensione normale 145

Coordinate del baricentro:

A = 1 200 cm2

Sx = 30 000 cm3 ⇒ xG = 40 cm

Sy = 48 000 cm3 ⇒ yG = 25 cm

Momenti di inerzia nel sistema baricentrico Gx0y0:

Jx0 = 170 000 cm4

Jy0 = 320 000 cm4

Jx0y0 = −120 000 cm4

122 o

y

x

  

1.2 105
x

4cm

1.2 105
x

4cm

1.7 105
x

4cm

3.2 105
x

4cm

 

J

J

x

xy
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Momenti principali di inerzia:

Jξ

Jη


 =

Jx0 + Jy0

2
±

1

2

√
(Jx0 − Jy0)2 + 4J2

x0y0 =




386 510 cm4

103 490 cm4 .

Raggi principali di inerzia:

ρξ =

√
Jξ
A
= 17.95 cm,

ρη =

√
Jη
A
= 9.29 cm.

Posizione degli assi principali di inerzia:

αξ = tan−1

{
Jx0 − Jξ
Jx0y0

}
= 61.00o

Rotazione dal sistema Gx0y0 al sistema Gξη:

R =

[
cosαξ − sinαξ
sinαξ cosαξ

]
=

[
0.4848 −0.8746
0.8746 0.4848

]

Coordinate dei punti C, B, E nel sistema principale:

{C −G} = RT

{
60− 40
40− 25

}
=

{
22.81 cm
−10.22 cm

}

{B −G} = RT

{
0− 40

30− 25

}
=

{
−15.02 cm
37.41 cm

}

{E −G} = RT

{
40− 40
0− 25

}
=

{
−21.87 cm
−12.12 cm

}

Intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di inerzia:

ξ =
−ρ2

η

ξC
= −3.78 cm

η =
−ρ2

ξ

ηC
= 31.51 cm

C

E

G
X

y
0

x0

12.27 N/mm2

7.33 N/mm2

 
 

 
 

 

 

 

 

83.16
o

61
o

s

r

n

 

+

Tensioni normali nei punti C, B, E:

N = −200 kN

Mξ = NηC = 2 044 kN cm

Mη = −NξC = 4 563 kN cm

σC =
N

A
+
Mξ
Jξ
ηC −

Mη
Jη
ξC = −12.27 N/mm2

σB =
N

A
+
Mξ
Jξ
ηB −

Mη
Jη
ξB = 6.93 N/mm2

σE =
N

A
+
Mξ
Jξ
ηE −

Mη
Jη
ξE = 7.33 N/mm2

Inclinazione dell’asse di sollecitazione nel sistema principale:

αs = tan−1

{
ηC
ξC

}
= −24.13o
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Inclinazione dell’asse neutro nel sistema principale (due calcoli
alternativi):

αr = tan−1

{
−

Jξ
Jη tanαs

}
= 83.16o

αr = tan−1

{
−
η

ξ

}
= 83.16o

Angolo compreso tra l’asse di sollecitazione e l’asse neutro:

ŝr = αr −αs = 107.29o

Momento e raggio di inerzia rispetto all’asse baricentrico paral-
lelo all’asse neutro (distanze valutate nella direzione dell’asse di
sollecitazione):

Jr =
Jξ cos2αn + Jη sin2αn

sin2 ŝr
=

1

cos2αs
Jη

+
sin2αs
Jξ

= 117 920 cm4

ρr =

√
Jr
A
= 9.91 cm

Intersezione tra asse neutro e asse di sollecitazione:

CG =
√
ξ2

C + η
2
C = 25 cm

GX =
ρ2
r

CG
= 3.93 cm

Momento statico rispetto all’asse neutro e tensione normale nel punto
C(coordinate riferite al sistema Xns):

Sn = AsG− = −4 717 cm3 dove sG = −GX

σC =
N

Sn
sC = −12.27 N/mm2 dove sC = −(CG +GX)

4.5.6 Sezione circolare composta di due materiali

Data la sezione circolare di figura composta di due materiali di modulo
di Young:

E1 = 70 GPa , E2 = 210 GPa ,

e soggetta ad una forza normale N eccentrica di compressione di 250 kN
applicata nel punto C:

1. calcolare il momento d’inerzia rispetto a un diametro (eventualmente
omogeneizzato all’area di uno dei due materiali);

2. calcolare il raggio dell’ellisse centrale di inerzia;

3. disegnare l’asse di sollecitazione, l’asse neutro della flessione associa-
ta alla forza normale eccentrica (quotando la sua inclinazione) e l’asse
neutro della forza normale eccentrica (quotando la sua intersezione
con l’asse di sollecitazione);

4. valutare il momento statico rispetto all’asse neutro (della forza
normale eccentrica);

5. disegnare il diagramma quotato delle tensioni normali.

1. Tutti gli assi contenenti i diametri sono di simmetria e inoltre la sezione
è invariante per rotazioni generiche attorno al centro comune delle due
circonferenze. Ne consegue che tutti gli assi contenenti i diametri sono
principali di inerzia e che i momenti di inerzia rispetto a questi assi sono
uguali.

Siano:

R1 =
D1

2
= 40 mm , R2 =

D2

2
= 20 mm ,

i raggi del cerchio esterno ed interno rispettivamente. Il momento di iner-
zia della sola area J1 della corona circolare 1 si valuta per differenza del
contributo tra il cerchio esterno e quello interno:

J1 =
π

4

(
R4

1 − R
4
2

)
= 1.8850×106 mm4 ,

mentre il momento di inerzia J2 della sola area del cerchio 2 vale:

J2 =
π

4
R4

2 = 1.2566×105 mm4 .
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D   = 801

D   = 402

E1

E2

C

x

y

45
o

lunghezze in mm

Il momento di inerzia J rispetto ad un asse contenente un diametro vale
allora:

J =
∑

i

EiJi

=
(
70×103

) (
1.8850×106

)
+
(
70×103

) (
1.8850×106

)

= 1.5834×1011 N mm2 .

Se si omogeneizza all’area del materiale 1, il coefficiente di omogeneizza-
zione vale:

n =
E2

E1
=

210

70
= 3.

Il momento di inerzia Jo dell’area omogeneizzata rispetto ad un asse
contenente un diametro vale allora:

Jo = J1 +nJ2 = 1.8850×106 + 3×
(
1.8850×106

)

= 2.2619×106 mm4 .

2. Le aree A2 e A1 dei materiali 2 e 1 rispettivamente valgono:

A2 = πR
2
2 = 1256.6 mm2 , A1 = πR

2
1 −A2 = 3769.9 mm2 .

Ne risulta la seguente massa totale M:

M=
∑

i

EiAi =
(
70×103

)
×3769.9 +

(
210×103

)
×1256.6

= 5.2779×108 N ,

oppure la seguente area omogeneizzata:

Ao = A1 +nA2 = 3769.9+ 3×1256.6 = 7539.8 mm2 .

L’ellisse centrale di inerzia nel caso in esame è una circonferenza di
raggio:

ρ =

√
J

M
=

√
Jo

Ao
= 17.32 mm .

3. L’asse di sollecitazione s coincide con la congiungente il baricentro G
con il centro di sollecitazione C ed è principale di inerzia. L’asse neutro r
della flessione associate alla forza normale eccentrica è baricentrico e or-
togonale all’asse di sollecitazione e quindi inclinato di 45◦ rispetto all’asse
x. L’asse neutro n della forza normale eccentrica è parallelo all’asse r , è
situato dalla parte opposta rispetto al baricentro e taglia l’ellisse centrale
di inerzia dato che il centro di sollecitazione C ne è esterno.

L’intersezione X tra asse neutro n e asse di sollecitazione s è posta alla
seguente distanza GX da G:

GX =
ρ2

GC
=

17.322

40
= 7.50 mm ,

dove GC è la distanza del centro di sollecitazione C dal baricentro G.

4. Per il teorema di Varignon il momento statico si ottiene concentrando
la massa totale nel baricentro:

Sn =MsG =
(
5.2779×108

)
×7.50 = 3.9584×109 N mm ,

dove sG è la coordinata del baricentro G in direzione s nel sistema Xns,
che con le convenzioni di figura è positiva.
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C

X

G

x

s

s

n

r

y

45
o

364.73

210.00

40

17
.3
2

7.
50

+

–

tensioni in N/mm2 

lunghezze in mm 

143.68

165.79

t1

t2

t2

t1

Se si procede omogeneizzando, si ottiene il momento statico So
n

omogeneizzato all’area del materiale 2:

So
n = A

osG = 7539.8×7.50 = 56549 mm3 .

5. Si considerino le radenti t′1 e t′′1 all’area del materiale 1, parallele
all’asse neutro, di coordinate rispettivamente:

s′1 = GX + R1 = 7.5+ 40 = 47.5 mm ,

s′′1 = GX − R1 = 7.5− 40 = −32.5 mm .

e quelle t′2 e t′′2 radenti all’area del materiale 2, sempre parallele all’asse
neutro, di coordinate rispettivamente:

s′2 = GX + R2 = 7.5+ 20 = 27.5 mm ,

s′′2 = GX − R2 = 7.5− 20 = −12.5 mm ,

Tenendo conto che N = −250×103 N , la tensione normale in
corrispondenza di tali radenti vale rispettivamente:

σ ′1 = E1
N

Sn
s′1 = −

(
70×103

)
×

250×103

3.9584×109×47.5

= −210.00 N/mm2 ,

σ ′′1 = E1
N

Sn
s′′1 =

(
70×103

)
×

250×103

3.9584×109×32.5

= 143.68 N/mm2 ,

e:

σ ′2 = E2
N

Sn
s′2 = −

(
210×103

)
×

250×103

3.9584×109×27.5

= −364.73 N/mm2 ,

σ ′′2 = E2
N

Sn
s′′2 =

(
210×103

)
×

250×103

3.9584×109×12.5

= 165.79 N/mm2 ,

Se si procede omogeneizzando si ottiene:

σ ′1 =
N

So
n
s′1 = −

250×103

56549
×47.5 = −210.00 N/mm2 ,

σ ′′1 =
N

So
n
s′′1 =

250×103

56549
×32.5 = 143.68 N/mm2 ,

e:

σ ′2 = n
N

So
n
s′2 = −3×

250×103

56549
×27.5 = −364.73 N/mm2 ,

σ ′′2 = n
N

So
n
s′′2 = 3×

250×103

56549
×12.5 = 165.79 N/mm2 .
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4.5.7 Nocciolo centrale di inerzia Contorno del nocciolo quale luogo di punti
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Contorno del nocciolo quale inviluppo di rette
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Corrispondenza tra vertici e segmenti

Si supponga che sul contorno della figura di cui si vuole determinare il
nocciolo centrale di inerzia vi sia un vertice T e siano r e s le due tangenti
in corrispondenza del vertice. Con riferimento alla figura seguente, che

senza perdita di generalità rappresenta un rettangolo, siano R e S i centri

relativi delle rette r e s rispettivamente. Nel caso del rettangolo di figura
i due centri relativi precedenti sono posti rispettivamente sugli assi y e x
rispettivamente, ma ciò è inessenziale.
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Si è quindi ottenuto il risultato generale che ogni volta che l’inviluppo
delle rette radenti presenta un vertice, a tale vertice corrisponde un seg-
mento sul nocciolo. Poiché vale anche il risultato reciproco, e cioè che a

un segmento sul contorno della figura corrisponde un vertice sul contorno

del nocciolo, come può facilmente verificarsi, ne consegue che a una figura
poligonale corrisponde un nocciolo centrale di inerzia poligonale.

Sezione rettangolare
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Convessità del nocciolo centrale di inerzia
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Sezione non reagente a trazione
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4.5.8 Sistema di masse-momenti statici
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Inoltre, se n è una retta non baricentrica allora le rette coniugate della
retta n passano per l’antipolo C di n, e viceversa se una retta s′ passa per
l’antipolo C di n allora s′ è coniugata di n. In altre parole il fascio di rette
di sostegno l’antipolo C di n individua tutte e solo le rette coniugate di n.

Infatti sia s′ una retta per C. Il generico punto P ha coordinate (n, s) nel
sistema Xns e (n′, s′) nel sistema X′n′s′ (con n′ ≡ n), come indicato in
figura. Risulta s′ = s sinα/ sinα′ e quindi:

Jn′s′ =

∫

A
En′s′ dA =

sinα

sinα′

∫

A
(Es)n′ dA =

sinα

sinα′
S(n)s′ = 0, (4.87)

poiché il momento statico S(n)s′ rispetto all’asse s′ del sistema di masse
momenti statici relativi all’asse n è nullo dato che la retta s′ è baricentrica
di tale sistema di masse.
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Sezione rettangolare in cemento armato a doppia armatura

mentre la distanza del baricentro dalle masse momenti statici dell’area di
calcestruzzo reagente dal centro di sollecitazione risulta:
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Capitolo 5
MODELLO DI SAINT-VENANT

Quale modello semplificato di trave nell’ambito della meccanica dei so-
lidi elastici lineari isotropi (teoria matematica dell’elasticità) si studierà un
corpo cilindrico di sezione generica non vincolato e caricato solo nelle due
sezioni di estremità. Un corpo cilindrico è un caso particolare di trave ad
asse rettilineo ed a sezione costante. Anche se caricato solo alle estremità
è comunque possibile assoggettarlo a forze esterne in grado di generare
tutte e sei le componenti di sollecitazione. La linea d’asse della trave viene

scelta coincidente con il baricentro, mentre gli assi x e y sono scelti coin-

cidenti con gli assi principali di inerzia. Questo significa che i momenti
statici Sx e Sy , così come il momento centrifugo Jxy , sono nulli.

Poiché la trave non è vincolata occorre imporre le condizioni di equilibrio
globale. L’equilibrio delle forze richiede:

∫

A0

p0 dA+

∫

Aℓ

pℓ dA = 0, (5.1)

da cui:

F0 +Fℓ = 0, (5.2)

dove F0 e Fℓ sono le risultanti globali sulla sezione di prima e, ri-
spettivamente, di seconda estremità. L’equilibrio dei momenti richiede
invece: ∫

A0

(P −G0)×p0 dA+

∫

Aℓ
(P −G0)×pℓ dA = 0. (5.3)

Tenendo conto che su Aℓ risulta:

P −G0 =
(
P −Gℓ

)
+
(
Gℓ −G0

)
. (5.4)

si ha infine:

M0 +Mℓ +
(
Gℓ −G0

)
×Fℓ = 0, (5.5)

dove M0 e Mℓ sono i momenti risultanti globali sulla sezione di prima
e, rispettivamente, di seconda estremità. Ne risulta che la risultante F0
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e il momento risultante M0 agenti sulla base di prima estremità dipendo-
no dalla risultante Fℓ e dal momento risultante Mℓ agenti sulla base di
seconda estremità:

F0 = −Fℓ, (5.6a)

M0 = −Mℓ −
(
Gℓ −G0

)
×Fℓ. (5.6b)

5.1 Caratteristiche della sollecitazione

Siano Fx , Fy eFz le componenti della risultanteFℓ agente sulla sezione
di seconda estremità e, analogamente, Mx , My e Mz le componenti del
momento risultanteMℓ. L’equilibrio del generico tronco di trave compreso
tra la sezione retta generica e la sezione di seconda estremità conduce ai
seguenti valori delle caratteristiche della sollecitazione:

N = Fz, (5.7a)

Mx =Mx −Fy
(
ℓ − z

)
, (5.7b)

My =My +Fx
(
ℓ − z

)
, (5.7c)

Mt =Mz, (5.7d)

Tx = Fx, (5.7e)

Ty = Fy . (5.7f)

Si noti che lo sforzo normale e le componenti di taglio sono costanti lungo
l’asse della trave e che tali valori uguagliano le corrispondenti componenti
Fz, Fx e Fy della forza risultante agente sulla base di seconda estremità.
Analogamente, il momento torcente è costante lungo l’asse della trave e
tale valore uguaglia la corrispondente componente Mz del momento ri-
sultante agente sulla base di seconda estremità. Le uniche caratteristiche
della sollecitazione in generale variabili (linearmente) lungo l’asse della tra-
ve sono dunque le componenti del momento flettente, componenti che per
i risultati precedenti possono porsi nella forma:

Mx =Mx − Ty
(
ℓ − z

)
, (5.8a)

My =My + Tx
(
ℓ − z

)
. (5.8b)

Ne risulta che occorre tenere distinte dalle caratteristiche della sollecitazio-
ne le sole componenti Mx e My del momento risultante Mℓ agente sulla
base di seconda estremità.

5.2 Principio e ipotesi di Saint-Venant
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ovverossia:

[σ] =




0 0 τxz

0 0 τyz

τxz τyz σz


 (5.9)

Tale richiesta è giustificata innanzitutto dal fatto che le componenti della
terza colonna del tensore degli sforzi devono essere in generale diverse
dallo zero per poter generare delle caratteristiche della sollecitazione ge-
neriche sulle sezioni rette (di normale z). Se poi le altre componenti sono
nulle il problema delle tensioni tangenziali viene drasticamente semplifica-

to dal fatto che queste (come si vedrà nel seguito) diventano indipendenti
dalla coordinata z sulla linea d’asse. Si noti anche che la (5.9) equivale fi-
sicamente a richiedere che le fibre della trave, stese parallelamente all’asse
z, interagiscano tra loro con un vettore di tensione di direzione z. Infatti se
n, di componenti (nx , ny ,0), è la normale di un elemento di area parallelo
all’asse z, allora:

È chiaro che a priori non è detto che tra le soluzioni “equivalenti” nel
senso del principio di Saint-Venant ce ne sia una avente la forma (5.9), ciò
che giustifica la denominazione di ipotesi data a tale condizione.
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5.3 Problema di Saint-Venant e le seguenti condizioni di equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi:

F =

∫

A
σez dA, M =

∫

A
(P −G)× (σez)dA,

dove F e M sono le caratteristiche della sollecitazione. Si noti che tali
condizioni scritte per le due basi del cilindro equivalgono alle condizio-
ni globali di equilibrio al contorno sulle stesse basi. D’altronde le condi-

zioni globali di equilibrio al contorno sulle basi del cilindro insieme alle
equazioni indefinite di equilibrio impongono la validità delle condizioni di
equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi.

Nel seguito si esprimeranno in componenti le varie equazioni del proble-
ma, sempre nell’ipotesi che l’asse z coincida con l’asse della trave e l’origine
con il baricentro di una sezione di estremità.
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5.4 Estensione del problema di Saint-Venant

Per via delle (5.7), le forze esterne applicate al cilindro di Saint-Venant
dipendono linearmente dalle caratteristiche della sollecitazione:

Fz = N, (5.10a)

Mx =Mx + Ty
(
ℓ − z

)
, (5.10b)

My =My − Tx
(
ℓ − z

)
, (5.10c)

Mz =Mt, (5.10d)

Fx = Tx , (5.10e)

Fy = Ty . (5.10f)

Ne consegue che le tensioni soluzioni del problema di Saint-Venant, e quin-
di l’energia complementare per unità di linea, sono funzioni delle caratte-
ristiche della sollecitazione. È quindi possibile estendere la soluzione del
problema di Saint-Venant al caso della trave generica, in generale sia ad
asse curvo che a sezione retta variabile e inoltre caricata sulla superficie
laterale e nel volume, estendendo al caso generico l’energia complementa-
re per unità di linea ottenuta nel caso particolare del problema di Saint-
Venant. Tale estensione è equivalente a ritenere che, almeno approssimati-
vamente, l’energia elastica di deformazione per unità di linea dipenda dalla
geometria della trave e dai carichi applicati solo attraverso il valore delle
caratteristiche della sollecitazione. Si ricordi che dalla energia elastica di
deformazione per unità di linea si ottengono le equazioni costitutive via
differenziazione, per cui avere l’una è equivalente ad avere le altre.

5.5 Problema della torsione

Si ha sollecitazione di torsione quando il cilindro di Saint-Venant è sog-
getto alle due estremità ad una coppia torcente Mt. Poiché il momento tor-

cente dipende solo dalla tensione tangenziale è lecito ipotizzare che non vi
siano tensioni normali agenti su una qualunque sezione retta del cilindro.

5.5.1 Funzione di ingobbamento

Per l’ipotesi fatta sulle tensioni risultano nulle le dilatazioni delle linee
appartenenti alla sezione retta. Dato che la condizione τxy = 0 impone
γxy = 0, sono nulli anche gli scorrimenti di tali linee. Questo significa che
non vi è deformazione della sezione nel proprio piano. Tuttavia ciò non
esclude un ingobbamento della sezione al di fuori del proprio piano.
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Si assuma allora che la sezione retta generica, quindi dipendente dalla
coordinata z, subisca una rotazione rigida nel proprio piano più una com-
ponente di spostamento nella direzione ortogonale alla sezione retta varia-
bile da punto a punto, componente che in generale provocherà un ingob-
bamento della stessa sezione. Quindi, se la componente di spostamento
ortogonale alla sezione non risulterà nulla a meno di una trasformazione
rigida la sezione non si conserverà piana.

Tenuto conto che in tale problema la risultante agente sulla base di se-
conda estremità è nulla, il momento torcente non dipende dal polo pre-
scelto per la sua valutazione. Si assume allora quale asse z della trave un
asse generico che individuerà il punto O nella generica sezione, il centro
O0 degli assi di riferimento nella sezione di prima estremità e il punto Oℓ
nella sezione di seconda estremità. Si ipotizza inoltre che la rotazione tor-
sionale della generica sezione nel proprio piano abbia quale polo il punto
O e un’ampiezza ϑ in generale funzione di z.

Poichè, come detto, tutte le tensioni normali sono nulle per ipotesi, deve
essere nulla anche la dilatazione ǫz delle fibre parallele a z e quindi:
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Si noti che a causa della rotazione attorno al punto O la generica linea
longitudinale passante per un punto C si inclina di un angolo Θ |C −O|
nella direzione ortogonale al vettore posizione C −O. Risulta quindi pos-
sibile raddrizzare tale linea longitudinale, rendendola in tal modo centro
della rotazione torsionale, aggiungendo al campo degli spostamenti prece-
denti una rotazione di asse passante per il punto O della sezione di prima
estremità caratterizzata dal vettore rotazione:

ϕ = Θ(C −O). (5.11)
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Inoltre, dato che la sezione circolare è l’unica nella quale il modello co-
stitutivo locale alla Eulero-Bernoulli, la cui cinematica dipende dalle tra-
sformazioni rigide delle sezioni rette, conduce a delle tensioni tangenziali
soddisfacenti le condizioni al contorno, ci si può aspettare che questo sia
l’unico caso in cui la funzione di ingobbamento si annulli, cioè che risulti
ω = 0, naturalmente a meno di una costante additiva. Infatti nel caso, e
solo nel caso, di sezione circolare, assumendo il centro del cerchio quale
punto di riferimento O, risulta:

(
RT
π
2
(P −O)

)
·n = 0.

Nella condizione al contorno il termine non omogeneo di conseguenza
si annulla, le condizioni al contorno diventano omogenee e il problema
di Neumann ammette di conseguenza la soluzione nulla, come volevasi
dimostrare.

5.5.2 Legame costitutivo torsionale
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Derivando l’energia complementare rispetto a Mt si ottiene il legame
costitutivo torsionale (2.21) nella forma:

Mt = GJtΘ. (5.12)

Estendendo la soluzione di Saint-Venant, che contempla solo il caso omo-
geneo, la rigidezza torsionale viene quindi a coincidere con il prodotto GJt

tra il modulo di elasticità tangenziale e il fattore torsionale di rigidezza
(indicato nel presente contesto con lo stesso simbolo usato a suo tempo
per la rigidezza torsionale).

5.5.3 Funzione delle tensioni

La terza condizione indefinita di equilibrio richiede:

∂τxz
∂x

+
∂τyz

∂y
= 0. (5.13)

Una qualunque funzione scalare F(x,y) tale che:

τxz =
∂F

∂y
, τyz = −

∂F

∂x
, (5.14)

o, equivalentemente:
τ = R

T
π
2

gradF, (5.15)

ove al solito R π
2

è il tensore rotazione di 90◦ in senso antiorario, ren-
de automaticamente soddisfatta l’equazione indefinita di equilibrio. Una
funzione F cosiffatta è detta funzione delle tensioni.

Dal confronto con la soluzione in termini di funzione di ingobbamento
si ottiene:

gradω =
Jt

Mt
τ + R

T
π
2
(P −O) = R

T
π
2

{
Jt

Mt
gradF + (P −O)

}
, (5.16)

Per quel che riguarda la condizione al contorno:

τ ·n = 0, (5.17)

questa diventa: (
R

T
π
2

gradF
)
·n = 0. (5.18)
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Applicando la definizione di tensore trasposto si ha poi:

gradF ·R π
2
n = 0, (5.19)

e poiché ruotando il versore normale al contorno della sezione retta di 90◦

in senso antiorario si ottiene il versore tangente s si ha infine:

gradF · s = 0 ⇒
∂F

∂s
= 0. (5.20)
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La condizione di integrabilità in una funzione ω di ingobbamento
richiede che sia soddisfatta la condizione di circolazione sui contorni
interni: ∫

∂Ai
gradω · s ds = 0, (5.21)

dove l’indice i si riferisce all’i-esimo contorno interno.

Per determinare il fattore torsionale di rigidezza Jt per il mezzo della
funzione delle tensioni F , si imponga la condizione di equivalenza statica:

Mt =

∫

A

(
τyzx − τxzy

)
dA

=

∫

A

(
−
∂F

∂x
x −

∂F

∂y
y

)
dA

=

∫

A

{
2F −

[
∂(Fx)

∂x
+
∂(Fy)

∂y

]}
dA

=

∫

A

{
2F − div

[
F(P −O)

]}
dA

= 2

∫

A
F dA−

∫

∂A
F(P −O) ·nds. (5.22)

Nel caso generale di una sezione pluriconnessa, tenendo conto che sul con-

torno esterno ∂A si è posto F = 0 e che sui contorni interni ∂Ai risulta
F = Fi = cost, si ottiene:

Mt = 2
∫

A
F dA−

∑

i

Fi

∮

∂Ai
(P −O) ·nds. (5.23)

Dato che: ∮

∂Ai
Fi(P −O) ·nds = 2Ai, (5.24)

dove Ai è l’area racchiusa dal contorno interno ∂Ai, ovverossia l’area dell’i-
esimo foro, si ottiene infine:

Mt = 2



∫

A
F dA−

∑

i

FiAi


 . (5.25)
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Nel caso di sezione monoconnessa la condizione diventa:

Mt = 2

∫

A
F dA. (5.26)

La soluzione in F del problema di Dirichlet è data in termini di Mt che
è noto e di Jt che è incognito. La condizione (5.26), oppure (5.25) se la
sezione è pluriconnessa, permette di determinare il fattore di rigidezza
torsionale Jt.

5.6 Centro di taglio

Nel seguito si determinerà il centro di taglio quale centro che renda or-
togonali energeticamente il momento torcente Mt e le componenti di taglio
Tx e Ty e a tale scopo si imposterà innanzitutto, nell’ambito del proble-
ma di Saint-Venant e nel modo più semplice possibile, un problema che
preveda l’applicazione di un taglio generico. Poiché il centro di taglio di-
saccoppia l’effetto della torsione e del taglio, l’energia complementare del
problema complessivo, momento torcente più taglio passante per il centro
di taglio, non deve contenere termini mutui di torsione e taglio. Si sfrutterà
quindi tale condizione per determinare la posizione del centro di taglio.

5.6.1 Problema di flessione, taglio e torsione
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5.6.2 Energia complementare mutua

Come detto, si determinerà il centro di taglio C quale punto per il qua-
le occorre far passare la sollecitazione di taglio T affinché i due problemi
della torsione e della flessione, taglio e torsione siano ortogonali energe-
ticamente. Si considerino allora i due problemi (a) della torsione e (b) di
flessione taglio e torsione e siano τ(a) e τ(b) le tensioni tangenziali associa-
te ai problemi (a) e (b) rispettivamente. Per la sovrapposizione degli effetti
al problema (a)+(b), somma dei due problemi precedenti corrisponderanno
le tensioni somma e l’energia complementare ψ per unità di linea dovuta
alle sole tensioni tangenziali vale quindi:

ψ =
1

2G

∫

A
τ(a+b) ·τ(a+b) dA

=
1

2G

∫

A
τ(a) ·τ(a) dA+

1

2G

∫

A
τ(b) ·τ(b) dA

+
1

G

∫

A
τ(a) ·τ(b) dA (5.27)
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Il problema della determinazione del centro di taglio richiede allora di
annullare il termine mutuo dell’energia:

∫

A
τ(a) ·τ(b) dA = 0. (5.28)

La tensione normale nel problema di flessione, taglio e torsione vale:
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⋄ ⋄ ⋄

Soluzione del problema di Saint-Venant.
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Le equazioni di Beltrami definenti la sola tensione normale sono:
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Tenuto conto che il sistema di riferimento prescelto è quello baricentrico e prin-
cipale di inerzia, la soluzione di Saint-Venant nella tensione normale è in perfet-
to accordo con la soluzione del modello di Eulero-Bernoulli specializzata al caso
omogeneo. Per quel che riguarda il legame costitutivo assiale-flessionale, si calcoli
l’energia complementare elastica per unità di linea associata alla tensione normale:

Tale espressione coincide con quella ottenuta nel caso omogeneo nell’ambito
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del modello di Eulero-Bernoulli e quindi anche riguardo al legame costitutivo vi è
pieno accordo tra i due modelli.

Le equazioni di Beltrami definenti le tensioni tangenziali sono:
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Quindi il modello di Saint-Venant è pienamente in linea con la richiesta che
i legami costitutivi assiale-flessionale e torcente-tagliante siano indipendenti tra
loro.
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⋄ ⋄ ⋄
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5.7 Legame costitutivo tagliante

Nel caso di materiale omogeneo, che comunque è l’unico contemplato
nel problema di Saint-Venant, è prassi comune quella di porre il tensore di
rigidezza tagliante nella forma:

Γ =
1

GA
χ−1, (5.29)

dove A è l’area della sezione retta e χ è detto tensore dei fattori di taglio. Si
noti che le componenti del tensore χ, dette fattori di taglio, sono dei numeri
puri. Il legame costitutivo tagliante, in termini del tensore dei fattori di
taglio, si scrive:

T = GAχ−1 γC, γC =
1

GA
χT , (5.30)

dove lo scorrimento γC è valutato rispetto alla fibra longitudinale per il
centro di taglio. L’energia elastica di deformazione e quella complemen-
tare corrispondenti alla sola parte torcente e tagliante e supponendo il
materiale omogeneo, si scriverà quindi:

φ =
1

2

{
GJtΘ

2 +GAγC ·χ−1 γC
}
, (5.31a)

ψ =
1

2




(
MC

t

)2

GJt
+

1

GA
T ·χT


 . (5.31b)

Come ogni tensore doppio simmetrico, anche il tensore dei fattori di ta-
glio ha in generale due direzioni principali, dette di taglio, ortogonali tra
loro e che diagonalizzano la matrice delle componenti. Si noti che le di-
rezioni principali del tensore χ dei fattori di taglio coincidono con quelle
del tensore Γ di rigidezza tagliante, già denominate a suo tempo direzioni
principali di taglio. Un asse di simmetria, come già noto, contiene il bari-
centro e il centro di taglio ed è principale di inerzia. Inoltre risulta essere
anche principale di taglio. Infatti un taglio diretto come l’asse di simmetria
è simmetrico e non può quindi generare uno scorrimento nella direzione
ortogonale all’asse di simmetria, essendo tale scorrimento emisimmetrico.

Data l’importanza del baricentro nel problema della flessione, dato che
a differenza di questa la torsione è nulla nei problemi piani e dato inoltre
che il problema del taglio è spesso di secondaria importanza, normalmen-
te l’asse della trave viene fatta coincidere con l’asse dei baricentri e nella

sezione retta vengono spesso assunti quali assi di riferimento gli assi prin-
cipali di inerzia. Se i calcoli che riguardano il taglio si eseguono rispetto
alle direzioni principali di inerzia, che in generale non coincidono con quel-
le principali di taglio, la matrice delle componenti del tensore dei fattori di
taglio sarà piena e il legame costitutivo inverso in forma algebrica risulterà:

γC
x = χx

Tx
GA

+ χxy
Ty
GA
, (5.32a)

γC
y = χxy

Tx
GA

+ χy
Ty

GA
, (5.32b)

dove gli scorrimenti γC
x e γC

y sono valutati rispetto alla fibra longitudinale
per il centro di taglio.

I valori dei fattori di taglio χx , χy e χxy dipendono dalla soluzione del
problema di flessione, taglio e torsione. Nei casi in cui almeno approssima-
tivamente si conoscono le tensioni tangenziali dovute ad un taglio passante
per il centro di taglio, è possibile valutare i fattori di taglio valutando l’ener-
gia complementare (5.31b) associata alle date tensioni tangenziali, energia
che per esteso si scrive:

ψ =
1

2




(
MC

t

)2

GJt
+ χx

T2
x

GA
+ χy

T2
y

GA
+ 2χxy

TxTy
GA


 . (5.33)

⋄ ⋄ ⋄

Fattori di taglio. Per valutare in generale i fattori di taglio si potrebbe valutare
l’energia complementare associata alle tensioni tangenziali soluzioni di quel parti-
colare problema di flessione, taglio e torsione in cui il taglio passa per il centro di
taglio. Ma per il fatto che la soluzione nelle tensioni tangenziali definisce un po-
lo privilegiato S rispetto al quale la soluzione stessa è più semplice, si preferisce
valutare l’energia complementare del problema generale di polo S, il che conduce
ad un legame costitutivo torsionale-tagliante pieno del tipo (2.31). Di conseguen-
za si utilizzeranno le (2.36) e (2.37) per determinare i fattori di taglio e le (2.34)
per valutare il centro di taglio. Al legame costitutivo torsionale-tagliante del ti-
po (2.31) corrisponde la seguente forma dell’energia complementare per unità di
linea, espressa rispetto al polo S:

ψ =
1
2

{
Ct
z

(
MS

t

)2
+ 2Ct

zxM
S
t Tx + 2Ct

zyM
S
t Ty + C

t
xT

2
x + C

t
yT

2
y + 2Ct

xyTxTy

}
.

(5.34)
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Inserendo la soluzione nelle tensioni tangenziali del problema generale nella
espressione dell’energia complementare per unità di linea:

ψ =
1

2G

∫

A

(
τ2
xz + τ

2
yz

)
dA, (5.35)

si ottengono i seguenti valori dei coefficienti che compaiono nella (5.34):

Ct
z =

1

GJ2
t

∫

A



(
∂ϕt

∂x
−y

)2

+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)2

dA (5.36a)

Ct
zx =

1

2GJtJy

∫

A

{(
∂ϕt

∂x
−y

)(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

))
+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)
∂ϕx
∂y

}
dA.

(5.36b)

Ct
zy =

1

2GJtJx

∫

A

{(
∂ϕt

∂x
−y

)
∂ϕy
∂x

+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

))}
dA.

(5.36c)

Ct
x =

1

4GJ2
y

∫

A



(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

))2

+

(
∂ϕx
∂y

)2

dA. (5.36d)

Ct
y =

1

4GJ2
x

∫

A




(
∂ϕy
∂x

)2

+

(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

))2

dA. (5.36e)

Ct
xy =

1
4GJxJy

∫

A

{
∂ϕy
∂x

(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

))

+
∂ϕx
∂y

(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

))}
dA. (5.36f)

Si nota innanzitutto che, come già verificato nell’ambito del problema della
torsione, vale la relazione:

∫

A



(
∂ϕt

∂x
−y

)2

+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)2

dA = Jt. (5.37)

Si ha quindi conferma del fatto, già assodato, che la rigidezza torsionale, inversa
della Ct

z, vale GJt:

Ct
z =

1

GJt
(5.38)

Tenuto poi conto che le coordinate del centro di taglio fornite dalle (2.34) riguarda-
no il sistema di assi centrato sul polo iniziale, che nel caso presente coincide con
S, ne consegue che nel sistema centrato sul baricentro forniranno le differenze
delle coordinate tra il centro di taglio C e il polo S:

xC − xS = −
Ct
zy

Ct
z

= −
1

2Jx

∫

A

{(
∂ϕt

∂x
− y

)
∂ϕy
∂x

+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

))}
dA,

(5.39a)

yC −yS =
Ct
zx

Ct
z

=
1

2Jy

∫

A

{(
∂ϕt

∂x
−y

)(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

))
+

(
∂ϕt

∂y
+ x

)
∂ϕx
∂y

}
dA.

(5.39b)

D’altronde utilizzando le coordinate del centro di taglio, già determinate, e le
coordinate di S si ottiene:

xC − xS =
1

2Jx

∫

A

{(
∂ϕy
∂x

− 2ϕt

)
y −

(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

))
x

}
dA, (5.40a)

yC −yS =
1

2Jy

∫

A

{(
∂ϕx
∂y

+ 2ϕt

)
x −

(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

))
y

}
dA, (5.40b)

e poiché valgono le relazioni:

2
∫

A
ϕty dA =

∫

A

{
∂ϕy
∂x

∂ϕt

∂x
+

(
∂ϕy
∂y

−
(
y2 − νx2

)) ∂ϕt

∂y

}
dA, (5.41a)

2
∫

A
ϕt x dA =

∫

A

{
∂ϕx
∂y

∂ϕt

∂y
+

(
∂ϕx
∂x

−
(
x2 − νy2

)) ∂ϕt

∂x

}
dA, (5.41b)

si ha conferma della validità delle (5.39).
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Dimostrazione della (5.41a). Nel seguito si dimostra la (5.41a) e in modo analogo
può poi dimostrarsi la (5.41b). Integrando per parti, portando uno dei due ter-
mini che si ottiene sul contorno e infine utilizzando le condizioni sul contorno e
nell’area di ϕy , si ottiene successivamente:

2
∫

A
ϕt y dA =

∫

∂A
ϕty

2ny ds −
∫

A

∂ϕt

∂y
y2 dA

=

∫

∂A
ϕt

(
y2 − νx2

)
ny ds + ν

∫

∂A
ϕt x

2ny ds −
∫

A

∂ϕt

∂y
y2 dA

=

∫

∂A
ϕt

(
∂ϕy
∂x

nx +
∂ϕy
∂y

ny

)
ds + ν

∫

A

∂ϕt

∂y
x2 dA−

∫

A

∂ϕt

∂y
y2 dA

=

∫

A

(
∂ϕt

∂x

∂ϕy
∂x

+
∂ϕt

∂y

∂ϕy
∂y

)
dA+ ν

∫

A

∂ϕt

∂y
x2 dA−

∫

A

∂ϕt

∂y
y2 dA

(5.42)

e ne consegue immediatamente la (5.41a), come volevasi dimostrare. �

Con quanto precede e ricordando le (2.36) e (2.37) si ottengono infine i fattori
di taglio:

χx = GA

(
Ct
x −

(
Ct
zx

)2

Ct
z

)
= GA

(
Ct
x − C

t
z

(
yC −yS

)2
)
, (5.43a)

χy = GA


Ct

y −

(
Ct
zy

)2

Ct
z


 = GA

(
Ct
y + C

t
z (xC − xS)

2
)
, (5.43b)

χxy = GA


Ct

xy −

(
Ct
zy

)2

Ct
z


 = GA

(
Ct
xy + C

t
z (xC − xS)

(
yC − yS

))
. (5.43c)

⋄ ⋄ ⋄
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Capitolo 6
DISTRIBUZIONE DELLA TENSIONE TANGENZIALE

Si studieranno ora le distribuzioni sulle sezioni rette delle componenti
della tensione tangenziale conseguenti ai vari tipi di sollecitazioni sempli-
ci che possono trovarsi ad agire sulle stesse sezioni rette, limitatamente a
quelle che generano una tensione tangenziale. La distribuzione della ten-
sione tangenziale τz, oppure delle sue due componenti τxz e τyz, è deter-
minata dalla soluzione generale del problema di Saint-Venant o, equivalne-
temente, dalle soluzioni del problema della torsione e di quel particolare
problema di torsione, taglio e flessione avente il taglio passante per il cen-
tro di taglio. Si ricorda che tale distribuzione è “esatta” se la trave soddisfa
le condizioni del problema. Poiché queste soluzioni dipendono dalla inte-
grazione della equazione di Laplace con opportune condizioni al contorno,
integrazione quasi mai eseguibile in forma chiusa, non solo non è possibile
uno studio esauriente come nel caso della tensione normale, ma anche lo
studio di un singolo caso può presentare notevoli difficoltà. Per tale motivo
si preferisce, quando possibile, utilizzare dei metodi approssimati. Tenen-
do poi conto del fatto che il taglio, per via delle equazioni indefinite di
equilibrio, si presenta quasi sempre in associazione col momento flettente
a cui corrispondono dei valori di tensione prevalenti rispetto a quelli dovu-
ti al taglio stesso, a volte è sufficiente che i metodi approssimati forniscano
delle indicazioni di massima sui valori delle tensioni tangenziali dovute al
taglio.

Nel seguito ci si limiterà allo studio di alcuni casi tecnicamente impor-
tanti. Per quel che riguarda la distribuzioni della tensione tangenziale con-
seguente ad un dato momento torcente, non è possibile prescindere dalla

soluzione del problema della torsione, indispensabile tra l’altro per la de-
terminazione generale del centro di taglio. I casi particolari di torsione che
si svilupperanno nel seguito saranno quindi basati sulla soluzione, even-
tualmente approssimata, del problema della torsione. Per quel che riguar-
da invece la distribuzione della tensione tangenziale conseguente ad una
data forza di taglio, non ci si baserà sulla soluzione generale del problema,
ma piuttosto sul fatto che una semplice equazione di equilibrio, nota col
nome di formula di Jourawski, associata alla soluzione (4.1) nelle tensioni
normali, sarà in grado di fornire, nel cilindro di Saint-Venant, la tensione
tangenziale media lungo una corda qualunque della sezione retta, anche
se solo per quel che riguarda la componente della tensione in direzione
ortogonale alla corda stessa.

6.1 Formula di Jourawski

Allo scopo di ottenere la formula di Jourawski, si consideri una gene-
rica corda b (di lunghezza b) e sia τrz la tensione tangenziale media su
tale corda, relativamente alla componente nella direzione r ortogonale alla
corda:

τrz =
1

b

∫

b
τrz db. (6.1)

Nella (6.1) τrz è la componente ortogonale alla corda della tensione tan-
genziale puntuale. Si consideri poi l’equilibrio alla traslazione in direzione
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dell’asse del cilindro di una sua porzione che si ottiene sezionando un ele-
mento dz di cilindro (intorno della generica sezione di coordinata z) con
un piano longitudinale passante per la corda b. Delle due porzioni si sce-
glie quella avente la direzione r positiva entrante e che nel seguito sarà
indicata con A∗. Le componenti in direzione dell’asse z delle forze che

agiscono sulla porzione di trave così individuata sono:

−σz, sulla porzione A∗ della sezione di coordinata z;

σz +
∂σz
∂z dz, sulla porzione A∗ della sezione di coordinata z + dz;

−τrz, sulla sezione longitudinale, avendo tenuto conto del teorema di
reciprocità delle tensioni tangenziali.

L’equilibrio si scrive pertanto:

−

∫

A∗
σz dA+

∫

A∗

(
σz +

∂σz
∂z

dz
)

dA−
∫

b
(τrz dz)db = 0, (6.2)

e cioè: ∫

b
τrz db =

∫

A∗

∂σz
∂z

dA. (6.3)

In virtù della (6.1), la tensione tangenziale media τrz risulta pertanto:

τrz =
1

b

∫

A∗

∂σz
∂z

dA. (6.4)

La relazione (6.4) e le relazioni (4.1) e (4.2) relative alla tensione norma-
le rendono determinato il problema del calcolo della tensione tangenziale
media τrz.

6.2 Criteri di snervamento

Nel caso che sulla sezione retta della trave sia presente anche la ten-
sione tangenziale, non è possibile confrontarsi direttamente con la tensio-
ne di snervamento, definita nel caso di uno stato di tensione monoassia-
le. Introducendo la tensione ideale σi, ovverossia la tensione monoassiale
equivalente, dal punto di vista dello snervamento, al dato stato tensionale,
la condizione di appartenenza al dominio elastico richiede, analogamente
alle (4.5) e (4.6):

− σ−s ≤ σi ≤ σ
+
s . (6.5)

Limitandosi al caso dei materiali metallici, ovverossia dei materiali duttili,
ed utilizzando il criterio di Huber-von Mises, nel caso in cui sia presente la
sola tensione tangenziale si ha:

σi =
√

3τ, (6.6)
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6.3 Torsione
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6.3.1 La sezione circolare

Nel caso della sezione circolare la funzione di ingobbamento è nulla,
conformemente a quanto già discusso.
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6.3.2 La sezione circolare cava
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6.3.3 Mensola di sezione circolare cava

Si consideri la mensola in acciaio di sezione circolare cava illustrata in
figura e soggetta ad una coppia torcente di 80 kN all’estremità libera.
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6.3.4 La torsione nelle travi di sezione sottile chiusa

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa. Se lo spessore è co-

stante oppure “moderatamente” variabile si può assumere, senza grande
errore, che le tensioni tangenziali lungo una corda siano parallele alla li-
nea media. Infatti in tal caso il “flusso” delle tensioni sul contorno ha,
almeno approssimativamente, la direzione del contorno stesso. Inoltre ci
si può aspettare, analogamente alla sezione circolare sottile, che le tensioni
tangenziali si mantengano costanti lungo una corda generica.
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Sezione scatolare di forma rettangolare
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Fattore torsionale di rigidezza

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa e si ricordi che la ten-
sione lungo una corda di spessore b è costante ed è fornita dalla formula
di Bredt. Si ricordi inoltre la relazione tra tensione tangenziale e funzione

di ingobbamento:

τ =
Mt

Jt

{
gradω+ R π

2
(P −G)

}
(6.7)

dove R π
2

è il tensore rotazione di 90◦ in senso antiorario. Dalle ten-
sioni tangenziali è quindi possibile risalire al gradiente della funzione di
ingobbamento:

gradω =
Jt

Mt
τ − R π

2
(P −G) . (6.8)

Per poter integrare tale espressione nella funzione di ingobbamento ω
la sua circuitazione lungo la linea media chiusa deve essere nulla:

∮

ℓ
gradω · t ds = 0. (6.9)
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Questa espressione rappresenta quindi una condizione di congruenza.



210 Capitolo 6 • Distribuzione della tensione tangenziale © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

La torsione nelle sezioni sottili chiuse pluriconnesse
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6.3.5 La torsione nelle travi di sezione sottile aperta

Si consideri una sezione sottile aperta generica. Come già per le sezioni
sottili chiuse, le tensioni tangenziali lungo una corda possono assumersi
parallele alla linea media per garantire che il “flusso” delle tensioni sul
contorno abbia, almeno approssimativamente, la direzione del contorno
stesso. Inoltre lungo una corda generica la tensione tangenziale media

deve essere nulla in conseguenza della formula di Jourawski:

1

b

∫ b
2

− b2

τ dn. (6.10)
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La sezione rettangolare sottile
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La sezione sottile generica

Si consideri una trave di sezione sottile aperta di linea media ℓ in gene-
rale curva e di spessore b in generale variabile. Si assuma poi un’ascissa
curvilinea s sulla linea media ℓ, espressa dalla distanza misurata sulla li-
nea media da un punto preso come origine. È allora possibile individuare

il punto generico P della sezione sottile per il tramite dell’ascissa s e della
distanza r del punto dalla linea media, misurata nella direzione ortogonale
alla linea media stessa. La funzione P(r , s) rappresenta un sistema di coor-
dinate generali. Le linee coordinate r di equazione s = cost sono le rette
ortogonali alla linea media, mentre quelle s di equazione r = cost sono le
linee parallele alla linea media.

Si supponga poi che il raggio di curvatura a della linea media della
sezione sia grande rispetto allo spessore b:

b

a
≪ 1. (6.11)

Sotto tale ipotesi il laplaciano che compare nell’equazione di Poisson
che regge il problema della funzione delle tensioni F si scrive in modo
approssimato:

∇2F ≈
∂2F

∂r2
+
∂2F

∂s2
. (6.12)
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L’equazione di Poisson diventa allora:

∂2F

∂r2
+
∂2F

∂s2
= −2

Mt

Jt
. (6.13)

Si trascuri, come per la sezione rettangolare sottile, il soddisfacimento del-
le condizioni al contorno nelle estremità della sezione e in più negli even-
tuali nodi e si supponga che lo spessore b vari lentamente lungo la linea
media della sezione. In tali ipotesi la funzione:

F = −
Mt

Jt

(
r2 −

b2

4

)
, (6.14)

soddisfa, in modo approssimato, sia l’equazione di Poisson (1) che le con-
dizioni al contorno F(b/2) = 0 e F(−b/2) = 0 e rappresenta dunque la so-
luzione, approssimata, del problema della torsione per le travi di sezione
sottile aperta, naturalmente sotto le ipotesi dette.

Dato che localmente il sistema generale di coordinate origina appros-
simativamente una base di vettori ortonormali le tensioni tangenziali
valgono:

τsz = −
∂F

∂r
= 2

Mt

Jt
r , (6.15)

τrz =
∂F

∂s
≈ 0, (6.16)

dove nella τrz si sono trascurati i contributi della derivata dello spessore
b per l’ipotesi di lenta variazione di questo lungo la linea media. Lungo
una corda la tensione tangenziale assume il valore massimo in modulo sul
contorno. Detto τ tale valore, risulta:

τ =

∣∣∣∣τsz(±
b

2
)

∣∣∣∣ =
Mt

Jt
b. (6.17)
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Semicirconferenza sottile
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La sezione a C

Funzione di ingobbamento.
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Poiché la sezione è simmetrica, la funzione di ingobbamento ω è emi-
simmetrica a meno di un moto rigido globale di traslazione nella direzione
dell’asse della trave. Imponendo l’emisimmetria, deve risultare:

ω2(0) = 0 ⇒ c2 = 0,

ω3(s) = −ω1(s) ⇒ c3 = −c1.

Imponendo infine la condizione di continuità in uno dei due spigoli della
sezione si ottiene poi:

ω1(0) =ω2(−
H

2
) ⇒ c1 =

H

2
dG.

Centro di taglio.
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Esempio numerico.
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6.4 Taglio

6.4.1 Centro di taglio

Si ricordi che il centro di taglio della sezione retta è il punto che disac-
coppia l’effetto del taglio e del momento torcente. Se il taglio passa per il
centro di taglio allora l’angolo unitario di torsione è nullo e l’unica defor-
mazione è uno scorrimento. Dualmente la rotazione torsionale dovuta al
solo momento torcente deve avere polo coincidente col centro di taglio per
far si che sia nullo lo scorrimento tra la fibra longitudinale passante per il
centro di taglio e la sezione retta. Un taglio passante per il centro di taglio
non compie quindi lavoro per effetto della rotazione torsionale dovuta a
un momento torcente e viceversa un momento torcente non compie lavoro
per effetto dello scorrimento dovuto ad un taglio passante per il centro di
taglio. Inoltre si ricordi che un asse di simmetria contiene il centro di ta-
glio, poiché un taglio avente retta d’azione l’asse di simmetria è simmetrico
mentre una rotazione torsionale è emisimmetrica e quindi tale taglio non
può provocare una rotazione torsionale.
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6.4.2 Formula di Jourawski

Formula di Jourawski binomia

Derivando la formula trinomia della forza normale eccentrica sotto le
ipotesi del cilindro di Saint-Venant, cioè di una trave ad asse rettilineo a
sezione costante e caricata solo alle estremità, si ottiene:

Si noti che anche Tx e Ty sono costanti e che quindi è costante anche il
taglio complessivo T di cui Tx e Ty sono componenti.
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Formula di Jourawski monomia

Le ipotesi sono ancora quelle di trave ad asse rettilineo, a sezione costan-
te e caricata solo alle estremità. Inoltre la trave viene considerata soggetta
ad un taglio generico T costante. Se si considera poi l’asse s parallelo al
taglio e passante per il baricentro, nel piano sz, per equilibrio, deve agire
un momento flettente M , di cui s rappresenta l’asse di sollecitazione, tale
che:

dM

dz
= T. (6.18)

L’asse n coniugato di s rappresenta l’asse neutro della flessione associata al

taglio T , flessione dovuta al momento flettente M che agisce nel piano sz.

Questa è l’unica caratteristica della sollecitazione che varia con z e fornisce
quindi tutta la variazione della σz con z. Poiché la tensione normale dovuta
al momento flettente M vale:

σz = E
M

Jn
s, (6.19)

si ottiene infine:
∂σz
∂z

= E
dM

dz

s

Jn
= E

T

Jn
s. (6.20)
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Inserendo la (6.20) nella (6.4), alla pagina 200, si ottiene infine la formula
di Jourawski monomia:

τrz =
TS∗n
bJn

, (6.21)

dove:

S∗n =

∫

A∗
Es dA, (6.22)

è il momento statico, della parte A∗ dell’area individuata dalla corda, ri-
spetto all’asse neutro n della flessione associata al taglio, valutato con
distanze in direzione dell’asse di sollecitazione s.

Sezione a doppio T

Data una sezione IPE270 soggetta ad un taglio di 30 kN si vuole calcolare
la tensione tangenziale media lungo la corda baricentrica. Con riferimento
la figura, il taglio T agisce secondo l’asse di simmetria y , che quindi coin-
cide con l’asse di sollecitazione, mentre l’asse x coincide con l’asse neu-
tro. Occorre quindi valutare il momento statico di mezza sezione rispetto
all’asse x:



230 Capitolo 6 • Distribuzione della tensione tangenziale © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

6.4.3 Il taglio nelle sezioni compatte simmetriche
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6.4.4 Sezione rettangolare
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6.4.5 Sezione circolare
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Si vuole ora verificare la formula (2) che fornisce il modulo |τ| della ten-
sione tangenziale totale nel punto P del contorno individuato dall’angolo
ϑ. A tal fine si consideri quale corda il diametro per P, ortogonale a τ. Per
valutare τ è dunque sufficiente calcolare il momento statico dell’area A∗

individuata da tale diametro. Tale area può essere divisa nelle tre parti in-
dicate in figura. Della prima parte il momento statico è già stato calcolato
ed è fornito dalla (1):

S1
x
∗
=

2

3
R3 sin3 ϑ. (6.23)

La seconda parte è un triangolo isoscele con vertice nel baricentro, di ba-
se 2R sinϑ e di altezza R cosϑ per cui risulta, applicando il teorema di
Varignon:

S2
x
∗
=

(
1

2
(2R sinϑ)(R cosϑ)

)(
2

3
R cosϑ

)
=

2

3
R3 sinϑ cos2 ϑ. (6.24)

Infine il contributo della terza parte è nullo, essendo tale parte simmetrica
rispetto all’asse x. Si ha quindi:

S∗x = S
1
x
∗
+ S2

x
∗
=

2

3
R3 sinϑ, (6.25)
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e ne risulta infine, per la formula di Jourawski:

|τ| =
TyS∗x
(2R)Jx

=
4

3

Ty

πR2
sinϑ, (6.26)

in accordo con la (2).

6.4.6 Sezione triangolare equilatera

Data la sezione triangolare equilatera di figura soggetta ad un taglio
agente lungo una mediana:

1. disegnare gli assi di sollecitazione e neutro della flessione associata al
taglio;

2. calcolare la tensione tangenziale nel punto B;

3. calcolare la tensione tangenziale media relativa alla corda AB;

4. dire di quale angolo, in gradi sessagesimali, è inclinata rispetto all’asse
x la direzione della componente della tensione tangenziale della quale
è richiesta la media nel punto precedente.

Nel seguito si indicheranno con B e H rispettivamente base e altezza del
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x

y

A

B

40 cm

4
0
 c

m

1000 kN

4
0
 c

m

2
0
 c

m

triangolo equilatero:

B = 40 cm , H = B cos 30◦ = 34.64 cm ,

e con T il taglio che, con l’orientazione dell’asse y indicata in figura, risulta
positivo:

T = 1000 kN .

1. Le mediane del triangolo equilatero sono assi di simmetria retta. Quin-
di il baricentro G e il centro di taglio C coincidono entrambi con la loro
intersezione. Inoltre, esistendo tre assi principali sia di inerzia che di ta-
glio allora tutti gli assi sono sia principali di inerzia che principali di taglio.
Essendo baricentrico, l’asse y , retta d’azione del taglio, coincide con l’asse
di sollecitazione s della flessione associata al taglio, mentre l’asse neutro
n è baricentrico e ortogonale all’asse di sollecitazione.

2. Essendo il taglio T simmetrico rispetto all’asse y ed essendo l’asse
x ortogonale a y , lungo la corda individuata da x la componente della

x

n

y ≡ s

B

B

G τB

H

T

H/3

H/3

60
o

30
o

G *

A*

tensione tangenziale ortogonale alla corda stessa viene approssimata dalla
sua media. Nel punto B, posto sul contorno, la tensione tangenziale τB

deve essere tangente al contorno stesso e deve quindi valere, ricordando la
formula di Jourawski:

τB =
τyz

cos 30◦
=

TS∗n
B
2 Jn cos 30◦

,

e tenendo conto che la lunghezza della corda vale B
2 . Avendo prescelto

l’area superiore tra le due individuate dalla corda allo scopo di semplificare
i calcoli, come indicato in figura, il suo momento statico è negativo e vale:

S∗n = −
1

2

(
B

2

H

2

)(
H

3

)
= −

BH2

24
= −2000.00 cm3 .

Il momento di inerzia Jn del triangolo equilatero rispetto all’asse neutro si
può invece calcolare come il doppio del contributo di uno dei due triangoli
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rettangoli in cui la sezione è divisa dall’asse y :

Jn = 2



B
2H

3

36


 = BH

3

36
= 46188.0 cm4 .

Si ha quindi:

τB = −

(
1000×103

)
×
(
2000.00×103

)

200×
(
46188.0×104

)
cos 30◦

= −25.00 N/mm2 .

Il segno negativo della tensione tangenziale è coerente con il fatto che la
tensione stessa non può che essere uscente dall’area prescelta.

3. La corda AB non è ortogonale all’assey di simmetria e la sua lunghezza
è più grande di quella della corda individuata dall’asse x. Ne consegue che
la media della componente della tensione tangenziale ortogonale alla corda
AB fornisce un valore che potrebbe anche essere inaccettabile quale valore
puntuale della componente stessa. Ciò non toglie che la formula di Joura-
wski è comunque in grado di fornire il valore medio τrz della componente
della tensione tangenziale nella direzione r ortogonale alla corda:

τrz =
TS∗n
HJn

,

essendoH la lunghezza della corda AB e S∗n il momento statico di una delle
due aree individuate dalla corda stessa. Poiché per semplificare i calcoli si
è prescelta l’area inferiore, come indicato in figura, il momento statico è
positivo e vale:

S∗n =
1

2

(
B

2
H

)(
H

6

)
=
BH2

24
= 2000.00 cm3 ,

e in modulo uguaglia quello valutato in precedenza e relativo alla cor-
da individuata dall’asse x. Poiché B

2 cos 30◦ = H
2 ne consegue che τrz è

esattamente la metà della tensione τB valutata in precedenza:

τrz =

(
1000×103

)
×
(
2000.00×103

)

346.4×
(
46188.0×104

) = 12.50 N/mm2 .

Il segno positivo della tensione tangenziale è coerente con il fatto che la
tensione stessa non può che essere entrante nell’area prescelta. Si noti che

x

r

n

y ≡ s

B

B

G

H

T

H/6

H/6

30
o

120
o

A*

G *

τrz

la direzione ortogonale alla corda AB è quella della tensione tangenziale
totale in B, per cui se si utilizzasse il valor medio lungo tale corda quale
valore puntuale si otterrebbe un valore di τB pari a 12.50 N/mm2 , in netto
contrasto con il valore di 25.00 N/mm2 ottenuto in precedenza.

4. La direzione della componente della tensione tangenziale della quale
è richiesta la media nel punto precedente, relativa alla corda AB, è quella
ortogonale alla corda AB stessa. Con le convenzioni di figura l’angolo di
cui è inclinata rispetto all’asse x tale direzione vale 120◦.
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6.4.7 Il taglio nelle sezioni sottili aperte
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Fattori di taglio
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Diagramma qualitativo su tratti rettilinei a spessore costante
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avendo ancora scomposto l’area A∗ nelle due quote A(r) e A e dove s è la
distanza del baricentro dell’area A(r) dall’asse neutro. Se α è l’angolo tra
la linea media del tratto e l’asse neutro e β è l’angolo tra asse neutro e asse
di sollecitazione, risulta:
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Equilibrio in un nodo triplo
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6.4.8 La sezione a doppio T
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6.4.9 La sezione a L a lati uguali

La sezione presenta un’asse di simmetria, inclinato di 45◦ rispetto ai lati,
che contiene baricentro e centro di taglio. Come già visto, il centro di taglio
è situato alla intersezione dei lati. Il baricentro è invece posizionato alla
intersezione tra l’asse di simmetria e l’allineamento dei baricentri dei due
lati, e si trova quindi alla distanza B

4 dai lati, se B è la loro lunghezza.

Si consideri innanzitutto il caso di un taglio avente quale retta d’azione
l’asse di simmetria, che risulta di simmetria anche per il taglio applicato.
L’asse neutro è la retta che passa per i baricentri dei due lati. Poichè i lati
sono inclinati rispetto all’asse neutro, i diagrammi delle tensioni tangenzia-
li sui due lati sono paraboloci, con assi delle parabole in corrispondenza
dei baricentri dei due lati.

Si consideri poi il caso di un taglio avente quale retta d’azione la retta per

il centro di taglio perpendicolare all’asse di simmetria. L’asse neutro coin-
cide con l’asse di simmetria, i diagrammi delle tensioni tangenziali sui due
lati sono ancora paraboloci e gli assi delle parabole sono in corrispondenza
del centro di taglio (dove i lati intersecano l’asse neutro).

Si consideri infine il caso di un taglio avente quale retta d’azione la retta
verticale per il centro di taglio. L’asse di sollecitazione è la retta verticale
per G e l’asse neutro è il coniugato di questo. Poichè l’asse verticale non
è principale di inerzia il suo coniugato è inclinato rispetto alla verticale.
Ne consegue che i due lati della sezione a L sono inclinati rispetto all’asse
neutro e che quindi i diagrammi delle tensioni tangenziali sui due lati sono
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paraboloci, con gli assi delle parabole posti in corrispondenza delle interse-
zioni con l’asse neutro. Dovendo essere nulla la risultante orizzontale delle
tensioni tangenziali, l’intersezione dell’asse neutro con il lato orizzontale
della sezione deve essere situata necessariamente nella metà destra del
lato.

6.4.10 La sezione a C

Si consideri la sezione a C di figura, di cui si sono già calcolate le
caratteristiche inerziali.

Taglio parallelo all’anima passante per il centro di taglio
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La tensione tangenziale massima, agente in corrispondenza della corda
posta sull’asse x, vale:
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Si consideri ora l’esempio numerico riportato in figura, di cui si sono già
calcolate le quantità inerziali.

I valori più significativi delle tensioni tangenziali, dovute ad un taglio
Ty = 5000 N , sono riportati in figura.

Inoltre:

Centro di taglio

Si indidua ora il centro di taglio C attraverso la risultante delle tensioni
tangenziali dovute al taglio Ty passante per tale centro. Poiché la forza
risultante è verticale i contributi delle due ali sono uguali ed opposti ed
equivalgono ad una coppia. La risultante nell’anima deve valere Ty . Tale
sistema di forze è equivalente ad un’unica forza Ty passante per il centro
di taglio C, per cui deve risultare:
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conformemente a quanto già ottenuto utilizzando la funzione di ingob-
bamento.

Taglio agente secondo l’asse di simmetria



254 Capitolo 6 • Distribuzione della tensione tangenziale © 2016 Prof.Daniele Zaccaria • meccanica delle travi • 9 settembre 2016

6.4.11 Sezione a Z
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6.4.12 Il taglio nelle sezioni sottili chiuse simmetriche
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6.4.13 Sezione scatolare rettangolare
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