Lezione 23 Gruppo fondamentale

Gruppo fondamentale

Dipendenza dal punto base. X spazio topologico e o € X =
T1(X, To) = T1(Px,(X), To)
perché I e I? connessi per archi.
Oss. Per studiare 1 non € restrittivo Limitarci a spazi connessi per archi.
a: I — X continua con a(0) = zg, (1) = 1 >
oy (X, T1) = (X, To)

a:([w) € la-w-a] &
Teor. Valgono le proprieta seguenti:
(1) ax ben definita;
(2) Voo ~0,13 Q1 = Qlox = Qlix;
(3) Tox = idr,(x,20), CON To = COSL;
(4) (- B)s =00, Va,B: I - X t.c. (1) = 3(0),
(5) (a)™t = a;
(6) o isomorfismo di gruppi.
Dim. (1)—(3) owie. (4) a-B=0-a. (5) a-a& ~p11 To e (2)—(4).
(6) ax([wi]lw2]) = [ wrwa-&] = [twr-d-o-wa-&] = o ([wi]) as(Jwz]). O

Cor. X connesso per archi, VZo, 1 € X = (X, To) = m1 (X, x1).
Scriviamo w1 (X) := w1 (X, To), ben definito a meno di isomorfismi.

N. B. In generale L'isomorfismo a; : m1 (X, T1) =N m1(X, To) dipende da [a].
m1(X) abeliano = «a. indipendente da a (isomorfismo canonico).
Prop. XxA, a € A= 1,.: m(A a) 5 mi1(X,a), coni: A< X inclusione.

Dim. H: X X I — X deformazione X« A ~» 1 := hi|: X — A retrazione
= 10T =hs ~aidx ero0%=1ida = 107 = (207)x = (idx)s« = idn,(x.a)

€T+ 0% = (T 01%)y = idr(aa) = %« iSOMorfismo e int =7, O
Cor. U C R™ convesso, o € U = m1(U, o) = 0.
Dim. Ux{xo}. O

Oss. 71'1(877’) = 7T1(Rn) =0,Vn > 0.

Def. Uno spazio X é semplicemente connesso o 1-connesso se Vg, T1 € X,
Joa: I — X continua t.c. 2(0) = zo, (1) = z1 e ¢ unica a meno di ~{0.13}.

Oss. X semplicemente connesso << X connesso per archieVoag,o1: I -+ X
continue t.c. ap(0) = 21(0) e ao(1l) = a1(1) = o ~q0,13 A1.
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Teor. X semplicemente connesso <> X connesso per archi e m1(X) = 0.
Dim. Viw] € mi(X,To) = wn~zTo = [w] = 1.

Vag,ar: I — X t.c. p(0) = a1(0) = o € ao(l) = a1(l) = =1 =
Qg - 01 € Q(X, $o) = [CXQ . 541] =1= [mo] = O - Q1 - Q1 ~0,1} Lo 01 =
o 0,13 1. ]

Cor. U C R™ convesso = U semplicemente connesso.
Oss. B™ e R™ semplicemente connessi, Vn > 0.
N. B. Si pud dimostrare che contraibile = semplicemente connesso.

Def. Un rivestimento p: X — Y é detto rivestimento universale di Y se X
é semplicemente connesso.

Funzione di sollevamento. p: X — Y rivestimento o € X, Yo =
p(xo) €Y, J =0 (o) fibra ">

Py (Y, Yo) = J
def ~
Pp([W]) = @z (1)
con Wz, : I — X sollevamento di w t.c. @z, (0) = xo
Teor. X semplicemente connesso = &, biiettiva.

Def. &, é detta funzione di sollevamento.

Dim. | Ben definita| v ~01} W = ¥z, ~0.1} Wz, (Sollevamento omotopie).

Vz: € J~wra: I — X tc a(0) =z, a(l) =z ">

w:=poa € Q2Y,Y) € Wz, = ¢ = Py([w]) = 1.

V] [w] € m(Y,u0), P(V]) = P([W]) = Feo(1) = W (1) =
Nzo {01} Wzy => ¥ = P 0 Yz, {01} P O Wy, = W = [¥] = [w]. O
Oss. Se X semplicemente connesso, [w] = 1 & Pp([w]) = Pp(1) = zo.

Calcolo di m(S?)

Teor. m,(St) = Z.

Dim. p: R — S!, p(x) = (cos(2mzx),sin(2mx)) rivestimento universale
Yo = (1,0) € St. [w] € (S, Yo) ~» @y : I — R unico sollevamento t.c.
Wn(0) =M € Z = Wy = Wo + n perché p ha periodo 1.

®,: (ST, Yo) = Z, dp([w]) = @Wo(1) biiettiva.
Pp([Y][w]) = (7 "W)o(1) = (Fo - D301)) (1) = @so(y(1) = Fo(1) + @o(1) =
= ®p([v]) + Pp([w]) = P, omomorfismo. O
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Teorema di non retrazione

Teor. 3 retrazione continua r: B2 — St.

Dim. r: B2 — S?! retrazione = idn, sty = 0, assurdo. O

. Z A 0 7
Sl 3 B2 " 381 Any (S —— T (B2) —— m,(SY)

k roi=ids1 j k 7.0t =id, (s1)

N. B. Piu in generale, 59 retrazione continua r: B® — S"~1L.
Esercizio per n = 1.

Teorema del punto fisso di Brouwer

Teor. V f: B2 — B? continua = 3a € B? t.c. f(a) = a (punto fisso).

Dim. Per assurdo, f(x) # =, Vx € B? ~» £; = semiretta con origine

in f(x) passante per x (senza origine) ~» r: B2 — St r(x) (= ¢, N S?

retrazione continua, contraddizione. ]
r(z)

N. B. Piu in generale, V f: B®™ — B™ continua = Ja € B™ t.c. f(a) = a.
Esercizio per n = 1 (suggerimento: usare g(z) = = — f(x)).

Applicazione. f € C[z], deg f > 1, sotto certe condizioni sui coefficienti
JaeCtc. |la]<1le f(a)=0.

Esempio. f =z’ — z* — 52z 4+ 31 € C[z], f(x) = 0 < g(x) = x con
1, 1., 34
) =-z —=x =.
9(z) = ¢ STt T
lz] <1 = |g(x)| < 1= g: B2 — B? continua = 3a € B2 t.c. g(a) =a.
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