Lezione 24 Gruppo fondamentale

Gruppo fondamentale

Prop. Supponiamo X = U UV con U, V e UNV aperti non vuoti connessi
per archi t.c. mi(U) =0 e m (V) =0 = m(X) =0.

Dim. X connesso per archi, o € U NV punto base. V[w] € m1(X) "~
d > 0 numero di Lebesgue per {w=(U), w1 (V)} (ricopr. aperto di I) ~~»
O=ts<ti < <K<tp, =1 t.c. ti—t¢_1<5’\/\/>$¢::al(t7;)

o, I - X t.c. g = ap = To, a;(0) = xo, (1) = z;

U
w([ti—1,t]) C {V X
unyv, sexz;eUnNnV %@@
a(I) C < U, sex; € U—-V
V4 sex; € V—-U \/
Wy = wl[tz‘—l,tz‘] : [ti—lf t'L] —+ X

Vi = Qi1 - Wy - Oy cappioin UoV = [y] =1

Cor. m1(S™) =0,Vn > 2.

Dim. ax = (0,...,0,£1) € S"CR"™, Uy = S" — {a+} = R"
Ur NU- =2 (R™ — {0})xS™ ! connesso per archi per n > 2
UyuU- =S™ = m(S8™) =0. O

Oss. Per n = 1 non funziona perché S° = {—1, 1} sconnesso.

Cor. Va € R" si ha
Z, m=2
0

m(R" — {a}) = { ">

Dim. R® — {a} &2 R™ — {0} % S™. O

Invarianza topologica della dimensione
Teor. R" = R" = m = n.

Dim. Dimostrazione solo per m = 2, ma vale in generale.
f:R?=> R"omeo = f|: R?— {0} > R*"— {f(0)} omeo = n > 2
m1(R? — {0}) E m(R" — {f(0)}) = n = 2. O
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Gruppi fondamentali degli spazi proiettivi

Caso reale.

0, n=20
Wl(RPn) = Z, n=1
Zo, n > 2

n=1| RP' 2 S! = m;(RP!) ¥ Z.
n =2 p:S" — RP", p(x) = [z] rivestimento universale =
#(m(RP™)) = d(p) = 2 = m(RP") = Z,.
Oss. 1 (RP™) generato da [w] con
S™  @(t) = (cos(mt), sin(mt),0...,0)

w D

I— RP™ w(t) = [cos(mt),sin(mt),0...,0]

infatti ®,([w]) = —a, funzione di sollevamento da a = (1,0,...,0) € S™.
w parametrizza RP! C RP"™ = i, : m1(RP') — 7 (RP™) suriettiva.
In altre parole m(RP") & “generato” da RP! C RP™.

Caso complesso.

T (CP") =0, Vn > 0.
Induzione su n. n = 0 banale. Supponiamo m,(CP" ') =0 pern—1 > 0.
H Zo=0=>H2CP" A U=CP"—HXC"= m(U)=0

a=1[1,0,...,00 ECP" ~»V =CP"—{a} D H
K:VXI—=V
K([zo, Z1,...,Zn],t) = [(1 —t)To, T1...,Tx]

retrazione per deformazione VxH = m (V) = m(H) = m(CP™* 1) =0
Uunv =2cC® — {0} = R> — {0}xS?"! connesso per archi.

Oss.
S™ semplicemente connesso Vn >
RP"™ non semplicemente connesso

2.
vn>1
CP"™ semplicemente connesso Vn > 0.

2/3



Lezione 24 Gruppo fondamentale

Teorema di Borsuk-Ulam

Teor. V f: S2 — R? continua = Ju € S? t.c. f(u) = f(—u).
Dim. Per assurdo, f(x) # f(—x), VT € S? "~

g: S? — st
_ f(z) = f(—=x)
9 =15 @) = F—m)
g(—z) = —g(x) ~ G: RP? — RP?!, G([z]) = [g(=x)] continua =
m(RP?) ==2, 7, (RPY)
R I
Z> > 7

g2 9 g1
/ lp lp
I— RP?—— RP’
g o @ sollevamento di G o w tramite p: S! =+ RP!. @(1) = —@w(0) =
(gow)(1l) = —(gow)(0) = G.«([w]) # 0, contraddizione. O

Oss. In ogni istante ci sono due punti diametrali della superficie terrestre
con stessa temperatura e pressione atmosferica.

Cor. S? non si pud immergere in RZ.

Oss. Non €& possibile realizzare una mappa planare continua di tutta La
superficie terrestre.
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