Lezione 30 Spazi vettoriali Euclidei

Matrice di b, rispetto alla base canonica
A E Mp(R) "~ ba: R X R® — R, ba(X,Y) = XAY = Mg, (ba) = A.

Cambio di base per forme bilineari

Def. Due matrici A, B € My, (K) sono congruenti se 3 P € GL,(K) t.c.
B ="'PAP.
Oss. La congruenza € una relazione d’'equivalenza.

Teor. b: V XV — R bilineare, V = (v1,...,Vn), V' = (Vi,...,v,) basi per
V = My(b) = PMy(b)P con P = My, (idy) € GL,(R).

Oss. La congruenza rappresenta il cambio di base per forme bilineari.
N. B. Non confondere congruenza B = PAP e similitudite B = P 1AP.
Dim. A = My(b), A’ = My(b). Vv, w € V con coordinate rispettivamente

] U1
v=X=|:|, w=Y=]":!: rispetto a vV
Tn YUn
T v
v=X=|:|, w=Y'=|": rispetto a V' = X = PX’, Y = PY’
Ty, Un
b(v, w) = XA'Y = IXAY = {(PX)A(PY') = X 'PPAPY' = A = PAP.

Spazi vettoriali Euclidei

V' spazio vettoriale Euclideo con prodotto scalare (, ).
Def. Si chiama norma o lunghezza di un vettore v € V il numero

vl € /(v, v).
Oss.

(1) ||v|| ben definita perché (, ) definito positivo: (v, v) > 0.

2) |lvll =20, Vve Velv| =0« v=0,.

(3) (v, v) = |lv|l>.

(4) llevll = ledllvll.
v

5 Oy =
(5) v # Ov = 1)

ha norma 1 (normalizzazione di v).
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Lezione 30 Spazi vettoriali Euclidei

Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Vv, w € V si ha
(v, w)| < lvllllwll.
Inoltre vale L'uguaglianza < v e w linearmente dipendenti.
(v, w)
lwl|?
0L (V+ aw,v + aw) = (v,v) + (v, aw) + (aw, v) + (aw, cw) =

Dim. Se w = 0Oy vale Ll'uguale. Supponiamo w # 0y "> @ .=

(v, w) wwy?
= I + 20w, w) + &2lwl? = [[v? — 282 (0 wy + lwl? =
w2 I
(v, w)?
= i = Tt = @) iRl = 1w, w)l < folliwl
Non dimostriamo L'ultima affermazione. OJ

Disuguaglianza triangolare per La norma. ||v+ w| < ||[v]| + [|w]|.

Dim.
v+ wll? = (v + w, v+ w) = ||v|]* + 2¢v, w) + ||w|]*
< vIIZ 4 2llvillwll + [Jwll? = vl + llw]])>. O

Angolo convesso tra due vettori non nulli. Vv, w eV — {0} =

(v, w) (v, w)
1 Y 1 5 v eo ] te cos® = W
Slviillwl vl w]l
Def. ¥ si chiama angolo tra v e w. Scriviamo % = Jw.
- v, W —
9w ¥ arccos (v, w) (v, w) = ||v]||||]w]|| cos vw
v |[|wl|

N. B. L'angolo non & definito se uno dei vettori € nullo.
Def. v, w € V sono ortogonali se (v, w) = 0. Scriviamo v L w.

Oss. Supponiamo v, w € V — {0y }.
(1) 7w =0 < Ja > 0 t.c. v = aw (proporzionali concordi).

(2) o< rw < g < (v, w) > 0 (angolo acuto).

(3) 7w = g & (v, w) = 0 (ortogonali).

(4) g < vw < T << (v, w) < 0 (angolo ottuso).

(5) 7w =7 < Ja < 0 t.c. v =aw (proporzionali discordi).

2/4



Lezione 30 Basi ortonormali

Esempio. Consideriamo in R? col prodotto scalare canonico i vettori

—~ e
v=1(1,2), w=(=2,1) = ||v|] = ||lw|| =5, (v, w) =0 = 7w = >
Esempio. Consideriamo in R3 col prodotto scalare canonico i vettori -
v=(—1,0,1), w=(0,1,1) = ||v]| = lw]| = V2, (v,w) =1= 17w = 3
Prop. Siano v1,...,vY¢x € V a due a due ortogonali e non nulli. Allora
V1, ..., U SOno linearmente indipendenti.

Dim. Per ipotesi (v;, v;) = 0, Vi # j.
V1 + - - -+ agVx = Oy
(Vi, 011 + - - + agUk) = ai{vs, Vi) = ail|vs]|? = 0.
l|vs|| 7 0 = a; = 0, V14, quindi sono Linearmente indipendenti. O

Basi ortonormali

Def. Una based = (uy, ..., uUn) perV é ortogonale se (u;, u;) = 0,V1i # J.
U € ortonormale se (u;, u;) = 045, V4,7 =1,..., n.
Oss. U ortonormale < U ortogonale e ||us|| =1, Vi=1,...,n.

Oss. Normalizzando una base ortogonale se ne ottiene una ortonormale.

~

Oss. La base canonica di R™ & ortonormale: (e;, ;) = 0.

Ortogonalizzazione di Gram-Schmidt. vy, ..., vn € V linearmente indi-
pendenti = 3Ju, ..., Uun € V ortogonali t.c.
span(vi, ..., V) =span(uy,...,Ux), VK=1,...,n.

Dim. La dimostrazione & costruttiva. Definiamo gli ux in modo ricorsivo.

U1 = V1
A (Uk, Us)
U = Vg — ) ———r U per k = 2.
zgl <'Ul7;yu7;> ’ =
Si pone per definizione w1 = w1, € in secondo Luogo, supponendo di aver
costruito u1, ..., ugx—1, Si definisce ux mediante La formula. Per 7 < k si ha
(Vk, Uj)
Uk, Ui) = (Vg, i) — —— (U5, Uj) = 0
(Uk, Uj) = (Vk, Uj) (uj,uj)< g, Us)
cui si giunge usando la bilinearita e (u;, u;) = 0 per © # 7.
v; € span(u1, ..., u;) € u; € span(vy, ..., V), Vi< k =
span(vi, ..., Uk) = span(uUi, ..., Uk) € Uk 7# Oy. O

Cor. V ammette basi ortonormali se dimV < 0.
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Lezione 30 Basi ortonormali

Esempio.

U1 = V1
o - (321 (4) -3 ()
(U1, u1) 1 2 \—1 2 \1
Normalizzando si ha La base ortonormale per R?
Wy = ur 1 < 1 >
ludll  v2\ 71
W, — Uz _ 1 <1>
luall 2 \1
Oss. I vettori ug possono essere moltiplicati per scalari non nulli preser-
vando Le proprieta dell’enunciato. Questo a volte semplifica i calcoli.

Esempio. U C R* sottospazio vettoriale di equazione
U: 1 — >+ 3+ x4 = 0.

Determiniamo una base di U.
o — tl — t2 — t3

1 —1 —1
T2 =1 |1 e | o
T3 = tQ V1 = ol Uy = 1 , Uz = 0
Uy = U
—1 —1
. —1 1] 1 ~s 1
Ye=v2=5"h =512 2
0 0
—2 —1
Uz =V _—1u 1'u, 12 v 1
3 — 3 2 1 6 2 — 6 _2 _1
6 3
Per determinare una base ortonormale per U basta normalizzare gli u;.
1 —1 —1
U S O VR O O S ORI IO I
1 \/5 8 y 2 \/6 g ' 3 2\/§ _31
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