Lezione 31 Spazi vettoriali Euclidei

Calcoli mediante basi ortonormali

V spazio vettoriale Euclideo, B = (bs, ..., by) base ortonormale
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Pertanto Le formule per il prodotto scalare e La norma rispetto ad una
base ortonormale coincidono con Le analoghe formule per R™ col prodotto

scalare canonico. Le coordinate rispetto ad una base ortonormale sono i
prodotti scalari con i vettori di base.

Prop. VA € M,(R) simmetrica definita positiva = 3 P € GL,(R) t.c.
A =1PP. Quindi det A > 0.

Dim. bs: R™ X R®™ — R prodotto scalare = 3IB = (b1, ..., bn) base orto-
normale per R™ rispetto a bp = Mg(ba) = I, congruente ad A "~ P =
ME (idgn) € GLA(R) ~M» A =PI, P = PP = det A = (det P)2 > 0. O

Esempio. Consideriamo il prodotto scalare su R? indotto dalla matrice
21
a=(7 1)

Abbiamo gia visto quest’esempio e sappiamo che A é definita positiva. La
base canonica di R? non é ortonormale. Usiamo Gram-Schmidt

U = e;
w=e—eiu= (1) -300) ~ (%)
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U1 1 1
luall = V3 by = 4 = <>
lusll 2 \0
U»> 1 —1
”'UQ” = \/t'U,QA’U,Q = \/§ b = = < >
luall 2\ 2
B = (b1, by) base ortonormale = A =P con P = (b; by)" 1.
Completamento della base ortonormale. dmV =n eu,...,ux € V
vettori ortonormali = I Ukt1,...,Un € V t.Cc. (U1,...,Un) base ortonor-
male per V.
Dim. Completiamo w1, ..., Ux ad una base per V aggiungendo certi vettori
Vk+1, - - -, Un. Applicando Gram-Schmidt e normalizzazione a
uly---ru/ﬂyvk-i-lr---v’u’n
i primi kK vettori non cambiano perché ortonormali tra Loro "~ Uy, ..., Un
base ortonormale per V. OJ

Sottospazi vettoriali ortogonali. Due sottospazi vettoriali U W C V
sono ortogonali se {(u,w) =0, Vu € U e Vw € W. Scriviamo U L W.

Oss. U L W & ogni vettore di U é ortogonale ad ogni vettore di W.

Complemento ortogonale. U C V sottospazio vettoriale

Ut {vev|@u) =0, Vu e U}
Def. UL é detto complemento ortogonale o anche solo ortogonale di U.
Oss. UN U+ = {0v}. Infatti Vv e UN U+ = (v,v) =0 = v = Oy.
Teor. U+ C V é il pit grande sottospazio vettoriale di \V ortogonale a U.
Dim. 0, € U+ dato che (Oy,u) =0. Vv, w € U+, Va,B ER, Vu € U =

(av 4+ Bw, u) = (v, u) + B{w,u) =0 = av+ Pw € U+ O
Teor. SedimV < oo allora dimU+t = dimV —dimU.
Dim. (u1, ..., ux) base ortonormale per U "~ U1, ..., Un COMpletamento
ortonormale = (Uk+1, ..., Un) base per Ut = dimU+ =n — k. O

Cor. Dato U C V sottospazio vettoriale, Vv € V = Ilvy € U, vyr € Ut
t.c. v =vy + vyr.

Dim. (u1, ..., Un) base ortonormale per V ottenuta come nella dimostra-
zione precedente: U = span(uy, ..., ux), Ut = span(Ugt1, ..., Un) ">
k n
v =) (U, Ui Us, vur = ) (U, Us)Us. O
i=1 i=k+1
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Oss. B = (by,...,by) base ortonormale per V, ai,...,a, € R non tutti
nulLlLi

u: ciz1+---+apzy, =0
dimU =n — 1 (iperpiano vettoriale)
V= oub1 + -+ anb, base di Ut

infatti L'’equazione di U € il prodotto scalare tra il vettore di coordinate
(a1, ...,oan) e il vettore di coordinate (z1,...,Zn).

Piu in generale i vettori riga della matrice di un sistema Lineare omogeneo
generano L'ortogonale dello spazio delle soluzioni (e ne sono base se in
numero uguale al rango della matrice).
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