Lezione 33 Geometria affine

Sottospazi affini

V spazio vettoriale reale o complesso (K = R oppure C).
Def. Dato v € V, la traslazione di vettore u € L'applicazione
ty:V =2V
tuw(v) = u + v.
Oss. t,(0y) = u.

Prop. Valgono le seguenti proprieta:

tov - id\/
tu o t'w == tu+w
tyt =ty

Lle traslazioni sono biiettive.

Dato A C V denotiamo il suo traslato mediante uw € V con
def

u+A=ty(A)={u+ala€ A} C V.

Def. Un sottoinsieme L C V € detto sottospazio affine di V se ALy C V
sottospazio vettoriale e du € V t.c. L = u+ Lqg. Lo € detto giacitura di L.

Poniamo dim L ¥ dim Lo.

dimL =0 Punto.
dimlL =1 Retta affine.
dimL = 2 Piano affine.

Oss. I sottospazi affini sono i traslati dei sottospazi vettoriali.
Vettoriale <= affine. Un sottospazio affine L C V & vettoriale < 0y € L.

In particolare V stesso € sottospazio affine e si chiama anche spazio affine.
Oss. I sottospazi affini non sono vuoti.

Prop. Dati Lo C V sottospazio vettoriale e uw € V = 3l L C V sottospazio
affine passante per u e con giacitura L.

Dim. Bastaporre L =u+ Lo = u=uu-+ 0y € L. O

Teorema di struttura per sistemi lineari. Sia S: AX = B un sistema
lineare compatibile, con A € Mmpn(K), B € K™. Allora >s C K" é un
sottospazio affine con giacitura Lo spazio delle soluzioni >s, del sistema
omogeneo associato Sp: AX = Ogm. Quindi dim Xs = dim Xs, = n—rg(A).

Dim. Xs, = ker L, C K" sottospazio vettoriale, dimXs, = n — rg A.

Scegliamo una soluzione s € X s (esiste perché S compatibile) = As = B.
VE Xs S AU=B =As S 0gn = AU —As = AU —5) & v —S € Xg,
SUVESH s, => 2s=8+4+ 25, OJ
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Lezione 33 Geometria affine

Equazione vettoriale. [ C V sottospazio affine passante per u € V e
con giacitura Lo. Scegliamo una base (w1, ..., W) per Lo.

L:'U:tl'wl—l—---—i—t,c'w,c—l—u

é detta equazione vettoriale di L. Al variare dei parametri t1,...,tx € K si
ottengono tutti i punti di L.

Equazione parametrica. B = (b;,..., b,) base per V.
L'equazione vettoriale di L si scrive come

L: X =t1A1+ -+ tcAc+ B
dove X ¢€ il vettore delle coordinate di v, A; di w; e B di u, rispetto a B.
T1 = a1t + -+ - + Qikle + b1

In = anltl + Tt + ankt/c + bn
sono dette equazioni parametriche di L dove

T Q1j b1
X=|11,A=|:1], B=
Equazione cartesiana. Eliminando i parametri tq, ..., tx dalle equazioni

parametriche si ottengono le equazioni cartesiane

C11Z1 + -+ CinTpn = s

Cm1T1 + ** + CmnTn = Am

L é l'insieme dei punti Le cui coordinate soddisfano questo sistema Lineare.
Lo € rappresentato dal sistema omogeneo associato.

Pertanto otteniamo L'inverso del Teorema di struttura: ogni sottospazio
affine di K™ & Lo spazio delle soluzioni di un sistema Lineare compatibile.

Intersezione. L, T C V sottospazi affini =
LNT={vev|ivelLeveT}CV
sottospazio affine oppure vuoto. Infatti mediante equazioni cartesiane
L: AX =B AX = B

T:CX=D LﬂT:{CX:D
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Lezione 33 Geometria affine

Def. Due sottospazi affini L e T C V con giaciture risp. Lo € Tg sono
(1) incidenti se L N'T # 0;

(2) disgiunti se LNT = 0
(3) paralleli se Lo C To oppure To C Lo, e scriviamo L || T;
(4) L e T sono sghembi se sono disgiunti e non paralleli.

Teor (“Postulato delle parallele”). Supponiamo dimV < oo. Sia L C V un
sottospazio affine e w € V un punto qualsiasi. Allora ' T C V sottospazio
affinet.c. w €T, T || L edmT =dmL.

Dim. Lq giacitura di L ~~» T = u + Lo. O
Oss. SedimL =dimT allora L || T < Lo = To.

Per capire La posizione reciproca di due sottospazi affini si scrivono Le
equazioni cartesiane e si studia il sistema formato da tutte Le equazioni
messe insieme. Si applica Rouché-Capelli per capire La compatibilita e La
dimensione dell'intersezione (se non vuota).
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Geometria affine

Indichiamo con A La matrice del sistema di tutte Le equazioni coinvolte e

con A la matrice completa.

Rette in R?

Due rette in R? hanno equazioni
r: ar+ by =c
s: de+ey=7Ff

r=ssergA=1 3
r || s e disgiunte sergA=1ergA =2
rNs=puntosergA=2.

Sottospazi affini di R3

Due piani.
L: ax+by+cz=4d
T: ec+ fy+9gz =~h
L=TsergA=1 B
L || T edisgiuntisergA=1ergA =2
LNT =rettasergA = 2.

Retta e piano.
. ar +by+cz=da
ez 4+ by+cdz=4a
L: ex+ fy+g9gz=~h

rCLsergA=2 3
r || L e disgiuntisergA=2ergA =3
rNL =puntosergA = 3.

Due rette.

T_{a:z;+by+cz=d s.{ecc+fy+gz=h,

ax+by+cz=d

r=ssergA=2>2 B
T || s e disgiuntesergA=2ergA =3
%= 3

T NS = punto se rg A~: rg A
r e s sghembe se rg A = 4.

eT + f'y+g'z=~H
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