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Trasformata Z

Analisi dei sistemi LTI con la 
trasformata Z
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Sommario

 Definizione della Trasformata Z

 Regioni di convergenza

 Proprietà della Trasformata Z

 Analisi dei sistemi LTI con la Trasformata Z

 Regole di antitrasformazione
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Motivazioni

 Estendere il campo di applicazione della DTFT

 Soluzione equazioni alle differenze

 Analisi sistemi LTI con condizioni iniziali non nulle
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Autofunzioni 

Per un sistema LTI tempo discreto il segnale:

  nznx  jezzcon 
è un autofunzione

 nx  ny
 nh

     





k

knxkhny

     znhzH

n

n






 





k

knzkh  





k

kn zkhz   

     zzH n

nz      zzH n

Come già visto:
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Definizione

Dato un segnale x[n], l’operazione:      znxzX

n

n






definisce la trasformata Z di x[n].

Osservazione:

X(z) è una funzione complessa di variabile complessa
ed è definita tramite una serie di potenze

     









 
1n

n

0n

n znx znxzX

Converge in una regione 
esterna ad una circonferenza

1rz 

Converge in una regione 
interna ad una circonferenza

2rz 



TEORIA DEI SEGNALI                                                                                             LAUREA IN INGEGNERIA ELETTRONICA E INFORMATICA 6

Definizione

Dato un segnale x[n], l’operazione:      znxzX

n

n






definisce la trasformata Z di x[n].

Osservazione:

X(z) è una funzione complessa di variabile complessa
ed è definita tramite una serie di potenze
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n znx znxzX
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1rz 

Converge in una regione 
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Convergenza

1r

 zIm

PIANO z

 zRe
2r 2r

 zIm

PIANO z

 zRe
1r

21 rr  21 rr 
Esiste una regione 
di convergenza

Esiste la trasformata Z

Non esiste una regione 
di convergenza

Non esiste la trasformata Z
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Osservazione

Ponendo z = rej si ha che:

    





n

njnj ernxreX 

Questa relazione mostra che:

       nrnxFnxZzX 

      zXnxF jez 

(ammesso che X(z) converga in z = ej )
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Trasf. Z – Trasf. di Fourier

 zIm

PIANO z

 zRe
1

 zIm

PIANO z

 zRe
1

La circonferenza di raggio 
unitario appartiene alla 
regione di convergenza

Esiste la trasformata 
di Fourier

La circonferenza di raggio 
non unitario appartiene alla 
regione di convergenza

Non esiste la 
trasformata di Fourier

Quindi: 

La trasformata di Fourier di un segnale coincide con la sua trasformata Z
calcolata sulla circonferenza di raggio unitario del piano complesso z
(purché questa circonferenza appartenga alla regione di convergenza di X(z)).
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Esempi

x[n] = an u[n]

  





0n

nnzazX    
az

z

za1

1
1 





 





0n

n1za

az1za  per 1 

Funzione razionale, 
caratterizzata da zeri e poli  zIm

PIANO z

 zRe
1a
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Esempi

x[n] =  an u[ n1]

  









 
1n

nn
1

n

nn zazazX

az1za  per  1 

 





0n

n1za1

   
za1

za

za1

1
1 

1

1

1 



 





    

az

z

za1

1
 

1 







 zIm

PIANO z

 zRe
1a

Attenzione:

stessa espressione analitica,   
differente regione di    
convergenza!
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Esempi

  nbnx 

0 2 4 6246

1b0 

0 2 4 6246

1b 

     1nubnubnx nn  
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b

Esempi

b

1 bb

1

  nbnx 

 zIm

PIANO z

 zRe
1

1b

 zIm

PIANO z

 zRe1

1b
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Esempi

 




 

altrimenti        0

0a     1Nn0      a
nx

n ,

n
0 2 4 6

6N

70a


 .

  





1N

0n

nnzazX

 0z    
az

az

z

1 NN

1N






 zIm

PIANO z

 zRe
a

Polo di ordine N – 1
nell’origine

 
1

N1

za1

za1









N – 1 zeri di modulo a
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Regione di convergenza

Forma della regione di convergenza:

1) Segnale ‘destro’: regione esterna ad una circonferenza.

(Poli interni a detta circonferenza)

2) Segnale ‘sinistro’: regione interna ad una circonferenza.

(Poli esterni a detta circonferenza)

3) Segnale ‘bilaterale’: corona circolare .

(Poli esterni a detta corona circolare)

4) Segnale di durata finita: tutto il piano z (escluso al più 
l’origine e/o il punto all’infinito).
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Proprietà della trasformata Z

       zXnx          zXnx 2

Z

21

Z

1  ,

a) Linearità

       zbXzaXnbxnax 21

Z

21 

   zXnx
Z


b) Traslazione nel tempo

    0n
Z

0 zzXnnx 

Regione di convergenza:    21 XRCXRC 

Regione di convergenza:    0zXRC
eventualm


.
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Proprietà della trasformata Z

c) Scalaggio in z

   zXnx
Z
   










0

Z
n
0 z

z
Xnxz

Regione di convergenza:   zXRCzRC 0

   nxZ  se ,az in polo un ha 

  nxzZ n
0 0azz  in polo  un ha 

Significato:

 zImPIANO z

 zRe1

  zXRC

30

 zImPIANO z

 zRe1


















0z

z
XRC

6
j

0 e
2

1
z
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Proprietà della trasformata Z

   zXnx
Z


d) Inversione temporale

  







z

1
Xnx

Z

Regione di convergenza:
  zXRC

1

z

1
XRC 

















Significato:

  
















z

1
XRC

z

1
allorazXRCzse

0
0 ,
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Proprietà della trasformata Z

e) Convoluzione

   

    22

Z

2

11

Z

1

RRCzXnx

RRCzXnx





          2121

Z

21 RRRCzXzXnxnxny 
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Proprietà della trasformata Z

Significato

 nx  ny nh

     
  nto)trasferime (di  sistemadi funzionezH

zHzXzY

  



    x

Z
RRCzXnx 

f) Derivata rispetto a z 

   
x

Z
RRC

dz

zdX
znxn 

Es:
  az

az1

1
nua

1

Z
n 






 
 

az
az1
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dz

d
znuna
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1

Z
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Proprietà della trasformata Z

g)  Sistemi LTI caratterizzati da una equazione alle differenze:

   



M

0k

k

N

0k

k knxbknya

     zXzbzYza
M

0k

k
k

N

0k

k
k 







 

Analoghi ai sistemi tempo continuo descritti da equazioni differenziali

Per essi:

   
 














N

0k

k
k

M

0k

k
k

za

zb

zX

zY
zH  

 zH Funzione razionale in z-1 ( o in z )
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Proprietà della trasformata Z

g) Formula generale di antitrasformazione

       rnxFerXzX nj       j1n erXFrnx  

       







 





2

njj

2

njjn dererX
2

1
deerX

2

1
rnx

jrez 

(integrazione lungo una circonferenza nel piano z, di 
centro l’origine, inclusa nella regione di convergenza)

     dzzzX
j2

1
nx 1n



djredz j dzz
j

1
d 1
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Proprietà della trasformata Z

     dzzzX
j2

1
nx 1n



Il segnale x[n] risulta “somma” (integrale) di funzioni zn (o, il 

che è lo stesso, di funzioni zn-1), ciascuna pesata dal termine:

 dzzX
j2

1

 zIm

PIANO z

 zRe
1a

 zIm

PIANO z

 zRe
1a

Esempio di percorso di 
integrazione
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Proprietà dei sistemi

a) Stabilità

Se un sistema LTI è stabile   


n

nh esiste  jeH

La circonferenza di raggio unitario deve 
appartenere alla regione di convergenza

b) causalità

Condizione necessaria: 

h[n] deve essere un segnale destro

RC esterna ad una circonferenza

  0nper0nh 

Se H(z) è una funzione razionale in z,

DN gradogrado 

   
 zD

zN
zH 
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Antitrasformazione

(per studenti volonterosi)

Verificare che:  nuaazRC
az1

1 n
1


 

):(

NB.:     Resj2dzzf
C

 residui dei poli interni a C

 






dz

az

z

j2

1
dzz

az1

1

j2

1 n
1n

1 

az

zn



Per n < 0:
un polo semplice in z = a 

un polo di ordine n in z = 0

Per :0n  un polo semplice in z = a 
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Antitrasformazione

(per studenti volonterosi)

Per un polo in z0 di ordine n:          





















zfzz

dz

d

1n

1
zfRes n

01n

1n

zz 0 !
lim

 zIm

PIANO z

 zRe
1a

 zIm

PIANO z

 zRe
1a

0n 
     n1n

1n

0z0zin a

1

az

1

dz

d

1n

1
zfRes 




























 !
lim

  0Resnx 
 zIm

PIANO z

 zRe
1a

 zIm

PIANO z

 zRe
1a

0n       nn

azazin
azzfRes 


lim

  naResnx 

    
n

n

azazin a

1
zzfRes 


lim
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Antitrasformazione

Alcuni casi notevoli:

 










 azRC

azRC

az1

1
zX

1 :

:    nuanx n
   1nuanx n 

(valida anche se a è complesso)

Sia X(z) una funzione razionale a coefficienti reali in z-1

   
 1

1

0
1n

1n
n

n

0
1m

1m
m

m

zD

zN

bzbzb

azaza
zX
























I poli saranno reali o a coppie complesse coniugate
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Esempio

 
21
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Esempio
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Poli semplici reali

a) X(z) ha solo poli reali p1, p2, ...semplici

Dividendo N e D per b0:

 
1zdzd

czczc
zX

1n
1n

n
n

0
1m

1m
m

m



















0

i
i

0

i
i b

b
d

b

a
c 

      1
n

1
2

1
1

0
1m

1m
m

m

zp1zp1zp1

czczc
zX
















Sia m<n 

Convenzione: si intende che   i
1 pzper0zD 
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Poli semplici reali

      1
n

1
2

1
1

0
1m

1m
m

m

zp1zp1zp1

czczc
zX
















       1
n

n
1

2

2
1

1

1

zp1

A

zp1

A

zp1

A
zX

 






 

Sviluppo in frazioni parziali:

 nupA n
ii

 1nupA n
ii 

Ciascun termine corrisponde a

RCdirp mini 

RCdirp maxi 
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Poli semplici reali

       1
n

n
1

2

2
1

1

1

zp1

A

zp1

A

zp1

A
zX

 






 

Nel caso di poli semplici:

    
 

 
 1

n

1
1n

1
2

1
12

1
1

1
zp1

zp1A

zp1

zp1A
Azp1zX


















 

Pertanto:   
1pz

1
11 zp1zXA




  
kpz

1
kk zp1zXA


e in generale:

Determinazione dei coefficienti
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Poli semplici complessi coniugati

b) X(z) ha anche poli complessi z1, z2, ...semplici

In questo caso se        è un polo, lo è anchekz 
kz

       










 1
k

k
1

k

k

zz1

B

zz1

B
zX

Ogni coppia di poli complessi coniugati dà luogo alle frazioni:

cui corrisponde (ad es. per segnali dex):

 nuzBzB
n

kk
n
kk 






  

Posto: kk j
kk

j
kk ezzeBB  

   nunzB2 kk
n

kk  cos
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Poli con molteplicità > 1

c) X(z) ha anche poli di molteplicità > 1

 
      n21 1

n
1

2
1

1

0
1m

1m
m

m

zp1zp1zp1

czczc
zX  















esimoipolodeltàmolteplici1i 

Esempio con 2i 

   


21
i

2i
1

i

1i

zp1

B

zp1

B







Nello sviluppo in frazioni parziali appariranno i termini:
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Poli con molteplicità > 1

       21
i

2i
1

i

1i

zp1

B

zp1

B
zWzX









Per il termine 2iB   
ipz

21
i2i zp1zXB





Per il termine 1iB

        2i
1

i1i
21

i
21

i Bzp1Bzp1zWzp1zX  

  
       i1i

1
ii

21
i1

21
i1

pBzp1zWp2zp1zW
dz

d

zp1zX
dz

d







 







Pertanto:    



 








 



21
i1

i
1i zp1zX

dz

d

p

1
B
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Poli con molteplicità > 1

Al termine:  21
i

1
i

zp1

zp






corrisponde il segnale:

 
  i

n
i

i
n
i

pzRC1nunp

pzRCnunp





Pertanto a                               corrisponde il segnale: 21
i

2i

zp1

B



   
    i

n
i2i

i
n
i2i

pzRC2nup1nB

pzRC1nup1nB
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Considerazioni
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Trasformata unilatera

   
0

n

n
X Z x n z


 


 

Dove x[n] può estendersi da -∞ a +∞

Quindi se x[n] è diverso da 0 per n<0, la trasformata 
unilatera può essere diversa da quella bilatera.

In questo modo è possibile tener conto di condizioni 
iniziali diverse da 0.

         
1

1 1
0

m
n m

n
x n x n m X Z x n m z z X z


   


     

         1
1 11 1x n x n X Z x z X z       

Esercizio: determinare un’espressione esplicita dei numeri di Fibonacci, essendo

y[n]=y[n-1]+y[n-2], y[-1]=1, y[-2]=0. 
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Riassunto

Per un sistema LTI tempo discreto il segnale:

  nznx  jezzcon 
è un autofunzione

 nh
nz      zzH n

Trasformata Z di  x[n]:      znxzX

n

n






      zXnxF jez Se X(z) converge in z = ej

Alla trasformata Z di un segnale è associata una regione di convergenza
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Riassunto

Proprietà della Trasformata Z

a) Linearità

   zXnx
Z
b) Traslazione nel tempo     0n

Z

0 zzXnnx 

c) Scalaggio in z    zXnx
Z
   










0

Z
n
0 z

z
Xnxz

   zXnx
Z
d) Inversione temporale   








z

1
Xnx

Z

e) Convoluzione    

    22

Z

2

11

Z

1

RRCzXnx

RRCzXnx





          2121

Z

21 RRRCzXzXnxnxny 

    x

Z
RRCzXnx 

f) Derivata rispetto a z 
   

x

Z
RRC

dz

zdX
znxn 
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Riassunto

Condizione necessaria: 

h[n] deve essere un segnale destro

RC esterna ad una circonferenza

b) causalità   0nper0nh 

Se H(z) è una funzione razionale in z,

DN gradogrado 

   
 zD

zN
zH 

a) Stabilità La circonferenza di raggio unitario deve 
appartenere alla regione di convergenza

Proprietà dei sistemi


