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(1) (6 punti) Si consideri il seguente sistema lineare dipendente dal parametro reale ↵ 2 R:
8
><

>:

↵x� y = �1

x+ 2y � z = 1

2x� ↵y + z = 1� ↵.

Si determinino i valori di ↵ per cui il sistema lineare è compatibile e ha insieme delle soluzioni dipendente da un parametro.
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È m sa in 3 incognita , quindi per Ronché-Capelli è compatibile con generic
soluzione dipendente

de un perometro rgA = rg(Alb) = C (#perometi 3-rgA) .

Osserva
,

inoltre
,

de A è quadrate 3x3
,

e
il suo f

2 det A = 0.

A = ( -
-

(
c=

- 1 ,
detA = 4(2 - d + 1( + 2) = -

a + 26 + 3 = 0

1

1 = 4 +12 = 16
, =

5
=

P =

40x = b
,
(Alb) =( )Ee- :f) Fit

2

(-i)IO I => rgA = 2 = ry(Alb)O - 7· (
O O

=> per s = 3
le condizioni sono soddisfatte

(Prat
,

(Alb)= f) Ö) e

O

(:i (2) = +A = 2 = ug(A )
00

=> il S2 è compatibile con generica sola. dipendente de 1 parametro per 4 = 3 e d : -1.
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(2) Sia f : R3 ! R3 l’applicazione lineare definita da

f

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
x1 + 2x2 + x3

x1 � x3

�x1 + x2 + 2x3

1

A .

(a) (2 punti) Si scriva la matrice A = ME
E (f) di f nella base canonica E di R3 e si determini il suo rango.

(b) (3 punti) Si determini una base ortonormale di Imf rispetto al prodotto scalare standard.

(c) (3 punti) Si determinino, motivando la risposta, delle equazioni cartesiane per il sottospazio ortogonale (Imf)? e
una sua base ortonormale.

f(i) = (i) , f(i) = (i) ,
f(i) = (i)

A =MB(t = (1) , i (2)
I ( i e (

= PfA = 2

Inf = Spen((i) , (i) ; osservo de (i) , (i)) = 12 + 1 . 0 + 1 . 1 = 1 0

=> uso
Gram-Schmidt

;
sie v

.

= (i) , = (3) : Will
=T = i

=>
pongo a : (i) = ( ) ; cons. En =< in

,
4 4

= Croto - Fae
= E() = (isd

+ 16
poi - ,

= (p)-(13) = ( ) ; infine 15 Fall +'/ =T =

= Un := (53) =(i) =a base orbronde unse

die Inf = rfA = 2 = die (Inf)" = 3-2 =1

un vetbre ~e (Imf)" è ortogonale a una bese

d Inf<0
, (i) = 0 = <0

,(

al piedee le componenti sons nume

più semplici

v
= (2) :

S
best :

(1) ;l (3) Il =I
x + y

- z = 0

2x +z = 0 base ortozonal (c
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(3) Si consideri la matrice

Ca,b =

0

@
1 0 0
2a 2� b �2 + 2b
a 1� b �1 + 2b

1

A .

• (4 punti) Si determinino i valori di a 2 R e b 2 R per cui Ca,b è diagonalizzabile.

• (4 punti) Per tali coppie di valori di a 2 R e b 2 R si determini un base di autovettori per LC .
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(4) (6 punti) Sia V uno spazio vettoriale su un campo K e sia f : V ! V un endomorfismo. Supponiamo che esistano
due vettori non nulli v, w 2 V , v 6= 0V , w 6= 0V , tali che

f(v) = w, f(w) = v.

Si dimostri che f ammette un autovettore.

(5) (6 punti) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su un campo K. Si dimostri che se v1, . . . , vk sono autovettori
relativi a k autovalori distinti �1, . . . ,�k (�i 6= �j per i 6= j), allora v1, . . . , vk sono linearmente indipendenti.


