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(1) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su un campo K, e sia B = {v1, . . . , vn} una base di V .
Sia f : V ! V l’endomorfismo tale che (MB

B (f))ij = 1 per ogni i = 1, . . . , n e per ogni j = 1, . . . , n.
(a) (2 punti) Si determini il rango di f .
(b) (2 punti) Sia u = v1 + · · ·+ vn. Si calcoli f(u).
(c) (4 punti) Si dica, giustificando la risposta, se f è diagonalizzabile.
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(2) (6 punti) Per quali valori del parametro k 2 R la matrice
0

@
1 0 0
2k 2 1
k 1 2

1

A

è diagonalizzabile? Per tali valori si determini una base di R3 formata da autovettori.



3

(3) (6 punti) Si determinino i valori del parametro a 2 R per cui il seguente sistema lineare compatibile:
8
<

:

x� ay + 2az = a
�x+ (a+ 1)y � (2a+ 2)z = a
�x� y + 3z = a.

Per tali valori di a 2 R, si determini la generica soluzione del sistema.

(4) Sia A 2 Mn(K) una matrice quadrata.
(a) (2 punti) Si dimostri che se � è un autovalore di A, allora A2 ammette un autovalore, giustificando la risposta.
(b) (2 punti) Si dimostri che se � è un autovalore di A, allora � è anche un autovalore di tA. Questo vale anche

per gli autovettori?
(c) (2 punti) Si dimostri che se � è un autovalore di A, e A è invertibile, allora A�1 ammette un autovalore, giustificando

la risposta.
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(5) Sia V uno spazio euclideo o unitario di dimensione finita
(a) (4 punti) Si dimostri il Teorema di Gram-Schmidt: ogni base ortonormale di un sottospazio W ✓ V si prolunga

ad una base ortonormale di V .
(b) (2 punti) Si dimostri che V = W �W?.
(c) (2 punti) Si dimostri che ogni spazio euclideo o unitario ammette una base ortonormale.


