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1 Integrali generalizzati

Definizione 1.1 (Funzione integrabile secondo Riemann). Sia f:I:=[a,b] c R — R limitata, J € N e consi-
deriamo la partizionedi I

J b-a b-a
I:I_l[j, Ij2= a—+ (j—l),a+ j,
=1 J
consideriamo le somme parziali superiori ed inferiori definite come
J J
2y:= ) |Ij|sup f () o= )Y |I;] inf f (%)
j:l XEIj ]:1 XEI]'

Se esiste, finito, il limite
limoj;=lim%;=7,
J—o0 J—o0

allora f e R-integrabile in [a, b) e sia ha che

b
f fx)dx:=1.
a

Definizione 1.2 (Funzioni Riemann integrabili). Ricordiamo che dato un insieme chiuso e limitato K c R
(che possiamo assumere essere un intervallo senza perdita di generalita) definiamo con

R(K;R):={f: K — R | f Riemann-integrabile in K} .

Osservazione 1.3. * Ricordiamo che nella teoria dell'integrale secondo Riemann una funzione integra-
bile & automaticamente limitata;

 Eimmediato che C (K;R) c R (K;R);
* L'esempio canonico di funzione non integrabile ¢ la funzione di Dirichelet 1g.

Definizione 1.4 (Funzioni integrabili in senso generalizzato in domini illimitati). Consideriamo una fun-
zione f : [a, +o0o0) — R appartenente allo spazio

feRa,c;R),

c>a

Se esiste finito il limite .
lim | f(x)dx
a

C—00

allora si dice che f & integrabile in senso improprio (0 in senso generalizzato) in [a, +00) o che f & aintegrale
convergente, e si definisce

+00 C
f f(x)dx::clggof F 0 dx.

In tal caso scriviamo
feR(a,+oo);R).

Data g: (—oo, b] — R, tale che
ge [ R(lcbl;R),

c<b

se esiste finito il limite

b
lim f f(x)dx
c

C——00

allora si dice che g € integrabile in senso improprio (o in senso generalizzato) in (—oo, b] o che f € aintegrale
convergente, e si definisce

b b
f_oog(x)dx:cgl_noofc g () dx,
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e scriviamo

g€ R ((—oo,bl;R).

Data una funzione % : R — R integrabile in ogni intervallo, si dice che h & integrabile in senso improprio (o
in senso generalizzato) in R se esiste a € R tale che

heR((—oo,al;R) NR ([a,+00);R) =: R (R;R).

Osservazione 1.5. Quest’'ultima definizione non dipende dalla scelta di a € R, come si verifica facilmente
utilizzando la proprieta di additivita dell’integrale. Inoltre, se f & integrabile in R, allora

+o00o [
f f(x)dx:cggloof fx)dx. (1.1)

Osservazione 1.6. Non ¢ vero che la condizione nel lato destro di (I.1) implica che f sia integrabile in R;
basta considerare la funzione f (x) = x o f (x) = sinx.

Esempio 1.7. Dato « > 0, la funzione f (x) = x~® & integrabile in [1, +o0) se e solo se a > 1. Infatti
1-a_
fcx_“dx ) CTal’ sea#1
1 logc, sea=1

. ¢ —a +o00, seac<l1
lim x %dx=
1

c—+00o 1
1 sea> 1

da cui

Definizione 1.8 (Funzioni illimitate integrabili in senso generalizzato). Si consideri una funzione f: [a, b) —
R, f € Neea,p R ([a, cl;R). Se esiste finito il limite

c
lim | f(x)dx
c—b~ a

allora si dice che f € integrabile in senso improprio (o in senso generalizzato) in [a, b) o che f € R (la, b);R),
e si definisce

b c
f fx)dx:= lim f f(x)dx
a c—b~Ja

Analogamente possiamo definire funzioni appartenenti allo spazio R ((a, b];R). Dato xg € I definiamo lo
spazio R ([a, b] \ {xo};R) := R ([a, x0); R) N R ((xo, b];R).

Osservazione 1.9. Le definizioni precedenti sono utili quando f non sia estendibile con continuita all'in-
tervallo chiuso [a, b], dato che in tal caso I'integrale [, : f (x)dx e gia definito dalla teoria dell’integrazione;
osserviamo che, per la continuita della funzione integrale, in questo caso integrale improprio e integrale
usuale coincidono. La definizione si applica principalmente al caso di funzioni illimitate in un intorno di
uno degli estremi dell’intervallo.

Esempio 1.10. Dato a >0, la funzione f (x) = x~% & integrabile in (0, 1] se e solo se a < 1. Infatti

1 1_Cl—a
B —_— sea #Zl
[ adx:{
C

—loge, sea=1

da cui

lim

LR +oo, sea=1
L | x dx =
c—0 c

T’ sea<l1

1

Osservazione 1.11. Notiamo che la funzione x — x™* non e integrabile in [-1,0) N (0, 1], tuttavia

—Cdx Ldx
f —+ —=0 VYce (0,1).
-1 X Cc X



Osservazione 1.12. Dalle definizioni date seguono facilmente le proprieta di linearita e di monotonia per
gli integrali impropri. Non & invece detto che il prodotto di funzioni integrabili in senso improprio sia una
funzione integrabile in senso improprio: f (x) = \% e integrabile in senso improprio in (0, 1Jma (f f) (x) = %
non lo e.

Quando i limiti introdotti in tutte le definizioni precedenti esistono e sono infiniti, si parla di integrali
divergenti. Ad esempio, data f €(N~q R ([a, c];R), se

C C
lim fx)dx=+00 o lim fx)dx=-oc0
cC—00 a cC—00 a

sidice che f ¢ a integrale divergente, e si definisce rispettivamente

+00 +0o
f fx)dx=+0c0 o f f(x)dx=-oc0
a a

Da quanto visto, si ha allora che la funzione f (x) = x™® in [1, +00) & a integrale convergente se « > 1 e a
integrale divergente se @ < 1; f (x) = x~% in (0, 1] & a integrale convergente se « < 1 e a integrale divergente
sea=1.

Proposizione 1.13 (Criterio del confronto). Sia a € R e siano f,g € Np=a R ([a, b];R), e supponiamo esiste
Xo=ataleche0 < f(x) < g(x), perognix = xy. Seg € R ([a,00);R) allora f € R ([a,00);R). Viceversa, sefea
integrale divergente in [a, +00), allora lo é anche g.

Dimostrazione. Per 'additivita dell'integrale e sufficiente provare la tesi sulla semiretta [xp, +00). La fun-
zione F(c) = fxco f(x)dx & crescente, per la positivita di f e la monotonia dell'integrale. Dunque esiste
lime— 400 fxco f(x)dx = sup -y, fxco f(x)dx, quindi la funzione f & a integrale convergente o divergente a
seconda che il limite sia finito o +oco. Lo stesso vale per G(c) = f xco g (x)dx.

Se g e integrabile in [a, +00), allora per ogni ¢ = x, si ha

Cc C +00
[f(x)dxs/ g(x)dxsf gx)dxeR

Allora F(c) & superiormente limitata e quindi lim,_. ;. /| xco f (x)dx e finito. Sia ora f a integrale divergente.
Siha che lim,_. ;o fxco f (x)dx = +oo. Dato che fxco gx)dx= fxco f(x)dx, sihalim,_ fxcn g(x)dx=+oo. O

Osservazione 1.14. Dagli argomenti usati nella dimostrazione della precedente proposizione segue che se
una funzione f ha segno costante, allora esiste il lim;_.o, [, ; f (x)dx e quindi f e a integrale convergente o a
integrale divergente.

Proposizione 1.15. Sia f : [a,+oo0) — R integrabile in [a, b] per ogni b > a. Se |f| e integrabile in [a, +0),
alloralo é anche f e
+00
f f(x) dx
a

Dimostrazione. Si possono rappresentare le funzioni f e | f | in funzione delle funzioni f; = max{f,0} e
f- =—-min{f,0}. Precisamente, siha f = f. — f_ e |f| = f + f-. Datoche 0 < f. <|f| e 0= f_ < |f], dalla
Proposizione[I.13|segue che f, e f_ sono integrabili in [, +0c0), dunque lo & anche f che si esprime come
loro combinazione lineare. La disuguaglianza segue al solito dalla monotonia dell’integrale. O

sfa+oo|f(x)|dx

Alla luce della Proposizione(1.15} la Proposizione(1.13|si rivela utile anche per funzioni f che cambiano
segno; lo si applica a | f | e se si ottiene che | f| & aintegrale convergente allora lo € anche f. In particolare
dal confronto con le potenze negative si deduce il seguente risultato:

Corollario 1.16. Sia a > 0;

i Sia f € Np=qR ([a,bl;R). Se esistono a > 1 e M > 0 tali che |f(x)| < Mx™“ per ogni x = a allora f €
R ([a,00);R).

ii Seesiste m >0 tale che f (x) = mx™! per ogni x = a allora f & a integrale divergente in [a, +0c0).



Dimostrazione. Dalla Proposizione e Esempio si ha che nel primo caso | f | e integrabile in [a, +o0)
e quindi pure f, grazie alla Proposizione(l.15| mentre nel secondo caso f € a integrale divergente in [a, +00).
O

Osservazione 1.17. La Proposizione stabilisce che se il valore assoluto di una funzione & integrabile in
senso improprio, allora lo € la funzione data. Vediamo con un controesempio che tale enunciato non si puo
invertire, ovvero esistono funzioni f integrabili in senso improprio tali che | f | nonlo e.

Consideriamo la funzione f (x) = sinx , vogliamo dimostrare che
fefz([n,oo);[ﬂz), |f| ¢ R (Im,00);R).
Integrando per parti si ha
¢sinx cosx|¢ ¢cosx
[ —dx= [— ] - f 5 dx
T X X b4 T X
Dato che
. cosx1¢ 1 COS X 1
lim |- ] =——, ‘ ‘s—, Vx € [m,+00)
c—+0o0 X T T x2 x2
quindi il Corollario ci garantisce che f € R ([m,00);R).
Vediamo ora che | f| ¢ R ([rr,00);R),
n7 | sin x (k+1)m sinx — (k+1)m
f —|dx= Zf Isin g Z |sinx|dx =
b4 X k=1Jkn k=1 ) kn

- T 27°C n—oco
Z (k+1)n[ smxdx—; ; k_ >elogn 00,

pertanto applicando la Proposizione|l.13|concludiamo.

2 Serie numeriche

Definizione 2.1 (successione). Sial c Z un sottoinsieme dei numeri interi ed (X, |||l x) uno spazio normato,
una successione € una funzione
kel—areX 2.1)

se X = R allora si ha una successione reale, se X = C allora si ha una successione complessa. Per denotare
la successione in (2.1) si utilizzeranno le piti compatte notazioni (ay) ¢, (ar) . € a invece della piu corretta
k — aj. Denotiamo con

€°°(I];X)::{k€|]~»ak€X

sup llagll x < oo},
kel
I'insieme delle successioni limitatein X.

Osservazione 2.2. Dal punto di vista applicativo considereremo sempre e soloicasiincuil=N,Ze X =R,C
nella Definizione[2.1

Notazione 2.3. Utilizzeremo la notazione /*° := ¢*°(N;R). In questo corso ci ridurremo allo studio di
successioni reali

Definizione 2.4 (Ridotta n-esima). Sia a € ¢*° (N; X) e n € N, definiamo come ridotta n-esima di a la quan-
tita

Sn=snlal: Z ar. 2.2)
Definizione 2.5 (Serie). Con le stesse ipotesi come in Definizioni[2.4denotiamo con

Y ay:={n— sylal}, 2.3)
k=1

la serie di termine generico ay.



Definizione 2.6. La serie (2.3):

1. sidice convergente se converge la successione s, delle sue somme parziali (2.2). In tal caso, il numero
reale so, = lim;,_.o, S, € detto somma della serie e si scrive Zi"zl A = Seo;

2. sidice divergente positivamente/negativamente se la successione delle sue somme parziali (2.4) di-
verge positivamente/negativamente e si scrive 3.7 | ax = +oo/ —oo;

3. sidice indeterminata se la successione delle sue somme parziali (2.4) non ammette limite.

Esempio 2.7 (Serie geometrica). Dato g € R, la serie

& detta serie geometrica di ragione q. E di verifica immediatamente che (1+s,)(1—¢q) =1-¢g"*!. Se g # 1

si ricava allora
1— q}’l+1
l+s,= ———, (2.4)
1-¢g

mentre, se g = 1, s, = n. Dalla formula (2.4), si ha che
1. se |q| <1 esiste limy—.oo Sy = —— — 1;
2. se q = 1 esiste limy, .o S, = +00;
3. seq=-1,5,=1,0,1,0,... e laserie & indeterminata;

. n+1 . e qs . . epe e

4. se g < —1,lim;,_ |q| = +o00, quindi lim,_., |$,| = +00, ma la successione s alterna valori positivi

e negativi, dunque la serie € indeterminata. Si osservi ad esempio che la sottosuccessione di indice
dispari s»5,+1 diverge a —oo, mentre la sottosuccessione di indice pari sy, diverge a +oo

Riassumendo, la serie geometrica converge (con somma ﬁ ) se e soltanto se |q| <1.
Esempio 2.8 (Serie armonica). Si tratta della serie

)
)3
k=1

—1+1+ +1+ (2.5)
Slto bt .

=

Dato che gli addendi sono positivi, la successione delle ridotte s, & crescente, quindi esiste lim,_. S, =
sup,,cn Sn- Consideriamo il caso in cui n = 27

1 (1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 p
Sop=1l+=—+|=+—-|+|[=+=+=t+t= |+ | —+. . = |>]+ -+ =+t =1+, (2.6)
2 \3 4 5 6 7 8 p 2 2 2 2

=2 =2 =2 p

- -

da cui

lim sy» = +oo
p—+oo

Dunque la successione s, € superiormente illimitata e quindi divergente a +oco. Piu1 in generale, definendo
i numeri armonici
L
Hn = Z Er
k=1

e possibile dimostrare che

lim (H,—logn)=yem,

n—oo

dove ygm € la costante di Eulero-Mascheroni.



Esempio 2.9 (Serie di Mengoli). Si consideri la serie

& 1 1 1
Z =t — . t—
=1 k(k+1) 1-2 2.3 k-(k+1)

i i 1 _1_ 1 i
Si osservi che TED = T da cui

-2 i3

La serie di Mengoli e una serie telescopica.

1
n+1 n—+oo

(1 1
+ _——
n n+l

Teorema 2.10 (Criterio di convergenza di Cauchy). La serie (2.3) converge se e solo se per ogni € > 0 esiste
in € N tale che per ognin=neperognipeN,p =1, si ha

n+p

> a

k=n+1

<E€. (2.7)

Dimostrazione. Dal criterio di Cauchy per le successioni di numeri reali, si ha che s, converge se e solo se
per ogni € > 0 esiste 72 € N tale che per ogni n, m = 1 si ha

[Sm—Snl <€ (2.8)

Essendo tale disuguaglianza banalmente vera per m = n, possiamo supporre ad esempio che sia m > n,
quindi m = n+ p, al variare di p € N, p = 1. La tesi segue allora dalle seguente riscrittura di |s;;, — sy,

n+p n+p
|Sm = $nl = |Sn+p = sn| = Zak—zak =| 2 ax| 2.9)
k=n+1
Le Equazioni (2.8) e (2.9) danno dunque (2.7). O

Osservazione 2.11. 1l Teorema ci dice che la successione delle ridotte n-esime € di Cauchy.

Corollario 2.12 (Criterio necessario di convergenza). Se la serie (2.3) converge allora il suo termine generale
¢ infinitesimo, ovvero limy_.o, ay = 0.

Dimostrazione. Se (2.3) converge, allora vale il Teorema|2.10] Si scelga in esso in particolare p = 1 e si ottiene
che per ogni € > 0 esiste 72 € N tale che per ogni n = 72 si ha

n+l1

>

k=n+1

=lap+1l <e.

O

Osservazione 2.13. La condizione limj_., a; = 0 non & sufficiente per la convergenza: un controesempio
¢ dato dalla serie armonica in (2.5).

Definizione 2.14 (Serie a termini positivi). Una serie come in (2.3) si dice a termini positivi se a; = 0, per
ogni k.

Osservazione 2.15. La successione delle ridotte di una serie a termini positivi & crescente, quindi esiste
lim s, € RU {+o00}.
n—o0

Vale percio il principio noto come:

AUT-AUT per le serie a termini positivi: una serie a termini positivi o converge o diverge positi-
vamente.



Definizione 2.16 (Assoluta convergenza). Una serie si dice assolutamente convergente se &€ convergente la
serie Y27, lakl, che ha per termine generale il valore assoluto del suo termine generale; si dice assolutamente
divergente se la serie Zz"zl lay| & divergente.

Osservazione 2.17. La serie dei valori assoluti di una serie data € a termini positivi, quindi per essa vale
I'aut-aut. Segue che una serie & o assolutamente convergente o assolutamente divergente.

Proposizione 2.18. Una serie assolutamente convergente é convergente.

Dimostrazione. Fissiamo € > 0, siccome la serie € assolutamente convergente applichiamo il Teorema|2.10
esiste i1 =i (€) € N tale che perognin = eperognipeN, p=1,siha

n+p

Y lakl<e.

k=n+1
Applicando la disuguagianza triangolare otteniamo che
n+p

>

k=n+1

n+p

< ) lal<e,

k=n+1

e pertanto possiamo applicare il Teorema alla serie (2.3). O

Osservazione 2.19. Il viceversa non vale, cioé la convergenza di una serie non implica ’assoluta conver-
genza: un controesempio e dato dalla seguente serie

Indicata con s, la successione delle ridotte della serie data e con §;, la successione delle ridotte della serie
dei valori assoluti, si ha

1 1 1
s,=1,0,-,0,-,0,...—,0..., lim s, =0,
2 3 n n—oo
1
Sop=2 1+§+§+"'Z , ’;Ego§2n=+m.

Definizione 2.20 (Serie di resto). Sia N € N. Si dice serie resto di indice N della serie (2.3) la serie

[e.e]

Y ansk=ans1+anso+...tanikt...
k=1

che si ottiene trascurando i primi N termini di (2.3).

Proposizione 2.21. Ogni serie resto ha lo stesso carattere della serie data. Se la serie (2.3) e convergente con
somma S, la somma della serie resto di indice N converge a
rV .=

— SN lim r
o0 » Neoo

M =,

Dimostrazione. Laridotta ennesima della serie resto € $,, = sy+, — Sy, che halo stesso carattere di s,,. Se poi
im0 S5 = Seo, allora 7™ = 1limy, oo §5 = liMy— 00 SN4n — SN = Soo — SN- Inoltre impy—.oo 7™ = limpy— o0 Soo —
sy =0. O

Osservazione 2.22. Segue dalla precedente proposizione che il carattere di una serie non cambia modifi-
cando, aggiungendo o togliendo un numero finito di suoi termini.

Definizione 2.23. Date due serie

18

a (2.10)

=~
I
—



3 by (2.11)
k=1

si definisce serie somma di (2.10) e (2.11) la serie

o0

(ar + by) (2.12)
k=1

che ha per termine generale la somma dei termini generali delle serie date.

Proposizione 2.24. Se le serie e convergono con somme s' e s" rispettivamente, allora
converge con somma s' +s'. Se e divergono positivamente, allora diverge positivamente.
Se diverge positivamente e la successione delle ridotte di ¢ inferiormente limitata, allora
diverge positivamente. Similmente per la divergenza a —oo.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalle proprieta del limite della somma di successioni. O

Definizione 2.25 (Serie prodotto). Data una serie 220:1 ay e una costante a € R\{0}, si definisce serie prodot-
to della serie data per la costante « la serie Zzo: | aay. E’ evidente che se la serie data ha somma Z%’Zl ap =
s € R\ {0}, allora ZZ"ZI aar = as (dove «a - (+oo) = sgn(a) - (+o0) ); se la serie data € indeterminata, la serie
prodotto € indeterminata.

Definizione 2.26. Si consideri una serie come in Eq. (2.3), sia n— k;, una successione crescente di numeri
naturali. Poniamo

k1 k> kn
by =) a, b= ) a, b= ), a
k=1 k=k;+1 k=kp_1+1
e consideriamo la serie
oo
Y by (2.13)
k=1

e detta serie associata di (2.3).

Proposizione 2.27. Se (2.3) converge ogni sua serie associata converge con la stessa somma; se (2.3) diverge a
+00/ — 00, 0gni sua serie associata diverge a +oo/ — oo.

Dimostrazione. La dimostrazione segue dal fatto che la successione §, delle ridotte della serie (2.13) € una

sottosuccessione della successione s;, delle ridotte della serie (2.3) (§1 = Sk,» 82 = Skyre-er S = Sk ) O
Osservazione 2.28. * Non vale il viceversa, ad esempio la serie a—a+a—a..., con a # 0, & inde-

terminata, dato che s, = 4,0, a,0,..., mentre la serie ottenuta associandone i termini a due a due
(a—a) + (a— a)...ovviamente converge con somma 0.

* Se la serie data € a termini positivi, allora sappiamo che s, € regolare, quindi se una qualunque sua
serie associata converge o diverge, allora la serie data converge (con la stessa somma) o diverge dato
che ogni sottosuccessione tende allo stesso limite della successione.

e Si dice pure che le serie a termini positivi godono della proprieta associativa, dato che se ne puo
valutare carattere e somma associandone i termini a piacere.

* Seuna qualunque serie associata della serie data € indeterminata, tale & anche la serie data (ragionare
per assurdo).



2.1 Serie a termini positivi

Il fatto che le serie a termini positivi abbiano la successione delle ridotte crescente, quindi regolare, & di
grande utilita per stabilire criteri di convergenza o di divergenza.

Definizione 2.29. Date due serie come nelle Equazioni (2.10) e (2.11) si dice che la serie (2.10) & minorante
della serie (2.11) o, equivalentemente, che (2.11) & maggiorante di (2.10), se ay < by per ogni k € N.

Teorema 2.30 (Criterio del confronto). Date le serie (2.10), (2.11), tali che0 < ay < by per ogni ke N
i Se (2.11) converge, allora (2.10) converge;
ii Se (2.10) diverge, allora allora 2.11) diverge.

Dimostrazione. Siano sy, §, le successioni delle ridotte di (2.10), (2.11) rispettivamente. Vale ovviamente
sn < §, per ogni n € N. Se §;, converge, € superiormente limitata, quindi anche s, & superiormente limitata,
ed essendo crescente € convergente. Se s, diverge a +oo, ovviamente anche §;, diverge a +co. O

Teorema 2.31 (Criterio della radice). Si consideri una serie come in Equazione (2.3) a termini positivi
1. Seesisted €(0,1) e kg = ko (0), tale che ¥/ay < & per ogni k > ky, allora la serie converge;
2. Se {/ay = 1 per infiniti indici k, allora la serie diverge.

Dimostrazione. Nel primo caso esiste ko € N tale che {/a; < 6 per ogni k = ky. Dunque a; <6 k per ogni k =
ko. Quindi la serie resto di indice kp € minorante della serie resto dello stesso indice della serie geometrica
diragione 0, che e convergente essendo 0 < § < 1, e quindi converge per il Teorema|2.30

Nel secondo caso, a; = 1 per infiniti indici e quindi a; non & infinitesima, violando il Corollario
Quindi la serie, essendo a termini positivi, diverge. O

Osservazione 2.32. La condizione 1| & equivalente a limsup,._., /ar < 1. Infatti se vale|l} allora esiste v
tale che Ay = supy.., /ax <6, quindi limsupy._., ¥/ax = infyen Ay <6 < 1. Viceversa, se limgyp,  ar <1,
scelto 6 € (limsupy_., ¥/ax, 1), per la prima proprieta caratteristica del limite superiore si ha che definiti-
vamente {/ay < 6. Se limsup._., /ax > 1, per la seconda proprieta caratteristica del limite superiore si ha
che {/a; > 1 per infiniti indici, quindi vale

Da quanto osservato, si ha il seguente corollario, molto utile nello svolgimento degli esercizi.

Corollario 2.33. Si consideri una serie come in Equazione (2.3) a termini positivi:

i Seesistelimy_.o, /ay <1, allora la serie converge;

ii Seesistelimy_, &/ax > 1, allora la serie diverge.

Osservazione 2.34. Se esiste limy_.o, /ai = 1, il criterio della radice non permette di stabilire il carattere
della serie, come testimonia il fatto che la serie armonica e la serie di Mengoli, la prima divergente e la
seconda convergente, verificano entrambe la condizione limy._.o, /ai = 1.

Teorema 2.35 (Criterio del rapporto). Si consideri una serie come in Equazione (2.3) a termini positivi:

1. Seesisted € (0,1) ek €N, tale che “6’;;1 < § per ogni k > k, allora la serie converge;

2. Se “;;1 > 1 per ogni k > k € N, allora la serie diverge.

Dimostrazione. Nel primo caso esiste k € N tale che ax,, < day per ogni k = k. Dunque Afyp < 0P ay. per
ogni p € N. Quindi la serie resto di indice k & minorante della serie prodotto di aj. per la serie geometrica
di ragione 6, con 0 < 6§ < 1, e quindi converge grazie al Teorema- Nel secondo caso, esiste k tale che
a1 = ag = ap >0 per ogni k = ke quindi a; non é infinitesima, violando il Corollarlo“ Quindi la serie,
essendo a termini positivi, diverge. O

10



k1 P ki1 ;
a; < 1. Seliminfy_.o a; > 1, per la prima

proprieta caratteristica del limite inferiore si ha che “L’;—Zl > 1 definitivamente, quindi Vale

Osservazione 2.36. La condizioneé equivalente alimsup._ o,

Da quanto osservato, si ha il seguente corollario, molto utile nello svolgimento degli esercizi:
Corollario 2.37. Si consideri una serie come in Equazione (2.3) a termini positivi:

i Seesistelimy_.,

“’;;‘ < 1, allora la serie converge;

ii Seesistelimy_ o

“;;1 > 1, allora la serie diverge.

Osservazione 2.38. Se esiste limy_., “;—;1 =1, il criterio del rapporto non permette di stabilire il carattere
della serie, come testimonia il fatto che la serie armonica e la serie di Mengoli, la prima divergente e la

seconda convergente, verificano entrambe la condizione limy_ o, aé: =

Osservazione 2.39. Per una successione (ay) rcn, vale la seguente catena di disuguaglianze

S L S R . . Af+1
liminf —— <liminf {/az < limsup ¢ag < limsup ——

k—oo  dj k—o0 k—o0 k—oo @Gk
da cui segue che il criterio della radice e in generale piu forte di quello del rapporto, dato che puo accadere
che limsup;_ “g—;l = 1, il che non permette di concludere che la serie converge (e nemmeno che diver-
ge), mentre limsup,_,, ¥/ai < 1, che garantisce la convergenza della serie; similmente pud accadere che
liminf_.o “g—;l <1, il che non permette di concludere che la serie diverga, mentre limsup,._,, {/ax > 1, che
garantisce la divergenza della serie.
Si consideri ad esempio la serie

Si ha liminfy_. “Zl =0, limsup;._., “t’;;l = +00, da cui non si puo stabilire il carattere della serie, men-
tre si ha invece limsup;_ ., /ax = \/Li’ che garantisce la convergenza della serie. Se pero esiste il limite

allora esiste anche limy_.o, /ay e i due limiti sono uguali. Dunque se vale limj_., “’;;‘ =1,¢e

; Qk+1
limy—.oo a; ’

inutile fare ricorso al criterio della radice.

Teorema 2.40 (Criterio della serie condensata di Cantor). Si consideri una serie come in ([2.3) tale che
* ai >0 perognik;
e k+— ay decrescente.

La serie [2.3) converge se e solo se converge la serie condensata

o0
Y 2%ay = ay+2ay +4as+ ...+ 2K ay+ ... (2.14)
k=1

La serie [2.3) diverge se e solo se diverge (2.14).
Dimostrazione. Consideriamo la serie ottenuta da (2.3) associando cosi i suoi termini
a1+ (az+az)+ (as+as+ ag+ az) + ...+ (A1 + ...+ age_y) + ... (2.15)

che, essendo la successione a; decrescente, & minorante di 2.14). Quindi se converge, converge
la sua minorante per il Teorema Essendo la serie data a termini positivi, per essa vale la
proprieta associativa e quindi anch’essa converge.

Consideriamo ora la serie ottenuta associando i termini della serie resto (cf. Definizione[2.20) di indice
1di al seguente modo

ay+(as+ag) +(as+ag+az + ag) + ...+ (A1 +.. + ap) + ... (2.16)
che, essendo ay decrescente, &€ maggiorante della serie
ar+2as+4ag+...+25 ay + ... (2.17)

Se la serie data (2.3) converge, allora converge la serie (2.16), che é ottenuta associando i termini della sua
serie resto di indice 1, quindi converge la sua minorante (2.17). Infine converge la serie prodotto 2 - (2.17)
che ¢ la serie resto di indice 1 della serie condensata (2.14), da cui la tesi. O

11



Esempio 2.41. La serie armonica generalizzata

(=) i, §>0, (2.18)
i1 k¢

converge se s> 1, divergese 0 < s< 1.

Osserviamo che se s = 1 si ritrova la serie armonica, che sappiamo essere divergente. Il termine generale
decrescente, essendo s > 0, e si pud quindi applicare il Teorema|2.40

La serie condensata di e

o ok 00 sk
sy &)

che & la serie geometrica di ragione 2! %, Dato che 2!~ < 1 se e solo se s > 1, si ha la tesi.

Osservazione 2.42. Sinoti che per (2.18) i criteri della radice e del rapporto non danno informazioni utili,
dato che limy_.o “g—;l =1.

Teorema 2.43 (Criterio del confronto asintotico o dell’ordine di infinitesimo). Si considerino due serie come
nelle Equazioni (2.10) e (2.11), a termini positivi, tali che

lim aj = lim by =0.
k—o0 k—o0

1. Se ([2.10) converge e se by e infinitesimo di ordine superiore o uguale ad ay, allora anche (2.11) converge.
2. Se (2.10) diverge e se by e infinitesimo di ordine inferiore o uguale ad ay., allora anche (2.11) diverge.

Dimostrazione. Se by & infinitesimo di ordine superiore o uguale ad ag, esistono M > 0 e k € N, tale che
by < May. per ogni k = k. Applicando il Teorema @l alle serie resto di indice k, si ha che la convergenza
della prima serie implica la convergenza della seconda.

La seconda parte dell’enunciato segue dalla prima parte ragionando per assurdo. O

Corollario 2.44. Si consideri una serie come in Equazione (2.3), a termini positivi ed infinitesimi. Se esiste
s> 1 tale che ay e infinitesimo di ordine superiore o uguale a %, allora (2.3) converge.
Se ay. e infinitesimo di ordine inferiore o uguale a %, allora (2.3) diverge.

Dimostrazione. La tesisegue dal Teorema(2.43|e Esempio O

Osservazione 2.45. Non ¢ sufficiente che ay sia infinitesimo di ordine superiore a % per la convergenza
della serie (2.3), come illustra il seguente esempio:

S 1
kg’z klogk

in cui a; ¢ infinitesimo di ordine superiore a %, eppure la serie diverge. Infatti il termine generale &
decrescente e la condensata di Cantor associata e data da

i k i 1 1 i 1
2k a,. = =—— Yy =
k=1 ? k=1 log2k  log2 =1k

pertanto diverge grazie al Teorema|2.40

Esercizio 2.46. Usando il Teorema dimostrare che la serie
i 1
i=2 k (log k)s

converge per s > 1 e diverge per s < 1.
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Teorema 2.47 (Criterio dell'integrale). Sia f : [1,+00) — R una funzione continua, positiva e decrescente. Sia
ay = f (k). La serie (2.3) converge se e solo se f e a integrale convergente in [1,+00) e, in tal caso, si ha

+00 o0 +00
f f(x)dxsZaksa1+f f(x)dx
1 k=1 1

La serie (2.3) diverge se e solo se f e a integrale divergente in [1, +00).

Dimostrazione. Dalla decrescenza di f si ha che per ogni x € [k, k + 1]
a1 =flk+1) = f(x) = fk) = ag.

Integrando in [k, k + 1], si ha
k+1

Ags1 < ; f(x)dx < ay,

e sommando per k che variada 1l a n,
n n+l1 n n+l1
Zakﬂsf fodxs ) ax o sn+1—a15f f(x)dx < sp.
k=1 1 k=1 1

Dalla positivita di f e dalla monotonia dell’integrale, si ha che esiste il limite lim,_. ff fx)dx e RT U
{+o0}, similmente, essendo la serie a termini positivi, la successione delle ridotte s, o converge o diverge a
+00. Possiamo quindi passare al limite per n — oo ottenendo il risultato cercato. O

Osservazione 2.48. Naturalmente il criterio si applica a funzioni definite su semirette superiormente illi-
mitate [m, +00).

Esercizio 2.49. Usando il Teorema determinare il carattere della serie armonica generalizzata e della
: 0o 1
serie Y22 ) Filoglr

2.2 Serie a termini di segno misto

Definiamo allora serie a termini di segno misto quelle in cui compaiono infiniti termini (strettamente) po-
sitivi e infiniti termini (strettamente) negativi. Si osservi che i criteri per le serie a termini positivi possono
essere utili anche per stabilire il carattere delle serie a termini di segno misto. Infatti possono essere applica-
ti alla serie dei valori assoluti: la sua eventuale convergenza garantisce la convergenza della serie data grazie
alla Proposizione[2.18] La divergenza della serie dei valori assoluti invece non implica la divergenza della se-

Ak+1
ak

il termine generale a; non e infinitesimo (si vedano le rispettive dimostrazioni) e dunque si puo affermare
che la serie data non e convergente, potendo essere divergente o indeterminata.

rie data (vedi Osservazione[2.19), ma se si prova che limsup._., /lar] > 1 o che liminfi_ > 1 allora

Definizione 2.50 (Semplice convergenza). Una serie si dice semplicemente convergente se € convergente
ma non ¢ assolutamente convergente.

Esempio 2.51 (Esempio di serie semplicemente convergente). Consideriamo la serie

o (_] k
Z( k) , (2.19)
k=1

ovviamente essa non € assolutamente convergente in quanto la serie armonica diverge, tuttavia si noti che
la somma di due termini consecutivi ha segno definito ed inoltre

1 1 1 1

=< —.
k k+1 k(k+1) k2

La definitezza del segno fa si che (2.19) o converge o diverge (i.e. non puo essere indeterminata), pertanto
usando il Teorema sulla serie 72 % ottengo

(-

>
k=1 k

ossia la serie e semplicemente convergente.

X1
<Zﬁ<°°’
k=1
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Lesempio € un caso particolare di una configurazione pit1 generale che presentiamo adesso.

Definizione 2.52 (Serie di segno alternato). Le serie a termini di segno alternato sono serie della forma
o
Y D" ap=ai—ar+az—as+...+ (D ap+ . ai =0 (2.20)
k=1

Teorema 2.53 (Criterio di Leibniz). Sia (2.20) una serie a termini di segno alternato. Se ay é decrescente e
infinitesima, allora (2.20) converge ad un valore sy € R. Inoltre|s, — sool < ay,, per ognin e N.

Dimostrazione. Consideriamo la sottosuccessione delle ridotte di indice pari
Son= (a1 —ap) +(az—ag) +...+ (azp-1— azn) .

Raccogliendo gli addendi come indicato sopra e tenuto conto della monotonia della successione ay, si ha
che la successione s;, €& crescente e non negativa, ovvero 0 < sy, < S2,,+2 per ogni n € N. Consideriamo ora
la sottosuccessione delle ridotte di indice dispari

Sopr1=a1—(ap—az) —(as— as) —...— (Aan — Aopn+1) .

Raccogliendo gli addendi come indicato sopra e tenuto conto della monotonia della successione ay, si ha
che la successione 55,41 € decrescente. Inoltre

S2n+1— S2n = A2pn+1 20, (2.21)
da cui si ha che s»;,,+1 = 0 per ogni n € N. Abbiamo quindi ottenuto che

0< S5 <Sp+1=4a, VnelN, (2.22)

. o N N n—oo [e— N
inoltre per monotonia delle successioni 1 — (S25,, S2,,4+1) Ottengo (S2y, S2n+1) —— (soo,soo) € [0, a; )2 inoltre

n—oo

siccome asj; 11 0 passando al limite per n — oo in (2.21) otteniamo che s, = S50 € quindi
lim sy, =lim sy,41 = Soo € [0, a1 ].
n n

Applichiamo quindi il teorema dei due carabinieri ed otteniamo la convergenza di (2.20).
Per valutare I'errore fissiamo n € N e sia m := | n/2] in modo che n € [2m,2m + 1], (2.22) e la monotonia
della successione k — ay ci da che

[$5 = Sool < S2m+1— S2m = Gom+1 < ap

3 Limiti superiori ed inferiori
Definizione 3.1. Definiamo R estesol'insieme
R:=RU{—o0} U{+oo}
In R si estende I'ordinamento tra numeri reali ponendo
—o<a<+oo, VaeR

Osservazione 3.2. In base a tale definizione, R ammette massimo +oo e minimo —oo.

Definizione 3.3 (Successione regolare). Una successione di numeri reali (a,) ey Si dice regolare se esiste
lim,_.o a, €R.

Definizione 3.4 (Limite superiore). Data una successione di numeri reali (a;),en Si definisce limite supe-
rioredi (ay) nen

limsup a,, := inf sup a. (3.1
n—+oo neN g>p
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Osservazione 3.5. 1. Posto

Ap =supag =supian, n+1, An+2s---) Apikr-- -
k=n

la (3.1I) si puo riscrivere equivalentemente nella forma

limsupa, = 1nf Ay
n—+oo
Dato che la successione A; € decrescente, esiste lim,,_. ;o A, = infeny Ay € quindi possiamo anche

scrivere

11msupan— hm An
n—+oo

Si usano equivalentemente le seguenti notazioni

limsupa, = 11m a,
n—+oo

2. Osserviamo che se a, € superiormente illimitata, allora A, = +oo per ogni 1, e pertanto limsup,,_, , ., @n =
+oo. Altrimenti, limsup,,_, , ., @, sara un numero reale oppure —oo a seconda che la successione A,
sia convergente o tenda a —oco. D’altra parte, A, — —oo se e solo se per ogni m € R, esiste 7 ta-
le che A, < m, per ogni n = i, ovvero a, < m, per ogni n = i1 (dalla definizione di A, ). Quindi
limsup,,_, ;o @n = —00 se e solo se lim,,_. o, a,, = —00.

Definizione 3.6 (Limite inferiore). Data una successione di numeri reali (a,) ¢y Si definiscelimite inferiore

hmlnfan = sup inf a. (3.2)
n—+ neN k=n

Osservazione 3.7. 1. Posto

Ap= ]ir>1f ay =inf{a,, an+1, ans2,..., Anik, ...}
=n

la (3.2) si puo riscrivere equivalentemente nella forma

hmlnfan =suply,
n—+ neN
Dato che la successione A, ¢ crescente, esiste lim, oo, = sup,cyAne quindi possiamo anche

scrivere

liminfa, = lim A,
n—+oo n—+oo

Si usano equivalentemente le seguenti notazioni

!

a,= lim a,.

liminfa, = min lima, =lim
n—+oo

11— +00 n—+oo n ——n—+oo

2. Osserviamo che se a, e inferiormente illimitata, allora 1,, = —co per ogni n, e pertanto liminf, ., a;, =
—oo. Altrimenti, liminf,,_.,, a, sara un numero reale oppure +oo a seconda che la successione 1,
sia convergente o tenda a +oo. D’altra parte, 1, — 400, se e solo se per ogni M € R, esiste 7 ta-
le che A,, > M, per ogni n = fi, ovvero a, > M, per ogni n = i1 (dalla definizione di A, ). Quindi
liminf,,_. ;o a; = +oo se e solo se lim,,_., ;oo A, = +00.

Esempio 3.8. 1. Siaa, =(-1)":limsup,,_. ., an = 1,liminf, .. ca, =-1.
2. Siaa, = (-1)"n:limsup,,_, o, an = +0o,liminf, . a, = —oo.

(1 1 :limsup,,_, ;o @ =liminf, ., a, =0.

3. Siaa, =
Lemma 3.9. Sia (a,), una cuccessione a valori inR, si ha che

liminfa, <limsup a,.
n—+oo n—+00
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Dimostrazione. Dalla loro definizione, segue che 1, < A,, per ogni n € N. Passando al limite per n — oo, si
ha che liminf,, . ;o ay =1lim;— ;00 Ay < limy 400 Ay = limsup,,_. ., an. O

Lemma 3.10. 1. Il numero reale L ¢ il limite superiore di (an),en Se e solo se valgono le due proprieta
seguenti:
(a) Ve>0,3veNtalechea, <L+e,VNn=v;

(b) Ye>0,ay, > L—e¢, perinfiniti indici n.
2. Il numero reale | ¢ il limite inferiore di (a,) ,en Se e solo se valgono le due proprieta seguenti:

(a) Ye>0,3veN talechea, >1—€,VYn=v;

(b) Ye>0,ay;, <l+e, per infiniti indici n.

Dimostrazione. Vediamo la dimostrazione per il limite superiore. Supponiamo che L sia il limite superiore
di a,, ovvero L = inf,en Aj. Allora, per la seconda proprieta caratteristica dell’estremo inferiore, per ogni
€ >0 esiste v € N tale che A, < L+¢, per cui L+€e> A, = a, per ogni n = v, cioe vale la proprieta|[lal

Se, per assurdo, non valesse la proprieta[1b] esisterebbero e >0 e v € N tale che a, < L—¢ perognin = v.
Quindi si avrebbe L —€ = A, = inf,,en A, = L, che € una contraddizione.

Viceversa, sia L € R verificante le proprieta[laje La proprieta [1a] afferma che per ogni € > 0, esiste
veNtale che L+¢e= A, zinf,eny Ay, =limsup,,_, o, a,. Dall’arbitrarieta di e, si ha che L = limsup,,_, , . an.

La proprieta [Ib implica che per ogni € > 0L — € < A, per ogni v; infatti, altrimenti, esisterebbe v € N
tale che a,, = L —e€ per ogni n = v. Passando all’estremo inferiore, si ha allora che L —€ < limsup,,_, , ., an.
Dall’arbitrarieta di €, si ha che L <limsup,,_, , ,, a@,. In conclusione, L =limsup,,_, ., ax. O

Proposizione 3.11. La successione (ay) ,en ha limite £ € R se e solo se

limsup a, =liminfa, = ¢
n—-+oo n—+oo

Dimostrazione. Supponiamo che esista lim,_. o, @, = £. Si hanno tre casi: a) £ = +00,b) £ = —o00,¢) L € R.

a La succcessione diverge a +oo, quindi liminf,, ., a, = +o0. Poiché limsup,,_. , , @, = liminf,,_. . an, si
ha che limsup,,_., ., an = +oo quindi limite superiore, limite inferiore e limite coincidono.

b La successione diverge a —oo, quindi limsup,,_, ,, @, = —oo. Poiché liminf,,_. ;- a, <limsup,,_. , ., an, si
ha che liminf,,_. ,, a; = —oo quindi limite superiore, limite inferiore e limite coincidono.

¢ Per ogni € > 0 esiste v € Nl tale che £ —€ < a,, < ¢ + ¢ per ogni n = v. Allora ¢ soddisfa le proprieta ca-
ratteristiche sia del limite superiore che del limite inferiore, quindi limsup,,_. , ., @, = liminf,, .. a, =
l.

Viceversa, supponiamo ora che limsup,,_, , ., @, = liminf,, ..« a, = ¢. Distinguiamo i tre casi: a) ¢ =
+00,b) £ = —00, c) L €R.

a Dato che liminf,_. ; a, = +oo, 1a successione a,, diverge a + co.
b Dato che limsup,,_, ., a, = —00, la successione a, diverge a —oo.

¢ Dalle proprieta a) del limite superiore e a’) del limite inferiore segue che la successione converge a ¢.
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4 Topologia in spazi di funzioni

4.1 Spazimetrici

Definizione 4.1 (Spazio metrico). Dato un insieme non vuoto X, si dice distanza una funzioned: X x X — R
tale che per ogni x, y, x € X le seguenti condizioni sono verificate:

1. Positivita: d (x,y)=0ed(x,y)=0< x=y;
2. Simmetria: d(x,y) =d(y, x);
3. Disuguaglianza triangolare: d (x,z) <d(x,y) +d(y,2).

Un insieme X dotato di una distanza d & detto spazio metrico ed indicato con (X,d). I suoi elementi sono
detti punti.

Esempio 4.2. SiconsiderideN, d =1 e lo spazio vettoriale
RY:= {xz (x1,...,X4) ) xERi= 1,...,d},

identificabile, per d = 1,d = 2,d = 3, con la retta reale, il piano cartesiano, lo spazio cartesiano, rispettiva-
mente. Sia do definita in R? da

(4.1)

Le prime due proprieta di distanza si verificano banalmente, mentre la disuguaglianza triangolare segue dal
significato geometrico della distanza euclidea nelle dimensionid = 1,d = 2,d = 3; vediamo la sua dimostra-
zione nel caso generale. Posto a; = x; — y;,b; = y; — z;, per i = 1,..,d, si tratta di verificare che

d d d
\JZ(ai+bi)25\lZa?+JZb? 4.2)
i=1 i=1

i=1

Sea; =0perognii=1,...,d,0seb; =0perognii=1,...,d, (4.2) & ovvia, supponiamo quindi che Z‘l.izl af >0
e Z‘ii:l bl? > 0. Dalla seguente disuguaglianza elementare conosciuta come disuguaglianza di Young

2ab < a® + b?

si ha che, per ogni A >0,

b 1
2ab= 2(\/161) (—) < Aa®+ =12
VA A

quindi

2

d d d 2 1 d 2
Y aibi| <2} laillbjl<A) a;+—) b
i=1 i=1 = A

Scegliendo il valore di A che rende uguali i due addendi a secondo membro della precedente disuguaglian-

7a, OVVero
4 12
\ i1 by
A= = L
a2
i=1 %
siha

4.3)

i=1
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che implica (4.2).
La coppia (R?,dy) & detto spazio euclideo di dimensione d e d; & detta distanza euclidea. Se non si specifi-
chera diversamente, RY si considerera sempre munito della distanza euclidea.

Esempio 4.3. Dato un qualunque insieme X non vuoto, si definisce distanza discretala seguente distanza

0, sex=y

do (x, ) r={

1, sex#y

Esempio 4.4. (R,dy), condy definitadady (x,y) = |arctan x — arctan y|.

Osservazione 4.5. Dato un sottinsieme E di uno spazio metrico (X,d), la restrizione did a E x E & ovviamen-
te una distanza, detta distanza indotta, che rende (E,d) spazio metrico. Ad esempio (Q,d») € spazio metrico
con la distanza indotta dalla distanza euclidea in R.

Definizione 4.6. Dati un punto xy € X, e un numero reale r > 0, si definisce palla (aperta) di centro x; e
raggio r I'insieme
B(xg,r):={xe X |d(x,x0) <r}

Esercizio 4.7. Le palle in R? sono cerchi. Come sono le palle rispetto alla distanza discreta?

Definizione 4.8 (Sfera metrica). Sia (X,d) uno spazio metrico. Linsieme Sx (xo,7) :={x€ X |d(x,x9) =r} &
detto sfera di centro xo e raggio r. Se (X,d) = (R%,dy) allora denotiamo Sga (xo, 1) := $¢™1 (x9, 7). Se (xo, 1) =
(0,1) scriviamo semplicemente S~ ! := $471(0,1) e Sx := Sx (0, 1).

Definizione 4.9. Un sottinsieme E di uno spazio metrico X si dice limitato se esistono xo € X e r > 0 tali
che E < B (xg,71).

Esempio 4.10. Lo spazio metrico dell’esempio|4.4|e limitato.

Definizione 4.11. Dato xp € X, un sottinsieme U di X si dice intorno di x; se esiste r > 0 tale che B (xy, 1) ©
U. Sinoti che se U € un intorno di xy e V € un soprainsieme di U, allora V ¢ intorno di x,.

Definizione 4.12 (Distanze equivalenti). Due distanze d e d’ su uno stesso insieme X si dicono equivalenti
se esiste C = 1 tale che per ogni x, y € X si ha che

1
Edy(x,y) =d(x,y) = Cdy (x,y).

Osservazione 4.13. Notiamo che la costante C nella Definizione ¢ indipendente da x, y € X.

Definizione 4.14 (Interno di un insieme). Dato E c X, un punto xy € X si dice interno a E se esiste r > 0 tale
che B (xy,r) € E, ovvero se E € intorno di xy. Si definisce interno di E I'insieme

o

E={xe€ X|xeinterno a E}
Ovviamente, si ha EcE.

Definizione 4.15 (Insieme aperto). Un sottinsieme E di X si dice aperto se ogni suo punto ¢ interno a E,
ovvero se E e intorno di ogni suo punto. Ovviamente E & aperto se e solo se E = E.

Esercizio 4.16. Si verifichi che
a l'unione di una famiglia di insiemi aperti € un insieme aperto;
b l'intersezione di una famiglia finita di insiemi aperti € un insieme aperto.

Definizione 4.17 (Punto di aderenza). Dato E c X, un punto x € X si dice aderente a E se ogni suo intorno
contiene almeno un punto appartenente a E.
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Definizione 4.18 (chiusura di un insieme). Si definisce chiusura di E I'insieme
E={xe X|xéaderente a E}

Ovviamente, siha Ec E.

Definizione 4.19 (Insieme chiuso). Un sottinsieme E di X si dice chiuso se contiene tutti i punti aderenti a
E. E échiusoseesolose E=E.

Esercizio 4.20. Si verifichi che
a l'intersezione di una famiglia di insiemi chiusi € un insieme chiuso;
b l'unione di una famiglia finita di insiemi chiusi € un insieme chiuso.

Definizione 4.21 (Punto di frontiera). Dato E c X, un punto xp € X si dice punto di frontiera per E se ogni
suo intorno contiene almeno un punto di E e almeno un punto di CE. Si definisce frontiera di E I'insieme

O0E = {x € X | x e di frontiera per E}

Ovviamente, si ha

OE = EnEC, G(EB):GE.

eR?|x*+y*<1,y>0}
€R2|x2+y2sl,y20}
JeR*|x*+y*=1,y>0}u{(x,y)eR*|-1=x<1y=0}

(o3}
1
Il
—~—
—_
&

<

Esercizio 4.23. Dato un insieme E c X, si verifichi che:
i E e aperto se e solo se non contiene alcun punto della sua frontiera (0En E = @);
ii E e chiuso se e solo se contiene tutti i punti della sua frontiera (0E c E).

Definizione 4.24 (Insieme derivato). Dato un sottinsieme E di uno spazio metrico (X, d), un punto xy € X
si dice punto di accumulazione per E se ogni suo intorno contiene almeno un punto di E diverso da xy. Si
definisce derivato di E 1'insieme

D(E) ={x € X | x & di accumulazione per E}
Osservazione 4.25. Siha che E= EuD (E).

Definizione 4.26 (Punto isolato). Dato un sottinsieme E di uno spazio metrico (X,d), un punto xy € E si
dice punto isolato di E se esiste r > 0 tale che B (xp, 1) N E = {xp}.

Esempio 4.27. Sia E = {%} c R. C'unico punto di accumulazione di E ¢ 0, mentre ogni punto di E € un

punto isolato di E.

neN

Lemma 4.28. E e aperto se e solo se E C & chiuso

Lemma 4.29. X ¢ aperto e chiuso; @ e aperto e chiuso.

Lemma 4.30. Per ogni xy € X e perognir >0, B (xp, 1) & un insieme aperto.
Lemma 4.31. Perogni E c X, si ha che Ee aperto e E & chiuso.

Esercizio 4.32. Dimostrare i Lemmi da[4.28 a[4.311
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Esercizio 4.33. Verificare le seguenti inclusioni
E\cE; =>EcE EicE,=>E cE,. (4.4)

Osservazione 4.34. Dalla prima formula in si ha che se Ac E e A ¢ aperto, allora A = Zlc E, ovvero
ogni aperto contenuto in E € contenuto in E. Dal Lemma, segue allora che " Eeil piu grande aper-
to contenuto in E ". Similmente, si dimostra che " E & il pitt piccolo chiuso contenente E ". In formule
matematiche

E= |J A E:= [ C
AcE CoE
A aperto C chiuso

Lemma 4.35. Per ognixy € X e perognir >0, l'insieme F:={x € X |d(x, xp) < r} e chiuso.

Osservazione 4.36. Da quanto sopra, segue che l'insieme B (xp,r) < F, ma non e detto che i due insiemi
coincidano. Ad esempio, se si considera la distanza discreta introdotta nell’esempio per ogni xg € X si
ha

By (x0) = {xo}, B (x0) = {xp} c{xe X |d(x,x0) =1} =X,

quindi se X contiene almeno due punti B; (xp) & {x € X | d (x, xp) < 1}.

Definizione 4.37 (Successione convergente). Sia (X,d) uno spazio metrico. Si dice che una successio-
ne (x,), a valori in X converge a un punto xy € X, e si scrive lim,_, X, = X9, se Ve > 0,37 e N: Vn =
n,d (x,, x0) <€.

Definizione 4.38 (Successione di Cauchy). Sia (X,d) uno spazio metrico. Una successione (x,),, a valori in
X e detta successione di Cauchy se Ve > 0,37 eN:Vn, m=ii,d (x,, xp) <€.

Lemma 4.39. Ogni successione convergente e di Cauchy. Ogni successione di Cauchy e limitata.

Dimostrazione. Se (x;), converge a X, allora
€
Ve>0,AneN:Vn=n,d(x,, xg) < >

da cui
vV, m=n,d (X, Xm) <d(x,,x0) +d (X, X0) <E€.

Se (x,),, € di Cauchy, scegliendo € = 1, si ha che esiste 72 € N tale che per ogni n = 71,d (x,, x3) < 1 Sia
M =max{d(x1,x7),...,d(x7-1,%7), 1}. Per ogni n e N,d (x5, x) < M, da cui {x,},,eny € B (X7). O

Definizione 4.40 (Spazio metrico completo). Uno spazio metrico (X, d) sidice completo se ogni successione
di Cauchy in X € convergente a un punto xp € X. Un sottinsieme E di X si dice completo se lo € come spazio
metrico con la metrica indotta da quella di X.

Lemma 4.41. Ogni sottinsieme chiuso E di uno spazio metrico completo (X,d) e completo.

Dimostrazione. Sia (x,), una successione di Cauchy in E. Sappiamo che esiste xy € X tale che x, converge
a xp. Quindi x, € aderente all'insieme S = {x,},eny © E, da cui xg € E = E. O

Teorema 4.42 (Completezza di R?). Lo spazio euclideo (R®,d,) & completo.
Dimostrazione. Sia (x("))n una successione di Cauchy in (R?,d,). Dunque
Ye>0,3neN:Vn,m=f,d (x(”),x(m)) <e

Dalla definizione di distanza euclidea, si ha che

d 2
X\ —xgm)| <\ (x(.") —xlgm)) =d(x("),x(m)), perognii=1,...,d
i=1

l l
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da cui segue che per ogni i = 1,...,d, la successione xl(.") e di Cauchy in R e dunque, per la completezza di
R, converge a un numero reale x;. Posto x = (x1,...,X4) € R4, si ha allora che

cioe x" converge a x in R%. O

Osservazione 4.43. Gli spazi metrici Q e (0, 1) con la distanza indotta dalla distanza euclidea in R non sono
completi x, = (1+ %)n converge al numero irrazionale e quindi ¢ di Cauchy in @ ma non converge in Q,

analogamente x;, = % convergea 0 ¢ (0,1).

4.2 Spazi normati e spazi dotati di prodotto scalare

Definizione 4.44 (Spazi normati). Sia X uno spazio vettoriale reale sul campo K = R,C. Si dice norma
un’applicazione || : X — R, verificante per ogni x,y,z€ X e A € K:

1. Positivita: |x|| =0, x| =0« x =0,
2. Positiva omogeneita: || Ax| = |A||| x]|,
3. Subaddittivita: |x+ yl < l|xI| + | yI.
Uno spazio vettoriale X dotato di una norma |-|| & detto spazio normato ed indicato con (X, |-|).

Definizione 4.45 (Seminorma). Un’applicazione |:| : X — R; come in Definizioni nella quale la condi-
zioneé sostituita con la piu semplice | x| = 0, Vx € X si dice seminorma.

Osservazione 4.46. Notiamo che dalla proprieta di subaddittivita nella Definizione abbiamo imme-
diatamente che la norma € una funzione continua da X a R, infatti

lx+ey] < lxl+lel | y]| < 1.

Osservazione 4.47. La norma induce canonicamente una distanza, definita come
d(x,y):=llx=-yl. (4.5)
Le proprieta di distanza sono di immediata verifica. Dunque uno spazio normato é anche spazio metrico.

Definizione 4.48 (Spazio di Banach). Uno spazio normato &€ completo rispetto alla distanza indotta dalla
norma, e detto spazio di Banach.

Lemma 4.49. Sia (X, |-l) uno spazio normato, allora per ognixp€ X er >0
B(xp,r) ={xe X [lx—xoll =r1}.

Dimostrazione. Dal Lemmasappiamo che B (xg,7) € {x € X |d(x, x9) < r}. Proviamo oral’inclusione in-
versa. Sia x; un qualunque punto appartenente a {x € X | d (x, xo) < r}. Se d (x1, xo) < r, allora x; € B (xg,7)
B (xp, 7). Sia d(x1,xp) = r. Si tratta di provare che x; & aderente a B (xg,r), ovvero che per ogni € > 0 si
ha che B (x1,€) contiene almeno un punto di B (xp, 7). Non é restrittivo supporre € < 2r. Consideriamo il

punto x, = xp + (l—ze—r) (x1 — Xp). Sihached(xp,x1) = llx2 —x1]l = ||2€—r(x0—x1)|| = £ <, ciog xp € B(xy,6),
€

d (x2, X0) = X2 — xoll = || (1 - &) (xo — x1) | = r — § <, cioe x; € B (xo, ). O
Osservazione 4.50. Negli spazi normati si ha
Sx (xo,1) = 0B (xo,7).

Infatti, dato che B (xy, r) € aperto, il suo complementare e chiuso e quindi si ha

aB(xo,r)=B(x0,r)mB(x0,r)E={x€X|d(x,x0)Sr}ﬂ{x(—:XId(x,xO)2r}={x€X|d(x,x0)=r}
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Figura 1: Rappresentazione delle palle unitarie nel piano 2D secondo diverse norme: norma euclidea
(cerchio rosso), norma infinito (quadrato verde) e norma uno (diamante blu).

Definizione 4.51 (Equivalenza di norme). Due norme definite in uno stesso spazio vettoriale X si dicono
equivalenti se le distanze indotte (cf. Eq. (4.5)) sono equivalenti come in Definizione[4.12

Esempio 4.52. In RY, consideriamo le seguenti norme

d
I ¥lloo = max {lx;}, lxlh =) 1x;l. (4.6)
i=1

=1,...,

La verifica delle proprieta di norma sono immediate. Per d = 2, le palle associate dalle precedenti norme
sono rappresentate in Figurall]
Si verifica in modo elementare che

XMoo = llxll2 < I x[l1 lxl2 < Vall xlloo lxlh < Vdlxllz, (4.7)

tali norme sono pertanto equivalenti.

Definizione 4.53 (Prodotto scalare). Sia X uno spazio vettoriale su K =R, C. Si dice prodotto scalare un’ap-
plicazione (- | -) X x X — K tale che perogni x,y,z€ X e L e K:

1. Positivita: (x| x)=0e{x|x)=0 x=0;

2. Hermitiana: (x | y) = (y| x);

3. Lineare: (x+ Ay | z) =(x|2) + A(y | 2).
Uno spazio vettoriale X dotato di un prodotto scalare (- | -) € indicato con (X, (- | -)).
Osservazione 4.54. Notiamo che si ha che (x | y+Az)y={(x | y)+Ax| 2).

Osservazione 4.55. Notiamo che nel caso si abbia un prodotto scalare realela condizione[2|nella Definizio-
nif4.53|diventa una condizione di simmetria, ossia (x | y) = (y | x).

Osservazione 4.56. Il prodotto scalare induce canonicamente una norma, definita come
lxll:= v {x | x).

Teorema 4.57 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia X uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare.
Allora per ogni x,y € X si ha che

e[l = ety
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Dimostrazione. In base alla precedente osservazione, la disuguaglianza & ovvia se y = 0. Sia allora y # 0,
cosiche || y|l > 0. Per ogni A € R, si ha

0<lx+Ayl*>={x+Ay | x+Ay) = lxl? + A {x | y)+ Ay | x)+ A2 ||y||2= = | x)?+2A(x | Y+ y)?

(x1y)
IyIz

Scegliamo A = — ottenendo

IvI®
da cui segue la tesi. O

’

Definizione 4.58 (Spazio di Hilbert). Uno spazio dotato di prodotto scalare che sia completo rispetto alla
metrica indotta dal prodotto scalare, & detto spazio di Hilbert.

Esempio 4.59. In R¢, si definisce prodotto scalare euclideo

d
X-y:= Z XiYi,
i=1
Esso induce la norma euclidea (4.6) e la distanza euclidea (4.I). R%, munito del prodotto scalare euclideo,
& dunque uno spazio di Hilbert. Se non si specifichera diversamente, R? si considerera sempre munito del
prodotto scalare euclideo.

Definizione 4.60. Sia X uno spazio vettoriale dotato di prodotto scalare, x, y € X sono ortogonalise (x | y)=
0.

Esempio 4.61. Ricordiamo che il toro unidimensionale T & definito come la classe di equivalenza T :=
R/(2nZ). La famiglia di funzioni (x— e'/¥) jez € composta da elementi ortogonali rispetto al prodotto
scalare

(f18)mo = f_nf(x)ﬁ dx.

4.3 Compattezza

Definizione 4.62 (Totale limitatezza). Un sottinsieme E di uno spazio metrico (X,d) si dice totalmente li-
mitato se per ogni € > 0 esiste un’ e-rete per E, cioe un k = k (¢) € N ed un insieme finito {xy, ..., xs} di punti
di X tale che EcUY_| B (x;,€).

Osservazione 4.63. Un insieme totalmente limitato e limitato; infatti, considerata una 1-rete {x,..., x;} di
E,sihache Ec B(x;,d+1),doved:=max;=p _id(x;,x1).

Definizione 4.64 (Spazio compatto). Un sottinsieme K di uno spazio metrico (X, d) si dice sequenzialmente

compatto se per ogni (x,),eny © K esiste una sottosuccessione (xnk) weny © K ed un punto xo € K tale che
k—o0
0.

d (X, X0)

Proposizione 4.65. Un sottinsieme K di uno spazio metrico (X,d) e sequenzialmente compatto se e soltanto
se e completo e totalmente limitato.

Dimostrazione. Linsieme vuoto &€ banalmente sequenzialmente compatto, completo e totalmente limitato.
Sia quindi K # @. Supponiamo che K sia sequenzialmente compatto. Sia (x,), una successione di Cauchy
in K. Per ipotesi, (x;), ammette una sottosuccessione (xnk)k convergente a un punto xp € K. Resta da
provare che I'intera successione converge a xp. Sappiamo che

€ = = €
Ve>0,37eN:Vn,m=fi,d (X, Xn) < 2, Ve>0,3keN,np = i: Yk = k,d(xp,,x0) < >

Allora per ogni n = 71,d (Xp, Xo) < d (Xp, X, ) +d (xn;, o) < €. Dunque K & completo. Per provare che K &
totalmente limitato, ragioniamo per assurdo. Se non lo fosse, esisterebbe € > 0 tale che K & privo di e-rete.
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Scelto un qualunque punto x; € K, l'insieme finito {x;} non € una e-rete, e dunque esiste x, € K tale che
X2 € B(x1,€), cioé d(x2,x1) = €. Ora, I'insieme finito {x;, xo} non puo costituire una e-rete, e percio esiste
x3 € K tale che x3 ¢ U?ZlBe (x;), cioe d (x3,x;) = €,i = 1,2. Cosl proseguendo si costruisce una successione
(x), avalori in K tale che d (x5, x;;) = € per ogni n,m € N, n # m. Essendo K sequenzialmente compatto,
(x,), ammette una sottosuccessione x,, convergente a un punto di K, e percio di Cauchy, in contraddizione
con la condizione d (x;, x;) = € per ogni n,m e N, n # m.

Supponiamo ora che K sia completo e totalmente limitato. Sia (x,),, una successione a valoriin K. Esiste
una 1-rete per K, cioe esiste un sottinsieme finito F; di X tale che K c Uxer, B (x). Almeno una di queste
palle, che indichiamo per semplicita con B; senza specificarne il centro, deve contenere x, per infiniti valori
dell'indice. Esiste una %-rete per K, ovvero esiste un sottinsieme finito F» di X tale che K c Uycg, B 1 (x).

Sihache BjnK c B n (Uxe r, B 1 (x)) = Uxer, (Bl NB 1 (x)). Esiste almeno una di queste palle di raggio
l che indichiamo con B1, tale che B n 31 contiene x, per infiniti indici. Proseguendo, per ogni k € N

esiste una palla di raggio B L di raggio k tale che B; n 31 N...N B1 contiene x, per infiniti indici. Si puo
dunque scegliere x,, € Bj,x;, € Bi N Bl, con np > ny, eccetera, estraendo una sottosuccessione x, tale

che x,, € ﬂile%. Se k,l = j,xpn,, X, € B%, e quindi d (xnk,xn,) j. Scelto € > 0, sia k > E si ha che per

ogni k,1 = k,d (Xnr Xn,) < % < €. Dunque x,, ¢ di Cauchy ed essendo K completo, converge a un punto

xo€K. O

Teorema 4.66. Un sottinsieme K diR® e sequenzialmente compatto se e solo se & chiuso e limitato.

Dimostrazione. Un chiuso in uno spazio completo & completo (cf. Lemma[4.41). Dimostriamo che ogni
sottoinsieme limitato di R? & totalmente limitato. Grazie all'equivalenza della norma Eulclidea con la norma
oo dimostrata in e sufficiente ragionare con ipercubi (ossia palle per norma del sup). Se K & limitato
allora esiste R > 0 tale che K c B, (0, R), possiamo ovviamente suddividere B, (0, R) in un reticolo finito di
taglia € > 0, questo conclude la dimostrazione. O

Corollario 4.67 (Teorema di Bolzano-Weierstrass). Ogni successione limitata (x,,), in R® ammette una sot-
tosuccessione convergente.

Dimostrazione. Sia F = {x,,, n € N}. La sua chiusura F & chiuso e limitato. Dal Teorema Fe sequenzial-
mente compatto, da cui la tesi. O

5 Funzioni continue

Definizione 5.1. Un’applicazione tra spazi metrici f : (X,dx) — (Y, dy) si dice continuain xy € X se
Ye>0,36 >0 | VxeX, dx(x,xg) <6 => dy(f(x),f(xo)) <e. (5.1
La funzione f sidice continuain E c X se lo € in ogni punto di E.
Definizione 5.2. Dati f: Ec (X,dx) — (Y,dy), xo € X punto di accumulazione per E e yp € Y, si dice che
Jim f(x) = yo,

se
Ve>0,36>0|Yx€E, 0<dx(x,x0)<8=dy(f(x),y)<e.

Osservazione 5.3. Segue dalla Deﬁmzloneche f:Ec(X,dx)— (Y,dy) & continua in un punto xy € E, Xy
di accumulazione per E, se e solo se

Hxlggof(x) = f (x0) .

Teorema 5.4 (Teorema di compattezza). Sia f : (X,dx) — (Y,dy) continua. SeK c X e sequenzialmente
compatto allora f (K) e sequenzialmente compatto.

Dimostrazione. Sia ( yn) ,, una successione a valoriin f(K). Per ogni n € N, esiste x, € K tale che y, = f (x5).
Essendo K sequenzialmente compatto, esiste (x,, ) . convergente a un punto xo € K. Dalla continuita di f
in xo segue che limy_.oo f (X, ) = f (x0) € £(K). Quindi y,, converge a un punto di f(K). O
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Teorema 5.5 (di Weierstrass). Sia f : (X,d) — R continua. Se K c X,K # @, e sequenzialmente compatto
allora f assume massimo e minimo su K.

Dimostrazione. f(K) & sequenzialmente compatto per il Teorema dunque grazie al Teorema [4.66| &
chiuso e limitato in R. Ne segue che sup . f (x) = M € R. Dalle proprieta dell’estremo superiore, segue che
M e aderente a f(K), che e chiuso, quindi M € f(K), ovvero esiste xp; € K tale che f (x);) = M. Similmente,
si prova che f assume minimo su K. O

Osservazione 5.6. Per le funzioni continue a valori reali valgono, con dimostrazione del tutto analoga a
quella vista per le funzioni reali di variabile reale, le seguenti proprieta:

a ogni combinazione lineare di funzioni continue é continua;
b il prodotto di funzioni continue & continuo;
c il quoziente di due funzioni continue € continuo nei punti in cui non si annulla il denominatore;
d lafunzione composta di due funzioni continue & continua.
E di particolare interesse il caso incui X =R%e Y = R.
Vediamo un esempio in cui la continuita di una funzione in un punto del suo dominio non & banale.
Esempio 5.7. 1. Sia f:R? — R, definita da

Y
flry)=q ¥y
0 se (x,y) =(0,0)

se (x,y) #(0,0)

Le restrizioni di f alle rette di equazione x = 0 e y = 0 sono continue in (0,0), ma non lo sono le
restrizioni alle rette di equazione y = mx, per m # 0, dato che, per x #0, f(x, mx) = mZ”H # 0. Dunque
f non ¢ continua in (0,0).

m

Py varia con m.

Osserviamo che limy_.g f(x, mx) =
2. Definiamo ora la funzione g : R* — R, definita da
x%y

g(xry)i=q ¥ +)*
0 se (x,y) =(0,0)

se (x,y) #(0,0)

Avviciniamoci ora al punto (0,0) seguendo la curva y = mx, m € [0,00], si ha che

lim g (x, mx) =0.
x—0
Avviciniamoci ora allo zero seguendo la curva y = qxz, g € (0,00), otteniamo che

. 2\ _
il_%g(x,qx )_—1+q2 #0.

Il precedente esempio suggerisce 1'utilita di considerare le restrizioni a determinate curve per provare
che non esiste il limite di una funzione in un punto e quindi che la funzione non é continua in quel punto.

Definizione 5.8 (Funzione vettoriale di variabili reali). Una funzione

f: EcR? — "
x:(X],...,Xd) — (fl(x])---»xd))fZ(xly---vxd)v--;fM(xl»---rxd))

e detta funzione vettoriale delle d variabili reali x1,..., x4. Le funzioni f; sono dette funzioni componenti di
f. Siverificaimmediatamente che f € continua in un punto x € E se e solo se lo sono le sue componenti f;.
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Osservazione 5.9. Siccome distanze equivalenti determinano le stesse famiglie di intorni, date due distanze
d; e dy in uno stesso insieme X, una successione x, a valori in X converge a un punto xp € X rispetto alla
distanza d; se e solo se converge a x rispetto alla distanza d,. Similmente, data una coppia di distanze
equivalenti d; e d, in X e una coppia di distanze equivalenti d e d}, in Y, una funzione f: (X,d;) — (¥,d})
& continua in un punto x € X se e soloselo & f: (X,d) — (¥,d)).

Definizione 5.10 (Funzioni limitate). Dati uno spazio metrico (X,d) e uno spazio normato (Y, |||), si con-
sideri lo spazio vettoriale 5(X, Y) costituito dalle funzioni limitate da X in Y e il suo sottospazio CNnB(X,Y)
costituito dalle funzioni continue e limitate da X in Y. Definiamo in B(X, Y) la norma infinito, o norma del
sup, o norma della convergenza uniforme,

| £lloo :=sup|f (0] (5.2)
xeX
Teorema5.11. SeY écompleto allora
1. (B(X,Y), Illeo) & completo;
2. (CnBX,Y), lIle) & completo.
Dimostrazione. 1. Sia f; una successione di Cauchy in B(X, Y). Allora

Ve>0,3neN:Vn,m= i, | fa— fnllo, <€

da cui
Ve>0,3neN:Vn,m=n,VxeX,|| fn(X) = fin 0| < | fn— finl o <€

Dunque, per ogni x € X, la successione f;, (x) € di Cauchy in Y e dunque convergente, essendo Y
completo. Definiamo, per ogni x € X, f (x) = lim,_. f5 (x). Passando al limite per m — oo nella
formula precedente, si ha

Ve>0,3neN:Vnz i VxeX,|f(x) - f)| <e

OVVEro
Ve>0,3neN:Vn=a,|f,— | <€

da cui, poiche f; e limitata, segue che f e limitata, ovvero che f € B(X,Y).

2. Sia f; una successione di Cauchy in C n B(X,Y). Alla luce del teorema precedente, sappiamo che
esiste f € B(X,Y) tale che f; converge a f in ||-||, cio€

Ve>0,3neN: V=i, | fn—fll <e€/3

Resta da provare che f € continua. Sia xp € X. Esprimiamo la continuita di f; in xo :

Ve>0,36>0:VxeX, d(x,x0)<8=|fa(x)—falxo)| <e/3

Allora, per ogni x € X tale che d (x,x0) <, siha || f (x) = f (xo)| = || f ) = fa @ + || fa (%) = fa (x0) | +
Hfﬁ (x0) = f (x0) || <€, quindi f & continua in xy.
O

Osservazione 5.12. 1. Consideriamo in particolare il caso in cui X = [a, b], Y = R. AlloraCnB([a, b],R) =
C(la, b],R) ¢ lo spazio vettoriale costituito dalle funzioni reali continue sull’intervallo chiuso [a, b].
Per semplificare la notazione lo indicheremo semplicemente con C([a, b]). Osserviamo che I'insieme

delle potenze
P:={x", neN} cC(la,b)), (5.3)

€ una famiglia linearmente indipendente, quindi C([a, b]) € uno spazio vettoriale di dimensione infi-
nita.
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2. Definiamo in C([a, b]) il seguente prodotto scalare

b —
<f | g>2 = <f | g>L2([a,b];C) ::fu f(x)gx)dx

con norma indotta (cf. Osservazione|4.56)

b
I7.:=y) [ I cof ax

Verifichiamo che tale norma non & equivalente alla norma del sup definita in Equazione (5.2). Per
ognin= (b— a)71, sia [fn1afunzione continua definita da f;,(a) =1, f;, (x) = 0 per ogni x € [a + %, b]  fn
lineare nell'intervallo [a,a+ 1]. Siha che | f»||., = 1, per ogni n = (b—a)~!, mentre

a+l 24 > a+l q > 1
= ” < 1 < —.
o= ([ 1P ax) <| [~ 1ar) <

Allora f,, converge alla funzione identicamente nulla in ||:|2, ma non in ||-||,, dunque le due norme
non sono equivalenti.

5.1 Funzioni uniformemente continue

Definizione 5.13 (Uniforme continuita). Un’applicazione tra spazi metrici f : (X,dx) — (Y,dy) si dice uni-
formemente continua se

Ve>0,36>0|V(x,y) e X?, dx(x,y)<s=>dy(f0),f(y)) <e (5.4)

Osservazione 5.14. Comparando le definizioni nelle Equazioni (5.1) e (5.4) notiamo che I'e in Definizio-
ni[5.13|non dipende dai punti x, y € X, mentre 'e in Definizione[5.1|& una funzione dipendente da xp.

Esempio 5.15 (Funzione continua e non uniformemente continua nel suo dominio). Sia f: A=(0,1) <
R — R definita da f(x) = % f e continua in A, strettamente decrescente, quindi invertibile con inversa
L fA)=(1,+00) — (0,1), f1(y) = % Datixe Aee>0,siha f~1(f (x)—¢, f (x) +€) = (x1, x2), con

xa=f"(fx)+e) =

’

l+ex

P U= sedoen
1, set—e<1

X
’ 1-ex

ovvero x, = min {1 }. Il massimo valore di § che si puo trovare affinché valga

VyeAlx—yl<é=|fx)-f(y)|<e

. . 2
€ 0 = min{x — x, X, — x}. In particolare, 6(¢,x) < x— x; = ffe < < ex? che tende a zero per x tendente a zero.

Dunque non esiste 6 > 0 indipendente da x € A per cui valga (5.4). In altre termini, servirebbe infye 4 6 (¢, x) =
5(e) > 0, mentre si ha inf,c 46 (€, x) < €infyeq x> = 0.

Proposizione 5.16. Sia f : (X,dx) — (Y,dy) uniformemente continua. Se (x,),, una successione di Cauchy
in X, allora (f (xp)),, & una successione di Cauchy in'Y .

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che
VYe>0,3neN:VYn,m=a,dy (f (xn), f (xm)) <€
Fissato € > 0, sia § > 0 determinato da (5.4). Siccome (x;),, & di Cauchy, si ha che
dneN:Vn,m=n,dx (x,, xm,m) <0,

e da (5.4) segue subito la tesi.
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Osservazione 5.17. Se unafunzione ¢ solamente continuala Proposizione[5.16/non € piti vera, basti pensare
alla successione (1/n),>; e alla funzione f (x):=1/xin (0,1].

Proposizione 5.18. Sia f : E < R — R uniformemente continua. Sia B c E, B limitato. Allora f (B) e limitato.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f(B) sia illimitato. Allora esiste una successione (yn)n c f(B)
tale che lim;_ o ’ yn’ = +oo0. Sia x,, € B tale che y, = f (x;). La successione (x,),, € limitata e quindi ammette
una sottosuccesione x,, convergente in R? e dunque di Cauchy. Dal teorema 5.3, segue che y,, = f(xp,) &
di Cauchy, quindi limitata, da cui si ha una contraddizione. O

Teorema 5.19 (di Heine-Cantor). Sia f: K c (X,dx) — (Y,dy) continua in K, con K sequenzialmente com-
patto. Allora f é uniformemente continua in K.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo, negando la tesi (5.4):
Je>0:VY6>0,3x,ye K percuidy (x,y) <5 edy (f(x0),f(y) =€

Scegliendo in particolare 6 = 1/n per n € N, si ha che esistono due successioni (x),, (yn)n c K tali che
dx (xn,yn) < 1/n edy (f (xn), f (vn)) = €. Essendo K sequenzialmente compatto, esistono una sottosucces-
sione x,, di x, e un punto xp € K tali che limj_., x;, = xg. Dalla continuita di f, segue che limy_., f (xnk) =
f (xo). D’altra parte dx (yn,,%o) < dx (Xn,, Yn,) + dx (Xn,, Xo) < 1/ng +dx (X, X0), da cui limg_.qo Y, = Xo-
Allora, sempre per la continuita di f, si ha limg_oo f (¥n,) = f (X0), € percid limy_.cody (f (V). f (%n,)) =0,
in contraddizione condy (f (yn,), f (xn.)) = €. O

Definizione 5.20 (Funzioni Holderiane). Sia a € (0, 1]. Una funzione f: (X,dx) — (Y,dy) si dice Holderiana
di ordine @ (su X) se esiste una costante positiva L (detta costante di Holder) tale che

dy (f(0,f(y)) =L(dx(x, )", VYxyeX.

Denotiamo con C%“ (X; Y) lo spazio delle funzioni Holderiane da X a Y, e su di esso definiamo la seminor-
ma (cf. Definizione4.45)
o o U@L
0,a . - - . \a

DT yex ey (dx (x7)"
elanorma

1 £l cowsry = 1 F oo * 1 lcoe i -
Siha che (C®% (X;Y), lI“llcoa(x;y)) € uno spazio di Banach.
Se a =1 si dice che la funzione € Lipschitziana

Esercizio 5.21. 1. Sifissi @ € (0, 1], si dimostri che la funzione x — |x|* appartiene allo spazio coa' ([-1,1];R)
per ogni a’ € (0, a].

2. Sidimostri che una funzione Holderiana e sia continua che uniformemente continua.

Definizione 5.22 (Applicazione contrattiva). Un’applicazione da uno spazio metrico insé f: (X,d) — (X,d)
e detta contrazione se esiste una costante positiva g € (0, 1) tale che

d(f0,f(¥)<qd(xy), VxyeX.

Definizione 5.23 (Punto fisso). Definizione 5.9. Sia X uninsieme nonvuoto e f: X — X. Un elemento x € X
si dice punto fisso di f se f (x) = x.

Teorema 5.24 (Teorema delle contrazioni di Banach-Caccioppoli). Sia (X,d) uno spazio metrico completo e
sia T: (X,d) — (X,d) una contrazione. Allora esiste un unico punto fissodi T.
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Dimostrazione. Sappiamo che esiste g < 1 tale che d (Tx, Ty) < g d(x,y), per ogni x,y € X. Sia xp € X un
qualunque punto di X e definiamo, ricorsivamente, la successione

Xna1:=Txp=T" " x0, nen,

Proviamo, per induzione, che
d (Xn+1,%5) < g"d (x1, X0) . (5.5)

Pern=1,sihad(x,x1) =d(Tx;, Txp) < qd (x1, xp). Proviamo ora il passo induttivo, d (x,,+1, Xn) =d (Tx,, TXxp-1) <

qd (xn, Xp—1) < q"d (x1, x0), provando (5.5).
Sia ora m > n. Si ha che
m-1 m-1 m-l-n
dm,Xxp) < Y d(xie1, %) < Y, g'd(x1,X0) =d (x1,X0) " q’
i=n i=n Jj=0
1_ m-n
=d (x1, Xo) Clnllz—q < d (x1, Xo) ¢

n—oo
—_—

Quindi per ogni € > 0 esiste ne € N tale che
d(xy,,x,) <€, Vn,m=ne,

cioe la successione x, e di Cauchy. Dalla completezza di X, segue che essa converge a un punto x € X.
Essendo una contrazione, T € continua e quindi T'x,, converge a Tx, ma Tx, = x,+1 € quindi converge a x.
Per l'unicita del limite in spazi metrici, Tx = x e percio x & punto fisso di T. Se, per assurdo, esistesse un
altro punto fisso y € X, y # x, allora si avrebbe

d(x,y)=d(Tx, Ty)< g d(x,y) (5.6)

Essendog<led (x, y) > 0, (5.6) non ha soluzione, pertanto € assurdo assumere x # y. O

6 Calcolo differenziale

6.1 Derivate direzionali e differenziabilita

Notazione 6.1. In questa sezione ogni qual volta appaia un concetto metrico lo si considera relativamente
allo spazio metrico Euclideo (IRd, dg), salvo eccezioni esplicitamente menzionate.

Notazione 6.2. Sia (X, ||| x) uno spazio di Banach. In questa sezione denoteremo con (2 un sottoinsieme
aperto, rispetto alla topologia indotta da ||-|| x, di X.

Definizione 6.3 (Differenziabilita secondo Gateaux). Siano (X, |- x) e (Y, ||I-]ly) due spazi di Banach (cf. De-
finizione[4.48). Sia f: Q < X — Y e sia x° € Q. Diremo che f ¢ differenziabile in x° nella direzione h € X se
esiste finito in Y il limite

f(x°+en) - f(x°)

lim (6.1)
e—0 £
Tale limite & detto derivata direzionale di f nella direzione h, € indicato con
0
), onf (x9), do f(x% ). 6.2)

La funzione f si dice Gateaux differenziabile o G-differenziabile in x° se il limite in (6.1) esiste finito per ogni
heX.

Notazione 6.4. Nel caso in cui X =R% e Y =R useremo le prime due notazioni di (6.1), altrimenti useremo
la terza.

Esempio 6.5 (Esempio di calcolo di derivata direzionale). 1. Se (X,Y) = (R,R) il differenziale di Gateaux
in (6.1) coincide con il concetto di derivata;
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yz
1+x%°

2. (X,Y) = (R%R), per esempio d = 3. Consideriamo la funzione f (x, y, z) := Fissiamo v := (v;, V2, U3) €

R3 ed e > 0, calcoliamo

f(x+ev,y+evs,z+evs) - f(x,3,2)
(y+eva)(z+evs)  yz
1+(x+ev)?  1+x2
€ vou3x* + €2 V203 + (evsx? +€v3)y + (evax? + vy — (€2vF +2€v1X)y)z

2ev X3+ €205 + x4 2ev x+ (207 +2)x2 + 11
Pertanto ottengo che

f(x+ev,y+evs,z+evs) - f(x,1,2) _v3 (x> +1)y+(v2 (x*+1) -2v1xy)2+ O (€)

€ - (1+x2)°+0(e)
e—0 201Xyz U3y U2z
(x2+1)2 x+1 x%+1

=0,f(x,y2). (6.3)

3. (X,Y) = (RY,R") (per esempio N = 3,M =2). In questo caso si ha che

h (x,J’»Z))'

f(x'y’z):(fz(x’y’z)

Possiamo quindi ragionare componente per componente analogamente all’esempio precedente.

Esempio 6.6 (Calcolo di derivate direzionali tra spazi di dimensione infinita). 1. Sia X =C([0,1];R) con
la norma del sup (cf. (5.2)), la coppia (X, ||‘ls) € di Banach come dimostrato nel Teorema [5.11

Consideraimo la funzione

f : Bx(01) — X
1+ u(x)

E chiaro che f(u) € X solamente se | u]lo < 1 (altrimenti si ha un punto d’esplosione). Sia h € X,

calcoliamo
1 1
lim f(u+€h) _f(u) (x) = lim T+u(x)+eh(x)  1+u(x) — i —h(x)
e—0 € e—0 € e—0(1+ux)+eh(x) 1+ u(x)
1
=——— hx)=d ih . (64
1+ 2002 (x)=dgf(u;h) (x). (6.4)

2. Consideriamo lo spazio, C! ([0,1];R) =C'. La norma
luller = llulloo + || ' o »
rende C! uno spazio di Banach. Consideriamo ora I'operatore derivata
D :¢c' - C°
u — u’
La mappa D € una mappa tra spazi di Banach, calcoliamo la sua derivata come mappa tra spazi di

Banach: Sia h e C!
D(u+eh)—Du

€

=n

pertanto dgD (u; h) = h'.
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Osservazione 6.7. Dal punto di vista applicativo il calcolo della derivata direzionale in (6.I) non € molto
efficiente. SiaQ c X, f : Q — Y G-differenziabile e tale che esiste un & € X ed un €y > 0 tali che 'applicazione

e€[0,e0l — daf (x° +eh;h) € Y,

¢ continua in zero. Allora

dof (W) = <= f (0 +eh)| . 6.5)
e=0

Dimostriamo l'identita in (6.5), definendo g (¢) := f (x°+¢h) ho che dgf (x%h) = g'(0) e L f(x°+&h) =

g’ (€). Se posso calcolare g’ (0) come limite per e — 0 di g’ (¢) ho quindi concluso. Calcoliamo

F(x°+(e+n)h)—f(x°+eh)
n

g'(e)= lim =dgf (x"+eh;h),
T]—>

che per ipotesi ¢ continua, passo dunque al limite per € — 0 e concludo.

Esempio 6.8. Utlizziamo I'Osservazionel6.7|per calcolare il differenziale di Gateaux negli Esempil6.5|e

* f(xy2) = 5, calcoliamo

d (y+ev2)(z+evs)

d
hm f(x+£v1,y+£v2,z+£v3) =lim —

e—0d e=0de 14 (x+evy)?
im _2(£U1+x)(8U2+y)(£U3+Z)U1+ (V3 +2) 1o s (eva+y)vs
=0 ((£y1+x)2+]_)2 (£v1+x)2+1 (£v1+x)2+1
_2unixyz  u3y U2z

(x2+1)% x*+1 ?+1
che coincide con I'espressione in (6.3).

* f (W (x):= - calcoliamo

d 1 L
I h) (x) = lim E "
im— f(u+6 ) (x) =lim ~0del+ux)+eh(x) T 1+ u(x) +eh(x)? )

1
- W,
TETTEA

che coincide con (6.4).

Definizione 6.9 (Derivata parziale). Sia (X,Y) = (R%R) e h:= e;, con ¢; vettore della base canonica di R?, la

. L ) R . . . o . .
derivata direzionale a—£_ (x°) & detta derivata parziale rispetto alla variabile x; e si usano equivalentemente
le seguenti notazioni

9 (x9),

0 . 0 0
axl fxi (x ), alf(x ), axif(x )

Esempio 6.10 (Calcolo esplicito di una derivata parziale). Data una funzione f : Q c R¢ — R per calcolare
la derivata parziale 9; f e sufficiente derivare nella variabile x; considerando le restanti variabili come se
fossero costanti. Vediamo degli esempi

1. f(x,y):=xy.Sihached,f(x,y)=yed,f(x,y)=x
2. f(x,y2):=log(x*+y* + z*). Si ha che (nel dominio della funzione)

2x 3y? 473

dxf(xy,) x2+y3+z4' a)’f(xy') x2+y3+z4’ Zf(xy’) x2+y3+24

Un funzione pud essere G-differenziabile in un punto x° ma non continua, come illustrato dal seguente
esempio:
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Esempio 6.11 (G-differenzabilita non implica la continuita). Sia f: R? — R, definita da

x4y2 ( )
o o se xyy # (O) 0)
flxy) =1 (x4 +y2) (6.6)

0, se (x,y) =(0,0)
Per ogni direzione v € R?, esiste la derivata direzionale

of
ov

tvy, tv tviv?
f 2)zlim 12 _,

t =0 (2% + 12)°

(0,0) =lim
t—0

Consideriamo la successione z,, = (%, #), che converge a (0,0). Si ha che f (z,) = i # £(0,0) =0. Dunque f
non e continua nell’origine.

Definizione 6.12 (Operatori lineari limitati). Dati due K-spazi vettoriali normati X e Y denotiamo con
L (X;Y) I'insieme delle applicazioni lineari da X a Y tali che, dato T € £ (X;Y), esiste C > 0 tale che per
ogni x € X sihache | Tx|ly < Cllx|x. Lo spazio £ (X;Y) dotato della norma

1Tl zx:v):= sup ITxly,
lxllx=1

& uno spazio di Banach (cf. Definizione[4.48). Se X = Y scriviamo £ (X).

X

Osservazione 6.13. Dato xe Xe T e L(X;Y),sia % := Txlx

€ Sx notiamo che
ITxlly =Mxllx TxIy =lIxllxITXly <1 Tlzocv lxlx.

Esempio 6.14 (Esempi canonici di operatori limitati). 1. Caso (X,Y) = (RY,R"). Sappiamo che tutti e
soli gli operatori da R" in R" sono della forma

Tx = Ax, Ae RN,

Verifichiamo che 'applicazione x — Ax e limitata come da Definizione[6.12

M

M
IAxllgs = | Y (Ax)2 =4[
i=1

2
N
= ;Aijxj) SN\/M ig}?.)fM|Aij| ]g}ya;a\]\x]l

j=1.N

u |Aij| otteniamo
N

..........

|Axllgr < Callxllgy .
Pertanto I'applicazione € limitata. In particolare se N =M =1 ho che

TeL(R) & Tx=Ax, LeR, VxeR.

2. Caso infinito-dimensionale: 1'operatore di moltiplicazione. Sia Q c R e X = Y = B(Q;R). Fissiamo
Uy € X e definiamo I'applicazione
My,

0

X - X
v+—>U0v'

Lapplicazione My, e certamente lineare, verifichiamo che & limitata. Si ha che per ogni v € X

My, vl = suplUp (x) v(x)] < sup|Up (x)|suplv (x)| = | Uplix lvlx.
xeQ

xeQ xeQ
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Esempio 6.15 (Esempio di applicazione lineare e non limitata). Consideriamo lo spazio di Banach (C ([0, 1];R), || llo0)-
Consideriamo I'operatore di differenziazione D : C ([0,1];R) — C ([0,1];R) . Ovviamente si ha che per ogni
0>0

|D(6x")||o, = sup |6nx"""|=68n]x"|.,. (6.7)
xe[0,1]

Pertanto 'operatore di differenziazione non soddisfa la Definizioni ed in particolare la stima in Equa-
zione (6.7) mostra come l'operatore di differenziazione non e continuo nello zero, infatti manda elementi
arbitrariamente piccoli di (C ([0, 1];R), ||-ll,) in elementi arbitrariamente grandi di (C ([0, 1];R), [|-lloo)-

Definizione 6.16 (Differenziabilita secondo Fréchet). Siano (X, |-lx) e (Y, ll-lly) due spazi di Banach (cf.
Definizione|4.48). Sia f: Q< X — Y e sia x* € Q e 6 > 0 tale che B (x°,6) = Q. La funzione f si dice (Frécher)
differenziabile in x se esiste un’applicazione lineare L € £ (X;Y) tale che

£ (x°+h) = £ (x°) = Lh|y, =o(Inlx), h e Bx(0,6). (6.8)

« 1l funzionale lineare L si chiama differenziale di f in x° nella direzione h e si indica con df (xo) h
oppure df (x°) [h];

e Laquantita f(x°) + df (x°) [A] si dice approssimante lineare di f in x°;

* Denotiamo con Ry (x% h) = R(x% h) := f (x° + h) — f (x°) — df (x°) [h] la parte di resto superlineare in
h.

Selamappa x’ € Q — df (x%) & un’applicazione continua tra gli spazi normati (X, |-l x) € (£ G Y), Il ccx:v))
diremo che feC' (;Y).

Esercizio 6.17. Siano X, Y di Banach e Q c X, dimostrare che I'applicazione
d : Cl@Y) — {Q—-L&XY)}
f = {aldf ()}
é lineare.

Osservazione 6.18. Compariamo le definizioni di differenziabilita date nelle Definizioni[6.3]e[6.16]rispetti-
vamente. Notiamo che il differenziale di Gateaux non é detto che sia un operatore lineare come da Defini-
zione Semplici calcoli mostrano che & si una funzione omogenea, ossia dg f (x%Ah) = A dg f (x°; h),
tuttavia non € additiva. Per tale ragione la notazione per il differenziale di Gateux é diversa da quella del
differenziale di Fréchet. Prendiamo per esempio f : R?> — R, definita da

3

x

——, se(x,y)#(0,0)

f(x,y): x2+y2 ( y)
0, se (x,y) =(0,0)
Un calcolo esplicito mostra che

: b) # (0,0)
dunf0,0)={ @+ S¢@P#00
0, se (a,b) = (0,0)

che non ¢ lineare in (a, b).

Un’altra fondamentale differenza ¢ evidenziata dal seguente risultato immediato, che stabilisce che la
differenziabilita secondo Fréchet & pil forte della continuita.

Lemma 6.19. Sia f come nella Deﬁnizione Se f é differenziabile in x°, allora e continua in x°.

Dimostrazione. Se f & differenziabile in x° allora per ogni x € Bx (x%,6), con & > 0 sufficientemente piccolo,
si ha che
F@)=f(x°)+df (x°) [x—x°] + Ry (x% x— x°).

Possiamo dunque passare al limite per x — x° ed otteniamo la tesi. O
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Lemma 6.20. Una funzione Fréchet differenziabile é Gateaux differenziabile.

Dimostrazione. La dimostrazione & immediata, sia x° € Q, By (xo,é) cQ,heXete(0,0), siccome f &
differenziabile in x° ho che

1 +eh) - f(x° Ry (x%eh
€ €
pertanto passando al limite per € — 0 otteniamo il risultato. O

Osservazione 6.21 (Calcolo esplicito del differenziale di Fréchet in casi semplificati). Vediamo ora esplici-
tamente come si calcola il differenziale di Fréchet in alcuni casi specifici:

1. Sia f: Q < R* — R differenziabile secondo Fréchet in Q. Vogliamo dimostrare che

af 4 of
0 _9 (0
af () 1w = 55 (67) = X vig - (+9) 69)
Sia v € R%. Ponendo h = tv in (pertanto assumiamo t "piccolo"), si ha, dalla definizione di
differenziabilita o
+tv) - d t
/L2210 Wl

e quindi anche
0 —
g L2401 ()85 (e

Dato che df (x°) [rv] = £ df (x°) [v], si ha che esiste la derivata direzionale

O (1) - lim F(x+tv) - £ (x°)

ov 1—0 t

=df (x%) [v]

Dalla linearita di d f (x°) segue che

af
2 () =ar (<)

ivle,] Zvdf( )[e]—Zivig—i(xO),

provando (6.9). Notiamo che la formula presenta vari punti interessanti:

(a) ci da una maniera esplicita per calcolare il differenziale di una funzione differenziabile. No-
tiamo in particolare che tale formula puo venire applicata pure a funzioni che sono solo G-
differenziabili, come in (6.6), che tuttavia non essendo continua non da un differenziale di Fré-
chet, cf. Lemmal6.19}

(b) il vettore
011 (x°)
Vf(x%):= : : (6.10)
5df(x0)

¢ il vettore gradiente di una funzione f: D c R — R,

2. Consideriamo ora f: Q < RY — R" con f (x) = (fi (x1,.--, ), ..., fu (x1, .., 2w)) ", x° € Q, definiamo il
Jacobiano di f
VA (x0)T 01f1(x%) - anfi(x?)
Jf(x°):= : = : : : (6.11)
V fu (XO)T 01 fu (xo) o Onfu (xo)
vogliamo dimostrare che

df (x°) =Jf (x°),
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ossia che
Rp(x%n):= f(x"+n) - £ (x°) - Jf (x°) B, |R¢ (x% )| g = o (I Rll). (6.12)
Consideriamo l'identita in per componenti, da otteniamo che perognii=1,...,N
Ry (x%h); = fi (x° + h) = f; (x°) =V fi (+°) - b,

tuttavia utilizzando il punto (1| qui sopra sappiamo che df; (x°) = Vf; (x°) e pertanto |R¢ (x%h),| =
o(llhllgy). Lidentita in segue da

M
IRy (x° 1) || g = Zl |Ry (x9 ), |
i=

Definizione 6.22. 1l punto x° si dice critico o stazionario per f se V f (x°) & il vettore nullo; altrimenti si dice
regolare.

Osservazione 6.23. La formula ci permette di calcolare tutte le derivate direzionali a partire dalla
conoscenza delle derivate parziali e ci dice in particolare che se x° & un punto critico allora tutte le derivate
direzionali in x° sono nulle. Se invece x° & un punto regolare, ricordando la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz, si ha che la direzione in cui la derivata direzionale (e quindi la velocita di crescita) € massima e

VF(x° .. . . . .. .. NP s 1 N

v= % mentre la direzione in cui la derivata direzionale ¢ minima (e quindi la velocita di decrescita e
0

massima) e v = —%. Pertanto il gradiente di f in x9 qualora non nullo, ¢ il vettore la cui direzione &

quella per cui € massima la velocita di crescita di f e la cui norma coincide con il valore di tale velocita di

crescita, dato che V f (x°)- % =|vf (x|

Osservazione 6.24. Nel caso d =2, il grafico di f € una superficie nello spazio cartesiano O(x, y, z)
Z={(xy f(x,),(x,y) €D}

Se f ¢ differenziabile in Py (xo, yo) € D, allora per ogni direzione v il grafico della restrizione di f alla retta
passante per Py avente direzione v & una curva dotata di retta tangente in Qg (xo, vo, [ (xo, yo) avente pen-
denza m = % (x0,10); i vettori tangenti a tale curva sono tutti e soli i multipli di ¢, (vl, Uy, % (xo, yo)). In
particolare, le curve grafico delle restrizioni di f alle rette parallele agli assi x e y hanno per vettori tangenti i
multipli di 7, (1,0, % (xo, yo)) ery, (0, 1, % (xo, yo)) rispettivamente, che sono linearmente indipendenti. Te-
nendo conto di (13), si ha che, per ogni direzione v, t, = vty + V2 1y, quindi i vettori tangenti a tutte le curve
ottenute intersecando la superficie Z, grafico di f, con tutti i piani ortogonali al piano z = 0 passanti per Qg
costituiscono un sottospazio di dimensione 2 che ha come base i vettori 7, e f,. Questo garantisce che le
rette tangenti a tutte queste curve costituiscono un piano passante per Qo, detto piano tangente al grafico
di f in Qo, avente equazione

2= £ (0.30) + 2 (0, 30) = 300+ 2 (30, 30) (- 30) |

=1(xy,2) €R°
T {(xyz)e Py 3

I concetti di differenziabilita secondo Gateaux e Fréchet sono stati introdotti rispettivamente nelle De-
finizioni[6.3]e I seguenti punti riassuntivi sono degni di nota:

1. La G-differenziabilita non e la corretta estensione multi-dimensionale del concetto di derivata, cf.
esempio [6.11} tuttavia si puo calcolare il G-differenziale di una funzione con sufficiente regolarita in
maniera relativamente semplice, si veda I'Osservazione|6.7

2. L'F-differenziabilita e si una giusta estensione multidimensionale del concetto di derivata, cf. Lem-
ma[6.19} ed una funzione F-differenziabile & pure G-differenziabile, cf. Lemmal6.20} tuttavia non ab-
biamo un criterio semplice come quello proposto nell’Osservazione[6.7] per calcolare il differenziale
di Fréchet di una funzione.
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Domanda. Quando la differenziabilita di Gateaux implica la differenziabilita secondo Fréchet?

Se possiamo rispondere alla domanda qui sopra otteniamo dunque un criterio semplice di differenzia-
bilita che ci permette di calcolare esplicitamente il differenziale di una funzione. Tale risultato prende il
nome di Teorema del differenziale totale e garantisce che una funzione G-differenziabile con derivate dire-
zionali continue € pure F-differenziabile.

Tale risultato verra enunciato per funzioni tra spazi di Banach, ma dimostrato nel semplice caso (X, Y) =
(R4, R), si veda il Teorema sotto. La dimostrazione del caso generico si pud trovare in (1] ma richiede
I'utilizzo del Teorema di Hahn-Banach, [2].

Teorema 6.25 (del differenziale totale in spazi di Banach). SiaQ2 c X, e f: Q — Y una funzione G-differenziabile
in Q tale che la mappa
Q - LXY)

X = def(x)’
e continua. Allora f & Fréchet differenziabile in x° e si ha che dg f (x%¢) = d f (x°) [o]

Osservazione 6.26. 1. Notiamo che nell’enunciato del Teorema [6.25|si richiede, aggiuntivamente a cio
che accade nella Definizione 6.3} cf. Osservazione|6.18} che il differenziale di Gateaux di f in x° sia un
operatore lineare limitato.

2. Notiamo che sotto le ipotesi del Teorema possiamo utilizzare I'Osservazione per calcolare
esplicitamente il differenziale di Fréchet di una funzione. Pertanto nell’esempio si & calcolato
il differenziale di Fréchet delle funzioni considerate, notiamo infatti che gli operatori dedotti sono
lineari in v ed h rispettivamente come sottolineato nel punto[ljqui sopra.

Teorema 6.27 (Teorema del differenziale totale in RY). Sia f:Qc RY — R dotata di tutte le derivate parziali
in un intorno di x°, continue in x°. Allora f € C* (;R) edf (x°) = V£ (x°) (¢f: (6-10)) per ogni x° € Q.

Dimostrazione. Per semplicita dimostriamo il teorema nel caso d = 2, il caso generale segue in modo ana-
logo. Sia 6 > 0 tale che f & dotata di tutte le derivate parziali in B (x°,§). Definiamo

dof (x")v="=-

0

dove V (x%) & dato da (6.10). Siccome le derivate parziali sono continue in x°, assumendo 6 sufficiente-

mente piccolo, si ha che, applicando (4.3)

0
V()] <[ Vf(x° vl =2 sup af( )| vl
Xi
_’_J
=C<oo
pertanto V f (x°) € £ (R%R). Per ogni x € B(x°,6), si ha
F=F(x%) = Fxn,x0) — F (20, x2) + £ (2, x2) = £ (29, x9). 6.13)

Il teorema di Lagrange garantisce che esistono ¢; compreso tra x? e x1 e {» compreso tra xg e X, (entrambi
dipendenti da x ed x% tali che

0
[, = f (%), x2) = 6—){1(61,@) (x1—x9),

of (6.14)
fad ) = f(x,x3) = 0 (a7, €2) (22 = x3).
Le Equazioni (6.13) e (6.14) dimostrano dunque che
0 0
f-f(x%)= a—f €1 (11— 20) 4 2L (,65) (1, — ). (6.15)
X1 0x X2
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Applichamo dunque (6.15) ottenendo

R(x%x=x") = f(0) - f(x°) = VF(x%) (x-x°)
~ (55 - 2L 69 -+ (52 () - 5L () (- 9), - 616)

6x1 6x1 0 6]62

da cui | ( 0 0)|

R(x%;x—x of of ‘ of of

L A N (3T + , )

=] ' G1,%2) = 1( %) o, (7, ¢2) = axz( %)
Dalla continuita delle derivate parziali in x°, si ha
R 0; _ 40
lim RESE=)

x—x0 ” x—x9 ”

Dalla formula (6-16) segue che df (x°) = Vf (x°), la continuita della mappa x° — df (x°) = V£ (x°) segue
dalla continuita delle derivate parziali. O

Osservazione 6.28. 11 Teorema gioca un ruolo fondamentale nel contesto semplificato dove (X,Y) =
(RY,R). Questo teorema stabilisce una corrispondenza tra funzioni Fréchet differenziabili e funzioni che
possiedono derivate parziali continue. Pertanto, nel prosieguo di questo testo, useremo la presenza di
derivate parziali continue come criterio per definire la Fréchet differenziabilita di una funzione f: R — R.

Esercizio 6.29. Dimostrare che le derivate parziali di non sono continue in zero.
Notazione 6.30. Dati due punti x, x» di un K =R, C spazio vettoriale X denotiamo con
[x1, 0 :={xeX|x=tx;+(1—- 10 xp, t€[0,1]}.

Teorema 6.31 (degli incrementi finiti). Sia Q un aperto diR% e f € C' (Q;R). Siano x,y € Q, x # y, tali che
[x,y] € Q. Allora esiste & € [x,y| tale che

F)-f@ =VFE)-(y-x), 6.17)
|f(¥) - f SES[UP] IV lly-x|. 6.18)
e[x,y

Dimostrazione. Consideriamo la d1re210ne V=

“y e S%lesiag(t) = f(x+tv). Sihache g(0) = f (x),g(lly—
xI) = f(y). Inoltre g & derivabilein [0, |y — x|] e, per ogni 7€ [0, ||y —x||] siha che
glt+h)—gt)y .. fx+tv+hv)—-flx+tv) Of

" =1 =1
g0 hl—I% h hl—n}) h

( +tv).

Applicando il teorema di Lagrange a g, si ha che esiste s € (0, || Y- x||) tale che

of
fO)=fe=g®ly=xl=5-Oly-x[=vr©)-(y-x),
dove ¢ := x + sv, dimostrando (6.17).
La disuguaglianza segue immediatamente da (6.17). O

Le disuguaglianza (6.18) & valida pure nel caso di applicazioni tra spazi di Banach generici, la cui dimo-
strazione & omessa in quanto richiede 'utilizzo del Teorema di Hahn-Banach, [2].

Proposizione 6.32. Sia f: Q c X — Y G-differenziabile in Q e tale che dg f (x°) € £ (X;Y) per ogni x° € Q.
Siano u, v € Q tali che [u,v] € Q, allora

If@—-fWwly = sup lldg W)llzeyy lu—vix
welu,v]
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Osservazione 6.33. La Proposizione viene generalmente applicata quando una funzione e F-differenziabile
in in un aperto Q.

Vale la seguente generalizzazione della regola della catena

Proposizione 6.34 (Differenziale della funzione composta). Siano X,Y e Z di Banach, Q) e © aperti rispetti-
vamentedi X eY talichex’e Qc X, f:Q—Y, f(xo) €OcYeg:0— Z. Siano f differenziabile in x° e g
in f (x°). Allora si ha che

d(gof) (=) =dg(f(x") df (x°).
Dimostrazione. Supponiamo 8, > 0 sufficientemente piccoli in modo che By (x%8) = Qe f(Bx (x%0)) =
By (f(x°),€) = ©. Dobbiamo dimostrare che per ogni h € Bx (0;6) si ha che

Rgop (x5 h):= go f (x°+ k) —go f (x°) —dg (£ (x°)) df (x°) I,
¢ tale che
| Rgor (x%5 )|l , = oUlAlx). (6.19)

Definiamo
¥ = f(x9), ki=f(x"+h)-f(x°). (6.20)
La parte destra di diventa
g +k)-g (") -dg(f(x°)) df (x") h=g (" + k) - g (y°) ~dg (y°) k +dg (") [k —df (x°) n].  (6.21)
Per differenziabilita di g in y° ho che (cf. Osservazione[6.13)
||g(y°+k)—g(y°)—dg( °)k||z=0(”k”Y)» (6.22)
ldg (4°) [e=df (=) h]l 2 <[l dg (Y} 2oy e = df (=) ]y (6.23)
Notiamo da (6.20) e dalla differenziabilita di f in x° che
Iy = 1 (04 1) = £ ()] = [ () e Ry ()l = 1AF (60) | W+ oCU ).

Nuovamente, dalla differenziabilita di f in x° che ||d f (x ) || £(x;y) < oo e pertanto usando le proprieta della
notazione o-piccolo deduco che
o(lklly) =o(lhlx), (6.24)

quindi in da
lg (v’ +k)~g(y°) ~dg (y°) k]l , =olllhlx). (6.25)

Studiamo ora (6:23), per differenziabilita di g in y° ho che ||dg (y°)| z(y.,, < oo e da (6.20) e dalla differen-
ziabilita di f in x° ho che

lk—=df (x°)h|y = |Rr (x% k) ||Y =o(lhlx). (6.26)
Le Eq. (6.25) e (6.26) dimostrano che la parte sinistra di Eq. (6.21) & un o (||| x), dimostrando (6.19), il che
conclude la dimostrazione. O

Esempio 6.35 (Esempio di applicazione della regola della catena). Sia g:R" — R e f: RY — R" (ci si puo
restringere ad aperti con domini e codomini inclusi) differenziabili rispettivamente in y° := f(x°) ed x°.
Consideriamo 'applicazione

gof () =g(fixt,...,xw),..., fu(x1,..., xn).
Applicando Proposizioneottengo che per ogni h € RY

d(gof)(x") h=dg(f (x*)) df (x°) b
Applichiamo i risultati provati nell’Osservazione[6.21|ottenendo che
dg(°) k=vg()°) -k, keR" df (°)h=Jf(x")h, heR",

pertanto

d(gof) (xo)h:Vg(f(xo))T.]f(xo)h:jégla]—g(f(xo))aifj(xo) h,

38



6.2 Derivate di ordine superiore, teorema di Schwartz e formula di Taylor
6.2.1 Differenziale di ordine superiore e Teorema di Schwartz

Definizione 6.36 (Differenziale secondo). Siano X,Y di Banach, Qc X e feC 1(Q;Y). Diciamo che fe
doppiamente differenziabile in Q se la mappa

Q - LXY)
X = df ()
¢ differenziabile secondo la Definizione[6.16] La risultante mappa

Q - LXGLXY)

) (6.27)
xO — dzf (XO)
& detto differenziale secondo di f in x°. Se lamappa in & continua diremo che f € C? (Q;Y).

La Definizioni da un’estensione logica del concetto di differenziale di Fréchet di ordine superiore,
tuttavia lo spazio £ (X; £ (X; Y)) nel quale & definito il differenziale secondo non € molto intuitivo, vediamo
ora di caratterizzare £ (X; £ (X;Y)) in termini pit1 immediati.

Definizione 6.37 (Topologia prodotto). Sia p e N\0 e X;, i = 1,..., p spazi di Banach. Consideriamo lo
spazio prodotto ]_[f’:1 X;, elafunzione

EXT

p p
Z”xinziy v-’?p: (x],...,xP)El_[Xl‘,
i i=1

la coppia (Hf’:1 Xi, Il Xi) e di Banach.

Definizione 6.38 (Operatori multilineari limitati). Siano X, Y di Banach e p € N\0. Lo spazio degli operatori
p-lineari L, (X;Y) & composto dalle applicazioni

M,: XP -,
che sono
1. lineariin ognuna dei p argomenti;

2. limitate, ossia esiste un C > 0 tale che per ogni (x1,...,x,) € X? si ha che
P
[Mp (et xp) |y = CT T il
i=1

Lo spazio £, (X;Y) con la norma

M) ”[E,,(X;Y) = sup [ My (x1,....%p) |y <o,
” (xlr"-nxp) ||Xf7 <1

e di Banach. Se X = Y denotiamo L, (X; X) =: £}, (X).

Esempio 6.39. 1. Sianod e N\0, A€ R¥*¢, 'applicazione

d d
Ba(x,y):=(Ax)-y=yT-(Ax)=)_ ) AijxjVi, Vx,yeR?,
i=1j=1

& bilineare ed appartiene allo spazio £, (R%;R).
2. Siano u, v e C! (R), 'applicazione

(u,v) — 'V € L5 (C* R);C°R)).
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Proposizione 6.40. Siano X,Y di Banach, si ha la seguente isometria
LXGLXY) =Ly (X;Y).
Dimostrazione. Lapplicazione

® : LXGLXY) — LaX;Y)
A — {w,v)— Aw (v}’

definisce I'isometria cercata, con inversa

A 1 LX) — LXGLXY)
) — {u—{v— W)}

Verificare i dettagli come esercizio. O
una conseguenza immediata della Proposizione e il seguente corollario:
Corollario 6.41. Si ha che (6.27) é equivalente a

Q - LX)

, 6.28
= P o2

11 Corollario ci permette dunque di identificare il differenziale secondo con un’applicazione bili-
neare.

Esempio 6.42 (Calcolo del differenziale secondo in alcuni caso specifici). 1. Sia f € C?(;R) . Da
sappiamo che df (x°) h = Vf (x°) - h, applichiamo Osservazione|6.26] 2] ed otteniamo

. d d g
dzf(xo)[k,h]:£E%£Vf(x0+ek)-h=g%&izzid,-f(xo+ek)h,-

Definiamo ¢ : [0,e9] — R come ¢ (¢) := x° + €k, applichiamo I'esempio ed otteniamo

%dif(xo +ek)=Va; f(p©) - Jp(e),

e calcolando esplicitamente il Jacobiano di ¢ otteniamo

¢ (e)
Jp(e) = : =k,
A
pertanto

d
d?f (x°) [k, hl = lim 3 0;0; f (x° +ek) k;h;.
V=1
Per ipotesi f € C? e pertanto le sue derivate seconde sono continue quindi otteniamo che

& f (x°) [k, b1 = Za]af( x°) kjhi.

i,j=1

2. Sia X :=C([0,1];R) e f(u) 1+u come in esemplol abblamo visto che d f (u) & 'operatore molti-

plicativo (cf. esempio[6.14} punto|2)
—-h

T+t
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Calcoliamo ora le derivata direzionale (cf. Definizione|6.3)

df (u+ek)h—df (w)h
. .

Odf (u) [h] = lim

Se il risultato che troviamo & una mappa continua da un inotrno di u € X a £, (X) allora applicando
Teorema otteniamo il differenziale secondo. Calcoliamo

1 1

. 2eukh+0(€?)
A+u+ek)? (1+uw?

T Utu+ela+w?

(df (u+ek)—df (w)h= [—

quindi
(6.29)

(df(u+ek) —df(u)) j €20 2u

€ 1+ w?

———
=0rdf(w)

Certamente la mappa (k, h) — 0xdf (1) h definita in (6.29) ¢ bilineare, vediamo ora che € continua in
un intorno di u:
2(u+ou) 2u
Q1+u+ow?* Q+w?

|0kdf (u+6u)h—0idf (w) by = H

X

Notiamo che
2(u+déu) 2u 2(u+déu) 2u
H( i 4) SH i 7 IAllxIkllx,
Q+u+du) 1+uw X Q+u+du) AQ+wllx
ed inoltre
2(u+déu) 2u
i 7= oWu),
Q+u+du 1+uw
otteniamo quindi che
loullx—0

[0kdf (u+6u) h—0rdf (W) h| x = OUSulx) Ikl x I 2l x ——0,

pertanto applicando il Teorema|6.25|ottengo che

2u

d? k,h] = kh
f W) [k, h] RETL

Possiamo quindi generalizzare il concetto di differenziale ad un ordine arbitrario

Definizione 6.43 (Differenziale p-esimo). Siano X,Y di Banach, pe N\0,Qc X e f € CP~ (Q;Y). Diciamo
che f e p volte differenziabile in Q) se la mappa

Q - La(XY)
X (R0

)

e differenziabile secondo la Definizione La risultante mappa

Q - L,X;Y)

, 6.30
= dPF(x) o0

& detto differenziale p-esimo di f in x°. Se la mappa in (6.30) & continua diremo che f € C” (Q;Y). Diremo
che feC®(Q;Y) se f €MNpenCP (L Y).

Definizione 6.44 (Operatore multilineare simmetrico). Sia p e N\ 0, X, Y di Banach, My € L’p (X;Y), sidice
simmetrico se per ogni o permutazione dell'insieme {1,..., p} e (x1,...,x,) € XP si ha che

M, (xl,...,xp) =M, (xU(l))--ﬂxU(p))'

Osservazione 6.45. Nel caso si consideri p = 2 un operatore bilineare & simmetrico se B (x,y) = B(y, x).
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Teorema 6.46 (di Schwartz). Siano X,Y di Banach, xX° € Qc X e f : Q — Y tale che f é doppiamente
differenziabile in Q, allora d® f (xo) & un operatore limitato bilineare simmetricoda X*> a Y .

Dimostrazione. Sia 6 > 0 tale che Bx (x°,6) = Qe h, k€ Bx (0,6).

Step 1 (Approssimate del differenziale secondo). Definiamo I'approssimante discreto del differenziale se-
condo
AP f (%K, h) = (P +k+h) = £ (2 + k)= £ (x°+ )+ £ (x°), (6.31)

detta anche differenza finita.

Step 2 (Stima dell’errore). Definiamo I’errore
Ef (x% h, k) = A2 (2% k, h) — d? f (x°) [k, Al (6.32)
ovviamente si ha che £f : Q x By (0,6)? — Y, e vogliamo calcolare
7 (%m0l
Definiamo la seguente curva a valoriin Y

Yen * 1011 — Y
T — f(x+k+7h) - f(x®+7h)-d*f (x°) [k, ThI,

notiamo che £f (xO; h, k) = yllc ()= yk 5 (0). Utilizzando Proposizione ed il fatto che f € Cl )
possiamo calcolare il differenziale di y}c ,, in punto arbitrario di [0, 1]:

dy, 7 =df (x*+k+th)T'h—df (x°+7h)T'h— (& f (x°) k) T'h, v (r,7') €0,11%, (6.33)
pertanto yi, R€C 1([0,1]; Y) e quindi, per differenziabilita, si ha che
£f (x% b, k) = dyy, (0) 1+ R, (0;1), Ry (0;m) ||y = o(|n])- (6.34)
Un calcolo esplicito ci mostra che
dyy, @ 1=df (x"+k)h—df (x°) b= (d*f (x°) k) h =y, (D =%, (0), (6.35)

dove 5
: [0,1 — Y
Vi + [01] : (6.36)
9 — df (x°+9k) h— (d*f (x°) 9k) h

quindi, visto che f & doppiamente differenziabile in x°, ottengo che yi , € differenziabile in 0 ed applicando
la Proposizione ottengo

Yin W =Y @ =dyp, @1+ R 01, [Rz(0.n)]y = o(|n]),

2 ’ (6.37)
dy2 , (09 =0.
Inserendo le Equazioni e in ottengo
E£f (x% h, k) =Ry (0;1) + Rz (0;1). (6.38)
Calcoliamo ora esplicitamente i termini R; (0;1), j = 1,2, ottenendo dalle Equazioni e
Ro(0;1) = y5 ), () =75, 0 —dyf ,, 0 1= (df (x*+k) —df (x°) —d*f (x°) k) h. (6.39)
Ma, f é differenziabile due volte in x° quindi
df (x°+k) —df (x°) =d*f (x") k = Ray (x"; k), | Ray (£ ) iy = 0 RN, (6.40)
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pertanto le Equazioni (6.39) e danno
IRz (0, Dlly = ||Ray (x% k) k||, = o Ukl x 12l x) . (6.41)

Procediamo in maniera analoga con il termine R; (0; 1) definito in (6.34). Usando le Equazioni (6.32) e (6.33)
ottengo

RO =[f(x°+k+h)—f(x"+k)-df (x°+ k) h] = [f(x°+h) - F(x°)—df (x°) ] ,
quindi siccome f & doppiamente differenziabile in Q[]applicando la Proposizione ho che

IRy (0; DIy < sup |df (x°+ 0k + k) —df (x° + k) — d* f (x° + Ok) k|| £ .y, I Kl x,
€[0,1]

e quindi dalla definizione di differenziabilita ho che per ogni 9 € [0, 1]
Ry (x°+0k; h) = df (x* + Ok + h) —df (x* + 0k) = d* F (<" + 0k) b, ||Ray (x° + Ok B) | 1 oyry = 0 U1,

ottenendo
IR (0; Dlly = o(llkllx 1 2l x) - (6.42)

Inserendo Eq. (6.41) e (6.42) in (6.38) ottengo

I2f (X% R 6|y = okl IRllx),
ossia esiste un € = £ (0) o0, 0 tale che
IEf (x% R k)|, <elklx IRl x. (6.43)

Step 3 (Simmetrizzazione). Usiamo ora il fatto che 'applicazione (cf. (6.31)) (k, h) — N f (xo; k, h) € sim-
metrica per calcolare

|dF (%) U, bl = @ f (<) U, K1 ||y < | 2 (5% oK) |y + 2 (5% kR
quindi applicando ottengo
[[d*f (x°) tk, k1 = d* f (x°) R, K1y < €llklix I Rllx, Vk,he Bx(0,6). (6.44)

Step 4 (Riscalamento). La stima in Eq. (6.44) vale solo per £, k piccoli. Consideriamo ora k, i € X arbitrari, e
scriviamo (k, h) = (&l x ke, Ikl x fl) dove k,he Sx e N (k,h) :=d?*f (x°) [k, 1 — d2 f (x°) [k, K]. Per bilinearita
di AV ho che

Ikl x Al s on
N (k,h) = %N(ékﬁh),

applicando otteniamo
IN (k, W)y < €@ lklxlIhlx. (6.45)

. .. . . . 50
Notiamo che la parte sinistra di (6.45) non dipende da § > 0, pertanto siccome e — 0 ottengo

IV (k, Wy < lislggf(& Iklxlhllx =0,

il che conclude la dimostrazione.

INotare che questo & I'unico punto in cui si richiede doppia differenziabilita in un punto diverso da x°
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6.2.2 Differenziale secondo nel caso di dimensione finita

Notazione 6.47. Data f :R¢ — R denotiamo con

*f _ 0 9f
0x;0x;  0x; Ox;’

01 f = fux, 1= i,j=1,..d. (6.46)

Definizione 6.48 (Matrice Hessiana). Data f : Q c R? per la quale gli elementi in (6.46) esistono per x° € Q
definiamo la matrice Hessiana

011 f(x°) -+ 01af(x°)
Hf (XO) = (aijf(xo))i,jzl,...,d = , ' € RdXd,
0a1f(x%) - Baaf (x°)
Lemma6.49. SiaQ cR? e f € C! (Q;R) tale che Hf € C(Q;R*9), allora f € C? (;R) e

2F(O) [xy]l=y-(HF (x°) x), Vx,yeR, 2% e Q.

Dimostrazione. Siccome f € differenziabile applicando il Teorema [6.27| otteniamo che la condizione di
differenziabilita &€ equivalente a
VfeC(RY),

dove il gradiente viene considerato nella sua formulazione finito-dimensionale data in (6.10). Vogliamo
dunque dimostrare che (la norma senza pedice indica la norma Euclidea in RY)

Ryy (xo;x— xo) =Vf(x) —Vf(xo) - Hf(xo) . (x—xo) = o(||x—x0||). (6.47)
Notiamo che

| Ray (x%x—x° ||<d max |Rf x—x° |—d max |6f(x) 0i f (x°) = Vo, f (x%) - (x - x°)|. (6.48)

.....

Possiamo dunque ridurci a considerare le singole componenti del gradiente 9;f : Q — Rdove i = 1,...,4d,
applicando il Teorema ottengo che d; f € C' (Q;R) se e solamente se esiste

oif
voif:=| : |eC(%RY). (6.49)
Oai f
La condizione in € automaticamente verificata grazie all'ipotesi di continuita dell’Hessiana, pertanto

0:f € CH(;R), con do; f (x°) = V9, f (x°) e dalla definizione di differenziabilita fer la funzione 9; f in x° ho
che

0i f () =0 f (x°) = Vo, f (x°) - (x = x°)| = o (|| x = X°|). (6.50)
Inserendo (6.50) in (6.48) ottengo (6.47), la continuita dell’'Hessiana implica che il differenziale secondo e
continuo, questo conclude la dimostrazione. O

Corollario 6.50 (Teorema di Schwartz nel caso di dimensione finita). Sia f come nel Lemma|6.49, allora la
matrice Hf (x°) & simmetrica.

Dimostrazione. Sotto le ipotesi del Lemmal6.49/ho che
EF () [xy]= 3 3f ()30
i,j=1

inoltre il Lemma ci garantisce che f € C?, pertanto posso applicare il Teorema|6.46{ottenendo che

d

Z ai]'f( XjYi= Z a]zf xi}’j: Vx,yeR%

i,j=1 i,j=1

Seleziono pertanto x = e e y =e; dove ey, £ =1,...,d sono i vettori della base canonica di R4 ed ottengo che

lef(xo) :Oklf(xo). O

Osservazione 6.51. Il Corollario ci garantisce che, sotto 'ipotesi di continuita delle derivate seconde,
l'operazione di derivazione e commutativa.
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6.2.3 Formula di Taylor
Per facilitare la presentazione del problema in questa sezione ci riduciamo al caso (X, Y) = (R%,R).

Definizione 6.52 (Multi-indice). p = (p1,..., pa) € N® & detto multi-indice. Denotiamo con |p| := p1+...+pq
la lunghezza del multi-indice e con p!:= p;!--- pq!.

Definizione 6.53. Sia p un multi-indice, denotiamo con

olrl ¢

e dato un vettore w € RY, si indica con

p— )P, )P
w —w1 wd.

Teorema 6.54 (Formula di Taylor). SianoQ un aperto di RY, feC" (R, X%, x€Q,x #x°, tali che [ xy, x] € Q.
Allora vale la seguente formula

a7 f (x°

P

Ipl=n :
con

|RY (% x = 1) = ol = x°]"). (6.52)
Inoltre, se f € C"*1 (4 R),

p
Ao = y HO oy, ©5)
lpl=n+1 P:

conée[x x].

) . 40 . .
Dimostrazione. Posto w = ﬁ, definiamo la funzione

g =f(x"+tw), te o, ]|x—x")],

Si ha, applicando la Proposizione|6.34

/ _ﬂ 0 _d . 0 .
g(t)—aw(x +tw) =) 0;f (x"+ tw) w

i=1

4
g'm=) 6]~6,-f(x0+tw) wiw;j (6.54)
ij=1

e, in generale,
d
h 0
g( )(I)Z Z Gilaiz...aihf(x +tw) Wi, Wi, ... Wi,

i1,i2yee0ip=1

Se p=(p1,..., pa) € un multiindice di lunghezza h, il termine 8” f (x° + rw) w” compare nella somma pre-
cedente quando, degli indici i1, iy, ..., iy, ce ne sono p; uguali a 1, p» ugualia 2,..., pg uguali a d, ovvero %
volte. Si ha allora 0
oP f(x"+tw) wP
gPw=nY ul ) (6.55)
!
Ipl=h p:

Ricordiamo la formula di Taylor di ordine » nel punto ¢ = 0 per g(#) :

n (h)
g (0) h
gn=> U Ra(,0)
h=0 :
con R, (t,0)
lim——— =0 (6.56)
t—0 ("

Sostituendo (6.55) in (6.56) e scegliendo ¢ := ||x—x0||, si ottengono le Eq. 1l e li Se, inoltre f €
C™1(Q;R), allora g € C"*1 ([0, |x—x°||];R) e (6:53) segue dalla formula di Taylor per g con resto alla La-
grange. O
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6.3 Funzione implicita ed invertibilita locale

Consideriamo I'’equazione
F(x,y)=0 (6.57)

con F:Q c R? — R. Siamo interessati a descrivere I'insieme delle sue soluzioni (o zeri di F)
z:=2z(F)={(x,y) € Q| F(x,y) =0}
Definizione 6.55 (Grafico di una funzione). Sia f: A< RY — R" definiamo il grafico di f nel dominio A
rL(f;4):={(xy) € AxR" |y=f}.
In alcuni casi si puo esplicitare nella forma
y=f(x), xelcR

e in tali casi si ha
2={(x.f (), xe [} =T (fi1),
e si dice che definisce implicitamente la funzione y = f (x) o, equivalentemente, che y = f(x) &

definita implicitamente da (6.57).
Vediamo alcuni esempi.

Esempio 6.56. 1. Sia F (x, y) =ax+by+c,con a?+b%> 0. zeunarettae (6.57) definisce implicitamente
una funzione y = f (x) o x= h(y) (entrambe se a # 0 e b #0).

2. Sia F(x,y) = xe’ —3y* + 1. Possiamo facilmente esplicitare x in funzione di y: x = (3y*—1)e™”. F’
possibile esplicitare anche y in funzione di x ?

3. Sia F(x,y) = x* + y* — 1. Z & la circonferenza di centro l'origine e raggio 1. Non ¢ il grafico di alcuna
funzione ne del tipo y = f (x), ne del tipo x = h(y). Possiamo perd definire y = f (x) = V1 —x?, per
xe[-1,1ley=-f(x) =-V1—-x? perx€[-1,1]. Sihache 2=T(f)UI'(-f), cio¢ Z & unione di due
grafici. Un’analisi pit1 dettagliata mostra che per ogni punto Py € Z non appartenente agli assi carte-
siani, esiste un suo intorno U in cui si puo esplicitare ciascuna variabile in funzione dell’altra, mentre
i quattro punti in cui Z interseca gli assi hanno un intorno in cui si puo esplicitare una variabile, ma
nessun intorno in cui si possa esplicitare anche I’altra variabile. In conclusione per ogni punto Py € Z,
esiste un suo intorno U tale che Zn U e il grafico di una funzione.

Definizione 6.57. Diremo che Z & localmente grafico se per ogni Py € Z esiste U intorno di Py e f funzione
tale che zNnU =T (f).

Esempio 6.58. i SiaF(x,y)=x*+)*+1, 2=¢.
ii Sia F(x,y)=x*+y?.2={0=1(0,0)}, & un punto isolato.

iii Sia F(x,y)=x?-y? ze&unione didue rette passanti per I'origine (dette rami). Non & localmente grafico
perché non é grafico di una funzione in nessun intorno dell’origine (appartenente ad z). In questo caso
diremo che (6.57) definisce implicitamente due funzioni in ogni intorno dell’origine.

iv Sia F (x, y) = xe¥ + ye*. Non si vede come esplicitare una variabile, si nota facilmente che F(0,0) = 0, cioe
che Py = (0,0) € Z. Come sara Z in un intorno dell’origine? Per rispondere a questa domanda avremo
bisogno di conoscere la teoria delle funzioni implicite.
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6.3.1 Ilteorema di Dini.

Definizione 6.59. Sia F : Q c R> — R. Diremo che una funzione y = f (x), x € I c R & definita implicitamente
dall’equazione (6:57) se T (f;1) < z.

Teorema 6.60 (del Dini). Sia Q cR? aperto e F € C' (Q;R). Sia (xo, yo) € Q tale che F (xo, yo) = 0 e Fy (x0, yo) #
0. Allora esistono un intorno U di xo ed un intorno V di yo ed una funzione f € C* (U;V) tali che yo = f (xo),
F(x,f(x))=0perognixeU e

Fe(x, f (%)
Fy(x,f ()’

Dimostrazione. Supponiamo ad esempio che F), (x0, y0) > 0. Essendo F, continua, per il teorema di perma-

nenza del segno esiste un rettangolo chiuso R:= W x V := [xg — k, X0 + k] x [yo — h, yo + h] tale che F,, > 0 in
R. Quindi per ogni x € W la funzione

flx)=- VY xeU. (6.58)

Flx,) : 'V — R
y = F(xy)

& strettamente crescente. In particolare, per x = xo, si ha
F(X(),yo— h) < F(XQ,yo) =0< F(xo,yo + ]’l)

Per ogni j € V' \ {)°} posso applicare il teorema della permanenza del segno alla funzione x — F(x, )
ottenendo che esiste un Uy W di x° tale che F(x, j)| u, > 0. Pertanto esiste un intorno U := [xo — Lxo+1]c

W tale che F(x,yo—h) <0e F(x,yo+ h) >0 per ogni x € U. Applicando il teorema dell’esistenza degli zeri
a F(x,-) in V ericordando che F(x,-) & strettamente crescente in V, si ha che per ogni x € U esiste un unico
y € V tale che F(x,y) = 0. Resta cosi definita la funzione f. Proviamo che f & continua. Dati x;,x; € U,
consideriamo i punti Py := (x1,f(x1)) € Ux V e Py := (x2, f (x2)) € U x V. 1l segmento chiuso [Py, P,] &
contenuto nel rettangolo R. Usando (6.17), esiste un punto (¢,7n) € [Py, P,] tale che

F(P2)-F(P1)=VF(,m)-(P2—Py).
Dato che F (P;) = F(P,;) =0,siha
Fi(&,m) (2 — x1) + Fy(&,m) (f (x2) = f (x1)) =0
da cui

Fx(&,m) (x2— x1)
Fy(&n)

Applicando il teorema di Weierstrass alle funzioni Fy e Fy, continue sul compatto R, definisco M = maxg | Fy|
e m =ming Fy, > 0. Si ha dunque

f)=fl)=-

M
x2)— f x| = —lx2—x
| f (x2) = f (x1)] m| 2 — X1l
e pertanto f € C®! (U; V) (cf. Definizione|5.20). Consideriamo ora il rapporto incrementale

fG2)=fO) _ Fe&n)
X2 — X1 Fy(é’n)

Per la continuita di f, se x, tende a x; si ha che f (x,) tende a f (x;), cioe P, tende a P; e quindi anche
(¢,m) € [Py, P;] tende a P;. Dunque, per la continuita di Fy e F),

3 i SO =S _ Fr(x, fa)
RTX Xp— X Fy(x1, f (x1))

, VX1€U,

dimostrando che f € derivabile in U. Siccome F € C LQ;R) ed Fy| Usv > 0 otteniamo pure che la funzione

derivata f’ & continua e pertanto f € C! (U;V), dimostrando (6.58) e concludendo la dimostrazione del
Teoremal6.60l O
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Osservazione6.61. 1. E’ evidente che se l'ipotesi Fy (xo, yo) # 0 & sostituita da Fy (x, o) # 0, allora, in-
vertendo il ruolo delle variabili x e y, si ha una seconda versione del teorema di Dini, simmetrica
alla precedente, e cioe in tal caso esistono un intorno U di xp ed un intorno V di y; tali che per ogni
y € V esiste un unico x € U tale che F(x,y) = 0. Indicato con h(y) tale x, resta definita una funzione
h:V > U, taleche he CL(V) e

_E0(),y
Fy(h(y),y)

' (y)=

, perogniyeV

2. Se F € C'(Q), Py = (x0,¥0) € Z(F) e VF(x0,¥0) # 0, allora, in un opportuno intorno di Py, Z(F) & il
grafico di una funzione.

3. Se VF(P) #0, per ogni P € Z(F), allora Z(F) & localmente grafico.

6.3.2 Inversione locale e funzione implicita negli spazi di Banach

Il Teorema [6.60] & la formulazione pil1 semplice possibile di un vasto insieme di teoremi che identificano
condizioni di invertibilita per funzioni tra spazi di Banach. Tali teoremi sono estremamente importanti nell
studio delle equazioni alle derivate parziali, dove si ha bisogno di teoremi di inversione tra spazi che sono
infinito-dimensionali.

Definizione 6.62 (Diffeomorfismo). Sia k € N, X, Y di Banach, Qx® c X x Y. Diciamo che f € C k(Q;©) & un
k-diffeomorfismo tra Q ed © se f ammette un'inversa f~! € C* (©;Q). Denotiamo con Diff. (Q; ©) I'insieme
dei k-diffeomorfismi tra Q e ©. Un 0-diffeomorfismo & detto omeomorfismo e denotiamo Hom (Q;0) :=
Diffy (Q2; ©).

Teorema 6.63 (di inversione locale in spazi di Banach). Siano X,Y di Banach, NeQcX k=1, feC k Q;Y)
con df (x°) invertibilf| Allora esiste U di x° e V di y° := f (x°) tali che f|,, € Diffy (U; V) e si ha che per ogni

Y€V valedg(y)=df(g(y) -

La dimostrazione del Teorema & piuttosto semplice, indirizziamo il lettore interessato a [1, Thm.
1.2].

Osservazione 6.64. E facile visualizzare il risultato del Teoremal6.63|nel caso in cui X = ¥ = R. In tal caso la
condizione di invertibilita di d f (x°) diventa f’(x°) # 0, siccome f € C! allora f’ & continua e pertanto esiste
un intorno U di x° nel quale f'(x) # 0, quindi la funzione f & localmente monotona, quindi iniettiva ed
ovviamente suriettiva se ristretta nel dominio U e codominio V := f (U) e pertanto localmente invertibile.
La formula di derivazione della funzione inversa da quindi la formula cercata.

Esempio 6.65. Sia Q < R? un dominio liscioﬂ consideriamo [l'operatore Laplaciano A = Z‘l.izl 6?, sia h €
C (O;R) e la seguente equazione ellittica semilineare

(6.59)

Au+Adu—ul=h inQ
u=0 inoQ ’

dove A € R. Sia k € N e X := {ueC*(%R) | ulsq =0}, definiamo Ty () := Au+ Au— u®, certamente T} :
Xk+2 — Xi per ogni k, dunque I'equazione (6.59) e risolta dall’elemento (se esiste)

w:="T;" (h).

Lesistenza della funzione T, ! (come applicazione tra gli spazi di Banach Xj e Xi,») pud essere dedotta
usando il Teoremal6.63]

Teorema 6.66 (Teorema della Funzione Implicita, [1], Teorema 2.3). Sia F € CX(Ax U;Y), k=1, dove Y ¢
uno spazio di Banach e A (rispettivamente U) e un sottoinsieme aperto dello spazio di Banach T (rispettiva-
mente X). Supponiamo che F(A*,u*) =0 e ched,F(A*,u*) € L(U;Y) sia invertibile. Allora esistono intorni
O©di)* inT eU* diu* in X euna mappa f € C*(0; X) tale che

2(Ossia esiste B € £(Y;X) tale che df (x*)oB=1dx e Bodf (x°) =Idy.
31 bordo di Q & localmente il grafico di una funzione liscia
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1. F(A, f(A) =0 perognile®,
2. FALw=0 L, ue®xU*, implicau= f (1),

3. df () =—[duF (A, fW)]  odaF(A,f (1), conAeO.

7 Massimi e minini per funzioni di pit1 variabili

Definizione 7.1 (Massimi e minimi assoluti e relativi). Data una funzione a valori reali, f:Q c RY — R, un
punto x° € Q si dice punto di massimo assoluto o globale se f (x°) = f (x) per ogni x € Q; si dice punto di
massimo relativo o locale se esiste un intorno U di x° tale che f(x°) = f (x) per ogni x € QN U. 1l valore
f (x°) & detto massimo assoluto (o semplicemente massimo) di f nel primo caso e massimo relativo di f nel
secondo caso. Analoghe definizioni si danno per i minimi. Un punto di massimo o di minimo assoluto/-
relativo € detto punto di estremo assoluto/relativo; analogamente si parla di estremi assoluti/relativi per i
valori assunti dalla funzione nei punti di estremo.

Lemma 7.2. Sia f:QcR%— R esia x° un punto di estremo relativo per f interno aQ. Se f é differenziabile
in x°, allora x° & un punto critico, ovvero V f (x°) = 0.

Dimostrazione. Se x° & estremo relativo allora d, f (x°) = 0 per ogni v € $%°!, pertanto se v = e; otteniamo
la tesi. =

Osservazione 7.3. Come nel caso uno dimensionale non é vero il contrario, basti considerare la funzione
f(x,y) = x* - y? ed il punto (0,0).

Definizione 7.4. Data una funzione f: Q cR? — R, un punto x° € Q, critico per f, si dice punto di selladi f
se in ogni intorno di x° f assume sia valori strettamente maggiori di f (x°), sia valori strettamente minori di

F(x°).
Il punto (0,0) nell’Osservazione[7.3]& di sella per f.
Lemma 7.5. Sia A€ RY*? simmetrica si ha che
mlx|* < x- Ax < M| x|?, VxeR?, (7.1)
con me M il minimo e il massimo autovalore di A.
Dimostrazione. Consideriamo la funzione
F : RN} — R

d oy
x-Ax X j=1@ijXiX;
llx112 4 ¥

i=1%;

si ha che F € C* (R%\{0};R) (cf. Definizione|6.43). Si ha che

aF( | ZZ?zlaijjllxllz—Zxkx-Ax ZZ?zlaijj—ZxkF(x)
—(x) = =
0xy. x4 llx11?
da cui
Ax—F(x)x
VF()C):Z—Z
[l x|l

O

Dal Lemma segue che se x% e un punto critico di F, allora F (xo) e un autovalore della matrice A
e x* & un corrispondente autovettore pertanto vogliamo dimostrare ora che F assume massimo e minimo
assoluti. Per Weierstrass esistono X, Xy € $47! periquali F|ge-1 assume massimo e minimo, tuttavia F e
0-omogenea pertanto F (x) = F (%) con X = ﬁ, quindi F (%5,) e F (Xa) sono gli autovalori associati a X, e
%yr. Dimostriamo m e M sono il massimo ed il minimo autovalore, supponiamo esista A < m e %; € S4!

tale che AX) = AX,, in tal caso si ha che F(X;) =1 < m = F (X;;,), che & assurdo.
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Definizione 7.6. Sia A € RY*¢ simmetrica si dice semidefinita positiva se x - Ax = 0, per ogni x € RY; si dice
definita positiva se x - Ax > 0, per ogni x € R%, x # 0.

Lemma 7.7. Una matrice simmetrica A:
1. e semidefinita positiva se e solo se tutti i suoi autovalori sono non negativi;
2. edefinita positiva se e solo se tutti i suoi autovalori sono positivi;
3. e semidefinita negativa se e solo se tutti i suoi autovalori sono non positivi;
4. edefinita negativa se e solo se tutti i suoi autovalori sono negativi.

Dimostrazione. Se gli autovalori di A sono tutti non negativi, allora il minimo di essi, m, verifica m = 0
e dalla prima disuguaglianza in (7.I), segue che x- Ax = 0, per ogni x € R%. Sia A semidefinita positiva
e supponiamo, per assurdo, che A abbia un autovalore negativo A. Allora, se x € R*\{0} & un autovettore
relativo a A, si ha x- Ax = 1]|x||® < 0, contraddicendo l'ipotesi. La dimostrazione e analoga per matrici
semidefinite negative e definite negative. O

Proposizione 7.8 (Criterio della matrice Hessiana). Sia f € C*(R%;R). Siax° € Q eV f(x°) =0.
1. Affinché x° sia punto di minimo relativo per f :

(@) & necessario che H f (x°) sia semidefinita positiva;

(b) & sufficiente che H f (x°) sia definita positiva.
2. Affinché x° sia punto di massimo relativo per f :

(@) e necessario che Hf (x°) sia semidefinita negativa;

(b) e sufficiente che Hf (x°) sia definita negativa.
Dimostrazione. Consideriamo il caso del minimo, I'altro essendo analogo.

a Se x° & un punto di minimo relativo per f, allora per ogni direzione v € R, la funzione g(¢) = f (x* + tv)
ha un minimo relativo per ¢ = 0, per cui deve essere g’ (0) = 0. D’altra parte, da (6.54) si ha che g"(0) =
v- Hf (x°) v, concludendo.

b Consideriamo la formula di Taylor di ordine 2 di centro x° :

f(x)=f(x0)+%(x—x°)-Hf(x0) (x—x0)+R][c2] (x—x%x°),

con R}Z] (x-x%x%) =0 (||x— xOHZ). Se m > 0 ¢ il pil piccolo autovalore di H f (x°), si ha

f-7(x%= %m||x—x0||2+R][c2] (x—x%x°).

Esiste inoltre & > 0 tale che |R][3] (x—x% xo)' < [|x— x° ||2 per ogni x € B(x°,8), x # xo. Pertanto per ogni

x € B(x%6),x # xo, siha che f (x) > f(x%). Quindi x° & punto di minimo relativo stretto.
O

Se gli autovalori di Hf (x°) hanno tutti lo stesso segno ma almeno uno di essi & nullo, il criterio della
matrice Hessiana non fornisce informazioni.
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7.1 Estremi vincolati.

Considereremo ora situazioni in cui si ricercano gli estremi (massimo/minimo) di una funzione di pit va-
riabili, le cui variabili non sono indipendenti 'una dall’altra, ma sono soggette a delle condizioni, espresse
da una o piu equazioni, dette vincoli.

Definizione 7.9 (Vincolo). Sia Q un aperto di R, con m = 2. Siano f: QcR™ - Re F: QcR™ — R”, con
n < m. Dunque F = (Fy,...,F,)T. Sia Z(F) :={x€ Q: F(x) =0} = ?:1 Z(F;). Linsieme Z(F) e detto vincolo.
Il termine vincolo ¢ utilizzato anche per indicare I'equazione F = 0 o la funzione F.

Definizione 7.10 (Estremo vincolato). Un punto x, € Q si dice punto di massimo vincolato (o condizionato)
per f convincolo F=0se F (x9) =0e f (x) < f (xp) per ogni x € Z(F).

Un punto x € Q si dice punto di massimo vincolato (o condizionato) relativo (o locale) per f con vincolo
F =0se F(xp) =0 ed esiste un intorno U di xp tale che f(x) < f (xp) per ogni x € Z(F)n U. 1l valore f (x¢) €
detto massimo vincolato.

Analoghe definizioni si danno per i punti di minimo vincolati. Un punto di estremo vincolato € un punto di
massimo o minimo vincolato.

Teorema 7.11 (dei moltiplicatori di Lagrange). Sia f : Q c R™ — R, differenziabile suQ, con Q apertoem = 2.
SiaF:QcR™—R", conn<m,FeC'(QR"). Siaxy € Q un punto di estremo relativo vincolato per f con
vincolo F =0, tale cherk (JF (xp)) = n. Allora esistono A1, ..., A, € R, detti moltiplicatori di Lagrange tali che

F(x0) =0 e Vf (x0) + Y_ A;VF; (x0) =0. (7.2)
i=1

Osservazione 7.12. 1. Posto A = (A1,...,A,,), si ha che (x, A1) € R™*" verifica (7.2) che & un sistema di
m + n equazioni in m + n incognite

Fl (xl)-u)xm) :Oy

Fn(xly---’xm) =0
(f+2?:1/1iFi)xl (X1,...,Xm) =0,

(7.3)

(F+xr, AiFl-)xm (X1,...,Xm) = 0.

2. Il numero dei moltiplicatori € uguale al numero dei vincoli. La seconda equazione in (7.2) esprime
V f (xp) come combinazione lineare dei vettori (linearmente indipendenti per ipotesi) VF; (xp). Percio
i moltiplicatori di Lagrange sono univocamente determinati.

3. La condizione di estremo vincolato relativo & meno restrittiva rispetto a quella di estremo libero rela-
tivo e, corrispondentemente, questo teorema fornisce una condizione necessaria affinche un punto
sia di estremo vincolato relativo, che & meno restrittiva rispetto alla condizione necessaria V f (x9) =0
soddisfatta dagli estremi liberi.

4. Unmetodo per ricordare il sistema consiste nell'introdurre la funzione ¢ (x, 1) = f (x)+X1 | A;F; (x)
e imporre V¢ =0.

5. Il teorema fornisce una condizione necessaria, che & utile per cercare gli estremi vincolati assoluti
(quando esistono). Precisamente, se sappiamo che f assume massimo e minimo assoluti su Z(F) (ad
esempio grazie all’applicazione del teorema di Weierstrass), si determinano le soluzioni del sistema
oltre agli eventuali punti di Z(F) in cui non e soddisfatta la condizione di rango massimo. Dal
confronto dei valori assunti da f in tali punti, si determinano gli estremi assoluti.

Dimostrazione. Siccome per ipotesi rk (JF (xp)) = n non é restrittivo, definendo k := m — n, supporre che

o 2P )Y .0
a(xk-l-l) ---»xm)
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Riscriviamo il generico punto x = (xy,..., Xk, Xg+1,.-., Xm) nella forma (x,y) = (x1,..., Xk, y1,..., ¥n). In tal
modo il punto x( viene riscritto come (xo, yo) e la condizione (7.4) diventa

OF
det(a (xo0, yo)) #0. (7.5)

LEq. garantisce che il differenziale nella variabile y di F & invertibile, pertanto posso applicare Teore-
mal6.66/ottenendo che esistono un intorno W di xo, un intorno V di yo ed una funzione g € C' (W; V), tale
che g (xo) = yo e F(x, g (x)) = 0in W. Equivalentemente, (x, g (x)) € Z(F) per ogni x € W. Essendo (xo, g (xo))
punto di estremo relativo vincolato per f con vincolo Z(F), allora xy & punto di estremo relativo libero per
la funzione ¢ (x) = f (x, g (x)), definita in W. Quindi

R CEOR

Vo (x0) = (a 3y ox

of _of

Dal Teorema|6.66/abbiamo che a—g [ ] perogni x € W e quindi (ax 3y | oy ] gi) (x0,y0) =

(x.g(x))
0. Dunque (x, yo) risolve un sistema di k equazioni in m incognite, ma, se aggiungiamo le n equazioni

contenute nella condizione F = 0, otteniamo il seguente sistema di m equazioni in m incogniteﬂ

of Of [0F]'oF
3" 30 130 (o, y0) =
0x Oy |0y ox
F(X(),yo) =0
Definiamo
of [OF ]~
/’lz(/ll,...,/’\n)lz—a—f a—] »
y Y (x0,30)
da cui of
+1 ,Y0) =0,
(6y ay) (xo yo)
pertanto otteniamo
af+/l—)(x ¥0)=0
ox  ox) VYT

8 Successioni e serie di funzioni

8.1 Successioni di funzioni

Sia I un intervallo, eventualmente illimitato, e sia f;, una successione di funzioni a valori reali definite in I.

Definizione 8.1 (Convergenza puntuale). Diremo che la successione f; converge puntualmente in I a f se
perogni x € Isiha

f) = lim fn(x).

Osservazione 8.2. La Definizione 8.1]implica che per ogni x € I e per ogni € > 0 esiste un indice 7 = 7i(e, x)
tale che per ogni n = i1

|fn(0) - f(x)] <e.

4Questa formula ha vari svantaggi: comporta il calcolo dell'inversa di una matrice e del prodotto di tre matrici; inoltre essa &
stata ottenuta supponendo che, riutilizzando la notazione iniziale, il minore costituito dalle ultime 7 righe della matrice JF (xp)
avesse determinante non nullo e, nell’applicazione pratica del teorema tale minore puo variare al variare del punto xp € Q. Ci
troveremmo quindi, in generale, a dover risolvere pil1 di un sistema di tale tipo.
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Definizione 8.3 (Convergenza uniforme). Diremo che la successione f;, & uniformemente convergente in /
a una funzione f se per ogni € > 0 esiste un indice 7 = 7i(¢) tale che per ogni n = 71

sup | fn(x) - f(x)] e,

xel

oppure utilizzando la notazione in (5.2)

lim || f, - f] . =0.

n—oo

Osservazione 8.4. Notiamo la differenza nella definizione di 7 in Osservazione e Definizione nel
primo caso dipende a x € I, nes secondo caso no.

Esempio 8.5 (Convergenza puntuale ma non uniforme). Sia I = [0, 1]. Si considerila successione di funzioni
fn definite da
fnx)=1-x",x€el.

Si verifica immediatamente che f; converge alla funzione

1, se0<sx<l1
fx)=
0, sex=1

Dunque,
n sel0=<sx<l1

X
f(x)—fn(x)—{ 0 sex=1

Si ha allora che, per ogni n € N,

n
sup |fu(x) - f(x)| = sup x" = ( sup x) =1

0=x<1 0=x<1 0=x<1
per cui la convergenza di f;, a f non e uniforme.

Proposizione 8.6 (Continuita del limite uniforme di funzioni continue). Sia f,, una successione di funzioni
uniformemente convergente in I a una funzione f. Se tutte le funzioni della successione sono continue in
un punto xo € I, allora f e continua in xy. In particolare, se le f,, sono continue in I, la funzione limite f é
continuain I.

Dimostrazione. Sappiamo che per ogni € > 0 esiste un indice 72 = 7i(¢) tale che per ogni n = 7
|fn(0) = f(x)| <€, Yxel
Dato che f; & continua in xp,
Ve>0,36>0:Vxel, |x—xol<&=|fa(x)—falxo)|<e
Allora, per ogni x € [ tale che |x — x| < 8, si ha
|F(0) = f (x0)| < | f(x) = fa(®)| + ]| fa(x) = fa (xo)| + | fa (xX0) = f (x0)| < 3e,
quindi f & continua in xo. O

Proposizione 8.7 (Passaggio al limite sotto segno di derivata). Sia f;, una successione di funzioni convergente
puntualmente nell'intervallo chiuso I = [a, b] ad una funzione f. Inoltre le funzioni f;, siano tutte derivabili
in [a, b] e la successione f,, sia uniformemente convergente in [a, b] ad una funzione g. Allora f e derivabile
inla,ble

1) = gx), Vxela,bl.
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Dimostrazione. Fisso xy € [a, b], definiamo

h ’ 8.1

, (h)._{fn(x0+h)_fn(x0) se h#0
fr (x0), seh=0

Le funzioni ¢, € C (J;R) dove J := [a— x¢, b — Xy] e convergono puntualmente per n — oo alla funzione

, seh#0
n se h#

f o+ h) — f(x0)
@(h):= {
g (x0), seh=0

Proviamo che la successione ¢;, € uniformemente convergente in J. Applicando il teorema di Lagrange, si
ha

Fm (X0 + h) = fm (x0)) = (fn (X0 + B) = f (x0)) '
h
(fm_fn) (x0+h)_(fm_fn) (x0)
h

|(pm(h) _(Pn(h)| = (

=|fm= 1) o+ 0|, ®2)

dove 0 =0 (m, n, xp) € (0,1). Dalla convergenza uniforme della successione f,’l si ha che per ogni € > 0 esiste
i1 € N tale che per ogni m,n = 7,

| () = fr )] < | frn (%) — ()| +|8(x) = f(x)] <€, Vxe€la,bl. 8.3)
Pertanto inserendo in ottengo che esiste 7 tale che per m, n = #,
|@m(h) —@n(h)| <€, Vhe].

Pertanto ((pn)n e di Cauchy nello spazio normato (C (J;R), ||-ll«), che &€ completo grazie al risultato nel Teo-
rema e quindi (¢,), converge uniformemente ad una funzione limite che deve essere la funzione
esplicitata in (8.I) dall’'unicita del limite. Dalla Proposizione[8.6|so che il limite ¢ & continuo in zero, ossia

. [xo+h)—f(xo)

li h)=1 = ,
fimyp (0 = Jim === =g o
e cio vuol dire che esiste [’ (xg) = g (xo). O

Teorema 8.8 (Passaggio al limite sotto segno di integrale). Sia I := [a,b] e ( fn)n € C(I;R) uniformemente
convergente in I a una funzione f. Allora si ha

b b b
nh_rgof fn(x) dxzf ,}i_{rgofn(x) dx:f f(x) dx

Dimostrazione. Per la Proposizione[8.6] f & continua in I e pertanto integrabile in I. Per ipotesi di uniforme
convergenza, per ogni € > 0, esiste 72 € N tale che per ogni n = 71 |fn(x) - f(x)| < e perogni x € I. Quindi per

ogni n = fisi ha
b b b
f fn(x)—f f(x)dx sf |/n(0) - f(x)|dx <e(b-a).

O
8.2 Serie di funzioni
Sia fi.: I <R — R, per ogni k € N\ 0. Definiamo la successione di funzioni ¢,
n
Pni= ) fi (8.4)
k=1
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Analogamente a quanto visto per le serie numeriche, I'espressione

> fe 8.5)
k=1

e detta serie di funzioni ed € definita convergente, assolutamente convergente, divergente in un punto x € [
a seconda che tale sia la serie numerica Zle fr(x).
Se la serie (8.5) & convergente per ogni x € I, rimane definita la funzione somma della serie

[e.e]
®=) fi=lim @,.
n—oo
k=1
Definizione 8.9. Diremo che la serie (8.5) converge uniformemente con somma ¢ se la successione (8.4)
converge uniformemente in I alla funzione ¢.

Lemma 8.10 (Criterio di Cauchy per le serie). Sia I:=[a,b]. La serie in (8.5) converge uniformementein I se

e solo se
n+p

Y filx)

k=n+1

Ve>0,An:Vn=nVpeN, <e Vxel. (8.6)

Dimostrazione. La implica che la successione (¢,), € di Cauchy in (C(I;R), [|-ls), che & completo
grazie al Teorema|5.11} e quindi convergente. O

Definizione 8.11 (Convergenza assoluta uniforme). Se la serie Zz": 1 | fk| converge uniformemente in I, di-
remo che la serie Y77 | fi € dotata di convergenza assoluta uniforme ed in tal caso, dal Lemma|8.10} segue
che € anche uniformemente convergente.

Scegliendo p =1 in (8.6), si deduce che se una serie di funzioni converge uniformemente in I allora la
successione fi converge uniformemente alla funzione identicamente nulla in 1.

Definizione 8.12 (Convergenza totale). Diremo che la serie (8.5) converge totalmente in I se esiste una
successione di numeri reali [; tale che

i|fi| <l Vxel;
ii 332, Ix € convergente.
Dal Lemma|8.10|segue che una serie convergente totalmente & dotata di convergenza assoluta uniforme.

Definizione 2.3.

8.3 Serie di Taylor

Sia f una funzione infinitamente derivabile in un intervallo I e sia xy un punto interno a I. Per ogni n € N,
possiamo allora scrivere la formula di Taylor di f di punto iniziale x, e ordine n, con resto alla Lagrange:

() = Pp(x) + Rp(x), (8.7)

dove

RN A C PN I A (P
Pn(x)—kg0 o x5, Ry(x) = ——ly (x—x0)"", (8.8)

con ¢ € [xy, x]. Fissato n e facendo tendere x a x, si ha che

lim R,(x)=0

X—Xo

da cui deriva che
Ye>0,36>0:Vx,|x—xol <6 = |f(x) - Pp(x)| <€
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ovvero il polinomio di Taylor € una buona approssimazione di f in un intorno di xo.

E naturale chiedersi se, fissato x € I, e facendo tendere di n a +oo, si verifichi
lim R, (x) =0« lim P,(x) = f(x)
n—o0 n—oo

in altre parole se la serie seguente, detta serie di Taylor di punto iniziale xy,

n

S RIED)

> I x0)*¥

k=0
converga con somma f(x), per ogni x € I.
Definizione 8.13 (Sviluppabilita in serie di una funzione). Sia f € C*° (I;R), xo € I sidice che f € (localmente)
sviluppabile in serie di Taylor se dato P,, come in si ha che

n—oo

lim || f - Pp| ., = lim sup|f (x)— P, (x)| =0.
=00 xel
I seguente esempio illustra che una funzione infinitamente derivabile non & necessariamente svilup-
pabile in serie di Taylor:
Esempio 8.14. Consideriamo la funzione definita su R da

f(x)z{e_xlz, sex#0

0, sex=0

Si verifica facilmente che f ¢ infinitamente derivabile e f*)(0) = 0 per ogni k € N. Pertanto la serie di Taylor
di f di punto iniziale 0 risulta convergente, ma ha per somma la funzione identicamente nulla.

Lemma 8.15. Sia f € C* (I;R). Sia xo € Ier>0 tale che (xo —1,x0 + 1) < I ed esistano due numeri reali L, M
tali che

|f(k)(x)‘sMLk, Vxe(xg—rxo+r), VkeN.
Allora f e sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale xo in (xo—1,x0 + 7).
Dimostrazione. Per ogni x € (xo —1,%9+ 1) e per ogni n € N, si ha che

R, ol MED™ o ern
R(X)] < E T , per n—oo.

O

Teorema 8.16. Sia f infinitamente derivabile nell’intervallo I. Sia xy un punto interno a l e siar > 0 tale che
(xo—r1, %0+ 1) < I ed esista M > 0 tali che

‘f(k) (x)’ < MKrF Vxe (xo—rx0+7),YkeN
Allora f e sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale xy in (xo —1,Xo + 7).
Dimostrazione. Per ogni x € (xo — 1, X9+ 1) e per ogni n € N, si ha che

|x — xol

n+l
IRn(x)ISM( ) — 0, per n — oo.

O

Definizione 8.17. Una f € C*° (I;R) & detta analiticain un punto x; € I se € sviluppabile in serie di Taylor di
punto iniziale xp in un intorno di xp. Si dice analitica in I se & analitica in ogni punto di /. Infichiamo con
CY% (I;R) I'insieme delle funzioni analitiche da I a R.

Osservazione 8.18. L'esempio ci dimostra che una funzione puo essere C*° ma non C*. Una funzione
C“ & sempre C* per definizione.
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8.4 4 Serie di potenze

Definizione 8.19. Sia x € R, le serie di funzioni della forma

o0
ar (x—xo)~, X0, %, ar € R, (8.9)

k=0
sono dette serie di potenze di punto iniziale xy e coefficienti ay.

Ovviamente ogni serie di potenze converge con somma ap in x = xo. Abbiamo visto nel precedente
paragrafo esempi di serie di potenze: le serie di Taylor associate alle funzioni infinitamente derivabili.

Definizione 8.20 (Raggio di convergenza). Posto L :=limsup._.., v/|ax!(0 < L < +00), definiamo raggio di
convergenza della serie di potenze

0 se L =+o00
1

ri= 7 se Le (0,00) . (8.10)
+o00 selL=0

Teorema8.21. Siar comein (8.10), ser > 0, per ogni p taleche0 < p <r, la serie converge totalmente (cf.

Deﬁnizione nell’intervallo chiuso [xo — p, X0 + p]. Ser < +oo, la serie non e convergente in nessun
punto x tale che |x — xo| > 1.

Dimostrazione. Siar >0 (ovvero 0 < L < +oc0) esia p € (0,r). Si ha che

| fe(x)| = |ak(x—xo)k| <lakl p*,¥x € [xo— p, %0+ p]

Applicando il Teorema alla serie numerica

o k
Y laklp
k=0

siha

limsup \k/ |ag| pk = plimsup i lagl = pL <1,
k—o0

k—o0

e quindi tale serie converge. Di conseguenza la serie converge totalmente in [xo — p, X0 + p].
Ser <+oo(ovvero0< L <+o0) e x e tale che |[x— xg| >r,siha

limsup \k/ |ak (x—xo)k| =|x— xp|limsup Vlagl > 1
k—o0 k—oo

Pertanto il termine generale della serie non ¢ infinitesimo e quindi la serie non converge. O

Osservazione 8.22. In base alla Proposizione[8.6] la somma di una serie di potenze avente raggio positivo r
€ una funzione continuain (xg —r, xo + r).

Osservazione 4.2.

Dal teorema precedente segue che una serie di potenze: se r = 0, converge solo in x; se r = +oo, con-
verge per ogni x € R; se 0 < r < +o0 converge per |x — xp| < r, non converge per |x — x| > r, mentre non ci da
informazioni sul carattere della serie negli estremi dell’'intervallo di convergenza x = xo + r. L'analisi delle
serie di potenze

Y (x=x0)", Y —(x-x0), Y 5 (x—x0)
k=0 k:lk k:lk

che hanno tutte raggio di convergenza r = 1, prova come negli estremi dell’intervallo di convergenza si
puo avere convergenza assoluta o convergenza semplice o divergenza o indeterminazione.
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Proposizione 8.23. Supponiamo che la serie abbia raggio di convergenzar > 0 e sia

f(x):= Zak(x—xo)k, X€(Xo—T1,X0+71)eqdefl. (8.11)
k=0
Allora le serie
Y kk=1)...(k—m+Dag (x—x)*™, meN, Z —(x x0) 1, (8.12)

k=m

hanno raggio di convergenza r. Inoltre f € C*° (I;R) é dotata delle derivate di ogni ordine in (xo—1,x0+71) e
siha

M) =Y ktk=1)...(k— m+1Dag (x—x0)*"™, ff(t)dt: —(x x0)Ft1, (8.13)
Xo k=

k=m
perognixe I.

Dimostrazione. Proviamo (8.13) per m = 1. Si ha

hmsup Vikay| = hm \/_hmsup k\l/lak | =limsup \/Iak,

k—o00 k—o0 k—o0

quindi la serie ha lo stesso raggio di convergenza della serie (8.11). Si osservi che la serie ela
serie ottenuta derivando termine a termine la serie (8.11). Per ogni fissato p € (0, 1), la serie converge
uniformemente nell’intervallo [xo — p, Xo + p]. Per la Proposizione si ha dunque che f & derivabile in
[xo —p, X0+ p] e che ivi f'(x) = Zzozl ka (x— xo)k_l. Il caso delle derivate di ordine superiore segue per
induzione.

Per quanto riguarda la seconda serie in (8.12) si ha

limsup \/ k+1 k_m 1llmsup ’”\l/lak —hmsup \/Iak,

k—o0 k—o0

quindi la serie ha lo stesso raggio di convergenza di (8.11). Sia g la sua somma. Poiche la serie otte-
nuta derivando termine a termine la serie coincide con la serie (8.11), da quanto appena dimostrato,
segue che g & derivabile e
o0
g =Y ar(x—x~
k=0
Ne segue che g ¢ la primitiva di f in (xo — r, xo + r) verificante g (xp) =0, il che prova la (8.13). O

8.5 5 Serie di Fourier

Definizione 5.1 (Funzioni periodiche). Sia T > 0. Una funzione f : R — R si dice periodica di periodo T (
T-periodica) se f(t+ T) = f(¢) per ogni t € R.

Evidentemente, se f ha periodo T, ha anche periodo kT, per ogni intero positivo k. Ad esempio le
funzioni sin t e cos t hanno periodo 27, ma anche 47, 67, ecc; per queste funzioni 27 € il periodo minimo.

Le funzioni costanti sono T-periodiche per ogni T > 0, quindi non hanno un periodo minimo. In gene-
rale, I'esistenza di un periodo minimo per una funzione periodica non costante non € scontata; ad esempio
la funzione di Dirichlet (che assume valore 1 sui razionali e 0 sugli irrazionali) ha periodo ¢, per ogni g € Q*,
quindi non ammette un periodo minimo.

Proposizione 5.2. Sia f : R — R continua, periodica e non costante. Allora f ammette periodo minimo.

Dimostrazione. Sia H ={T > 0: T e periodo di f} e sia T =inf H,7 = 0. Per la seconda proprieta dell’e-
stremo inferiore, esiste una scuccessione Ty, T, € H, tale che lim,,_.o, T, = 7. Allora per ogni ¢ € R e per ogni
neN,siha f (t+ Ty) = f(£). Perlacontinuitadi f, sihachelim,_. f (t+ T) = f(t+71), quindi f(t+7) = f(?)
perogni t€R. Se T > 0, allora 7 € H ed ¢ percio il periodo minimo di f. Rimane quindi da provare che 7 > 0.
Essendo f non costante, esistono s, € R, s < ¢, tali che f(s) # f(¢). Poniamo € = |f(s) — f(£)| > 0. Dalla
continuita di f in ¢ si ha che esiste § > 0 tale che per ogni w € R,|w — t| < 9§, si ha |f(w) — f(¥)| < €. Sup-
poniamo per assurdo che sia T = 0. Esiste allora un periodo T verificante 0 < T < §. Esiste ky € N tale
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che s+koT <t<s+(ko+1)T. Dunque |[t—(s+koT)| < T <8, dacuilf(s)— f(D) =|f(s+koT)— f(D)] <k,
contraddicendo la definizione di e.

Osserviamo che una funzione T-periodica e determinata dai suoi valori in un qualsiasi intervallo [a, a +
T) e che, se ¢ integrabile, [ T fde = fOT f(1)dt (segue dall’additivita dell'integrale e operando un cambio
di variabile).

Data f: [a,a+ T) — R, la si puo estendere per periodicita su R ottenendo una funzione T-periodica.

Le funzioni del tipo

1 2k 1 2k
sp(t)=ag+ ) axcos|——t|+ ) brsin|——1¢
- T - T
k=1 k=1
al variare di ay, ai, by € R, sono T-periodiche; sono dette polinomi trigonometrici di grado n.
Si vuole studiare se le funzioni periodiche sono approssimabili (in un qualche senso) mediante i poli-
nomi trigonometrici, ovvero se sono esprimibili come somma di una serie trigonometrica, cio¢ una serie

della forma

x 2k X 2k

ap + Z akcos(—t) + Z bksin(—t)
k=1 T k=1 T

per opportuni valori dei coefficienti ay, ay, by € R.

Cominciamo con l'osservare che, per j,k=1,2,...,

cos e
0 T T 2
r  (2mk Tj T
=) )
fo sm( T ) ( ) 2 ki
sin| ——t|cos —t =0.
0 T T

La dimostrazione delle precedenti uguaglianze si ottiene facilmente usando le formule di Werner.
Considereremo due diverse modalita di convergenza delle serie trigonometriche: la convergenza pun-
tuale e la convergenza in media quadratica.
Supponiamo, per ora, che la serie (38) sia uniformemente convergente su R e sia f la sua somma:
& 2k
f@=ap+ ) akcos(—T t

x 2nk
+y bksin(L t)
=1 k=1 T

Essendo i termini della serie funzioni continue, applicando il teorema 2.6 possiamo integrare termine a
termine e, usando le (39)-(41), si ha

6k]»

T
ff(t)dt:aoT,
0
r 27 T
t —t|dt==aj, j=12,...,
fof()cos( T ) za] J
r 27 T
fsin|—t¢t|dt=—b;, j=1,2,...,.
fof()sm(T) 5 Dj j
Dalle precedenti uguaglianze ricaviamo i coefficienti della serie (42) in funzione della sua somma f :
1 T
== ndt
ao Tfo f@
2 (T 2k
== t —t|dt, k=1,2,...,
ag T/o f()cos(T )
2 (T 2k
by = — Osin|——t|ds, k=1,2,...
¢ Tfo f()sm( T )

Alla luce di cio, data una funzione f, T-periodica, limitata e integrabile su [0, T], si definisce serie di
Fourier di f la serie (38) avente i coefficienti dati da (46)-(48), detti coefficienti di Fourier di f. Indicheremo
inoltre con S, la somma parziale n-esima della serie di Fourier, ovvero
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L 2nk
Sn(=ap+ ). akcos(Lt
=1 T

n 2k
+Zbksin(Lt)
k=1 T

con i coefficienti dati da (46)-(48).

Osservazione 5.3. Considerando come intervallo di integrazione [~ £, 2], e osservando che I'integrale di
una funzione dispari su tale intervallo e nullo, siricava che se f e dispari a; = 0, per ogni k € NU {0}, mentre
se f e pari by =0, per ogni k € N. Pertanto la serie di Fourier di una funzione pari contiene solo coseni (oltre
alla costante) e quella di una funzione dispari solo seni.

8.5.1 5.1 Convergenza in media quadratica delle serie di Fourier

Sia P, I'insieme dei polinomi trigonometrici s, di grado n e periodo T.
Teorema 5.4. Sia f una funzione T-periodica, limitata e integrabile su [0, T]. Allora

1 T
?fo | (D) = su(0)| dt

assume minimo sull'insieme P, in corrispondenza al polinomio trigonometrico S, i cui coefficienti
sono i coefficienti di Fourier di f, cioé quelli dati dalle relazioni (46)-(48). Inoltre

T T T n
fo|f(t)—8n(t)|2dt:f0 |f(t)|2dt—5(2a§+k;(ai+b§)),

00 2 T
2a3 + > (a?C + bi) < Tf |f(H)]?dt, (disuguaglianza di Bessel).
k=1 0

Dimostrazione. Sia

L 2nk L 2nk
Sn=ap+ ) akcos(it) +) bksin(it)
T =1 T

k=1
con dy, ag, by i coefficienti di Fourier di f e sia
n n n-k
sn—a0+2akcos(—t) Z,Bksm(Tt)
k=1 k=1

il generico polinomio trigonometrico di grado n.
Tenendo conto delle (39)-(41) e delle (46)-(48), si ha

T T T I T I
f |f(t)—sn(t)|2dt=f Lf(0)12dt + Ta§+E Y ai+ 3 Y B+
0 0 k=1 k=1

n n
—2Tapgag—T Z arar—T Z Biby =

k=1 k=1
T ) ) T n ) T n 9
flf(t)l i+ Tiao=a0+ 5 Y (@x-aw’+ 5 Y (Be=bi)
0 2k:1 2 k=1
T & T &
~Tag— =Y ai—-—=> b,
2 i3 20

che assume il valore minimo per ay = ax, k=0,1,2..., Bx = by, k=1,2... D’altra parte, per s, = S,, siha

T T T n
05f0 |f(t)—Sn(t)|2dt:f |f(t)|2dr—§(2a§+ Y (ai+bi))
0 k=1
da cui, passando al limite per n — oo, segue la (52).

Dalla disuguaglianza di Bessel deriva il seguente Corollario.
Corollario 5.5 (Riemann-Lebesgue). Nelle ipotesi del teorema 5.4,
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r 2nk
li — =
kl_t&f() f(t)cos( T t)dt 0
r 2nk
li in| — =0.
Jim , f(t)sm( T t)dt 0

Si puo in realta dimostrare (ma la dimostrazione richiede nozioni piu avanzate) che in (52) sussiste
l'uguaglianza (identita di Parseval). Passando quindi al limite per n — oo in (51), si ricava che S;, converge a
f in media quadratica, cioe lim;—.. fOT |f(t) -8, |2 dr=0.

8.5.2 5.2 Convergenza puntuale delle serie di Fourier

Definizione 5.6. Una funzione f : [a, b] — R si dice continua a tratti se € continua tranne al pit1 in un numero
finito di punti nei quali esistono finiti il limite destro e sinistro.

Osserviamo che se f e continua a tratti in [a, b], allora € limitata e integrabile in [a, b].

Definizione 5.7. Sia f : R — R. Diremo che f soddisfa la condizione di Dirichlet in un punto ¢t se

i) & derivabile in f;

oppure

ii) & continua in #; e dotata delle derivate destra f/ (f) e sinistra f’ (f)); oppure

iii) esistono finiti in £ i limiti destro f (z;)e sinistro f (z;)di f e i seguenti limiti

~ 1) — = N - =
f_:_ ([‘0) = hm f‘()—f‘(o)’ fi(t()) = lim f( ) f( O).
tata' t— l'() t—t; r— tO

Teorema 5.8. Sia f una funzione T - periodica e continua a tratti in [0, T]. La serie di Fourier di f
converge in ogni punto fj in cui & soddisfatta la condizione di Dirichlet e la sua somma s (%) € data da

f)+ (1)
— 5

Per alleggerire le notazioni della dimostrazione osserviamo che, operando il cambio di variabile x = 27” f
ci si puo ricondurre al caso delle funzioni 27 periodiche e utilizzare come intervallo [—, 7].

Lemma 5.9 (Formula di Dirichlet). Per ogni n € N, e perogni t € R, ¢t #2mn(m € Z),

s(to) =

1 sin(n+3)¢
—+cost+cos2t+...+cosnt=——

in
251n2

Dimostrazione. La dimostrazione si svolge per induzione. Per n =0, la (56) & ovvia. Suppostala vera per
n—1,siha

1 sin(n—3)¢
~+cost+cos2t+...+cos(n—1)t+cosnt=————+cosnt =
2 2sin;

sin(n—%) t+25in§cosnt

O 4
Zsmz

Dato che

1 t t
sin(n— 5) t=sin ntcosi —cosntsin—

sostituendo la precedente espressione in (57) si ha la tesi.
Dimostrazione del teorema 5.8. Ricordando le formule (46)-(48), si ha che la somma parziale ennesima
Sy (%) della serie di Fourier di f in #, & data da

17 1 "
Sy (to) = —f f(o (— + ) (cosktrcoskiy+sinktsinkty) |dt
T J-m 2 =

Dalle formule di addizione degli angoli e operando un cambio di variabile, si ha
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1 [7 1 1
Sn(to):;f f@ (5+ZCOSk(f-tg))dt=
4 k=1

1 [ h 1 & 117 1 2
=—f fu+t) —+Zcosku du:—f fu+t) —+Zcosku du.
2 k= TJ-n 2 k2

T —m—1y

Rinominando ¢ la variabile di integrazione, si ha

n

1 [7 1
Sp (o) =— f+ to)(—+ coskt)dt
TJ-n 2

k=1

Si verifica banalmente che

1 "1 1 1791 L 1
—f —+ ) coskt dt:—f —+ ) coskt|dr==
b4 0 2 k=1 T —7T 2 k=1 2

Pertanto possiamo calcolare

Sn(to)_wzlfo (f(t0+t)—f(t0_))(%+Zn:coskt)dH

2 TJ- k=1

+%f0”(f(to+t)—f(tg)) (%+élcoskt)dt,

Usando la formula di Dirichlet (56), si ha

)+ (e 17 1
Sy (to) — i)+ /(%) = —f F(1) sin(n+— rdr,
2 TJ_g 2
dove
fio+0-f(ty)
Tﬁ)o, per —n=t< 0,
F(t)=<0, pert=0,
(to+0)—f(tF
“;T(%f)(“), per0< <.
Esistono finiti i limiti
(to+D+f(tF) 4 _
limF(t)zlimf 0 f(%) .2t = f1 (1),
—0* t—0* t sin (%)
(to+D+f(t7) L _
lim F() = lim 20004/ () 2~ 7 (19).
f—0- t—0~ t sin ()

Dungque la funzione F & continua a tratti, limitata e integrabile in [—,7) e si pud quindi applicare il
Corollario di Riemann Lebesgue 5.5 alle funzioni F(#)sin (%) e F(¢) cos(%). Da (62) si ha dunque

Sn(tO)_f = ;
v/

f)+ 1 (1) lf”

1
F(1) sin(n+ E) tdt =

1 (" t 1 (" t
:—f F(t)sin(é)cosntdt+—f F(t)cos(é)sinntdtaO,

=T -7

al tendere di n a +oo0.
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