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Capitolo 1

Equazioni della convezione

G. Comini

1.1 INTRODUZIONE

Le equazioni differenziali alle derivate parziali che governano i processi di convezio-
ne nei fluidi sono ricavate dai principi generali di conservazione formulati, di solito,
per sistemi aperti in ipotesi abbastanza semplificative. In particolare I’equazione di
conservazione dell’energia, che governa la distribuzione delle temperature, ¢ basata
sul primo principio della termodinamica, mentre I’equazione di continuita e le equa-
zioni di Navier-Stokes, che governano la distribuzione delle velocita, sono basate,
rispettivamente, sul principio di conservazione della massa e sulla seconda legge di
Newton (interpretata come principio di conservazione della quantita di moto).

Per quanto riguarda la determinazione del campo termico si puo osservare che, nel-
la formulazione usuale dell’equazione dell’energia, vengono trascurate le variazioni
di energia cinetica e potenziale, il lavoro scambiato e la conversione in calore di
energie chimiche, elettriche o nucleari. In tal modo, I’espressione differenziale risul-
tante comprende i soli termini di variazione temporale, trasporto conduttivo (legato
alle interazioni molecolari) e trasporto avvettivo (legato al movimento delle particelle
fluide). A causa della presenza delle componenti della velocita come coefficienti del
termine avvettivo, tuttavia, la conoscenza del campo di moto & un prerequisito per la
determinazione del campo termico.

Per quanto riguarda la determinazione del campo di moto, si pud osservare che
I’espressione differenziale dell’equazione di continuita comprende i soli termini di
variazione temporale e trasporto avvettivo (in quanto i micromovimenti delle mole-
cole hanno risultante nulla, e la generazione locale, sia positiva di tipo “sorgente” sia
negativa di tipo “pozzo”, € incompatibile con il principio di conservazione della mas-
sa). L’espressione differenziale delle equazioni di Navier-Stokes, invece, comprende
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termini “tipo generazione”, positivi o negativi, legati al gradiente di pressione ed alle
forze di massa, oltre ai termini di trasporto diffusivo (legati alle interazioni mole-
colari) e trasporto avvettivo (legati, come si ¢ detto, al movimento delle particelle
fluide).

In questo capitolo si limitera 1’indagine ai soli fluidi a comportamento incomprimi-
bile, rimandando al Capitolo 5 per la trattazione dei fluidi a comportamento compri-
mibile. Nell’ipotesi di incomprimibilita, la soluzione numerica delle equazioni del
moto & resa difficile dall’assenza di un’equazione in cui compaia la pressione come
variabile principale. Cid costringe ad interrogarsi sul ruolo svolto dalla pressione
durante il moto. Teoria ed esperienza dimostrano che la pressione, istante per istante,
assume valori tali da garantire il rispetto della continuita. Pertanto, nelle soluzioni in
variabili primitive (cioe scritte in termini di pressione e componenti della velocita), ¢
opportuno trasformare, in qualche modo, I’equazione di continuita in un’equazione
per la pressione. Lo scopo €& determinare una distribuzione delle pressioni che, uti-
lizzata nelle equazioni di Navier-Stokes, porti ad un campo di moto che rispetta la
continuita.

Il rispetto della continuita, tuttavia, pu0 essere ottenuto anche attraverso strategie
alternative come, ad esempio, la formulazione delle equazioni del moto in termini
di funzione di corrente e vorticita. In tale formulazione, I’assenza della pressione &
giustificata dall’impiego della funzione di corrente che, di per sé, assicura il rispet-
to della continuita (e dimostra implicitamente come la pressione, non necessaria in
presenza di un campo di velocita “a potenziale”, sia legata alla sola componente irro-
tazionale del campo di moto). Nel contempo, 1’assenza della pressione nella residua
equazione differenziale per la vorticita dimostra come la componente rotazionale del
campo di moto (misurata, appunto, dalla vorticita) dipenda esclusivamente dalle for-
ze di attrito. Sfortunatamente, la funzione di corrente esiste solo in due dimensioni
e, quindi, la formulazione in termici di funzione di corrente e vorticita ha un’impor-
tanza piu concettuale che pratica. I problemi tridimensionali, infatti, devono essere
risolti nell’ambito delle variabili primitive ed, in tale contesto, non sorprende il fat-
to che il successo dei codici commerciali sia legato, essenzialmente, all’efficienza
delle procedure seguite per determinare distribuzioni di pressione che conducano al
rispetto della continuita.

Tradizionalmente, le strategie di soluzione numerica delle equazioni della conve-
zione, scritte in variabili primitive, sono riferite al regime di moto laminare, per il
quale non s’incontrano particolari difficolta nella stima delle diffusivita termiche e
cinematiche. Le stesse strategie di soluzione numerica e le stesse equazioni del cam-
po termofluidodinamico sono, in linea di principio, utilizzabili direttamente anche
per il regime di moto turbolento. Tuttavia, come si vedra meglio nel seguito, le so-
luzioni “dirette” richiedono una griglia spazio-temporale alquanto spinta, e quindi
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I’impiego di reticoli molto fitti € di un numero molto grande d’intervalli temporali.
Di conseguenza, le soluzioni di tipo diretto non sono ancora compatibili con le ap-
plicazioni normali della termofluidodinamica computazionale. Infatti, nella pratica
attuale si preferisce non utilizzare le equazioni differenziali originali, ma fare ricorso
ad equazioni mediate su intervalli di tempo abbastanza lunghi, o porzioni di spazio
abbastanza grandi. In questo modo si “filtrano” le piccole oscillazioni del campo
termofluidodinamico che, oltre ad avere valor medio nullo, si sviluppano su brevi
intervalli di tempo e riguardano zone limitate di spazio.

Con le equazioni mediate la soluzione numerica di problemi pratici diventa possibi-
le, anche con le definizioni spazio-temporali ridotte compatibili con le attuali risorse
di calcolo. Nelle equazioni mediate, tuttavia, compaiono sforzi e flussi termici spe-
cifici “turbolenti” che derivano, rispettivamente, dagli scambi di quantita di moto e
d’energia legati alle piccole fluttuazioni di velocita. Da qui la necessita di “chiude-
re” il procedimento di calcolo, valutando sforzi e flussi termici specifici turbolenti
per mezzo di “modelli” pitt 0 meno sofisticati. In questo capitolo ci si limitera ad
accennare ai modelli di turbolenza basati sull’introduzione di diffusivita termiche e
cinematiche turbolente, rimandando al Capitolo 4 per un vero e proprio esame dei
modelli stessi. Tuttavia, puo essere interessante osservare sin d’ora che il modello di
turbolenza di maggior successo, cio¢ il modello (k, €), calcola diffusivita termiche e
cinematiche turbolente mediante espressioni algebriche in cui compaiono, appunto,
I’energia cinetica turbolenta k e la dissipazione d’energia cinetica turbolenta e. A
loro volta, le distribuzioni di k£ ed € sono governate da equazioni di bilancio in cui
sono facilmente esplicitabili i termini di variazione temporale, trasporto avvettivo,
trasporto diffusivo e generazione, positiva o negativa.

1.2 CONSERVAZIONE DELLA MASSA

Per un sistema aperto con piu entrate ed uscite, del tipo rappresentato in Fig. 1.1,
il principio di conservazione della massa puo essere espresso in forma di “bilancio
contabile”

vartazione = entrate — uscite

ovvero in forma analitica

‘%:Zme—Zmu (1.1)

In entrambi i casi la “variazione” della massa m, al primo membro, viene espressa,
al secondo membro, come differenza tra portate massiche “entranti” 1. ed “uscenti”
My
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1
1
- v —»

] AN
M / d—m — — My
do am—
N /
— >

T
1
1

Figura 1.1: Conservazione della massa: macrobilancio.

Con riferimento al generico dominio fluido di volume V/, rappresentato in Fig. 1.2,
la variazione di massa puo essere valutata come

dm op
= [ Z£ 1.2
do /v a0 v (1.2

La differenza tra portate di massa entranti ed uscenti, puo essere calcolata integrando
la distribuzione delle velocita sull’intera superficie esterna del dominio A = A.+ A,
ed applicando successivamente il teorema di Gauss

Zme—zmu:—/qu-ndA:—/‘/V~(pw)dV (1.3)

Si noti che il segno negativo al secondo membro della Eq. (1.3) tiene conto dell’o-
rientamento verso 1’esterno della normale n. In base alle (1.2) e (1.3), I'Eq. (1.1)
puo essere scritta nella forma

ap B
/V[ae-i—v-(pw)] dv =0 (1.4)

dopo aver portato al primo membro tutti i termini. Poiché nella (1.4) il volume di
integrazione ¢ arbitrario deve, necessariamente, essere anche

Ip

a0
dove la relazione differenziale esprime la conservazione locale della massa ed ¢
comunemente definita “equazione di continuita”. (Il nome deriva dal fatto che le
“discontinuita”, tipo “pozzi” o “sorgenti” di fluido, non sono compatibili con la
conservazione locale della massa).

+V-(pw) =0 (1.5)
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Figura 1.2: Conservazione della massa: dominio di riferimento.

Nel caso stazionario, dall’Eq. (1.5) si ricava
V-(pw) =0 (1.6)
mentre, se la densita non varia, si ottiene
V-w=0 (1.7)

sia dalla (1.5) sia dalla (1.6). Si noti che I’Eq. (1.7) ha un campo di applicazione
pitt ampio di quello che potrebbe sembrare a prima vista. Nella maggior parte delle
applicazioni di interesse per la fluidodinamica, infatti, non solo i liquidi ma anche
i gas si comportano da “fluidi incomprimibili”, in quanto le velocita sono relativa-
mente basse e, di conseguenza, le variazioni di pressione e densita, legate al campo
di moto, non sono tanto forti da costringere all’utilizzo della (1.5) o della (1.6) al
posto della (1.7). Nella termotecnica, la (1.7) viene usata quasi sempre nell’analisi
dei processi di convezione forzata (nei quali le variazioni di densita con la tempe-
ratura non sono, generalmente, tali da condizionare il campo di moto). Nell’analisi
dei processi di convezione naturale, per contro, le variazioni di densita con la tem-
peratura inducono il campo di moto e, di conseguenza, non possono venir trascurate.
Nella convezione naturale, tuttavia, ¢ quasi sempre lecito fare ricorso all’ipotesi di
Boussinesq (discussa in dettaglio nel Paragrafo 1.4.5), secondo la quale basta tener
conto delle variazioni di densita con la temperatura nel termine di galleggiamento
delle equazioni del moto.
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A conclusione del paragrafo, ¢ utile ricordare che il prodotto scalare, indicato con
il puntino nell’Eq. (1.7), ha per risultato la funzione scalare rappresentativa della
divergenza del campo di velocita. In coordinate Cartesiane bidimensionali, essa pud
venire espressa come

ou 0Ov
dr Oy
dove u e v sono le componenti della velocita, rispettivamente secondo ’asse x e
I’asse y. Per completezza si pud anche notare che, come illustrato in Appendice, la

rappresentazione matriciale del prodotto scalare al primo membro &

o 0 U du Ov
w=vw [ oxr Oy ] { v } 8x+8y (1.9)

(1.8)

in quanto il risultato viene ottenuto moltiplicando, in base alla regola “righe per
colonne”, la trasposta del primo vettore per il secondo.

1.3 CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA

Il principio di conservazione dell’energia per un sistema aperto con piu entrate ed
uscite, del tipo rappresentato in Fig. 1.3, puo essere espresso nella forma “contabile”
generale

variazione = entrate — uscite + fornitura

intendendo con “entrate” ed “uscite” i flussi di energia entranti ed uscenti, € con
“fornitura” gli scambi di lavoro e calore, nonché la conversione in calore di energie
chimiche, elettriche o nucleari. Se poi, come spesso accade nei sistema aperti di
interesse pratico, risultano trascurabili

* le variazioni di energia cinetica e potenziale tra entrata ed uscita,
* il lavoro totale scambiato con I’esterno e

* la conversione in calore di energie chimiche, elettriche o nucleari

la forma analitica del bilancio
dU
- = thche = Y tuhu + g (1.10)

si semplifica notevolmente. Al primo membro troviamo, infatti, la variazione di
energia interna totale U mentre, al secondo membro, le energie entranti ed uscenti
si riducono ai soli flussi entalpici, e la “fornitura” ¢ rappresentata dal solo flusso
termico conduttivo fornito ¢ (positivo se entrante o negativo se uscente).




1.3. CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA
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Figura 1.3: Conservazione dell’energia: macrobilancio.

Con riferimento al generico dominio fluido di volume V, rappresentato in Fig. 1.4,
la variazione di energia interna al primo membro della (1.10) puo essere valutata

come
dU o, . v 9 %

in quanto, per la maggior parte dei casi che qui interessano, si pud assumere

du = c,dt (1.12)

JII — IOWh + q.II

o
o

T
Figura 1.4: Conservazione dell’energia: dominio di riferimento.
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ricordando poi, eventualmente, che nei liquidi il calore specifico a volume costante
¢y coincide con il calore specifico a pressione costante ¢, (e si identifica, quindi, con
il calore specifico c del fluido).

Nella valutazione del secondo membro della (1.10), in letteratura si usa introdurre
il vettore flusso termico specifico convettivo

J' = pwh+q" = pwh — \Vt (1.13)

somma dei vettori flusso entalpico avvettivo e flusso termico conduttivo. Attese
tali definizioni, il secondo membro della (1.10) puo essere trasformato integrando
la distribuzione di J” sull’intera superficie esterna del dominio A = A, + A, ed
applicando successivamente il teorema di Gauss

Zmehe—zmuhu+q:—/ (pwh+q”)‘ndA

A

:—/J”~ndA:—/V~J”dV:—/V-(pwcpt—)\Vt) dV  (1.14)
A 1% 1%

Anche questa volta il segno negativo al secondo membro della Eq. (1.14) tiene conto
dell’orientamento verso 1’esterno della normale n. In base alle (1.11), (1.12) e (1.14),
I’Eq. (1.10) puo essere scritta nella forma

/V [;(pcvt) + V- (pwept — )\Vt)] dv =0 (1.15)

dopo aver portato al primo membro tutti i termini. Poiché nella (1.15) il volume di
integrazione ¢ arbitrario, deve necessariamente essere anche

é?g(pcvt) + V- (pwept) = V- (AVE) (1.16)

dove la relazione differenziale esprime la conservazione locale dell’energia. In essa
si distinguono i termini di variazione temporale e di trasporto avvettivo al primo
membro, ed il termine di trasporto conduttivo al secondo membro. Nella (1.16) che,
come si ¢ osservato, ¢ una forma semplificata, mancano i termini corrispondenti alle
variazioni d’energia cinetica e potenziale, al lavoro compiuto dalle forze d’attrito,
ed alla conversione in calore di energie chimiche, elettriche o nucleari. Tali termini,
tuttavia, compariranno nella forma completa dell’equazione dell’energia illustrata
nel Paragrafo 1.3.1.

Si noti che, nei fluidi a comportamento incomprimibile e con calori specifici co-
stanti, risulta anche

V- (pwept) = pepw - Vit + peptV - w = pe,w - Vit 1.17)
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Pertanto in tali fluidi la (1.16) puo essere scritta nella forma

ot
Y

che, di solito, viene chiamata “non conservativa”. Nel caso di fluidi a comportamen-
to incomprimibile con calori specifici costanti, la rappresentazione “conservativa”
(1.16) e quella “non conservativa” (1.18) portano alle stesse soluzioni analitiche.
Nelle simulazioni numeriche, invece, forme conservative € non conservative porta-
no, in genere, a risultati diversi poiché, di solito, la rappresentazione numerica della
divergenza non ¢ identicamente uguale a zero in tutti i punti di calcolo.

+ peyw -Vt =V - (AV?) (1.18)

A conclusione del paragrafo ¢ utile ricordare che, anche nelle Eq. (1.16) e (1.18), i
puntini tra i vettori indicano prodotti scalari. In coordinate Cartesiane bidimensiona-
li, tali prodotti possono venir espressi come

0 0
V- (pwept) = %(pucpt) + a—y(pvcpt) (1.19)

nel caso del contributo avvettivo in forma conservativa,

ot

% (1.20)

ot
pcpw - Vit = pucpg—x + puey
nel caso del contributo avvettivo in forma non conservativa, e
0 ot 0 ot
V-(AVt) = — [ A\— — | A=— 1.21
(AVt) 8x<8x>+8x(8x> (1.21)
nel caso del contributo conduttivo.

1.3.1 Formulazioni alternative dell’equazione dell’energia

Nelle applicazioni che lo richiedano, anche a bassa velocita I’equazione dell’energia
in forma “completa” deve includere i termini

* ¢ relativo alla conversione in calore di energie chimiche, elettriche o nucleari e

* ¢ relativo al lavoro compiuto dalle forze di attrito.
A bassa velocita, tuttavia, si possono ancora trascurare le variazioni di energia cine-

tica e potenziale tra entrata ed uscita. In tal caso, con riferimento al dominio fluido
di Fig. 1.4, la nuova forma analitica del bilancio diventa

dU .
%:ZmehG—Zmuhu+q+q+¢ (1.22)
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Dopo alcune manipolazioni per far comparire il calore specifico a pressione costante
nella derivata temporale al primo membro, si arriva all’espressione differenziale

9p

20 (1.23)

%(pcpt) + V- (pwept) =V - (AVE) + ¢+ ¢ +

Come si pud vedere, ’equazione (1.23) ha una struttura abbastanza complessa.
Poiché in questo Capitolo si privilegiano gli aspetti fisici rispetto agli sviluppi alge-
brici, si puo limitare la discussione al caso di coordinate cartesiane bidimensionali
e di fluido a proprieta termofisiche costanti. In tale situazione la (1.23) pud venire
espressa nella forma

ot ot ot 0%t 0% . Op
pcp(aeﬂammay)_A(M+ay2>+q+¢+ae (1.24)

dove il termine relativo all’azione delle forze d’attrito pud essere scritto come

. ou\ ov\? v ou\? 2 [/0u Ov\?

o= {2 [<5fv) i <8y> i <5$ i 3y> 3 (093 " 8y> } (2
evidenziando la proporzionalita tra il lavoro delle forze di attrito ed il coefficiente di
viscosita dinamica p. Come si € osservato piu volte, il termine gb ¢ trascurabile nella
maggior parte delle situazioni di interesse pratico, ma pud diventare importante nei
processi di convezione all’interno di condotti nei quali si abbiano perdite di carico
molto elevate, o nelle applicazioni ad alta velocita. Per queste ultime applicazioni,
tuttavia, nel Capitolo 5 sara necessario scrivere 1’equazione dell’energia in una forma

che tenga conto anche delle variazioni di energia cinetica tra entrata ed uscita del
sistema.

1.3.2 Equazione dell’energia ed analisi numeriche

Dall’equazione dell’energia scritta in forma completa (1.23), si puo facilmente tor-
nare ad espressioni semplificate analoghe alla (1.16) ed alla (1.18) nelle quali, pero,
compaia il calore specifico a pressione costante nel termine di variazione temporale.
Si ottengono cosi le espressioni

%(pcpt) + V- (pwept) = V - (AVE) (1.26)

t
pcpge + pepyw - Vt =V - (V1) (1.27)

rispettivamente per la forma conservativa e quella non conservativa. Queste espres-
sioni costituiscono un valido punto di partenza per le analisi numeriche in quanto

10
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valgono, inalterate, sia per i gas sia per i liquidi. (Nei liquidi, ovviamente, il calore
specifico a pressione costante ¢, coincide con il calore specifico c).

Nelle soluzioni con il metodo dei volumi finiti si preferisce I’espressione conserva-
tiva (1.26), mentre in quelle con il metodo degli elementi finiti si preferisce 1’espres-
sione non conservativa (1.27). Le ragioni di tali scelte si fondano piu sull’esperienza
che sulla scienza, e sono difficili da giustificare senza un esame approfondito delle
metodologie di discretizzazione. Da un punto di vista qualitativo, tuttavia, si puo
affermare che le discretizzazioni basate sul metodo degli elementi finiti non garan-
tiscono, in genere, la conservazione locale della massa. Di conseguenza, la forma
non conservativa dell’equazione dell’energia consente d’ignorare contributi d’ental-
pia spuri, cioe provenienti da processo di discretizzazione numerica che comportano
creazioni, o distruzioni, locali “fittizie” di massa.

1.3.3 Condizioni al contorno ed iniziali per I’equazione dell’energia

Le condizioni al contorno piu utilizzate per 1’equazione dell’energia possono venir
discusse con riferimento alla Fig. 1.5, nella quale & rappresentato un tipico dominio
d’interesse pratico, con una sezione d’entrata ed una sezione d’uscita lontane da zone
di ricircolazione.

All’entrata del fluido nel dominio, le temperature sono sempre note e quindi si
hanno condizioni al contorno del primo tipo

t=t, (1.28)
ot

t=te, nT A =df

—

I W

—>

t:ts at_

o=

Figura 1.5: Condizioni al contorno per I’equazione dell’energia.

0
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Sulle pareti solide di confine si hanno, di solito, condizioni al contorno del primo
tipo con temperatura nota

t =t (1.29)
ovvero condizioni del secondo tipo con flusso termico specifico imposto
ot
Ap—=¢q" 1.30
Fay = s (1.30)

Ovviamente, nella (1.30) si fa riferimento alla conduttivita termica del fluido e si
considera il flusso termico specifico positivo quando esce dal dominio, in quanto la
normale n ¢ orientata verso 1’esterno.

Nella sezione d’uscita dal dominio si puo assumere che la derivata normale sia
nulla
ot
— =0
on
se, come si raccomanda, la sezione d’uscita dal dominio computazionale ¢ posta in
una zona non soggetta a ricircolazione.

(1.31)

Nel caso si debba risolvere un problema in transitorio, infine, si puo partire da
un campo termico noto in base a misure o calcoli precedenti ovvero, in alternativa,
partire dall’istante iniziale facendo riferimento a condizioni di temperatura uniformi
in tutto il dominio di definizione.

1.3.4 Coefficiente di convezione

Una volta determinato il campo termico, ¢ possibile trovare i valori dei coefficienti di
convezione procedendo in maniera diversa a seconda che sia imposta la temperatura
superficiale od il flusso termico specifico.

Quando & imposta la temperatura superficiale ¢, il flusso termico specifico alla pa-
rete non € noto a priori, ma puo essere calcolato in base alla sua definizione. Quindi,
in coerenza con la scelta di un flusso termico positivo nella direzione che va dal fluido
alla parete, si ha

" A t A t
o=_1 ___ N <a> __f <a> (1.32)
tr—ts tp—ts \On), _o ts—t; \On), _,

Nell’Eq. (1.32) « ¢ il coefficiente di convezione, 7 € la temperatura di riferimento
per il fluido e la derivata alla parete & ricavata dai calcoli.

Quando, viceversa, & imposto il flusso termico specifico ¢’ = ¢7, ancora positivo
nella direzione che va dal fluido alla parete, il coefficiente di convezione ¢ valutato
come Y

a=_—Js
ty—ts

(1.33)
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dove la temperatura ¢, e, quindi, la differenza di temperatura (¢ ; — ¢,), sono ricavate
dai calcoli.

Da tutte queste considerazioni si evince che il coefficiente di convezione non ¢ una
proprieta termofisica del fluido, ma puo essere considerato, semmai, una “proprieta”
del campo termico e, di conseguenza, anche del campo di moto, almeno nella misura
in cui la derivata della temperatura alla parete, o la differenza di temperatura (t y —t.),
sono influenzate dal campo di moto.

1.4 CONSERVAZIONE DELLA QUANTITA DI MOTO

Solo pochi testi di Fisica Generale sottolineano che la seconda legge del moto di
Newton

d dw dm
F=— =m— — 1.34
dﬁ(mw) md19+wdq9 (1.34)
equivale alla legge di Galileo
F—m® (1.35)
o dY ’

unicamente per i sistemi a massa costante. Se la massa contenuta nel sistema di
riferimento varia nel tempo ¢ necessario, infatti, ricorrere alla legge di Newton. Si
consideri, ad esempio, la situazione di Fig. 1.6 assumendo, per semplicita, che il
carrello possa scorrere orizzontalmente senza attriti e che la pressione di uscita del
getto sia pari alla pressione atmosferica. A carrello bloccato, il primo termine al terzo
membro della (1.34) si annulla, ma il secondo termine al terzo membro della (1.34)
¢ diverso da zero poiché la massa di fluido contenuta nel serbatoio varia nel tempo.
Pertanto, la spinta trasferita al blocco non ¢ nulla ma ¢ pari a

d
F— w£ — 1w (1.36)

in base alla seconda legge di Newton.

Aria compressa

w _m L F
Acqua -
Getto 1 () "
\_/ \_/

Figura 1.6: Spinta di un getto fluido.
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1. EQUAZIONI DELLA CONVEZIONE

La seconda legge di Newton si adatta poi perfettamente al riferimento costituito
da un sistema aperto con piu entrate ed uscite, del tipo rappresentato in Fig. 1.7.
Dall’applicazione della legge di Newton al sistema di figura si ottiene, infatti

.
F — m% + ) tiaw, = Y rewe (1.37)

dove la barra denota il valore medio delle velocita ed i pedici e ed u distinguono
I’entrata e ’uscita. Dalla (1.37), evidenziando al primo membro la variazione tem-
porale nel volume di controllo e portando al secondo membro i flussi avvettivi e la
risultante delle forze agenti sul volume stesso, si giunge immediatamente alla forma
“analitica” del principio di conservazione della quantita di moto

m% - Zmewe - Zmuwu +F (1.38)

Successivamente, interpretando come “entrate” ed “uscite” i flussi di quantitd di moto
e come “fornitura” la risultante delle forze agenti, si arriva all’espressione generale

variazione = entrate — uscite + fornitura
che ¢ simile a tutte le espressioni dei bilanci “contabili”.
l <4+——— F

7 =
Vs 7 AN
m% — — My Wy
b /

— ) —

MeWe

Figura 1.7: Conservazione della quantita di moto: macrobilancio.

1.4.1 Applicazione al moto dei fluidi

Nel caso del moto dei fluidi, il sistema aperto di riferimento & costituito da un ge-
nerico dominio fluido di volume V/, del tipo rappresentato in Fig. 1.8. In questa
situazione, il primo membro della (1.38) puo essere valutato come

dw 1 0 0
mg =m [m/vw(pw) dV} :/vaﬁ(pw) av (1.39)
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»
L

x

Figura 1.8: Conservazione della quantita di moto: dominio di riferimento.

La differenza tra i flussi di quantita di moto entranti ed uscenti al secondo membro
della (1.38), puo essere calcolata integrando la distribuzione dei flussi specifici sul-
I’intera superficie esterna A = A, + A, ed applicando successivamente il teorema
di Gauss

Zmewe — Zmuwu = —/ w(pw -n)dA = —/ V- (pww)dV  (1.40)
A 1%

Nella (1.40), il segno negativo al secondo membro tiene conto dell’orientamento
verso I’esterno della normale n mentre, al terzo membro, il termine (ww) indica
il prodotto diadico del vettore w per sé stesso il cui risultato & rappresentabile, co-
me vedremo in Appendice, mediante una matrice quadrata (nxmn), con 7 numero
di componenti di w. Poiché, in matematica, vengono definite “tensori” le matrici
quadrate risultanti da operazioni che coinvolgano due vettori con lo stesso numero di
componenti, si puo anche dire che il risultato del prodotto diadico ¢ un tensore.

Con riferimento alle componenti u e v della velocita, rispettivamente secondo gli
assi x e y di un sistema di coordinate Cartesiane bidimensionali, la rappresentazione
matriciale del prodotto diadico (ww) &

wwzwa:{“}[u v}:[““ “v] (1.41)

vu Vv
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in quanto il risultato viene ottenuto moltiplicando, in base alla regola “righe per co-
lonne”, il primo vettore per la trasposta del secondo. E appena il caso di ricordare
che la rappresentazione matriciale del prodotto scalare w - w avrebbe condotto alla
moltiplicazione, “riga per colonna”, della trasposta del primo vettore per il secondo

w-wEwTw:[u U]{Z}ZUQ—I-’UQ (1.42)

11 prodotto misto vettore per tensore V - (ww) ha come risultato un vettore di di-
mensione 7 le cui componenti si possono determinare facendo ancora riferimento
alla rappresentazione matriciale. In coordinate Cartesiane bidimensionali, la rappre-
sentazione matriciale pud essere scritta nella forma

v'<ww>z(vT(ww>>T=<[aax aayHuu WDT

vu VU

) B B B r
= _ %(uu) + @(UU) %(UU) + gy(””) ]
0 0
a(UU) + gy(w)
_ (1.43)
0 0

in quanto il risultato finale ¢ la trasposta del prodotto “righe per colonne” della
trasposta dell’ operatore V per la matrice ww.

La presenza dello scalare densita p produce effetti diversi sulla (1.43), a seconda
che p vari o, come nel caso dei fluidi a comportamento incomprimibile, si possa
considerare costante. Se p varia, si ha semplicemente

B B
g (Puu) + - (pou)
V- (pww) = y (1.44)

0 0
gz (Puv) + g, (ov)

Se invece p non varia, sviluppando la (1.43) e tenendo conto dell’equazione di con-
tinuita (1.7), si ottiene

V- (pww) = pw - VW + pwV - w = pw - Vw (1.45)
Nella (1.45), il termine Vw indica il prodotto diadico del vettore V per il vet-

tore w, il cui risultato & un tensore rappresentabile mediante una matrice quadra-
ta (nxn), con n numero di componenti dei due vettori. In coordinate Cartesiane

16
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bidimensionali, infatti, si ottiene

) ou o
Vw=Vw! = 8; [ T ] = gi gi (1.46)
Ay dy oy

Il termine w - Vw indica, invece, il prodotto misto del vettore w per il tensore Vw
ed ha, quindi, per risultato un vettore di dimensione n. In coordinate Cartesiane
bidimensionali, infatti, procedendo in analogia alla (1.43) si ottiene

w-Vw = (w! Vw)T

ou Ov T ou ou
9z oz “or T Vay
=|([u v] S v = Py B (1.47)

1.4.2 Forze agenti su un volume fluido

Le forze agenti su un generico volume fluido V, del tipo rappresentato in Fig. 1.8,
sono di due tipi

* forze di massa proporzionaliape Ve

* forze di contatto applicate sulla superficie A.

Nell’analisi della convezione, di solito, le forze di massa si identificano con la sola
forza di gravita, mentre tra le forze di contatto si usa distinguere la pressione (che,
per sua natura, permane anche nel fluido in quiete), e le componenti “deviatoriche”
rispetto alla pressione (che traggono origine dal movimento e sono legate, quindi,
alle forze viscose). Da questo punto di vista si puo porre

F:/png—/pndA—l—/n-TdA (1.48)
14 A A

dove g & I’accelerazione di gravita, n ¢ il vettore unitario ortogonale alla superficie A
ed orientato verso I’esterno della superficie stessa, T ¢ il tensore degli sforzi viscosi
ed n- T indica il prodotto misto di n per T. In coordinate Cartesiane bidimensionali,
quindi, si ha

T
T
_ [ o n ] Ozx Txy _ OxaNg + TyzNy (1.49)
= " = .
Y Tyz Oyy TryNz + TyyNy
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dove, al solito, le componenti del vettore al terzo membro sono date dalla trasposta
del prodotto righe per colonne della trasposta del vettore n per la matrice associata
al tensore degli sforzi T. Nella (1.49), le componenti del tensore degli sforzi so-
no contrassegnate da due pedici: il primo associato alla normale della superficie a
cui lo sforzo si riferisce, ed il secondo associato alla direzione nella quale lo sforzo
agisce. Pertanto 0., ¢ uno sforzo pertinente ad una superficie ortogonale all’asse
x e diretto come 1’asse stesso, mentre 7, ¢ uno sforzo pertinente ad una superficie
ortogonale all’asse y ma diretto come 1’asse x. Di conseguenza o, ¢ uno sforzo di-
retto ortogonalmente alla superficie a cui appartiene, mentre 7, ¢ uno sforzo diretto
tangenzialmente alla superficie a cui appartiene.

Applicando il teorema di Gauss al secondo e terzo integrale nella (1.48), si ottiene

—/pndA—i—/n-TdAz—/VpdV—i—/V-TdV (1.50)
A A \%4 \%

e, di conseguenza, 1’espressione volumica completa delle forze agenti sul dominio
fluido di riferimento &

F:/png—/pndA+/n-TdA:/(ﬂg—Vp+V~T)dV (1.51)
14 A A |4

Il termine (V - T), che compare nelle Eq. (1.50) e (1.51), & ancora un prodotto
misto vettore per tensore che, in coordinate Cartesiane bidimensionali, puod essere
espresso come

v.-T=vTT
00zs  OTyg
T 7
ox Oy Tyz  Oyy OTay I doyy

ox oy

1.4.3 Equazioni di Navier

Se i termini dell’Eq. (1.38) vengono espressi in base alle relazioni sin qui ricavate e
portati al primo membro, si ottiene

/ [%(pw)%—V(pww)—i—Vp—V-T—pg v =0 (1.53)
v

Poiché nella (1.53) il volume di integrazione ¢ arbitrario, deve necessariamente essere
anche

0
%(pw) +V-(pww)=-Vp+V -T+pg (1.54)
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Se pero la densita non varia, il secondo termine al primo membro della (1.54) si puo
semplificare in base alla (1.45), in modo da arrivare alla espressione alternativa

paa%+pw-Vw:—Vp+V-T+pg (1.55)
Le equazioni (1.54) ed (1.55) costituiscono, rispettivamente, la forma conservativa e
quella non conservativa delle equazioni di Navier, cioe della seconda legge di New-
ton scritta in termini di componenti del tensore degli sforzi. Nell’ipotesi di fluidi
a comportamento incomprimibile, rappresentazioni conservative € non conservative
sono del tutto equivalenti sul piano algebrico e conducono alle stesse soluzioni ana-
litiche. Nel caso delle soluzioni numeriche, tuttavia, si & gia osservato che forme
conservative e non conservative danno luogo a risultati diversi poiché, in generale, la
rappresentazione numerica della divergenza non risulta identicamente uguale a zero
in tutti i punti di calcolo.

1.4.4 Leggi di Stokes

Nei fluidi, gli sforzi viscosi si manifestano come resistenza interna ai cambiamenti
di forma originati dal movimento relativo delle particelle. Le equazioni costitutive
permettono di esprimere tali sforzi in funzione della viscosita e del campo di mo-
to. Nell’ipotesi di fluidi Newtoniani a comportamento incomprimibile, ad esempio,
valgono le leggi costitutive di Stokes scritte nella forma

T =p[Vw+ (Vw)'] (1.56)

dove I’apice 7' indica la trasposta del tensore Vw. Il tensore Vw ¢ gia stato esplici-
tato nella (1.46) ed, in base alla definizione, la sua trasposta

ou ou
dr Oy
T _
(Vw)" = o oo (1.57)
Jdr Oy

viene ottenuta dal quarto membro della (1.46) attraverso un semplice scambio righe
per colonne.

1.4.5 Equazioni di Navier-Stokes

Le leggi costitutive di Stokes (1.56) possono venir introdotte al secondo membro del-
le equazioni di Navier (1.54) ed (1.55) scritte, rispettivamente, in forma conservativa
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e non conservativa. Si ottengono cosi le corrispondenti equazioni di Navier-Stokes
conservative

;(pw) +V - (pww) = -Vp+ V- {u[Vw+ (Vw)"]} + pg (1.58)

€ non conservative

ow

p%—l—pw-Vw:—Vp%—V{u [Vw + (Vw)T]} + pg (1.59)

Giunti a questo punto si puo osservare che, nelle ipotesi di validita dell’equazione:
V -w = 0 e della relazione: p = cost, risulta anche

VAp[Vw+ (Vw)']} =V (uVw) = uVw (1.60)

essendo
V- (vw)T =0 (1.61)

come verificato nell’Esempio 1.1 dell’ Appendice. Nel caso di viscosita dinamica
non costante, I'utilizzo della (1.60) costituisce un’approssimazione, peraltro comu-
nemente accettata nelle soluzioni numeriche. Ad essa, infatti, si fara riferimento nel
seguito.

Nell’ipotesi di validita dell’uguaglianza tra i primi due membri della (1.60), si pud
esprimere il termine diffusivo V - (1 Vw) procedendo al prodotto misto del vettore
V per il tensore (1 Vw). In coordinate Cartesiane bidimensionali, quindi, si ha

Mau Mav T
o 0 oz "oz
_ T T __ -
Vo) = (T ew) = || 5] -
"oy Moy
0  Ou 0 Ou
S () + -
_ oz Oz Oy Oy (1.62)

900, 0 ou,
oz Mo oy H@y

Per quanto riguarda la pressione, va osservato che, nella maggior parte dei casi pra-
tici, non si ¢ interessati a determinare la distribuzione delle pressioni effettive p, ma
si preferisce fare riferimento alle pressioni p depurate della componente idrostatica
(neutra rispetto al moto). A tal fine si usa operare la sostituzione

p=p—pogH (1.63)
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dove pg ¢ una densita di riferimento, H ¢ la distanza da un piano isolivello posto alla
quota pil bassa del dominio, misurata nella stessa direzione ma in verso opposto a
g. Di conseguenza, —pogH ¢ la componente idrostatica della pressione p mentre p ¢
proprio la pressione depurata dalla componente idrostatica.

Nelle equazioni di Navier-Stokes (1.58) e (1.59), la sostituzione (1.63) consen-
te di esprimere in forma modificata la differenza tra termine legato al gradiente di
pressione e termine legato alle forze di massa. Si ha infatti

~Vp+pg =—Vp+pogVH + pg = —Vp— (po — p)g (1.64)

in quanto risulta gV = —g dal momento che la componente idrostatica della
pressione diminuisce nella stessa direzione ma in verso opposto a g.

Nella valutazione del termine (p — pg) al terzo membro della (1.64), si parte dalla
considerazione che, nei fluidi incomprimibili od a comportamento incomprimibile,
le variazioni di pressione non sono tali da indurre variazioni significative di densita.
Successivamente, perod, si procede in maniera diversa nelle situazioni di convezione
forzata ed in quelle di convezione naturale.

Nei problemi di convezione forzata & ragionevole trascurare le variazioni di densita
con la temperatura, in quanto esse sono pressoché ininfluenti sul campo di moto.
Vale quindi I’approssimazione: p = pq e dalla (1.64) si ottiene

~Vp+pg=-Vp (1.65)

Il termine pg viene cosi eliminato dalle equazioni del moto e, nella letteratura, I’u-
tilizzo in tale contesto della pressione effettiva p, al posto della pressione fisica p, ¢
cosi scontato da non essere nemmeno, il piu delle volte, dichiarato in nomenclatura.

Nei problemi di convezione naturale, al contrario, non ¢ possibile trascurare le va-
riazioni di densita con la temperatura in quanto il movimento ¢ indotto proprio da
queste ultime. Tuttavia, con le differenze di temperatura non troppo elevate (rispetto
alla temperatura assoluta) che si hanno nella maggior parte delle situazioni di inte-
resse pratico, il termine (p — pp) pud essere linearizzato in base all’approssimazione
di Boussinesq. A questo proposito si pone

g1 <ap> ~ L= po (1.66)
p P pt—1o

or

dove S ¢ il coefficiente di dilatazione volumica e 1" ¢ la temperatura assoluta. Con
riferimento alla (1.66) si ha quindi

po — p = pB(t —to) (1.67)
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e dalla (1.64) si ottiene

—Vp+pg=-Vp—pp(t—to)g (1.68)

Nei gas ideali, si ha § = 1/T, in quanto per essi quali vale ’equazione di stato
p = pRT, mentre per gli altri fluidi 5 deve essere valutato sperimentalmente. A que-
sto proposito, puo essere interessante notare che, nei problemi di convezione forzata,
trascurare le variazioni di densita con la temperatura equivale ad assumere 5 = 0.
Con tale assunzione, la (1.68) acquista validita generale e pud sempre essere sostitui-
ta nelle equazioni di Navier-Stokes (1.58) e (1.59) scritte tenendo conto della (1.60).
Si ottengono cosi, rispettivamente, 1’espressione conservativa

0
59 PV V- (pww) = =Vp+ V- (uVw) — pf(t —to)g (1.69)

e I’espressione non conservativa

ow _
P o5 +pw -Vw=-Vp+ V- (uVw)—pB(t—to)g (1.70)
delle equazioni. In tali espressioni si distinguono, al primo membro, i termini di
variazione temporale e di trasporto avvettivo ed, al secondo membro, il trasporto
diffusivo (rappresentato dal termine che contiene la viscosita) ed i termini residuali di
generazione (rappresentati dal gradiente di pressione e dalle forze di galleggiamento).

Come si ¢ gia osservato a proposito dell’equazione dell’energia, nelle soluzioni
numeriche delle equazioni di Navier-Stokes si preferisce 1’espressione conservativa
quando si opera con il metodo dei volumi finiti, mentre si preferisce 1’espressio-
ne non conservativa quando si opera con gli elementi finiti. Come si ricordera, le
ragioni di tale scelta si fondano sul fatto che, a differenza dei volumi finiti, gli ele-
menti finiti non garantiscono, in genere, la conservazione locale della massa. Pertan-
to con gli elementi finiti la forma non conservativa conduce a risultati pit accurati,
in quanto ignora i contributi di quantita di moto spurie provenienti dai processi di
discretizzazione numerica.

Nella pratica, come si ¢ detto, si sottintende quasi sempre il riferimento alla pres-
sione depurata dalla componente idrostatica, omettendo la tilde sopra il simbolo della
pressione per non appesantire le notazioni. Con tale assunzione, le componenti se-
condo gli assi x ed y delle equazioni di Navier-Stokes bidimensionali si scrivono
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nella forma

0 0 0 _ Op
%(PU) + %(PUU) + %(PUU) = s
+£ @ + 2 @ _ ﬁ(t —t ) .
B B B o
%(PU) + %(PUU) + a*y(ﬂw) = oy
0 v 0 v
+87:1: (M&E> + oy (May> —pB(t —to)gy (1.71)

con riferimento alla rappresentazione conservativa, o nella forma

ou ou ou @

Po0 " Mox Ty T "o
+2 @ _|_2 % —,B(t—t) .
9o + u@ + v@ = —@
Pog TP TPy T "oy
0 ov 0 ov
toz (Mﬁm> + oy <H8y) — pB(t —1o)gy (1.72)

con riferimento alla rappresentazione non conservativa.

1.4.6 Condizioni al contorno ed iniziali per le equazioni di
Navier-Stokes

Le condizioni al contorno piu utilizzate per le equazioni di Navier-Stokes possono
venir discusse con riferimento alla Fig. 1.9, nella quale ¢ illustrato un tipico dominio
bidimensionale con sezioni di entrata e di uscita allineate con gli assi cartesiani.

Sulle sezioni d’entrata del fluido nel dominio, le velocita sono note e si ha

U=1U, v=0 (1.73)

u=0, v=uv (1.74)
rispettivamente.

Sulle pareti solide di confine, la velocita & nulla in quanto il fluido & viscoso, e
quindi risulta
u=v=>0 (1.75)

23




1. EQUAZIONI DELLA CONVEZIONE

V= Ve
1 r- u=v=20

—

w=1u,
0
ou _ v _
'dn  On
—>

u=v=20 __i___ E

1}M%0
on  on

Figura 1.9: Condizioni al contorno per le equazioni di Navier-Stokes.

In generale si ha cura che le sezioni d’uscita dal dominio oggetto d’indagine non
si trovino in zone soggette a ricircolazione e, di conseguenza, si puo assumere che il
fluido esca con derivate normali nulle

ou Ov

22 _) 1.76

on  0On ( )
da entrambe le sezioni.

Infine, nel caso si debba risolvere un problema in transitorio, si puo far riferimento
a condizioni iniziali di velocita uniforme in tutto il dominio di definizione.

1.4.7 Convezione forzata, naturale e mista

Nei problemi di convezione forzata, come si ¢ detto, il termine di galleggiamen-
to pB(t — to)g, che compare nelle (1.69) e (1.70), viene generalmente trascurato.
L’ analisi dimensionale dimostra che cio ¢ veramente lecito quando si ha

o <1 (1.77)

dove
(1.78)
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¢ il numero di Grashof,
_ wiL

7

¢ il numero di Reynolds, L & una lunghezza caratteristica di riferimento e |w| & la
velocita caratteristica del campo di moto forzato, cio¢ del campo indotto da agenti
esterni come pompe o ventilatori.

Re (1.79)

Nei problemi di convezione naturale il campo di moto ¢ indotto dalla spinta di
galleggiamento p(t — t¢)g interna. In tal caso, ovviamente, risulta

G
R—erg >1 (1.80)

potendosi avere anche Re = 0 in completa assenza di campo di moto forzato.

Nel caso di convezione mista, infine, risulta

or
Re?

12
—

(1.81)

e, nelle analisi, bisogna tener conto sia del campo di moto forzato sia del termine di
galleggiamento.

Nel seguito, si illustreranno alcune metodologie di soluzione numerica per i proble-
mi di convezione nei fluidi a comportamento incomprimibile, rimandando al Capitolo
5 la illustrazione dettagliata delle metodologie di soluzione per i fluidi comprimibili.
Qui I’analisi sara limitata alle procedure descrivibili in termini di equazioni differen-
ziali, senza alcun riferimento alle tecniche di discretizzazione che saranno discusse,
rispettivamente, nel Capitolo 2 per quanto riguarda i volumi finiti, e nel Capitolo 3
per quanto riguarda gli elementi finiti.

1.5 METODOLOGIE DI SOLUZIONE NUMERICA

Come si & gia osservato, la soluzione numerica delle equazioni che governano la con-
vezione nei fluidi incomprimibili & resa difficile dall’assenza di un’equazione in cui
compaia la pressione come variabile principale. Ci0 costringe ad investigare il ruolo
svolto dalla pressione, ed il modo piu efficace per comprendere questo ruolo €, proba-
bilmente, quello di esaminare criticamente la formulazione che si ottiene eliminando
la pressione dalle equazioni del moto. Nel caso di problemi bidimensionali, la pres-
sione puo essere facilmente eliminata riformulando le equazioni del moto in termini
di funzione di corrente e vorticita. Purtroppo, la funzione di corrente esiste solo in
due dimensioni e, quindi, la procedura di eliminazione non ¢ facilmente estensibile
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ai problemi tridimensionali che, di conseguenza, sono generalmente risolti nell’am-
bito delle variabili primitive. In tale contesto, come si vedra meglio nel seguito, il
successo degli algoritmi di soluzione ¢ legato alla procedura seguita per determinare
un campo di pressioni che, sostituito nelle equazioni del moto, conduca al rispetto
della continuita.

1.5.1 Equazioni del moto in termini di funzione di corrente e vorticita

Come si ¢ gia osservato, nel caso di problemi bidimensionali ¢ possibile eliminare
la pressione dalle equazioni del moto, rinunciando alla formulazione in termini di
variabili primitive (velocita e pressione), a favore di una formulazione in termini di
funzione di corrente e vorticita. Ci0 ¢ reso possibile dal fatto che teoria ed esperienza
dimostrano come la pressione, istante per istante, assuma valori tali da garantire il
rispetto della continuita. Per eliminare la pressione bisogna quindi giungere, per altra
via, al rispetto della continuita. In problemi bidimensionali ciod si ottiene, appunto,
ricorrendo ad una funzione di corrente ¢ definita in modo da descrivere un campo di
moto che rispetti automaticamente la continuita. A tal fine, in coordinate Cartesiane
bidimensionali si pud porre

_ W
U= 3y (1.82)
€ ”
V= o (1.83)
ottenendo cosi identicamente
2 2
Ou Ov_ 0% oW _, (1.84)

oz + 8y Oxdy B 0yox

Le linee a 1) = cost sono linee di corrente in quanto sono tangenti, in ogni punto,
al vettore velocita. Infatti, se ds ¢ un vettore di lunghezza ds (misurata lungo una
linea di corrente) ed orientato come w, il prodotto vettoriale (indicato con x) tra w
e ds deve risultare identicamente uguale a zero. Di conseguenza, con riferimento al
versore k della normale al piano (z,y), si ottiene

u v
wxds-det[dm dy]k—(udy—vdx)k—O
éudy—vdxza—wdy—i—a—wda::dw:O (1.85)
oy Oz

da cui si ricava I’assunto. Inoltre, la (1.85) dimostra che di & un differenziale esatto,
il cui integrale curvilineo dipende solo dai punti iniziale e finale.
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Per illustrare ulteriormente il significato fisico di v, si applichino le definizioni
(1.82) e (1.83), procedendo in senso antiorario lungo un qualunque contorno del
dominio. In questo modo si ha

o
) 0
_ oY
Ug = n (1.87)

rispettivamente per la componente normale e la componente tangenziale della velo-
cita. Pertanto, in base alla (1.86), risulta

¥
Y =1y + / gﬂ ds =1y + / upds (1.88)
o U8 A(s)

Di conseguenza, ponendo 1y = 0 nella (1.88), si ricava che il valore della funzione
di corrente, nella posizione s sul contorno, ¢ pari alla portata volumetrica attraverso il
contorno A(s) di profondita unitaria. L’Eq. (1.87), non utilizzata in questo contesto,
verra ripresa in esame nella discussione delle condizioni al contorno, contribuendo
ulteriormente all’illustrazione del significato fisico di .

In coordinate Cartesiane bidimensionali, la vorticita & generalmente definita come

ov  Ou

in modo da risultare pari a due volte la velocita di rotazione angolare del fluido nel
punto considerato. Sostituendo nella definizione della vorticita (1.89) le definizio-
ni (1.82) e (1.83) delle componenti di velocita espresse in termini di funzione di
corrente, si ricava subito

0% 0% _

cio¢ I’equazione differenziale che governa la distribuzione delle linee di corrente.

Se invece si parte dalle equazioni di Navier-Stokes (1.72), si puo utilizzare la de-
finizione (1.89) per ricavare I’equazione differenziale che governa la distribuzione
della vorticita. Infatti, nell’ipotesi di proprieta termofisiche costanti, derivando la se-
conda delle (1.72) rispetto ad x e la prima rispetto ad y, e sottraendo poi membro a
membro, si ottiene
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L’Eq. (1.91) & un’equazione di trasporto, del tutto simile all’equazione dell’energia
che governa la distribuzione della temperatura. Si distinguono, infatti, al primo mem-
bro i termini di variazione temporale e trasporto avvettivo, ed al secondo membro 1
termini di trasporto diffusivo e generazione.

Si noti, infine, che la pressione non compare in nessuna delle due equazioni (1.90) e
(1.91). Purtuttavia le equazioni (1.90) e (1.91), insieme con le appropriate condizioni
al contorno ed iniziali, consentono di calcolare il campo di moto. In tal modo, una
volta determinato il campo di moto si puo, come al solito, passare alla soluzione
dell’equazione dell’energia per trovare anche il campo termico.

1.5.2 Condizioni al contorno per funzione di corrente e vorticita

La soluzione delle (1.90) e (1.91), al posto delle equazioni di continuita e di Navier-
Stokes, conduce a risultati eccellenti nel caso di problemi bidimensionali. L’unica
difficolta riguarda I’imposizione delle condizioni al contorno in quanto si hanno, su
ciascun contorno, due condizioni per la funzione di corrente e nessuna condizione,
fisicamente significativa, per la vorticita. Per dare concretezza a tale affermazio-
ne, si possono esaminare, ad esempio, le difficolta che si incontrano per imporre di
condizioni al contorno, fisicamente significative, sulle pareti solide.

Una parete solida costituisce una linea di corrente e, di conseguenza, ¢ general-
mente noto il valore assunto dalla funzione di corrente in corrispondenza alla parete
stessa. Ad esempio, sulle due pareti affacciate di un canale piano la funzione di
corrente assumera, su una parete, il valore di riferimento, tipicamente ¢y = 0 e,
sull’altra parete, il valore valutato in base alla (1.88) e corrispondente alla portata
volumetrica che attraversa il canale stesso. Sulle pareti solide, pero, ¢ uguale a zero
anche la componente tangenziale della velocita ed, in base alla (1.87), si deve impor-
re I’ulteriore condizione di gradiente nullo per la funzione di corrente. In compenso,
per le pareti solide non esiste alcuna condizione al contorno per la vorticita che abbia
un qualche significato fisico. Nelle soluzioni numeriche, quindi, si risolvera subito
I’Eq. (1.90) rispetto a v, imponendo condizioni al contorno del primo tipo sulle pare-
ti solide. Successivamente si ritornera all’Eq. (1.90), interpretata come un’equazione
per la vorticita alle pareti, e si risolvera di nuovo I’equazione stessa, questa volta ri-
spetto ad w ed imponendo condizioni al contorno di gradiente nullo per la funzione
di corrente.

1.5.3 Significato fisico della pressione

Oltre all’interesse pratico nel caso di problemi bidimensionali, la formulazione delle
equazioni del moto in termini di funzione di corrente e vorticita ha notevole inte-
resse concettuale. Infatti, dalle Eq. (1.90) e (1.91) si puo dedurre, come pil volte
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osservato, che la conoscenza del campo di pressione non ¢ indispensabile per la de-
terminazione del campo di moto. La giustificazione fisica ¢ semplice se si accetta
I’assunto che, nei fluidi incomprimibili, la pressione sia legata alla sola equazione
di continuita. Pertanto, se la continuita ¢ soddisfatta identicamente, grazie alla de-
scrizione del campo di moto in termini di funzione di corrente, la variabile pressione
puo essere eliminata senza inconvenienti. Inoltre, dalle Eq. (1.90) e (1.91) si vede
che gli effetti viscosi influenzano direttamente la distribuzione della vorticita, ma so-
lo indirettamente, attraverso il termine di generazione, la distribuzione delle linee di
corrente. Quindi, la componente rotazionale di un campo di moto non pud essere
influenzata dal gradiente di pressione e, di conseguenza, il gradiente di pressione ¢
legato alla sola componente irrotazionale del campo stesso.

Considerazioni del tipo di quelle esposte pill sopra saranno riprese nel seguito,
quando si trattera del significato fisico delle pressioni di “stima” e “correzione”, uti-
lizzate negli algoritmi di soluzione in variabili primitive (velocita e pressione). In
quest’ultimo caso, come si vedra meglio nel seguito, la difficolta principale sara, in-
fatti, legata alla determinazione, per tentativi, di un campo di pressioni che conduca
al rispetto della continuita. La situazione, invece, sara diversa per i problemi di moto
dei fluidi comprimibili, per i quali valgono le considerazioni del Capitolo 5 ed i cenni
riportati nella Sezione che segue.

1.6 SOLUZIONI IN VARIABILI PRIMITIVE

Per un fluido comprimibile, le simulazioni numeriche in variabili primitive si basano
su

* equazioni di Navier-Stokes, scritte nella forma conservativa (1.69) o non con-
servativa (1.70),

* equazione di continuita, scritta nella forma (1.5) e, necessariamente, anche su

* equazione dell’energia (in quanto densita, pressione e temperatura legate dal-
I’equazione di stato dei gas).

Le relative metodologie di soluzione, e le difficolta che s’incontrano nell’implemen-
tarle, saranno illustrate in dettaglio nel Capitolo 5. Qui basti dire che, una volta tro-
vate le componenti della velocita attraverso la risoluzione delle equazioni del moto,
si possono determinare il campo delle temperature, risolvendo I’equazione dell’ener-
gia, e la distribuzione delle densita risolvendo I’equazione di continuita (1.5). La
conoscenza della temperatura e della densita consente poi il calcolo della pressio-
ne attraverso 1’equazione di stato del gas. Pertanto, nei problemi di moto dei fluidi
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comprimibili, le variabili primitive indipendenti sono le componenti della velocita, la
densita e la temperatura, mentre la pressione ¢ una variabile che dipende da densita
e temperatura attraverso I’equazione di stato.

Nei problemi di convezione nei fluidi a comportamento incomprimibile, al contra-
rio, ’equazione di continuita viene scritta nella forma (1.7) e, come si ¢ detto piu
volte, non esiste alcuna equazione dove compaia una variabile principale legata di-
rettamente alla pressione. Le considerazioni del paragrafo precedente e I’esperienza
consentono solo di affermare che, nei fluidi incomprimibili, la pressione ¢ la varia-
bile che assume i valori necessari a “forzare” il rispetto della continuita. In passato,
tale constatazione ha spinto molti ricercatori a ricavare un’equazione differenziale
indipendente per la pressione, partendo dalle equazioni del moto e dall’equazione di
continuita. L’ equazione cosi ottenuta prende il nome di equazione di Poisson per la
pressione.

1.6.1 Equazione di Poisson per la pressione

L’equazione di Poisson per la pressione viene ricavata manipolando le equazioni del
moto e della continuita scritte per i fluidi incomprimibili. Purtroppo, come si vedra
tra poco, I’equazione di Poisson ha piu interesse concettuale che pratico, in quanto
non si presta ad essere agevolmente utilizzata direttamente nelle soluzioni numeriche.
Pertanto, ¢ sufficiente derivarla ponendosi in ipotesi abbastanza semplificative, in
modo da alleggerire gli sviluppi algebrici. A questo fine si faccia riferimento, all’Eq.
(1.70) assumendo che il termine di galleggiamento sia trascurabile e che la densita
e la viscosita siano costanti. In tali ipotesi, I’applicazione della divergenza ai due
membri dell’equazione risultante conduce all’espressione

V- <paa‘g + pw - Vw> =V [-Vp+ V. (uVw)] (1.92)

riferita, al solito, alla pressione depurata dalla componente idrostatica. Dalla (1.92),
imponendo che sia V - w = 0, si ottiene 1’equazione scalare di Poisson

Vip=—pV-(w Vw) (1.93)
in quanto si ha
ow)  O(V-w)

e, come verificato nell’Esempio 1.2 dell’ Appendice, anche

V- V- (uVwW)] =uV-(V-Vw)=0 (1.95)
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In coordinate Cartesiane bidimensionali, inoltre, risulta

o0 ou_ouow
Oxr dy Ox 0y
come verificato nell’Esempio 1.3 dell’ Appendice e, di conseguenza, 1’equazione
(1.93) puo essere scritta nella forma
Pp % <6v ou Ou 8v>
= -2 v

922 oy oz 0y  0x0y

V- (w-Vw) = 2( (1.96)

(1.97)

Poiché si € imposto V - w = 0 nel passaggio dalla (1.92) alla (1.93), il campo di
pressione ricavato dall’equazione di Poisson porta o, per meglio dire, dovrebbe porta-
re alla determinazione di un campo di moto che soddisfi I’equazione della continuita.
L’uso dell’equazione di Poisson al posto dell’equazione di continuita ¢ stato, come si
¢ detto, il primo approccio numerico alla soluzione delle equazioni del moto dei fluidi
incomprimibili. Tale approccio, tuttavia, ¢ stato abbandonato quasi completamente
negli ultimi anni, per due motivi.

Il primo motivo & di carattere tecnico ed ¢ legato alla difficolta d’imporre condi-
zioni al contorno corrette nella soluzione dell’equazione di Poisson. Le condizioni
al contorno per 1’equazione di Poisson, infatti, sono condizioni del secondo tipo, ed
il gradiente di pressione da imporre sul contorno

0 0 0

a%:VP'nzafinx*'afzny
deve essere calcolato partendo dalle equazioni di Navier-Stokes: un compito tutt’al-
tro che facile. Il secondo motivo ¢ associato alla difficolta di ottenere il rispetto
della continuita attraverso il semplice impiego dell’equazione di Poisson. L’utilizzo
dell’equazione di Poisson al posto dell’equazione di continuita, infatti, non € un pro-
cedimento diretto e, di conseguenza, non si ¢ mai sicuri di quale forma discretizzata
dell’equazione di continuita sia contenuta implicitamente nella versione discretizzata
dell’equazione di Poisson. Pertanto gli algoritmi di soluzione moderni, che utilizzano
le variabili primitive nella soluzione dei problemi di moto dei fluidi a comportamento
incomprimibile, fanno riferimento a versioni modificate dell’equazione originale di
Poisson. Come vedremo nella sezione che segue, tali versioni modificate consento-
no d’imporre piu direttamente il rispetto della continuita impiegando, nel contempo,
condizioni al contorno facilmente implementabili.

(1.98)

1.7 ALGORITMI PER FLUIDI INCOMPRIMIBILI

Molti algoritmi per la determinazione numerica dei campi di moto nei fluidi incom-
primibili sono riferiti alle equazioni discretizzate ed, oltre ad essere di comprensione
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abbastanza difficile, non possono venire discussi indipendentemente dalla tecnica
utilizzata per la discretizzazione. Altri algoritmi, al contrario, oltre ad essere ugual-
mente accurati ed affidabili, sono stati sviluppati nel continuo e, di conseguenza,
possono essere presentati come semplici procedure di approssimazione delle equa-
zioni differenziali di partenza. In questo capitolo & sembrato opportuno descrivere
un algoritmo ricavato nel continuo, al fine di facilitare la comprensione delle me-
todologie di soluzione numerica a chi non ha troppa familiarita con le tecniche di
discretizzazione.

L’algoritmo illustrato nel seguito ¢ stato ricavato per il metodo degli elementi finiti
e, successivamente, & stato esteso anche al metodo dei volumi finiti. Mantenendo un
approccio storico nella descrizione, si fara riferimento alla forma non conservativa
(1.70) delle equazioni del moto, tipica degli elementi finiti, limitandosi a notare che
I’estensione alla forma conservativa (1.69), caratteristica dei volumi finiti, non pre-
senta alcuna difficolta. Inoltre, si partira dalle equazioni del moto e dell’energia gia
discretizzate rispetto al tempo con la tecnica delle differenze finite. Sia nel metodo
degli elementi finiti sia nel metodo dei volumi finiti, infatti, si impiegano le differen-
ze finite per la discretizzazione temporale. Pertanto, la principale differenza tra la
procedura discussa nel seguito e le procedure tradizionali & data dal fatto che qui la
discretizzazione temporale precede, e non segue, la discretizzazione spaziale.

1.7.1 Equazioni del campo termofluidodinamico

Come si & detto, i diversi passi della soluzione sono ricavati nel continuo, senza biso-
gno di fare riferimento alle metodologie di discretizzazione spaziale. La procedura di
calcolo ha, tuttavia, molti aspetti in comune con altri metodi sviluppati per le equa-
zioni discretizzate, come il metodo SIMPLE di Patankar e Spalding ed il metodo dei
passi frazionari di Glowinski. Il punto di partenza, ad ogni nuovo passo temporale, ¢
la stima delle pressioni da utilizzare nella soluzione delle equazioni del moto. Se la
distribuzione delle pressioni fosse conosciuta in anticipo, infatti, sarebbe possibile ri-
solvere le equazioni di Navier-Stokes senza particolari difficolta. Poiché la pressione
non & nota a priori, per i calcoli del passo temporale (n + 1) pud essere utilizzata una
pressione di stima p* assunta pari, in ogni punto, alla pressione del passo precedente
n (ciog: p* = p™ per n > 1), od uguale a zero nella situazione iniziale (ciog: p = 0
per n = 0). In questo modo, si puo pensare che il gradiente di pressione sia la somma
di una componente stimata (*) e di una componente di correzione ('), scrivendo

Vp = Vp* + Vp' (1.99)

Successivamente si pu0 ipotizzare che, nella discretizzazione temporale della (1.70)
scritta omettendo la tilde, anche 1’accelerazione possa venire scissa in due compo-
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nenti: la prima associata al gradiente di stima ed utilizzata nell’equazione

wH —wh
P

AY
= pV? yw* 4 (1 —7)w"] — Vp* — pB(t" — to)g (1.100)

+pw" - V[yw" + (1 —y)w"]

e la seconda associata al gradiente di correzione ed utilizzata nell’equazione

Wn+1 —w* w’

P a0 T PAw T
Attraverso la (1.100), il gradiente di stima conduce al calcolo di un campo di velo-
cita di stima w* mentre, attraverso la (1.101), il gradiente di correzione conduce al
calcolo di un campo di velocita di correzione w’. La logica che presiede alla discre-
tizzazione temporale della (1.70) attraverso i due passi di calcolo (1.100) e (1.101)
emergera meglio dalle considerazioni successive. Per il momento basti osservare che,
alla fine del passo temporale, si ottiene una stima dell’accelerazione complessiva in
quanto si ha, evidentemente

-V (1.101)

n * * n

Wn+1_w_ +W—
P— Ay~ AY P7AY

Nell’Eq. (1.100), la velocita w™ che moltiplica il nabla nel contributo avvettivo e
la temperatura t" nel termine di galleggiamento sono linearizzate, cio¢ trasformate
in coefficienti valutabili all’istante n in maniera esplicita, ovvero senza bisogno di
iterazioni. Sempre nell’Eq. (1.100), le derivate della velocita nel contributo avvettivo
e nel contributo diffusivo sono valutate come medie pesate dei valori assunti all’inizio
ed alla fine del passo di calcolo. Al peso v devono essere assegnati valori compresi tra
0 ed 1, in base allo schema d’integrazione temporale prescelto. Cosi si ottengono, in
particolare, lo schema esplicito per v = 0, lo schema di Crank-Nicolson per vy = 1/2
e lo schema implicito per v = 1.

(1.102)

La scelta di v influenza sia la stabilita sia 1’accuratezza dell’algoritmo. Lo schema
implicito ¢ il pil stabile e, quindi, consente 1’utilizzo di passi temporali piu elevati,
ma a prezzo di una minore accuratezza rispetto allo schema di Crank-Nicolson che,
pure, ¢ ragionevolmente stabile. Lo schema esplicito ¢ il pit economico in termini di
tempi di calcolo ma, come I’implicito, non ¢ molto accurato ed, a differenza dell’im-
plicito, tende a diventare instabile con passi temporali abbastanza ridotti, conducendo
facilmente a soluzioni oscillanti con ampiezza sempre maggiore.

Le velocita w*, risultanti dalla soluzione della (1.100), tengono conto della compo-
nente rotazionale del campo di moto in quanto, come si &€ osservato a proposito della
formulazione (1),w), la componente rotazionale non dipende dal gradiente di pres-
sione. Le velocita w*, pero, non rispettano la continuita, in quanto il rispetto della
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continuita ¢ legato al gradiente di pressione attraverso la componente irrotazionale
del campo di moto. Il rispetto della continuita, quindi, deve essere assicurato, neces-
sariamente, dalla soluzione della (1.101). D’altra parte, nella soluzione della (1.101)
il rispetto della continuita deve essere anche, in qualche modo, forzato imponendo
che alla fine del passo (n + 1) si abbia

V. w'tl — 0 (1.103)

Passando alla divergenza dell’Eq. (1.101), ed imponendo che alla fine del passo
(n + 1) valga la (1.103) in forza dell’azione di V', si ottiene

21— P g
Vi =15V w (1.104)

cioe I’equazione di Poisson modificata per il calcolo della pressione di correzione p'.

Giunti alla fine del passo d’integrazione temporale (n + 1) si puo utilizzare p/,
ottenuto dalla Eq. (1.104), per calcolare il campo di pressione

pv Tt =pr 4y (1.105)

e w’, ottenuto dall’Eq. (1.101) scritta nella forma

AY
w=-——Vp (1.106)
p
per calcolare il campo di velocita
wth = w* +w (1.107)

Una volta che i campi di velocita e di pressione siano stati calcolati, si pu0 passare
alla determinazione del campo di temperatura, risolvendo 1’equazione dell’energia.
A tale proposito, utilizzando lo stesso algoritmo impiegato per la (1.100), si puo
scrivere 1’equazione discretizzata rispetto al tempo nella forma

tn-‘rl _ tn
P Ag + pepw™ -V [yt 4 (1 — )t

= AV? [y "+ (1 — y)t"] (1.108)

che ¢ suscettibile di soluzione immediata.
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1.7.2 Condizioni al contorno per la soluzione numerica

Le condizioni al contorno per la soluzione numerica dei campi di velocita e tempe-
ratura non variano rispetto a quelle gia illustrate per le equazioni differenziali non
discretizzate. Cosi, le condizioni al contorno per 1’equazione dell’energia sono date
ancora dalle (1.28) - (1.31). Analogamente, le condizioni al contorno per le equa-
zioni di Navier-Stokes sono date ancora dalle (1.73) - (1.76), e si applicano sia alle
velocita vere e proprie sia alle velocita stimate.

Di conseguenza, con riferimento alla Fig. 1.10 ed alle condizioni al contorno per
le velocita vere e proprie, si ha

u=u"=u,; v=v"=o0 (1.109)
all’entrata orizzontale del fluido nel dominio,
u=u*"=0; v=0v"=1, (1.110)
all’entrata verticale del fluido nel dominio,
u=v=u"=0v"=0 (1.111)
sulle pareti solide di confine dove le velocita sono nulle, e

ou ov  ou* B ov*

on  On _ on on

l

v =" =,
u*=v*=0

=0 (1.112)

—
u:u*:ue:
ou*  ov*
' on On
E—»
u*=0v*=0 __i___}__ :
l ou :81; _0
on on

Figura 1.10: Condizioni al contorno per le velocita stimate.
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all’uscita dal dominio.

La situazione cambia, invece, per le condizioni al contorno relative al campo delle
pressioni di correzione. Le condizioni al contorno per I’equazione di Poisson mo-
dificata, infatti, rimangono del secondo tipo, ma devono essere calcolate in modo
coerente alla definizione delle pressioni di correzione. Dall’Eq. (1.101) si ricava che
dove le velocita sono note deve essere

, Wn—H —w*
n=-p——— -n= 1.113
Vp - n P n=0 ( )
in quanto w”tl = w*. Pertanto, come indicato in Fig. 1.11, si ha
a /
vy -n=22 9 (1.114)
on

sia sulle sezioni d’entrata, dove le velocita sono imposte, sia sulle pareti solide, dove
le velocita sono nulle.

Sulle sezioni d’uscita ¢ ancora possibile utilizzare la condizione al contorno (1.114),
purché si forzi il rispetto del bilancio complessivo delle portate. Cio0 si ottiene cal-
colando le portate all’ingresso, mediante integrazione delle distribuzioni note di ve-
locita, e correggendo (in pratica scalando), la distribuzione delle velocita stimate, in
modo da far tornare il bilancio complessivo delle portate. Una volta corretta, la distri-
buzione delle velocita stimate ¢ utilizzata per il calcolo della divergenza al secondo
membro dell’Eq. (1.104).

/
l 9% _ 0
8n ap/

—>
/ |
o _
on ,
e p =0 3_1)/_0
L on
P —
, |
RIS
on 8_p’_

l an_o

Figura 1.11: Condizioni al contorno per le pressioni di correzione.
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Ovviamente, le sole condizioni al contorno del secondo tipo non sono sufficienti
a determinare il livello delle pressioni di correzione, se non a meno di una costan-
te additiva. Di conseguenza, al fine di eliminare 1I’ambiguita e fissare il livello di
riferimento, occorre utilizzare anche la condizione del primo tipo

p =0 (1.115)

in almeno un punto, scelto arbitrariamente nel dominio di calcolo come indicato in
Fig. 1.11.

1.7.3 Significato fisico delle pressioni di stima e di correzione

Come si & gia osservato in precedenza, la funzione di corrente non puo essere definita
in spazi tridimensionali. Al contrario, anche in tre dimensioni puo essere definito un
potenziale di velocita, purché il flusso sia irrotazionale. Supponiamo allora di voler
cercare un campo irrotazionale di velocita di correzione per il quale esista un poten-
ziale ¢ che consenta il calcolo delle diverse componenti. In coordinate Cartesiane
bidimensionali, ad esempio, si avra

/__76(1 l__ié(i
u = E v = By (1.116)

ovvero, con notazione vettoriale
w =-Vo (1.117)

Sostituendo la (1.117) nella (1.101), passando alla divergenza, ed imponendo che,
grazie alla correzione effettuata, alla fine del passo (n+ 1) sia soddisfatta I’equazione
di continuita V - w1 = 0, si ottiene

V2=V -w* (1.118)

cio¢ un’equazione di Poisson modificata per il calcolo del potenziale di correzione ¢.
Poiché ’Eq. (1.118) e ’Eq. (1.104) sono del tutto simili, la pressione di correzione
p/, opportunamente scalata, pud essere vista come la funzione potenziale ¢ del campo
di moto irrotazionale di correzione. Si puo affermare, quindi, che sia la pressione di
correzione p’ sia il potenziale ¢ del campo irrotazionale delle velocita di correzione,
proiettano il campo delle velocita di stima w* (che non rispetta la continuita), in un
campo di velocita w1 (che rispetta la continuita).
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1.8 CONVEZIONE TURBOLENTA

Le equazioni ricavate nei paragrafi precedenti hanno validita generale ed, in linea di
principio, sono utilizzabili per tutti i problemi di convezione. Giunti a questo pun-
to, pero, conviene distinguere tra regimi di moto laminare e turbolento. Nel regime
laminare, le perturbazioni tendono a smorzarsi e le particelle di fluido si muovono
ordinatamente. Di conseguenza, il flusso puo essere idealmente suddiviso in “lami-
ne” adiacenti, che conservano la propria individualita spazio-temporale e si prestano
ad essere modellate con I’impiego di griglie spazio-temporali non troppo fitte.

Il regime laminare, tuttavia, non si mantiene in tutte le situazioni di moto. Nel
caso della convezione forzata, il passaggio dal regime laminare al regime turbolen-
to avviene in corrispondenza a valori “critici” del numero di Reynolds, dipendenti
dalla geometria del problema in esame. Analogamente, nel caso della convezione
naturale la transizione tra regime laminare e regime turbolento avviene in corrispon-
denza a valori “critici” del numero di Grashof, dipendenti ancora dalla geometria del
problema in esame.

Nel regime turbolento, le perturbazioni tendono ad amplificarsi e le particelle di
fluido percorrono traiettorie cosi disordinate e variabili cosi rapidamente da rendere
molto difficoltosa la determinazione puntuale, istante per istante, dei campi di velo-
cita e di temperatura. Le osservazioni sperimentali, infatti, dimostrano la presenza di
vortici in continua formazione, scomparsa ed aggregazione. Le dimensioni dei vorti-
ci piu grandi sono confrontabili con le dimensioni del dominio, mentre le dimensioni
dei vortici pit piccoli sono dell’ordine dei millimetri. Analogamente, le fluttuazioni
di velocita indotte dai vortici pill grandi sono caratterizzate da periodi di diversi or-
dini di grandezza maggiori rispetto alle fluttuazioni di velocita indotte dai vortici pitt
piccoli. Di conseguenza, le simulazioni dirette della turbolenza devono essere basate
su moltissimi punti di calcolo per la discretizzazione spaziale, al fine di modellare i
vortici piu piccoli anche nei domini relativamente grandi. Analogamente, le simula-
zioni dirette devono usare intervalli molto ridotti per I’integrazione temporale, al fine
di modellare le perturbazioni di pitt breve periodo.

Non sorprende, quindi, che le risorse di calcolo attualmente disponibili non con-
sentano |’utilizzazione di simulazioni dirette per le applicazioni ingegneristiche. Per
tali applicazioni, si preferisce ricorrere a descrizioni medie, temporali o spaziali, del
campo termofluidodinamico, basate su griglie non troppo fitte e su un numero ra-
gionevole di intervalli temporali. Tali descrizioni consentono, infatti, di “filtrare” le
fluttuazioni locali ed a periodo piut piccolo, senza pero eliminare le variazioni del
campo di moto che interessano zone piu estese e risultano, quindi, pil lente.

Come si vedra meglio nel Capitolo 4, al fine di ottenere una descrizione “filtrata”
dei fenomeni, utile ai fini pratici, ¢ opportuno esprimere le variabili che compaiono
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nelle equazioni relative al campo termofluidodinamico in termini di somme di com-
ponenti medie e componenti fluttuanti. In questo modo, I’applicazione delle regole
di combinazione delle componenti medie e fluttuanti consente di arrivare ad equa-
zioni della continuita, dell’energia e di Navier-Stokes riferite ai soli valori medi di
velocita, pressione e temperatura.

Il procedimento non ¢ esente da complicazioni in quanto solo dall’equazione di
continuita, riferita ai valori medi si ottiene un’espressione completamente analoga
a quella di partenza. Al contrario, nelle equazioni di Navier-Stokes e nell’equazio-
ne dell’energia, riferite ai valori medi, i termini associati alle fluttuazioni vanno a
modificare i coefficienti di trasporto, aumentando gli effetti della viscosita dinamica
molecolare e della conduttivita termica molecolare. Di conseguenza, per le equazioni
mediate si parla di sforzi specifici totali e flussi termici specifici totali, intesi come
somma di una componente molecolare e di una componente legata al mescolamento
turbolento.

In sostanza tutto accade come se, nel caso del moto turbolento, le leggi costitutive
di Stokes potessero venire scritte nella forma generalizzata

Tior = (0 + ) [VW + (VW)'] = p(v + 1) [Vw + (Vw)T] (1.119)

dove w rappresenta il vettore velocita media, mentre p € v sono, rispettivamente, la
viscosita dinamica molecolare e la viscosita cinematica molecolare, e ; € 14 sono,
rispettivamente, la viscosita dinamica turbolenta e la viscosita cinematica turbolenta.
Ovviamente, la viscosita dinamica molecolare e la diffusivita cinematica molecolare
sono proprieta del fluido, mentre la diffusivita dinamica turbolenta e la diffusivita
cinematica turbolenta dipendono dal campo di moto.

Analogamente, si ammette che la legge costitutiva della trasmissione del calore per
conduzione, ciog¢ il postulato di Fourier, possa venire scritta nella forma generalizzata

q.; = —(A\+ M)Vt = —pcyla+ a)Vt (1.120)

dove t rappresenta la temperatura media, mentre A ed a sono, rispettivamente, la
conduttivita termica molecolare e la diffusivita termica molecolare, e A; ed a; sono,
rispettivamente, la conduttivita termica turbolenta e la diffusivita termica turbolenta.
Ovviamente, la conduttivita termica molecolare e la diffusivita termica molecolare
sono proprieta del fluido, mentre la conduttivita termica turbolenta e la diffusivita
termica turbolenta dipendono dal campo di moto.

La diffusivita cinematica turbolenta e la diffusivita termica turbolenta non sono
indipendenti tra loro. Entrambe sono legate, infatti, alle fluttuazioni della veloci-
ta e costituiscono, quindi, manifestazioni diverse dello stesso fenomeno vorticoso.
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Questa affermazione, di tipo intuitivo, ¢ confermata dall’esperienza in quanto, nella
maggior parte dei casi pratici, si ha
Vi

Pr,=—2=1 (1.121)
at

dove Pr; € detto numero di Prandtl turbolento.

La ricerca delle relazioni necessarie a determinare la diffusivita cinematica turbo-
lenta e I’omologa diffusivita termica turbolenta ¢ chiamata “formulazione dei modelli
di turbolenza” e verra trattata nel Capitolo 4. Una volta determinate la diffusivita ci-
nematica turbolenta e la diffusivita termica turbolenta, le equazioni medie temporali
di Navier-Stokes e dell’energia si presentano come le omologhe equazioni in regi-
me laminare, solo con la diffusivita variabile in maniera complessa da punto a pun-
to. Pertanto, le metodologie di soluzione numerica impiegate per il regime laminare
possono essere utilizzate, con poche modifiche, anche per il regime turbolento.

1.9 SOMMARIO

In questo capitolo sono stati trattati i problemi connessi alla determinazione del
campo termico e del campo di moto nei processi di convezione.

* Per arrivare all’equazione differenziale alle derivate parziali che governa la
distribuzione della temperatura nei mezzi fluidi, si sono utilizzati i principi di
conservazione della massa e dell’energia, oltre alle equazioni costitutive che
legano la distribuzione dei flussi termici specifici alle temperature.

* Per risolvere I’equazione dell’energia ¢ richiesta la conoscenza del campo di
moto e, di conseguenza, la determinazione del campo di moto costituisce parte
integrante delle analisi di convezione.

* Per arrivare alle equazioni differenziali alle derivate parziali di Navier, valide
per tutti i fluidi, si & partiti dal principio di conservazione della quantita di moto
e si sono espresse in maniera opportuna le forze agenti su un generico volume
fluido.

* Si ¢ poi tenuto conto delle leggi costitutive di Stokes che, nei fluidi newtoniani,
legano la distribuzione degli sforzi viscosi alle velocita di deformazione.

» Sostituendo le leggi di Stokes nelle equazioni di Navier, si sono ottenute le
equazioni di Navier-Stokes, nelle quali gli sforzi sono espressi unicamente in
termini di gradienti della velocita e di proprieta fisiche del fluido.
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Al fine di definire il ruolo della pressione nel moto dei fluidi incomprimibili, si
sono introdotte le equazioni del moto scritte in termini di funzione di corrente
e vorticita e si ¢ ricavata 1’equazione di Poisson per la pressione.

Si ¢ illustrato un algoritmo, sviluppato nel continuo, adatto alla soluzione nu-
merica dei problemi di convezione, qualunque sia la tecnica di discretizzazio-
ne spaziale impiegata. Tale algoritmo si basa su modificazioni intuitive delle
equazioni del moto, e pud essere considerato una vera e propria procedura
d’approssimazione delle equazioni del moto.

Dopo aver scritto le equazioni che governano il campo termofluidodinamico,
si sono discusse in dettaglio le condizioni al contorno da impiegare con le
equazioni di Poisson modificate, ed il significato fisico delle pressioni di stima
e di correzione.

Nel regime turbolento, si ¢ fatto riferimento alle equazioni mediate del campo
termico e del campo di moto, in modo da escludere dalle analisi le fluttuazio-
ni connesse all’apparire ed allo scomparire caotico di perturbazioni locali di
breve periodo. In questo modo, pero, si sono introdotte le variabili aggiuntive
rappresentate dalla viscosita cinematica turbolenta e dalla diffusivita termi-
ca turbolenta. Tali variabili devono essere determinate in base ad opportuni
modelli di turbolenza.

In ultima analisi, la soluzione delle equazioni del moto in variabili primitive,
velocita e pressione, consiste nella determinazione di tutte le incognite, ovve-
ro: componenti di velocita, pressione e, nel regime turbolento, anche viscosita
cinematica turbolenta. Le equazioni disponibili sono: 1’equazione di continui-
ta, le equazioni di Navier-Stokes ed, in regime turbolento, il modello prescelto
per il calcolo della viscosita cinematica turbolenta.

Analogamente, la soluzione dell’equazione dell’energia consiste nella deter-
minazione delle temperature ed, in regime turbolento, anche della diffusivi-
ta termica turbolenta. Le equazioni disponibili sono I’equazione dell’energia
stessa ed, in regime turbolento, una relazione tra diffusivita termica turbolenta
e diffusivita cinematica turbolenta.

1.10 APPENDICE

In questo capitolo, le espressioni compatte delle equazioni di conservazione e tra-
sporto sono state scritte con notazione vettoriale. Per chi si occupa in prevalenza di
elementi finiti, tuttavia, le notazioni matriciali risultano, per necessita, pitt familiari
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(in quanto tipiche di quelle tecniche di discretizzazione) mentre, al contrario, le nota-
zioni vettoriali appaiono, talvolta, poco chiare a causa, ad esempio, della gran varieta
di simboli adottati in letteratura per descriverle. D’altra parte, le notazioni vettoriali
hanno il pregio dell’estrema sinteticita e, di conseguenza, si prestano meglio delle
notazioni matriciali alla scrittura delle equazioni che governano i processi.

Al fine di conciliare le esigenze, ugualmente importanti, di chiarezza e sintesi,
in questa Appendice si sono richiamate in dettaglio tutte le rappresentazioni matri-
ciali delle operazioni vettoriali a cui si ¢ fatto riferimento nel testo, seguendo un
percorso logico che va dalle pitt semplici alle pit complesse. Cid ha comportato,
inevitabilmente, alcune ripetizione delle quali ci scusiamo.

1.10.1 Convenzioni e regole

Nelle rappresentazioni matriciali, un vettore w va trattato come una matrice di una
sola colonna scritta nella forma
U
w = 1.122
{vi (1122)

mentre la trasposta w dello stesso vettore va trattata come una matrice di una sola
riga scritta nella forma
wi=[u v] (1.123)

* Prodotto scalare w - w
Attese le convenzioni (1.122) e (1.123), la rappresentazione matriciale del
prodotto scalare di un vettore per se stesso ¢

W'WEWTW:[U v}{Z}:zﬂ—i—vQ (1.124)

e, come deve essere, ha per risultato uno scalare.

* Prodotto diadico ww
Per contro, la rappresentazione matriciale del prodotto diadico di un vettore
per se stesso ¢

WWEWWT:{U}['LL U]:[uu UU} (1.125)
v

vu - VU

e, come deve essere, ha per risultato un tensore (ovvero una matrice quadrata
ottenibile attraverso un’operazione su due vettori).
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* Prodotto misto n - T di un vettore n per un tensore T
Piti complesso da rappresentare in forma matriciale ¢ il prodotto misto di un
vettore per un tensore, dal quale si ottiene per risultato un vettore. Si faccia
riferimento, ad esempio, al prodotto misto n - T del vettore normale ad una

superficie
n=2, " (1.126)
=1 .

per il tensore degli sforzi agenti sulla superficie stessa

o Tey |

T = e (1.127)
Tyz  Oyy |

La rappresentazione matriciale di tale prodotto ¢

n.TE(nTT)T:<[nx ny]—am Tay })T

Tyx  Oyy

T
= [ Ng Oz + NyTyz Ny Ty + NyOTyy ]

_ { NgpOgz + NyTyz } (1.128)

Ny Ty + NyTyy

e, come deve essere, ha per risultato un vettore.

1.10.2 Operatore nabla

L’operatore nabla V ricorre con grande frequenza nelle espressioni compatte delle
equazioni di conservazione e trasporto. Esso puo venire considerato un vettore e,
come tale, essere rappresentato mediante la matrice di una sola colonna

9

Ox
V = (1.129)

0

dy

* Prodotto V¢t

Il prodotto V¢, dove ¢ & una funzione scalare (come, ad esempio, la tempera-
tura), va trattato come prodotto di un vettore per uno scalare. Il risultato & un

vettore
o ot
ox ox
Vit = t= (1.130)
2 ot
oy oy
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che coincide, a meno del verso, con il gradiente della funzione scalare.

Dalla definizione di divergenza di un campo vettoriale e dall’applicazione delle re-
gole enunciate nel paragrafo precedente, scaturiscono alcuni risultati importanti.
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e Prodotto scalare V - w

Dalla regola (1.124) si deduce che il prodotto scalare del vettore nabla per il
vettore velocita puo essere rappresentato nella forma matriciale

o 0 U ou Ov
w=vw [ oxr Oy } { v } Ox * Oy (113D

e, di conseguenza, ha per risultato uno scalare.

Prodotto scalare V - V
Ancora dalla regola (1.124) si deduce che il prodotto scalare del vettore diver-
genza per se stesso puo essere rappresentato nella forma matriciale

9
o 0 Ox 92 92
v.v=vlvy [695 8y] ) 8x+8y V2 (1.132)
Jy

e, di conseguenza, ha per risultato I’operatore scalare V2, comunemente defi-
nito “laplaciano”.

Prodotto diadico Vw
Dalla regola (1.125), si deduce che il prodotto diadico del vettore divergenza
per il vettore velocita puo essere rappresentato nella forma matriciale

k) u o
ox Oox Ox

Vw=Vw! = [u v]= (1.133)
9 u o
oy 0y Oy

e, di conseguenza, ha per risultato un tensore.

Prodotto misto V - T
Dalla regola (1.128), si deduce che il prodotto misto del vettore divergenza per
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il tensore degli sforzi puo essere rappresentato nella forma matriciale

0 0 [ owe 1y ]\
T = T T T _ ~ Y T Ty
v V) ([ Ox 311} {Tym Uyy])
T
00z n O0Tya OTzy n Ooyy
ox oy ox oy
003y OTyg

ox oy
— (1.134)
OTyy . Ooyy

ox oy

e, di conseguenza, ha per risultato un vettore.

Prodotto misto V - (ww)

Ancora dalla regola (1.128) si deduce che il prodotto misto del vettore diver-
genza per il tensore originato dal prodotto diadico del vettore velocita per se
stesso puo essere rappresentata nella forma matriciale

v~<ww>:<vT<ww>>T=<[aax aayHuu UDT

| O(uw)  O(vu) d(uwv)  Bvv) 1"
_[ ox + oy ox + oy }
d(uu)  O(vu)
ox * oy

- (1.135)

e, di conseguenza, ha per risultato un vettore.

Prodotto misto w - (Vw)
Sempre dalla regola (1.128) si deduce che il prodotto misto del vettore veloci-
ta per il tensore originato dal prodotto diadico della divergenza per il vettore
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velocita puo essere rappresentata nella forma matriciale

Oor O
w-(Vw)=(w (Vw) =] [u v]
ou o0
9y Oy
[0 o o0
N ox 0 ox oy
ou, ou
Yor U@y
= (1.136)
u@%—v@
\ Oz oy

e, di conseguenza, ha per risultato un vettore.

* Prodotto misto V - (Vw)
Dalla regola (1.128), infine, si deduce che il prodotto misto della divergen-
za per il tensore originato dal prodotto diadico della divergenza per il vettore
velocita puo essere rappresentata nella forma matriciale

or Ox

V- (Vw) = (VI(Vw))T = [6 8]
Oz 9y ou Ov
dy Oy

[ o (ou\ 9 [du d (v 8 (ov) 1"
0 (Ou 0 (0Ou
= (1.137)
0 (0v g [ov
e, di conseguenza, ha per risultato un vettore.

Esempio 1.1 Con riferimento ai risultati sin qui ottenuti si verifichi che, nelle ipotesi
di validita della relazione: V - w = 0, si ha:

V- (Vvw)l' =0
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Soluzione

Dalla (1.133) si ricava la rappresentazione matriciale del prodotto diadico

Vw =

ov

dx

g
Jy

e, di conseguenza, la rappresentazione matriciale della trasposta del prodotto diadico
viene ottenuta dalla relazione precedente attraverso un semplice scambio righe per

colonne

(Vw)l =

du
dy

o
dy

Con riferimento all’espressione di (Vw)? ed alla relazione (1.137), si ricava subito

o (o0 0 (o0
83: 8y oy

Oz

ac

8u
ox

)+ 5

a (0Ou 0
oy (2) * 25
0
=V(V-w)=
0

0
ox

(

ov

dy

)

o
oy

)
)

@ T
Jy

v
Jy

9 @ +8 ov
Ox \ Ox oy \ dy

9
or | (ou, o
9 Jor Oy
ox

Si noti che, nel passaggio dalla trasposta della matrice riga del terzo membro al
vettore colonna del quarto membro, si € invertito 1’ordine di derivazione delle derivate
miste, in quanto ¢ ragionevole assumere che le derivate seconde delle velocita siano

funzioni continue.
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Esempio 1.2 Con riferimento ai risultati sin qui ottenuti si verifichi che, nelle ipotesi
di validita della relazione: V - w = 0 e di viscosita costante, si ha:

V-Vw =0

Soluzione
Se la viscosita ¢ costante, dalla (1.62) si ha

0%u n 0%u
912 " 92
V. Vw— ox dy
Po ot
ox?  Oy?
e di conseguenza risulta
0 (0*u O*u o (0*v 0%
v W= g (G ) o (e )
— 872 @ + @ + 872 8711’ + @ =0
022 \ 0z Oy oy2 \ox  Oy)

Si noti che, anche in questo caso, nel passaggio dal secondo al terzo membro si ¢

invertito 1’ordine di derivazione.

Esempio 1.3 Con riferimento ai risultati sin qui ottenuti si verifichi che, nelle ipotesi

di validita della relazione: V - w = 0, si ha:

Ovou Ouodv
\Y% -Vw) = _——— ——
(w-Vw) (&E Jy Oz 8y>
Soluzione
Si noti che, nelle ipotesi poste, risulta
ou Ov ou ov
vow ox + oy ox y
e, dalla (1.47), si ottiene
ou ou ov
ox y Oy
u@ + v@ Ov
Ox y Yor " Yor
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Di conseguenza risulta

V- (w-Vw) = 9 <—uav+vau) +2 (uav —vau)
ox oy oy oy \ Ox Ox
oo i)
Oxr dy Ox Oy
Si noti che, nel passaggio dal secondo al terzo membro, si sono invertiti gli ordini di
derivazione e si ¢ utilizzata la relazione: V - w = 0.

1.11 NOMENCLATURA

diffusivita termica

c calore specifico

Cp calore specifico a pressione costante

Cy calore specifico a volume costante

f tensore degli sforzi

F forza

g vettore accelerazione di gravita

Gr numero di Grashof

h entalpia specifica

H altezza

i,j,k versori degli assi di riferimento Cartesiani
J” vettore flusso specifico convettivo

L lunghezza di riferimento

m massa

m portata di massa

n normale alla superficie orientata verso I’esterno
N, Ny coseni direttori di n

P pressione

D (spesso solo p) pressione depurata dalla componente idrostatica
Pr numero di Prandtl

q flusso termico

q" flusso termico specifico

q” vettore flusso termico specifico

q potenza termica generata per unita di volume
R costante dei gas

Re numero di Reynolds

t temperatura relativa

T temperatura assoluta
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<

componenti Cartesiane del vettore velocita
energia interna

energia interna specifica

volume

vettore velocita

coordinate Cartesiane

coefficiente di convezione
coefficiente di dilatazione volumica
fattore di pesata temporale

passo di tempo

potenziale di velocita

lavoro delle forze di attrito per unita di volume
tempo

conducibilita termica

viscosita dinamica

viscosita cinematica

densita

sforzo normale

sforzo tangenziale

funzione di corrente

vorticita

=
I

EL3ATDIT > LR g =D TR
<

=
@

=
<

entrata
fluido
direzione normale
pressione costante
direzione tangenziale
turbolento
uscita
volume costante

, Y, 2 in direzione z, y, z
riferimento

o8 S HF RV IO

n numero dei passi temporali
T trasposta

valore medio della variable z

valore di correzione della variable z
valore di tentativo della variable z
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Capitolo 2

Convezione nei fluidi
incomprimibili: analisi ai volumi
finiti

E. Nobile

2.1 INTRODUZIONE

In questo capitolo verra illustrato il metodo dei volumi finiti, limitatamente all’analisi
numerica della convezione nei fluidi incomprimibili. In particolare, verranno dappri-
ma esaminate in dettaglio le metodologie fondamentali nella soluzione della generica
equazione di conservazione (della quantita di moto, dell’energia etc), passando suc-
cessivamente all’analisi del problema termofluidodinamico completo, comprensivo
quindi dell’equazione di conservazione della massa.

Saranno considerate dapprima griglie di tipo Cartesiano in domini bidimensionali,
accennando alle modifiche necessarie per il caso pill generale di griglie Cartesia-
ne in problemi tridimensionali. Il caso monodimensionale, di interesse per alcune
applicazioni, ¢ particolarmente semplice, e quindi la sua derivazione & lasciata al
lettore. Visto il carattere introduttivo della trattazione, il metodo dei volumi finiti
per geometrie complesse verra trattato, con riferimento alle griglie non strutturate,
limitatamente al caso della generica equazione di trasporto.

Il metodo dei volumi finiti, che nel seguito per brevita indicheremo anche con FVM
(da Finite Volume Method), ¢ talvolta chiamato metodo dei volumi di controllo (Con-
trol Volume Method), e, meno frequentemente, Central Integration Method. Nel me-
todo dei volumi finiti le equazioni algebriche sono ottenute esprimendo, in forma
integrale, I’equazione di bilancio su ciascun volume di controllo (o cella), ottenendo
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cosi tante equazioni algebriche quanti sono i volumi di controllo con i quali ¢ stato
suddiviso il dominio di interesse. Si tratta di un metodo particolarmente popolare,
soprattutto nell’ambito della termofluidodinamica computazionale, come comprova-
to dal fatto che esso costituisce 1’approccio adottato in numerosi prodotti di CFD
(Computational Fluid Dynamics) commerciali. Tale popolarita deriva, come si ve-
dra, dalla semplicita e soprattutto dalla chiara corrispondenza fisica fra il metodo
stesso ed i principi di conservazione. Cio ha contribuito a rendere il FVM spesso
il metodo pit adottato per introdurre, in modo indolore, 1’ approccio numerico nello
studio della trasmissione del calore e della termofluidodinamica. L’intrinseca sem-
plicita e corrispondenza fisica del metodo, peraltro, presenta alcuni vantaggi molto
importanti, ma anche dei limiti affatto trascurabili, in particolare per alcune tipologie
di applicazioni.

2.2 DI’EQUAZIONE DI TRASPORTO

Abbiamo visto nel Capitolo 1, trattando delle equazioni della convezione, che tutte
le equazioni di conservazione hanno una struttura simile, con la doverosa eccezione
dell’equazione di conservazione della massa, equazione (1.5), sulla quale torneremo
nel seguito. Per comodita, riportiamo qui nuovamente I’equazione dell’energia (1.26)
in forma conservativa, completa dell’eventuale generazione interna di calore:

0
39 (pept) + V- (pwept) = V- (AVE) + ¢ 2.1

e quella di conservazione della quantita di moto (1.69), sempre in forma conservativa:

D (W) T (pww) = ~Vp + V- (uVw) —pB(—to)g  @2)

dove, in linea con la pratica corrente, nella (2.2) & stata omessa la tilde sopra il
simbolo della pressione, sottintendendo il riferimento alla pressione depurata dalla
componente idrostatica.

Dalla osservazione di queste due equazioni — peraltro analoghe nella forma a mol-
te altre, quali la conservazione delle specie chimiche, 1’equazione di trasporto del-
I’energia cinetica turbolenta etc — si nota che possono venire scritte nella forma
generale:

0
55 (P9) TV (pwe) =V - (T'V9) + 5 (2.3)

0, in altre parole:
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Accumulo + Convezione = Diffusione + Sorgente

dove, nella (2.3), ¢ € un generico scalare (es. temperatura, componente di velocita,
concentrazione), ed il simbolo I" rappresenta la proprieta di trasporto molecolare per
lo scalare stesso.

Va anche osservato che non necessariamente tutti i flussi diffusivi possono venire
rappresentati come gradiente della variabile relativa. In tali casi, come si vedra nel
seguito, tutto o parte del flusso diffusivo verra espresso come sorgente, costituendo
quindi un contributo al termine s.

Ad esempio, nel caso dell’equazione dell’energia (2.1) per fluidi incomprimibili
con calore specifico ¢ costante, ¢ rappresenta I’entalpia specifica ct, I' ¢ dato da
A/c, ed il termine sorgente, s, include 1’eventuale generazione interna di calore. Per
cio che riguarda la quantita di moto, poiché questa ¢ una grandezza vettoriale, van-
no considerate le equazioni di conservazione delle sue componenti (scalari) che, nel
caso di coordinate Cartesiane bidimensionali, sono espresse, sempre in forma con-
servativa, dalle (1.71). Con tale premessa, per I’equazione della quantita di moto,
¢ rappresenta la componente di velocita, I' ¢ la viscosita dinamica p ed il termine
sorgente include, oltre al gradiente di pressione, anche le forze di galleggiamento, se
presenti, ed eventuali altri campi di forze.

Sulla base di questa osservazione sara sufficiente considerare dapprima la soluzione
della generica equazione di trasporto (2.3), per passare successivamente alla soluzio-
ne delle equazioni di Navier-Stokes e di continuita. In tale fase, si assumeranno noti
il campo delle velocita w, le proprieta termofisiche p e I', ed il termine sorgente s.
Nel caso in cui il campo delle velocita sia incognito, come accade per le equazioni di
Navier-Stokes, il problema diventa piit complesso, avendo da risolvere equazioni ac-
coppiate non lineari, e verra trattato al punto 2.7. In pratica si vedra che la procedura
descritta per un generico scalare ¢ non differisce molto da quella adottata nel caso
in cui questo rappresenti proprio una delle componenti della velocita. Infatti, anche
nel caso di procedura di calcolo di tipo implicito, il processo iterativo fissa i valori
della velocita, nei termini convettivi non lineari, all’iterazione precedente, mentre nel
caso di integrazione temporale di tipo esplicito il termine convettivo viene opportu-
namente linearizzato utilizzando valori di velocita combinazione di quelli, gia noti,
agli istanti precedenti.

2.3 L’IDEA DI BASE

L’idea alla base del metodo dei volumi finiti € quella di utilizzare la formulazione in-
tegrale, o finita, dell’equazione di conservazione (2.3), scritta per un generico volume
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di controllo V:

/V [8819 (p¢)+v.(pw¢)—v-(f‘v¢)—s] dV =0 24

L’applicazione del teorema di Gauss, con A superficie del volume V', consente poi
di esprimere la (2.4) come:

/a(p¢)dV+/p¢w-ndA:/FV¢-ndA+/st (2.5)
v 0U A A v

ed in forma pili compatta:

/8(p¢)dV—|—/J”-ndA:/st (2.6)
v v A v

dove, in analogia con quanto visto nel Capitolo 1 (v. equazione (1.13)), con J " indi-
chiamo il vettore flusso specifico della variabile ¢, comprensivo del flusso convettivo,
J Z, e diffusivo, J ;, e quindi J "=J3"n rappresenta la componente del flusso in
direzione normale alla superficie:

3 = J' -3 =ppw —T'V¢ 2.7)

J'" = J'-n=ppw-n—IVe¢-n (2.8)

A questo punto, osservando la (2.5), appare evidente che abbiamo rifatto, in senso
inverso, il percorso utilizzato per ricavare le espressioni differenziali delle equazioni
di conservazione. Ci si potrebbe chiedere, quindi, se tale processo poteva essere evi-
tato, utilizzando dall’inizio le equazioni di conservazione scritte nella loro formula-
zione generale macroscopica. Tale approccio, che evita di utilizzare la formulazione
differenziale e ricava direttamente le equazioni discretizzate partendo dalla formula-
zione finita, ¢ stato proposto con il nome di Metodo delle Celle, a cui si rimanda per
ulteriori informazioni.

2.3.1 La griglia di calcolo

Prima di procedere alla descrizione delle griglie di calcolo considerate in questo ca-
pitolo, procediamo alla distinzione delle diverse tipologie di griglie adottate, con il
metodo dei volumi finiti, per la discretizzazione spaziale.
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Griglie strutturate Cartesiane

In figura 2.1 sono riportati due esempi di griglie strutturate Cartesiane. Si tratta di
griglie costituite da famiglie, mutuamente ortogonali, di rette parallele. Cid consente
di numerare, e quindi individuare, con numeri consecutivi le linee di ciascuna fami-
glia o, nel caso dei volumi finiti, le celle definite da tali linee. Usualmente ci0 avviene
mediante un set di due indici (4, j) in due dimensioni, o di tre indici (i, j, k) in tre
dimensioni. La flessibilita geometrica & molto limitata sebbene, come rappresenta-
to in figura 2.1-b, I’uso di piut blocchi contigui consenta di trattare domini costituiti
dall’unione di rettangoli, in due dimensioni, o di parallelepipedi in tre dimensioni. I
metodi di calcolo basati su tali griglie sono i pitt semplici da implementare, ed anche
1 pit efficienti dal punto di vista computazionale.

EA———+——+——+—+

i

(a) (b)

Figura 2.1: Griglie strutturate Cartesiane: (a) monoblocco; (b) multiblocco.

Griglie strutturate curvilinee

Le griglie strutturate curvilinee sono costituite da famiglie di linee curvilinee, nelle
quali ciascuna linea di una famiglia non interseca mai una linea della stessa famiglia,
ed interseca una sola volta le linee delle altre famiglie. Dal punto di vista logico so-
no identiche alle griglie Cartesiane, sebbene la non-ortogonalita introduca maggiori
complessita nell’implementazione, e quindi maggiori costi computazionali. Come il-
lustrato nell’esempio di figura 2.2-a, esse sono caratterizzate da maggiore flessibilita
geometrica rispetto alle precedenti, ed infatti ¢ possibile notare che un solo blocco ¢
sufficiente a descrivere un dominio che non puo venire discretizzato attraverso gri-
glie Cartesiane. La flessibilita geometrica, e la qualita della griglia (cfr. punto 2.9),
aumenta utilizzando piu blocchi contigui, come illustrato, per il medesimo dominio,
in figura 2.2-b. Sino ad alcuni anni fa, erano disponibili codici commerciali basati
esclusivamente su tali griglie, ma attualmente i moderni programmi di CFD industria-
le sono tutti basati su griglie non strutturate. Esiste una variante, pill economica ed in
generale anche piu accurata, in cui le famiglie di linee sono mutuamente ortogonali,
ma essa ¢ meno flessibile dal punto di vista geometrico.
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1l
M

(a) (b)

Figura 2.2: Griglie strutturate curvilinee: (a) monoblocco; (b) multiblocco.

Griglie non-strutturate

Sono le griglie piu flessibili, e quindi in generale le pil adatte a trattare le geome-
trie complesse di interesse industriale. La griglia non & piu definita da famiglie di
linee, ma piuttosto il dominio ¢ suddiviso in elementi, o celle, di forma arbitraria,
tipicamente triangoli o quadrilateri in 2D, come illustrato in figura 2.3 e tetraedri ed
esaedri in 3D. Oltre alla flessibilita geometrica, il vantaggio di tali griglie & costitui-
to dalla facilita con la quale ¢ possibile addensare la griglia nelle zone di interesse,
anche in modo automatico durante il processo di soluzione (griglie adattive). Lo
svantaggio principale ¢ costituito dalla maggiore complessita nell’implementazione
e dal maggiore onere computazionale. La flessibilita e 1’accuratezza delle griglie
non strutturate, come si vedra nel seguito (cfr. 2.9.11), aumenta con ’adozione di
griglie ibride, griglie cioe nelle quali in prossimita delle pareti solide si utilizzano
rettangoli, in 2D, e prismi o esaedri in 3D. Un esempio di griglia ibrida € riportato in
figura 2.3-b.
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Figura 2.3: Griglie non strutturate: (a) a triangoli; (b) ibrida.

Nel seguito ci limiteremo a considerare dapprima geometrie di tipo semplice, cioe
rettangoli in due dimensioni e parallelepipedi in tre dimensioni, descritti per mezzo
di griglie strutturate Cartesiane. Successivamente, al punto 2.9, verranno affrontate,
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nei loro aspetti fondamentali, le griglie non strutturate.

2.3.2 Griglie Cartesiane per il metodo dei volumi finiti

Nel metodo dei volumi finiti il dominio viene quindi suddiviso in un numero finito di
volumi di controllo (VC per brevita nel seguito), facendo uso di una griglia di calcolo
di tipo Cartesiano, come illustrato in figura 2.4 nel caso bidimensionale.
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Figura 2.4: Griglia di calcolo.

E opportuno notare che la griglia, in contrasto con il metodo delle Differenze Fi-
nite, definisce le facce dei VC, e non i nodi sui quali verranno definite le grandezze
incognite. Come rappresentato in figura 2.4, I’approccio pit comune & quello di po-
sizionare i nodi, sui quali sono collocate le variabili incognite, nei centri dei VC,
sebbene esiste anche un’altra variante, meno comune ed utilizzabile solo per griglie
strutturate, che consiste nell’individuare dapprima la posizione dei nodi, e successi-
vamente posizionare, ad uguale distanza da questi, le facce dei VC. Il vantaggio del
primo approccio ¢ I’accuratezza maggiore (secondo ordine) nell’utilizzare il valore
nodale quale media per il relativo VC, poiché il nodo si trova proprio nel centro del-
la cella. Viceversa, nel secondo approccio, risulta pili accurata la valutazione delle
derivate prime sulle facce dei VC (vedi punto 2.4.3). In figura (2.4) i nodi al centro
dei VC sono indicati con ’o’, mentre i nodi sui quali vengono applicate le condizio-
ni al contorno sono rappresentati dal simbolo "e’. Data la maggiore popolarita del
primo metodo, e la sua naturale estensione alle griglie non strutturate, questo verra
utilizzato nel corso di tutto il capitolo.
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2.4 DISCRETIZZAZIONE SPAZIALE

L’equazione di conservazione (2.5), scritta in forma integrale, pud venire applica-
ta a qualunque volume di controllo arbitrario, ed in particolare ad ogni VC. Infatti,
sommando le equazioni ottenute per tutti i VC che costituiscono 1’intero dominio
di calcolo, si ottiene nuovamente 1’equazione di conservazione globale per tutto il
dominio, poiché i flussi su ciascuna faccia dei VC si cancellano, dato che vengo-
no valutati con segno diverso nei due VC adiacenti. Tale proprieta, naturalmente,
si verifica solo se la procedura di valutazione dei flussi sulle facce € univoca, cioe
non varia se la faccia ¢ considerata pertinente ad uno o all’altro dei due VC a cui
appartiene. Sebbene tale proprieta, chiamata talvolta proprieta telescopica, sembri
ovvia, ¢ utile ricordare che, nel caso di griglie non strutturate arbitrarie co-locate, ¢
necessario adottare alcuni stratagemmi per rispettare tale importante requisito, che
costituisce la base, ed il vantaggio principale, del metodo dei volumi finiti.

La discretizzazione con il metodo dei volumi finiti, al fine di ottenere un’equazione
algebrica per ogni VC, richiede di approssimare numericamente gli integrali di su-
perficie e di volume che appaiono nell’equazione (2.5). Inoltre sara necessario anche
adottare delle opportune tecniche di interpolazione, per esprimere il valore di alcune
grandezze in punti diversi da quelli in cui sono collocate. Vediamo quindi nel det-
taglio tali tecniche, limitandoci per ora a considerare il caso stazionario, per il quale
I’equazione (2.5) si semplifica nella:

/p(bw-ndA:/Fng-ndA—l-/st 2.9)
A A 14

2.4.1 Integrali di superficie

In figura 2.5 sono rappresentati due tipici VC ottenuti, rispettivamente nel caso bi-
dimensionale (2D) e tridimensionale (3D), da una griglia Cartesiana, assieme alla
notazione che sara adottata nel seguito. Nel caso bidimensionale, figura 2.5-a, la su-
perficie del VC ¢ costituita da quattro facce, individuate con le lettere minuscole e, w,
n, s, indicative dell’orientamento della normale esterna della faccia. Analogamente,
nel caso tridimensionale le sei facce sono indicate con e, w, n, s, t, b. 1 vertici dei
VC sono indicati, per semplicita di rappresentazione grafica solo nel caso 2D, con le
lettere minuscole corrispondenti alle due facce (tre nel caso 3D) che individuano il
vertice, ad esempio ne indica il vertice individuato dalle facce n ed e. Il nodo del VC
in esame ¢ indicato con P, mentre i nodi delle celle adiacenti, con 1’ovvio significa-
to, sono indicati con E, W, N, §, T e B. I nodi dei VC piu distanti sono indicati, ad
esempio, con EE, NW efc.

E inoltre opportuno osservare che il caso 2D pud essere visto come un particolare
caso 3D nel quale le variabili non dipendono da z. Nel seguito, per semplicita di
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Figura 2.5: Volume di controllo per griglie Cartesiane: (a) bidimensionale; (b) tridimensio-
nale.

notazione, focalizzeremo la nostra attenzione sul caso 2D, dato che I’estensione al
caso 3D, per griglie Cartesiane, ¢ particolarmente semplice.

11 flusso netto attraverso il contorno del VC ¢ dato dalla somma degli integrali del
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flusso su tutte le facce che costituiscono il VC:

J' - ndA= /J”-ndA
/ 21,
:Z/ J’C’-ndA—Z/ Ji.ndA (2.10)
k Ak kAR

Al fine di garantire la conservativita a livello di VC ( conservativita locale) ed a
livello dell’intero dominio ( conservativita globale), ¢ di fondamentale importanza
che non vi sia sovrapposizione fra i VC: ogni faccia appartiene ad un VC, se giace
sul contorno del dominio, o a due VC se si trova all’interno del dominio. Tale pro-
prietd, apparentemente ovvia, va tuttavia garantita anche nei casi pili complessi, ad
esempio griglie mobili (sliding grids) utilizzate nella simulazione non stazionaria di
turbomacchine.

Nel seguito sara sufficiente considerare, con riferimento all’equazione (2.10), solo
una faccia, quella indicata con e in figura (2.5-a); espressioni analoghe si ricavano per
le altre con opportune sostituzioni degli indici. Per calcolare I’integrale di superficie
espresso dalla (2.10) sulla faccia e in modo esatto, sarebbe necessario conoscere
il valore della funzione integranda (J” - n) su ogni punto della faccia. Cid non &
possibile, poiché la variabile ¢, e quindi i flussi ad essa associati, sono noti solo nei
nodi (centri dei VC); per tale ragione & necessario introdurre due approssimazioni:

1. L’integrale ¢ espresso in funzione di uno o pit valori della variabile sulla faccia
del VC;

2. I valori della variabile sulla faccia del VC sono approssimati per mezzo dei
valori nodali della variabile.

Rimandando alla sezione 2.4.3 per la determinazione approssimata delle variabi-
1i sulle facce dei volumi di controllo in funzione dei valori nodali, vediamo come
possano venire valutati gli integrali.

La piu semplice approssimazione ¢ basata sulla regola del punto medio: 1’inte-
grale ¢ approssimato con il prodotto della funzione integranda valutata al centro
della faccia (che approssima il valore medio della funzione sulla faccia) e ’area di
quest’ultima:

Fe_/ J' ndA=JAc = J! Ayj =~ J! Ay; (2.11)
A

Si puo dimostrare che 1’approssimazione cosi ottenuta — supponendo di conoscere il
valore di .J” nel punto medio di e — & del secondo ordine, cio¢ 1’errore commesso,
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se la suddivisione del dominio ¢ sufficientemente fine, si riduce con il quadrato della

IPTUREN

regola dei trapezi, che fornisce anch’essa un’approssimazione del secondo ordine:

A .
F = / 3" ndA =~ % (T2, +J%) (2.12)

In questo caso, perd, ¢ necessario conoscere il valore della funzione integranda nei
due vertici della faccia. Inoltre, I’errore di troncamento ¢ maggiore di quello fornito
dalla piu semplice formula del punto medio.

Per ottenere approssimazioni di ordine piu elevato, ¢ necessario conoscere la fun-
zione integranda in pit punti. Ad esempio, usando la formula di Simpson, si ottiene:

A .
P = / I ondA~ S8 (T 47!+ L) 2.13)

e

Nella (2.13) & necessario conoscere J” in tre punti: il centro della faccia e, e i due
vertici ne e se. L'uso della (2.13), al fine di aumentare 1’ordine e quindi I’accuratezza
della discretizzazione, va associato ad analoghe espressioni di ordine elevato per
la determinazione approssimata delle variabili sulle facce, come verra illustrato nei
paragrafi successivi.

2.4.2 Integrali di volume

Per alcuni dei termini nell’equazione di conservazione (2.5) — variazione temporale e
sorgente — ¢ necessario integrare sul volume del VC. L’ approssimazione pill semplice
dell’integrale ¢ data dal prodotto del valore medio della funzione integranda, assunto
pari al valore al centro del VC, per il volume del VC stesso. Ad esempio, nel caso
del termine sorgente:

Sp:/st:sAV%slaAV (2.14)
14
che nel caso bidimensionale si esprime come:

Sp ~ sp Ax; Ay (2.15)

dove sp ¢ il valore di s al centro del VC. Tale quantita & agevole da valutare, poiché
tutte le variabili sono definite al centro del VC, e quindi non ¢ necessario effettuare
alcuna interpolazione. L’approssimazione data dalla (2.14) ¢ esatta se s & costante o
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varia linearmente all’interno del VC. Altrimenti si puo dimostrare che ¢ affetta da un
errore del secondo ordine.

Come gia visto per gli integrali di superficie, per ottenere approssimazioni di ordine
pil elevato € necessario conoscere il valore di s in piu punti, diversi dai centri dei VC.
Ad esempio, un’approssimazione del quarto ordine puo essere ottenuta supponendo
che I’andamento di s, all’interno del VC, possa venire descritto da un polinomio del
quarto ordine:

s(z,y) =ap+ a1+ ayy + ag 2% + as y>
+as zy + ag x2y + ar ny + asg x2y2 (2.16)

I valori dei coefficienti a; vengono ottenuti imponendo che la funzione interpolante
fornisca esattamente i valori di s nei nove punti P, nw, w, sw, s, se, e, ne e n. 1
valori di s sulle facce vengono coerentemente valutati utilizzando polinomi di ordine
elevato, almeno cubico (v. punto 2.4.3). Valutando i coefficienti secondo le modalita
viste, si ricava che solo quattro sono diversi da zero, e nel caso generale di griglie non-
uniformi, cio¢ griglie Cartesiane nelle quali le dimensioni dei VC non sono costanti,
I’integrale diventa:

Sp:/st
Vv
as

~ A.%’z ij |:a() + 12 (A.CUZ)Q + ﬁ

ag
12 144
Nel caso di griglie uniformi, per le quali Az; = Ax e Ay; = Ay, I’espressione
diventa:

(Ay)” + —= (Az)” (Ay;)?| 2.17)

Az A
Sp:/st% x y[168p+455+48n
v 36

+4 8y + 4 8¢ + Spe + Sse + Snw + st:| (2.18)

E interessante notare che 1’approssimazione del quarto ordine degli integrali in
due dimensioni, puo essere utilizzata per valutare gli integrali di superficie in tre
dimensioni. Ovviamente formulazioni di ordine elevato degli integrali si possono
ricavare, in modo analogo, anche in tre dimensioni, sebbene le espressioni siano pil
complesse.

Alcune osservazioni sull’integrazione del termine sorgente

Il termine sorgente s nell’equazione (2.6), come gia visto, pud essere interpretato
come la generazione interna di calore per I’equazione dell’energia, la generazione
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dell’energia cinetica turbolenta nell’equazione di trasporto di questa grandezza, etc.
Nel caso dell’equazione della quantita di moto s include il gradiente di pressione,
I’eventuale contributo di campi di forze (es. forze di galleggiamento in convezione
naturale), e talvolta i contributi dei termini viscosi che non possono venire introdotti
come flusso diffusivo. In altre parole, il termine sorgente va interpretato come un
tuttofare, nel quale inserire tutti quei termini — in alcuni casi anche complessi, come
in alcuni modelli di turbolenza (cfr. Cap. 4) — che non possono venire inseriti negli
altri contributi.

Se il termine sp, ad esempio nella (2.14), € noto, non ci sono difficolta. Se invece
il termine dipende dalla variable stessa, ¢, ¢ necessario linearizzarlo usando una
relazione del tipo:

sp= s+ sths pp (2.19)

dove s%’s ¢ il coefficiente che moltiplica ¢ p, e pertanto contribuira alla matrice dei

coefficienti (lhs - left hand side), mentre s}hs ¢ la parte di sp che non dipende espli-
citamente da ¢ p, e quindi andra sommato al vettore dei termini noti (rhs - right hand
side). L’individuazione della migliore linearizzazione dipende dall’effettiva relazio-
ne funzionale sp = sp (¢p), e costituisce spesso un aspetto critico in numerose
situazioni, da cui puo dipendere il successo (convergenza) o insuccesso (divergenza)
del calcolo. A tal fine, ¢ sufficiente ricordare che & buona prassi adottare una linea-
rizzazione, eq. (2.19), che fornisca slﬁs <0e s’l”ghs > 0: cio da luogo ad un aumento
del peso della diagonale principale, e di conseguenza migliore convergenza nell’uso

di algoritmi iterativi per la soluzione del sistema di equazioni.

2.4.3 Tecniche di interpolazione

Come gia visto la valutazione degli integrali richiede di conoscere il valore delle
variabili in posizioni diverse (centri o vertici delle facce) da quelle in cui esse sono
definite (centri dei VC). La funzione integranda, indicata con J” - n, & il prodotto di
diverse variabili, e/o gradienti delle stesse: J!! = pdw - n per il flusso convettivo, e
J7 = T'V¢ - n per il flusso diffusivo. Per calcolare il valore dei flussi, assumendo
noti il campo delle velocita e le proprieta termofisiche, ¢ necessario individuare il
valore di ¢ e la componente del gradiente normale alla faccia del VC, su uno o piu
punti di quest’ultima. Tali quantita sono inoltre richieste, come visto, anche per
calcolare gli integrali di volume. Per ottenere tali informazioni ¢ necessario quindi
ricorrere ad interpolazioni, e distinguiamo fra componente normale del gradiente
(flusso diffusivo) e valore della variabile (flusso convettivo).
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Flusso Diffusivo

11 flusso diffusivo viene usualmente valutato ipotizzando una variazione lineare della
variabile fra i nodi:

e = OE Ae,pE + &P (1 — Ae,PE) (2.20)
dove A pg ¢ il coefficiente di interpolazione:

Aepp = 222 2.21)
Irp —Ip

Si puo dimostrare che 1’equazione (2.20) & accurata al secondo ordine, cio¢ 1’erro-
re commesso ¢ proporzionale al quadrato della dimensione della griglia, anche per
griglie non uniformi. Si tratta dello schema del secondo ordine pil semplice, e corri-
sponde al cosiddetto schema alle differenze centrali nel metodo delle differenze finite
(da cui I’acronimo CDS - Central Difference Scheme). La componente del gradiente
normale alla faccia viene quindi approssimata con la:

<8¢> ~ %E — ¢p (2.22)

or TE —Tp

L’approssimazione (2.22) ¢ anch’essa del secondo ordine, ma solo per griglie unifor-
mi (o per griglie cell-centered nelle quali la faccia e si trovi ad uguale distanza da P
ed E). Per griglie non uniformi I’accuratezza formale diventa del primo ordine, ma
si puo tuttavia dimostrare che, se il fattore di espansione della griglia, Az; /Ax;t1,
non si discosta molto dall’unita, 1’accuratezza del second’ordine & preservata.

Schemi pill accurati si possono ottenere utilizzando interpolazioni di ordine piu
elevato. Ad esempio, per ottenere un’accuratezza del quarto ordine da usarsi con
I’integrazione di Simpson, eq. (2.13), ¢ necessario adottare un polinomio del terzo
ordine:

¢(r)=a+bx+cz?+da? (2.23)

dove i quattro coefficienti a, b, c e d vanno determinati imponendo che, con riferi-
mento alla faccia e, il polinomio passi per i nodi W, P, £ e EE (v. figura 2.5-a).
L’espressione della componente del gradiente normale alla faccia si ottiene derivando

la (2.23): 5
¢

L =b+ 2z + 3da? (2.24)
ox

Limitandoci per semplicita al caso di griglie uniformi, si ottiene la seguente espres-

sione:
09\ _ 2T¢p —2T¢p+ ¢w — ¢EE
ox ), - 24 Ax

(2.25)
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La (2.25) & talvolta chiamata schema alle differenze centrali del quarto ordine. E
tuttavia opportuno, a questo punto, osservare che:

 Nella pratica applicativa e industriale un’accuratezza pari al secondo ordine ¢
in genere ritenuta adeguata e pertanto, per i flussi diffusivi, viene usualmente
adottata tale semplice approssimazione;

e L’utilizzo di schemi di ordine piu elevato comporta un aumento dell’onere
computazionale, sebbene la maggiore accuratezza permetta di utilizzare gri-
glie pitirade. Cio0 a causa della maggiore dimensione della molecola di calcolo,
cioe dei VC coinvolti nell’espressione (si confronti la (2.25) con la (2.22));

* Gli schemi di ordine pil elevato sono pil sensibili ad eventuali fenomeni di
instabilita, sono cio¢ in generale meno robusti;

* Il maggiore onere computazionale per gli schemi di ordine elevato, e la mi-
nore robustezza, possono venire in parte alleviati ricorrendo alla correzione
differita, vedi punto 2.4.4;

* Le approssimazioni di ordine piu elevato non garantiscono necessariamente
una soluzione pill accurata: questa si ottiene solo quando la griglia & sufficien-
temente fine per catturare in maniera adeguata la soluzione. Per determinare
quando ci0 accade € necessario ricorrere in modo sistematico al raffinamento
della griglia, cioe effettuare il calcolo su due o piu griglie via via piu fini. Tale
pratica & pero difficile da seguire — per ragioni di costi e tempi — in problemi
industriali, caratterizzati spesso da geometrie e modelli fisici complessi.

Per la valutazione del flusso diffusivo, ¢ talvolta necessario approssimare il valore
della diffusivita I, sulla faccia del VC in presenza di variazioni spaziali di tale pro-
prieta. Un possibile approccio € quello di utilizzare per I'. la seguente espressione:

)\e,PE + (1 - Ae,PE) !

F =
N I'p I'g

(2.26)

Questa ¢ stata ottenuta, in analogia con la conduzione termica monodimensionale,
considerando il flusso della variabile attraverso una parete a due strati, con diffusivita
pari rispettivamente aI'p e ', fra P ed E. E utile osservare che, nel caso di griglia
uniforme, la (2.26) si semplifica nella:

2'gl'p

r,— &P
¢ Tp+Tp

(2.27)
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cioe la diffusivita ¢ pari alla media armonica di I'p e I' g, anziche alla media aritmeti-
ca, che sarebbe fornita da un’interpolazione lineare I'c = A ppl'g+(1 — Ac,pr) I'p.

In conclusione, il flusso diffusivo specifico sulla faccia e del VC, e analogamente
per tutte le altre facce, verra espresso come:

"o . _ %
Ji.=(Vé-n), =T, ( a:c)e (2.28)

Flusso Convettivo

Per la valutazione del flusso convettivo si possono adottare interpolazioni di vario
tipo che, per le ragioni esposte piul avanti, possono o meno coincidere con quelle
adottate per la valutazione del flusso diffusivo. Ricordiamo che il flusso convettivo
specifico per la faccia e del VC ¢ espresso dalla:

Jee = (powW-n), = poeuc (2.29)

dove u. rappresenta la componente di velocita normale alla faccia e, ed ¢ assunta
nota.

La strategia pitt semplice per la determinazione di ¢, ¢ basata nuovamente sull’in-
terpolazione lineare (2.20), che riportiamo nuovamente per convenienza:

be = ¢E Ae.pE + &P (1 — A PE) (2.30)

dove i coefficienti di interpolazione sono dati dalla (2.21). Come gia anticipato tale
espressione ha un’accuratezza del second’ordine, ritenuta adeguata nella gran parte
dei casi. Inoltre si pud dimostrare che lo schema CDS presenta un’altra importante
proprieta, cio¢ I’assenza di diffusione numerica che, come si vedra, rappresenta il
problema principale di molti schemi per il trattamento dei flussi convettivi. Per tale
ragione, nonostante la sua semplicita, ¢ spesso utilizzato in analisi di flussi turbolenti
con metodi LES e DNS (vedi Cap. 4). Tuttavia, 1’utilizzo di tale schema, in partico-
lare per problemi applicativi caratterizzati da valori elevati del numero di Reynolds,
puo dar luogo a oscillazioni numeriche e/o instabilita, che lo rendono quindi inutiliz-
zabile. Per tale ragione sono stati sviluppati alcuni schemi che non presentano tale
inconveniente. Il pitt semplice ¢ il cosiddetto schema upwind o UDS (Upwind Dif-
ference Scheme), cosi chiamato poiché si assume il valore di ¢ sulla faccia uguale a
quello del nodo a monte:

bo = { op se (w-n),>0 231)

op se (w-n), <0
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Lo schema UDS garantisce 1’assenza di oscillazioni, ma introduce perd una ri-
levante diffusione numerica, che va ad aggiungersi al flusso diffusivo vero e pro-
prio, con conseguente alterazione della soluzione. Infatti, nell’ipotesi (w - n), > 0,
I’espansione in serie di Taylor nell’intorno di P fornisce:

_ 2 2
¢e = ¢p + (v — Tp) <gi> + (37237’3) (g;ﬁ) ¥ (2.32)
P P

da cui risulta che lo schema UDS contiene solo il primo termine a destra della (2.32),
e quindi ha un’accuratezza del primo ordine, mentre 1’errore di troncamento (secondo
termine a destra) ricorda proprio 1’espressione (2.28) del flusso diffusivo. Ricordando
la (2.29), risulta quindi che lo schema UDS introduce un falso flusso diffusivo dato

dalla: 5 A
;\,fum = I'num <¢> con U Num = pue % (2.33)
P

ox

La diffusione artificiale, indotta dallo schema UDS, aumenta inoltre nei casi in
cui le linee di corrente non siano allineate alla griglia. Puo addirittura accadere che,
per problemi con elevato numero di Reynolds e limitata risoluzione spaziale, il valore
della diffusione numerica superi quello reale, con I'inevitabile risultato che il numero
di Reynolds effettivo sia di molto inferiore a quello desiderato. Ci si dovrebbe quindi
chiedere come mai lo schema UDS (o il suo cugino HY - Hybrid, nel quale si utilizza
lo schema CDS nei casi in cui il flusso convettivo sia modesto, passando all’UDS
negli altri casi) sia cosi diffuso nei prodotti CFD commerciali. Oltre a ragioni di
semplicita ed assenza di oscillazioni, che fornisce maggiori garanzie di ottenere una
prima soluzione (approssimata) del problema, il suo utilizzo si rivela particolarmente
conveniente in alcuni casi:

1. Avviamento della simulazione nei casi difficili, continuando poi con schemi
pil accurati;
2. Utilizzo con schemi di ordine pil elevato in modalita correzione differita.
Schemi convettivi di ordine piu elevato si ottengono, in analogia a quanto visto per

i flussi diffusivi, utilizzando funzioni pitt complesse per descrivere 1’andamento della
variabile. Vediamone due dei piu diffusi.

* Lo schema UDS del secondo ordine, detto anche SOUDS (Second Order Up-
wind Difference Scheme), o LUDS (Linear Upwind Difference Scheme):

5, = { op + [Ae,pw (Pw — OpP)] se (w-n), >0

2.34
¢r + [Ne.pEE (0EE —¢E)]  se (w-n), <0 (2.34)
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dove 1 fattori di interpolazione sono definiti ancora dalle:

Te —TE

Ne,EEE = (2.35)

Tw —xp’ TEE — XE

E immediato verificare, ad esempio nel caso (w - n) . > 0, che la (2.34) puo
interpretarsi come un’estensione (al secondo ordine) dello schema UDS origi-
nale (2.31), nella quale la stima di ¢, ¢ corretta sulla base del valore, anch’esso
stimato, a monte del gradiente di ¢, moltiplicato per la distanza fra P e la faccia
e:
bo = op+ DO (4 ) (2:36)
ITw —Tp
* Lo schema QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kine-
matics), utilizza un’interpolazione quadratica per la valutazione di ¢., facendo
uso di due nodi a monte ed un nodo a valle:

bo = op + [1edw — (Ve + 72e) dp + Y2edE] se (W-n), >0 03
‘ E + [13ePr — (V3¢ + V4e) OE + VacPEE] se (W -m), <0 '
con:

Ve = Ae,EW Ae, PW Yoe = e PE Ne.WE 2.38)

V3e = Ae,EP A\e,EEP  Vie = Ae,P EE Ae,E EE

Sebbene pit robusti dello schema CDS, e nel contempo pit accurati dello schema
UDS, gli schemi ora visti possono comunque dar luogo ad oscillazioni non-fisiche
della soluzione.

Per rendere pit stabili, e privi di oscillazioni, gli schemi ora visti ed altri di ordine
ancora piu elevato, esistono numerosi sistemi, che possono venire raggruppati in due
classi: flux blending methods e composite flux limiter methods. Rimandando alla let-
teratura per informazioni piu dettagliate , ¢ utile ricordare che, su tali basi, sono stati
sviluppati alcuni schemi di ordine elevato (e dai nomi ancor pill suggestivi ... ), quali
SHARP (Simple High-Accuracy Resolution Program), SMART (Sharp and Mono-
tonic Algorithm for Realistic Transport), NIRVANA (Nonoscillatory, Integrally Re-
constructed Volume-Averaged Numerical Advection) efc. Tali schemi, peraltro, oltre
a dar luogo comunque ad una certa diffusione numerica (sebbene molto inferiore allo
schema UDS) presentano una serie di svantaggi:

¢ La notevole dimensione della molecola di calcolo, a meno di non utilizza-

re la correzione differita, aumenta 1’onere computazionale, ed inoltre rende
difficoltoso I’introduzione delle condizioni al contorno;
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« E difficile estendere tali schemi al caso di griglie non strutturate.

A scopo illustrativo, confrontiamo il comportamento di alcuni degli schemi visti
su un semplice test, quello del trasporto bidimensionale puramente convettivo di uno
scalare (ad esempio la temperatura), con un campo di moto assegnato e costante,
inclinato di un angolo o = /4 rispetto alla griglia. Le condizioni al contorno sono
indicate in figura 2.6, e 1’equazione di trasporto considerata & V - (pw¢) = 0, che si
traduce nella:

o0 0

In tale caso, mancando del tutto la diffusione, il gradino presente nel profilo di ¢

¢=1

w =0
o=n/4

Figura 2.6: Condizioni al contorno e campo di moto nel problema dello scalino.

all’ingresso, dovrebbe venire trasportato, senza alcuna diffusione, indefinitamente ed
inalterato. Ma, come anticipato, la presenza di diffusione artificiale, ed eventuali
oscillazioni, alterano sensibilmente il risultato.

La figura 2.7 riporta il profilo ottenuto, con vari schemi, utilizzando una griglia
10 x 10. I profili, ottenuti in prossimita di una sezione orizzontale posta a meta al-
tezza, sono confrontati con il profilo esatto, cio¢ quello pili accurato ottenibile con la
griglia utilizzata. Dall’esame della figura si puo notare che lo schema UDS, sebbene
non dia luogo a oscillazioni, altera completamente il profilo, a seguito della diffu-
sivita numerica che lo caratterizza. Lo schema CDS, viceversa, preserva in modo
accettabile il profilo (si osservi che ¢ stata utilizzata una griglia particolarmente ra-
da), ma introduce delle oscillazioni di carattere numerico. Lo schema QUICK, infine,
ha un comportamento intermedio fra UDS e CDS.

71




2. ANALISI AT VOLUMI FINITI

1.2
el >
I v —Esatto
7 ) +-CDS
08 w0\ |- quick
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o

Figura 2.7: Profilo di ¢ ottenuto nel problema dello scalino, con vari schemi, su una griglia
uniforme 10 x 10.

2.4.4 Correzione differita

Come visto, 1'utilizzo di schemi di ordine elevato per le interpolazioni e per le in-
tegrazioni, conduce a molecole di calcolo di rilevante dimensione, con conseguente
incremento dell’onere computazionale e della memoria richiesta. Viceversa, I’'uso di
schemi semplici ¢ talvolta insufficiente a fornire 1’accuratezza richiesta. Una possi-
bile soluzione — peraltro adottata in numerosi programmi commerciali — ¢ quella di
utilizzare, secondo una procedura iterativa, uno schema di ordine basso in modo im-
plicito (lhs - left hand side), e portare nel termine sorgente (rhs - right hand side) la
differenza, valutata all’iterazione precedente, fra il valore ottenuto con uno schema
di ordine elevato e quello ottenuto con lo schema di ordine pill basso. Indicando con
k I’iterazione k-esima si ha:

0 = g+ [goe kTt — gphh] (2.39)
lhs

rhs

dove ob indica uno schema di ordine basso, ad esempio UDS, e oe uno schema di
ordine elevato, ad esempio QUICK. Ovviamente, a convergenza raggiunta, qsgb”“ =

ob, k—1 P TIE I N . . K

e e quindi il risultato sara quello corrispondente allo schema di ordine eleva-
to. E proprio seguendo tale approccio che sono state formulate le espressioni per lo
schema SOUDS (2.34), e per lo schema QUICK (2.37). In tal modo, oltre a mante-
nere basso il costo computazionale, migliora la convergenza e si riduce la possibilita
di oscillazioni non fisiche della soluzione.
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Tale procedura, nota come correzione differita (deferred correction), o ritardata,
presenta lo svantaggio di richiedere delle iterazioni, ma cid non rappresenta un pro-
blema nei problemi termofluidodinamici per i quali, come si vedra, ¢ generalmen-
te richiesta una procedura di tipo iterativo o, in modo equivalente, di integrazione
temporale.

2.4.5 Equazione algebrica finale

Sulla base di quanto visto, in problemi bidimensionali I’equazione algebrica per il
nodo (VC) P &:

Apop + Apor + Awow + Andn + Asps = Sp (2.40)

ed analogamente nei problemi tridimensionali:

Apop + Apor + Awow + Anon + Asops + Aror + Apop = Sp (2.41)

Le espressioni da utilizzarsi per i coefficienti Ap, Ag, Aw etc. dipendono dagli
schemi adottati per i termini convettivo e diffusivo, e dalle relazioni usate per la valu-
tazione degli integrali. Sempre con riferimento al caso del trasporto bidimensionale
in regime stazionario, 1’'uso dello schema CDS del 2° ordine per i flussi convettivo e
diffusivo, e dell’integrazione secondo la (2.11), fornisce le seguenti espressioni:

Me = P Ue ij; My = prij

Mp = po, Axy; s = pusAx; (2.42)
CE = e Ae,PE; ?/V = —Thy Aw,PW
?V =1y >\n,PN§ CS = —1hs AS,PS (2.43)
qd . TeByp g Twly
g —xp Tp — TW
A?\/ - _LACCZ'; Ad — _LASC" (2.44)
YN —YpP yp —Ys

Ap =A%+ A% Aw = Ay + Ay
Ay = A5 + AL Ag = AG + AS (2.45)

Ap=—(Ap+Aw + An + As) — sllffsAa:iij (2.46)
Sp = s Aw; Ay; (2.47)
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Seguendo una tradizione ormai consolidata, ¢ talvolta conveniente esprimere le
(2.40) e (2.41) nella forma compatta:

Apdp + Y Anpdny = Sp (2.48)
nb

dove con nb (da neighbor) si intende che la sommatoria va estesa ai VC adiacenti,
tipicamente quattro in problemi 2D, e sei nei casi 3D (¢ agevole verificare che, nel
caso monodimensionale, la sommatoria include solo i1 due VC adiacenti).

2.4.6 Condizioni al contorno

Le condizioni al contorno vanno applicate prima di assemblare, e successivamente
risolvere, il sistema di equazioni risultante dall’applicazione della (2.48) a ciascun
VC. Rimanendo nel campo delle griglie Cartesiane, o pill in generale strutturate, &
utile notare che sono possibili due diversi approcci, come schematizzato in figura 2.8:

1. Nel primo approccio, corrispondente alla griglia rappresentata in figura 2.8-a,
al generico nodo sul contorno non ¢ associato nessun VC o, in altri termini,
corrisponde un VC di volume nullo (o VC di superficie);

2. Nel secondo caso, illustrato in figura 2.8-b, si utilizza una cella (VC) fantasma
(ghost cell), che non ha nessun significato fisico, ma agevola 1’imposizione
delle condizioni al contorno.

contorno contorno
Wl p E E
v O | O |4y e O |4y
n
cella
fantasma
AX1 AXI
»X —X
(a) (b)

Figura 2.8: Formulazione delle condizioni al contorno: (a) nodo sul contorno; (b) cella
fantasma.
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Va tuttavia osservato che il metodo 2, sebbene presenti talvolta alcuni vantaggi, non
si presta a venire utilizzato con griglie non strutturate. Vediamo comunque, a titolo
di esempio, I’imposizione di una condizione al contorno convettiva con 1’approccio
di tipo 1, e la condizione al contorno di Dirichlet, valore imposto, con il metodo 2.

Condizione al contorno convettiva - metodo 1

La condizione al contorno convettiva puo venire espressa come:
n-I'Vé+a(dpe — dos) =0 (2.49)

dove, come al solito, n ¢ il versore, normale alla superficie del contorno e rivol-
to verso I’esterno, « ¢ il coefficiente di scambio termico convettivo e ¢ il valore
indisturbato (esterno) di ¢. La (2.49) puo essere scritta come:

0
12 | aope = adu (2.50)
ox
ed in termini discreti:
op — ow
-r=— = oo 2.51
A2 +adw =ad (2.51)
da cui:
2T a Az
— . 2.52
ow = op [QF—i—aAzcl] 2I‘—|—an1¢ ] (252)
————
Clhs Crhs

Sostituendo infine la (2.52) nella (2.40) si ottiene 1’equazione algebrica per la cella
P:

(Ap + Aw Cins) op + ApdE + AndN + Asps = (Sp — Aw Crps)  (2.53)
Ap Sp

Com’era logico attendersi, nell’equazione cosi modificata non appare piu il contri-
buto Ay ow.

Condizione al contorno di Dirichlet - metodo 2

E la condizione al contorno pill semplice, e corrisponde, nel caso dell’equazione
dell’energia, al valore imposto della temperatura. Detto ¢ ¢ il valore assegnato, e
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tenendo conto che, secondo il metodo 2, il contorno si trova a meta strada fra il nodo
P ed il nodo fantasma W, si ha:

_ o+ ow

$BC 5

(2.54)

da cui:
ow = 2¢pc — ¢p (2.55)

che sostituita nella 2.40 fornisce I’equazione algebrica contenente la condizione al
contorno desiderata:

(Ap — Aw) ¢op + Apdr + ANoN + Asos = (Sp — 2 Aw ¢Bc) (2.56)
A S
P P

E utile infine osservare che, con schemi di ordine elevato, anche la formulazione
delle condizioni al contorno va fatta, volendo mantenere 1’ordine di accuratezza su
tutto il dominio, utilizzando formule, di interpolazione ed integrazione, dello stesso
tipo.

2.5 INTEGRAZIONE TEMPORALE

Estendiamo al caso non stazionario i concetti appena visti, ed a tale scopo riscri-
viamo, per comodita, 1’equazione di trasporto nella formulazione generale tempo-
variante:

2 (06) + V- (ows) = V- (V) + 5 @s7)

In perfetta analogia con il metodo degli elementi finiti (cfr. Cap. 3), anche con il
metodo dei volumi finiti si utilizzano tecniche di integrazione nel tempo del tipo alle
differenze finite, suddividendo I'intero dominio temporale d’interesse ¢ in un certo
numero di intervalli temporali Ad. L’integrazione temporale avviene marciando nel
tempo, e quindi ricavando la soluzione approssimata della (2.57) ad intervalli suc-
cessivi, nota la condizione iniziale al tempo 1 = g, e le condizioni al contorno in
ciascun istante successivod = [ Ad,conl=1,....,n,n+1,...

L’ equazione (2.57) puo essere scritta nella forma compatta:

0
55 (09) = F (0.6(9)) @.58)

con:
F=-V-(pwo)+ V- (I'V®) + s (2.59)
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La (2.58) ricorda da vicino la forma delle equazioni differenziali ordinarie ai valori
iniziali, e pertanto ¢ possibile riferirsi a queste ultime per descrivere 1’essenza dei
vari metodi di integrazione temporale.

Consideriamo, a tal fine, un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine,
assieme alla condizione iniziale al tempo Jy:

WU _ p@0@)  con s00)=d 2.60)

Si desidera determinare ¢ dopo un intervallo A+ dall’istante iniziale, ottenendo cosi
¢! all’istante ¥ = ¢ + AV; successivamente si determinera ¢2 all’istante ¥y =
Y1 + A e cosi via. Nel modo piut semplice, integrando la (2.60) fra 9, ¢ ¥p,+1 =
I, + AY:

ﬁn-ﬁ—l 1971-4—1
d¢ (7‘9) _ o n+l o n __

[ S w—gtoo = [ fwompar e

In O

dove ¢"t1 = ¢ (9,11).

L’espressione (2.61) ¢ esatta, tuttavia il termine a destra non pud venire valutato
senza conoscere la soluzione al nuovo istante, ed ¢ quindi necessario approssimarlo.
Vediamo in breve i metodi pitt comuni.

Metodi base

Le quattro procedure di approssimazione pilt semplici sono illustrate in figura 2.9.

f f __ f -
en enJrl e en en+]> e en 9n+T 6

Figura 2.9: Approssimazione dell’integrale nella (2.61): (1) - metodo di Eulero esplicito; (2)
- metodo di Eulero implicito; (3) - metodo del punto medio; (4) - metodo di Crank-Nicolson.

1. Metodo di Eulero esplicito:

"t = ¢" + f (U, 0") AY (2.62)
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2. Metodo di Eulero implicito:

" =" + f (V1,0 AY (2.63)
3. Metodo del punto medio:
0" = 6" 4 f (V1o 0" ) A (2.64)
4. Metodo di Crank-Nicolson :

I =4 [F Gd") 4 ] (™) &) @269)

Tutti questi metodi, con I’eventuale esclusione del metodo (3), sono detti a due
livelli, perche ¢ coinvolta la variabile in soli due istanti di tempo. Con 1’esclusio-
ne dello schema (1), tutti gli altri metodi richiedono la conoscenza della funzione
incognita ad istanti diversi da 9, per il quale ¢ nota, e quindi € in genere necessa-
rio procedere ad ulteriori approssimazioni e/o iterazioni. Per tale ragione il metodo
(1) ¢ detto esplicito, mentre gli altri appartengono alla classe dei metodi impliciti.
Il metodo (1) quindi, come tutti i metodi espliciti, ¢ pitl economico e semplice da
implementare, ma non pu0 essere utilizzato per valori di Av superiori ad un valore
limite, detto limite di stabilita. Si puo dimostrare che, nel caso in esame, il limite di
stabilita per il metodo di Eulero esplicito ¢ dato dalla:

0.f(V,9)

0

’ <2 (2.66)

I metodi impliciti sono pil costosi, ma in genere sono incondizionatamente stabili,
cio¢ possono venire utilizzati con intervalli di integrazione arbitrari. Da cid deriva
I’opportunita di utilizzare metodi impliciti per fenomeni la cui scala temporale di in-
teresse sia ben maggiore del limite di stabilita per i metodi espliciti, e viceversa risulta
conveniente utilizzare i pill economici - per passo di tempo - metodi espliciti qualora
il sistema sia caratterizzato da scale temporali dello stesso ordine di grandezza dei
limiti di stabilita.

I metodi (1) e (2) hanno un’accuratezza temporale del prim’ordine, cioe I’errore,
anche qua per passi di tempo sufficientemente piccoli, varia con Av, mentre i metodi
(3) e (4) hanno un’accuratezza del second’ordine, cio¢ I’errore ¢ proporzionale a
(Aﬁ)2. Si puo inoltre dimostrare che, con metodi a due livelli, I’accuratezza pud
essere, al pit1, del second’ordine.
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Metodi multilivello e metodi predictor-corrector

Per ottenere metodi di ordine pil elevato, & necessario utilizzare 1’informazione in
pit di due livelli. Questi livelli possono essere scelti fra gli istanti di tempo gia
considerati, e per i quali la soluzione ¢ disponibile, oppure punti compresi proprio
fra 9, e ¥,,41 ed usati ai soli fini del calcolo. Nel primo caso si ottengono i cosiddetti
metodi multilivello (multipoint), e nel secondo i metodi di Runge-Kutta.

Limitando I’attenzione ai metodi di interesse per le equazioni alle derivate parziali,
al primo gruppo appartengono i metodi espliciti di Adams-Bashfort:

T =" + [3 f 00, 0™) = f (9p—1,0" )] AV (2.67)

accurato al second’ordine, mentre la:

—16 f (On-1,0""") + 5.f (Vn—2,¢" %) ] AV (2.68)

fornisce un’accuratezza del terz’ordine. I metodi di Adams-Bashfort, come tutti i
metodi multilivello, presentano lo svantaggio di richiedere la conoscenza della solu-
zione in pil istanti, fatto che crea qualche problema alla partenza, poiché la soluzione
¢ in genere nota al solo istante iniziale.

I metodi di Runge-Kutta, anch’essi espliciti, trovano scarso utilizzo con il metodo
dei Volumi Finiti per fluidi incomprimibili, con I’eccezione di applicazioni partico-
lari, quali la simulazione diretta e LES di flussi turbolenti (cfr. Cap. 4). A solo scopo
esemplificativo, si riporta qua il metodo di Runge-Kutta del quarto ordine:

Ad
¢;+1/2 = ¢n + — f (19117 ¢n)

2
Pry1ja = ¢n+Mf< Unt1/2; n+1/2)
bry1 = ¢" +A19f< nt1/2: @ n+1/2> (2.69)
Pt =" + {f( ns9") +2f( n+1/2’¢’:;+1/2) +

2f( n+1/27¢n+1/2> +f(19n+17¢:1+1)}
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Applicazione alla generica equazione di trasporto

Consideriamo ancora 1’equazione di trasporto, scritta nella forma compatta (2.58).
Osservando che la funzione F (¢, ¢ (1)) rappresenta la somma dei contributi convet-
tivo, diffusivo e sorgente, va da sé che possiamo utilizzare qualunque dei metodi di
integrazione temporale gia visti. A scopo illustrativo, vediamo come viene modifi-
cata I’equazione algebrica finale (2.40), sempre nel caso bidimensionale, utilizzando
il pitt semplice metodo di Eulero implicito del prim’ordine, e lo schema CDS per i
flussi diffusivo e convettivo:

In forma compatta:

con:

ApgEtt + 3" Al = Sp
nb

e = pue Ayj;

Ty = pon Ai;

c . .
E = Me >\e,PE,

c . .
N = Mp >\n,PN7

Ad:_Feij_
Tp —xp’

T, Ax;
A?{V:_ n 'L;
YN — YpP

__ AcC d.
Ap = E+A7
Ay = A% + AL,

Ap = L Aw; Ay; — (Ap + Aw + Ay + Ag)

AY

Ap¢t + Apdtt + Aw ot + Aot + Agoitt = Sp

My = P UwAY;

s = pUsAx;

?/V = _mw )\w,PW
CS: _ms >\S,PS
Ad _LA%

rp — Tw
I's Ax;
d
AL = _ s
yp —Ys

Aw = Afy + Afy
Ag = g—i—A%

Sp = <87]"3h8 + P¢ >Al‘z ij

AY

(2.70)

(2.71)

(2.72)

2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

L’equazione (2.70) ¢ analoga alla (2.40), e quindi richiede la soluzione di un si-
stema di equazioni ad ogni passo di tempo. Si puo anche notare che il termine non-
stazionario aumenta il peso del coefficiente Ap corrispondente al VC considerato.
Ci0 corrisponde ad aggiungere peso alla diagonale principale del sistema di equa-
zioni, favorendo cosi la convergenza nel caso si utilizzino metodi iterativi per la sua
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soluzione. Da tale osservazione discende I’opportunita di utilizzare, in problemi sta-
zionari difficili, la forma non-stazionaria delle equazioni: la soluzione viene ottenuta
marciando nel tempo ed arrestandosi quando questa raggiunge, con una certa tolle-
ranza, il corrispondente valore asintotico per ¥ — oo. Viceversa, I’uso di schemi
espliciti, anche di tipo multilivello e predictor-corrector, non richiede la soluzione
di sistemi di equazioni, ma il passo di integrazione temporale ¢ limitato, come gia
accennato, da opportuni criteri di stabilita.

Metodi particolari

Esistono altri schemi di integrazione temporale, ciascuno indirizzato ad applicazioni
particolari o caratterizzato da particolari vantaggi. Ad esempio, si pud pensare di
valutare gli integrali della (2.61) attraverso i valori medi nell’intervallo di integrazio-
ne. Cosi operando, si pud costruire uno schema implicito del second’ordine, su tre
livelli, integrando nell’intervallo A¥ centrato attorno a ¥,,41, cio¢ fra ¥, 11 — AY/2
e Up+1 + A/2. La derivata rispetto al tempo a 1,41 viene inoltre approssimata
differenziando una parabola passante per la soluzione valutata ai tre istanti ¥,,_1, Uy,
€ ﬁn—i-l:

<d¢>n+1 - 3¢n+1 _ 4¢n + ¢n—1 (278)

dd 2AY

Si ottiene il seguente schema, definito schema di Eulero implicito del secondo
ordine, o schema Gear :

4 n 1 n— 2 n
30" — 3¢ 1+§f(?9n+1,¢ 1) A (2.79)

¢n+1 _

Tale schema, seppure lievemente meno accurato dello schema implicito di Crank-

Nicolson, presenta caratteristiche di stabilita maggiore per problemi non lineari, e
costo comparabile allo schema implicito di Eulero del prim’ordine.

In casi particolari pud essere conveniente utilizzare metodi misti, combinazione dei
metodi prima descritti. E questo il caso, ad esempio, di simulazioni di tipo LES e
DNS (cfr. Cap. 4) su geometrie semplici, per le quali I’elevata dinamica, e quindi
la presenza di piccole scale temporali, dello stesso ordine di grandezza del limite di
stabilita del termine convettivo, suggerisce 1’utilizzo di un metodo misto esplicito-
implicito, rispettivamente per il flusso convettivo e per il flusso diffusivo. L'uso di
metodi completamente espliciti, sebbene utilizzati, pud condurre ad un limite del
passo di tempo eccessivamente restrittivo, e quindi oneroso.

Un approccio abbastanza comune ¢ ’utilizzo di uno schema di Adams-Bashfort
del second’ordine, eq. (2.67), per il termine convettivo, e uno schema implicito a tre

81




2. ANALISI AT VOLUMI FINITI

livelli del second’ordine, eq. (2.79), per il contributo diffusivo:

3 n+1_4 n n—1 1

(V- (TVg))" T + s (2.80)

Un altro schema semi-implicito comune consiste nell’'uso di Runge-Kutta per i
termini convettivi, e Crank-Nicolson o Gear per i contributi diffusivi.

2.6 METODI DI SOLUZIONE DEI SISTEMI
DI EQUAZIONI LINEARI

Con I’esclusione dei metodi puramente espliciti per problemi non-stazionari, si ¢
visto che la discretizzazione, per problemi stazionari (2.40) e non-stazionari (2.70),
da luogo ad un sistema di equazioni lineari.

1l sistema di equazioni ¢ ottenuto considerando le equazioni per tutti i VC interni,

e le equazioni per i VC sul contorno, come ad esempio le (2.53) e (2.56). In forma
compatta:

AP =S (2.81)

dove A ¢ la matrice dei coefficienti, ® ¢ il vettore delle incognite, e S il vettore dei
termini noti:

A Arp ... AN o1 S1
Ag1 Agg ... Aoy ®2 So

S =1 s={" (2.82)
An1 Ana ... AnN oN SN

La matrice A ¢ sparsa, intendendo con cio che il numero dei coefficienti non nulli,
per ogni equazione, ¢ limitato: ci0 pud essere visto immediatamente ricordando la
(2.48), per la quale la sommatoria & estesa ai soli VC adiacenti. Quindi, per griglie
strutturate, il numero di coefficienti diversi da zero &, per ogni riga della A, in genere
pari a 5 in due dimensioni, e 7 in tre dimensioni. La disposizione degli elementi
non nulli, all’interno della matrice A, dipende dalla modalita di numerazione delle
incognite. L’approccio pitl comune, per griglie strutturate, ¢ quello di utilizzare la
numerazione lessicografica, illustrata in figura 2.10.

Con tale numerazione, ad esempio per un problema bidimensionale con N; = 3 ed
N; = 4, la struttura della matrice A ¢ la seguente:

82




2.6. SISTEMI DI EQUAZIONI

(i-DNA(N-j)+1
|

o1 ONJ+]O \o o|lo|o O(Ni'l)Ni—'_1

02 oNJ+% \O olo|lo|o (Ni‘l)Ni+2
03 ONJ'+% k) ololo|o Nl'l)Nj+3
Nj o o o] &Jololo]o

o o o|lo|lo|lo]ofo

y () o | o o|o|ofoo]o
o T AN;=4 o|lo|lo]o|o NiNi'1 y
oNj| 2N;o | oo |o oo NN,

N

L x()

Figura 2.10: Numerazione lessicografica delle incognite per griglie strutturate bidimensio-

nali.
Ap1 Agsy A
Ang Apy Ago Apo
Ans Aps Aps
Awy Apy Aga Apy
Aws Ans Aps Agss Ags
A Awse Ane Aps Aps
Awr Apr  Ast Agr
Awsg Ang Apg Asg Agps
Awog Ang Apg Agog
Aw1o Ap1o Asio
Aw11 An11 Ap11 Asin
i Awiz An12 Api2 |

La matrice A, osservando che sono stati riportati solo i coefficienti non nulli, pos-
siede una struttura polidiagonale, detta anche diagonale a blocchi o tridiagonale a
blocchi (interpretando ciascun blocco come un elemento). E facile verificare che nel
caso monodimensionale la matrice & proprio di tipo tridiagonale, cio¢ sono non-nulle
solo la diagonale principale e le due diagonali adiacenti, mentre nel caso 3D vi sono
altre due diagonali, relative ai coefficienti A7 e Ap. Vista la struttura della matrice,
si puo osservare che:

* Poiché la matrice ¢ sparsa, non € necessario memorizzare 1’intera matrice.
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* Per tali matrici esistono efficienti algoritmi di soluzione di tipo iterativo e, per
casi particolari, anche diretto.

¢ La struttura della matrice non cambia — alcuni termini sono trattati in modalita
correzione differita - lavorando con griglie curvilinee.

* La struttura della matrice si conserva, all’interno di ciascun blocco, anche per
griglie strutturate multiblocco.

Va inoltre osservato che la struttura della matrice, sempre sparsa, cambia utilizzan-
do griglie non strutturate, ed in tal caso si ricorre spesso, nell’ambito della termoflui-
dodinamica computazionale, a metodi di soluzione di tipo iterativo. Rimandando ai
testi specializzati per una rassegna completa delle modalita di soluzione dei sistemi
di equazioni algebriche, accenniamo brevemente ad alcuni metodi, distinguendo fra
metodi diretti € metodi iterativi. Nei primi la soluzione ¢ ottenuta in un numero pre-
determinato di operazioni, funzione del numero di incognite, mentre nei secondi, nei
quali la soluzione ¢ ottenuta attraverso iterazioni successive partendo da un valore
di tentativo, il numero di operazioni non & predeterminabile, ma dipende da diversi
fattori.

2.6.1 Metodi diretti
Eliminazione di Gauss

Fra i metodi diretti il pit semplice ¢ il metodo di Gauss. Indichiamo con NV il numero
totale delle incognite, e quindi delle equazioni, pari rispettivamente a N; x N; per
problemi bidimensionali e N; x IN; x N}, per il caso tridimensionale, dove N;, IN; e
Ny, rappresentano il numero di celle lungo le tre direzioni coordinate.

L’idea ¢ di eliminare Ay dalla matrice A, riportata in (2.82), cio¢ rimpiazzarlo con
uno zero. Cio si ottiene moltiplicando la prima equazione (prima riga della matrice)
per As; /A1 e sottraendola dalla seconda equazione. In questo processo, anche tutti
gli altri elementi della seconda riga risulteranno modificati, cosi come il secondo
elemento S del termine noto. Poi si moltiplica la prima equazione per A3; /A1 e la
si sottrae dalla terza. Si procede cosi per tutti gli altri elementi della prima colonna
della matrice:

A;
AéjzAij*fAlj
N 1 i=2...N,j=1,...N (2.83)
S/ =8 —--1g
! Ayt
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dove nella (2.83) i pedici ¢ e j indicano, rispettivamente, la riga e la colonna della
matrice, il segno significa sostituisci, e I’apice “’” sta ad indicare coefficienti
modificati. Dopo questo primo passaggio la matrice, nella quale per chiarezza si sono
indicati anche i termini nulli, & cosi modificata:

__ 9

0 A, ... Al
A= | BT (2.84)
0 Ao ... Ayn
Risulta quindi che nessuna delle equazioni 2,3,..., N contiene la la variabile ¢;.
Si passa quindi ad eliminare la variabile ¢2 da questo sistema ridotto, nello stesso
modo, e si continua quindi per le colonne 3,4 ..., N — 1. In termini generali:
A;j = A;j - A/Z Akj
A,’f’“ k=1,...N—1li=k+1,...N, j=k...,N (2.85)
S; =8 — kg,
T

Nella (2.85) i fattori A}, /A}, sono detti moltiplicatori, o coefficienti moltiplicativi,
e la matrice risultante U ¢ in forma triangolare superiore:

A Agg ..o Ay S
0 A, ... Al s

v-| s={ "2 (2.86)
0 0 ...Ay S

A questo punto il sistema cosi modificato ¢ facilmente risolto: osservando che:

ON = As,gv (2.87)
NN
¢ sufficiente procedere all’indietro:
N
Sz/' - Z Agj ?;
¢ = j:;lfnl i=N-1,...1 (2.88)
i

La sequenza di operazioni che, partendo dalla matrice triangolare superiore, fornisce
i valori delle incognite, ¢ detta sostituzione all’indietro (backsubstitution). Si puo di-
mostrare che, per N sufficientemente grande, il numero totale di operazioni richieste
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dal metodo di Gauss & proporzionale a N3 /3, sebbene la fase di sostituzione all’in-
dietro richiede N2 /2 operazioni, ed & quindi molto meno costosa. Il costo elevato,
in termini di numero di operazioni per [N grande, dell’algoritmo di Gauss, giustifica
la ricerca di metodi pitt economici per la soluzione dei sistemi di equazioni, ed in-
fatti esso trova scarso utilizzo, in questa forma, nei problemi di termofluidodinamica
computazionale.

Decomposizione LU

Fra le varianti piu interessanti del metodo di Gauss vi ¢ la decomposizione LU (da
Lower-Upper). Ricordando che I’inversa di una matrice triangolare inferiore ¢ an-
ch’essa una matrice triangolare inferiore, 1’idea, che non si dimostra, alla base di tale
metodo ¢ di trasformare, o pill propriamente fattorizzare, la matrice A nel prodotto
di una matrice triangolare superiore U ed una matrice triangolare inferiore L:

A=LU (2.89)

Per rendere la fattorizzazione unica, si impone che gli elementi diagonali della
matrice L, L;;, siano unitari (o, in modo equivalente, siano unitari gli elementi dia-
gonali Uy; della matrice U). E possibile dimostrare che la matrice U & proprio la
(2.86) ottenuta nella fase di eliminazione in avanti del metodo di Gauss, mentre gli
elementi della matrice L sono i coefficienti moltiplicativi, A;; /Ay, utilizzati in ta-
le fase. Cio consente, in pratica, di ottenere la fattorizzazione (2.89) attraverso una
piccola modifica dell’algoritmo di Gauss.

La fattorizazione LU consente di ottenere la soluzione del sistema di partenza in
due passi. Definito:

Ud=Y (2.90)
I’equazione di partenza (2.81) diventa:

LY =S 2.91)

La soluzione, in sequenza, delle (2.91) e (2.90) consente di risolvere il problema.

L’importanza del metodo di decomposizione LU deriva da due considerazioni:

1. A differenza del metodo di Gauss, la fattorizzazione non richiede la conoscen-
za del vettore S dei termini noti. In tal modo se, come spesso accade (ad
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esempio con alcuni metodi per problemi non stazionari), & necessario risolvere
piu volte lo stesso sistema, ma con diversi vettori dei termini noti, & sufficiente
eseguire la fattorizzazione una volta soltanto, con notevole risparmio.

2. La decomposizione LU — o sue varianti — costituisce la base di alcuni dei
migliori metodi iterativi per la soluzione di sistemi lineari.

E utile aggiungere che esistono numerose varianti del metodo, rivolte a casi di
particolare interesse nella termofluidodinamica computazionale, quali matrici sim-
metriche, matrici sparse efc.

Metodi particolari

Vi sono casi speciali di sistemi lineari, per i quali esistono algoritmi di soluzione
estremamente efficaci, in termini di operazioni e quindi tempo di CPU, e di memo-
ria richiesta. Si tratta di metodi, tuttavia, limitati a geometrie semplici, e quindi di
interesse per attivita di ricerca di tipo fondamentale, piuttosto che per la soluzione di
problemi applicativi. La loro efficienza, inoltre, si manifesta soprattutto per soluzioni
ripetute del medesimo sistema con differenti termini noti.

Alcuni di questi sono particolarmente semplici, quali i metodi per la soluzione
di sistemi tridiagonali o sistemi tridiagonali ciclici, mentre gli altri sono piuttosto
complessi. Per tale ragione, rimandando alla letteratura per maggiori informazioni,
ci limitiamo solo ad elencare quelli di maggiore interesse nella termofluidodinamica
computazionale, ed i relativi costi in termini di operazioni.

» Algoritmi per sistemi tridiagonali e tridiagonali ciclici: esistono numerose va-
rianti (Thomas, Temperton, etc.). Per tutti il numero di operazioni scala linear-
mente con il numero di incognite N, anziche con N 3_come nell’eliminazione
di Gauss. Per questa ragione, oltre al semplice caso monodimensionale, il bas-
so costo di soluzione di sistemi tridiagonali costituisce la base per la soluzione,
secondo un approccio iterativo, di problemi multidimensionali.

Algoritmi per griglie Cartesiane (ed anche cilindriche e sferiche) 2D e 3D uni-
formi: sono basati su metodi FFT (Fast Fourier Transform) e di riduzione cicli-
ca. Si tratta di algoritmi particolarmente efficienti, ed il numero di operazioni,
escludendo la fase di fattorizzazione, ¢ dell’ordine di N x (Ing N).

Algoritmi per griglie Cartesiane (ed anche cilindriche e sferiche) 2D e 3D non
uniformi: fra questi si cita il metodo basato sulla decomposizione matriciale
(Matrix Decomposition), per il quale il numero di operazioni, per la sola fase
di soluzione, varia, per N grande, con NV 4/3,

87




2. ANALISI AT VOLUMI FINITI

2.6.2 Metodi iterativi

L’utilizzo di metodi iterativi, cioe metodi per i quali il numero esatto di operazioni
non ¢ noto a priori, ¢ giustificato dalle seguenti osservazioni:

* Con il metodo LU, sebbene la matrice A sia sparsa, le matrici L ed U sono in
generale piene, e quindi la memoria richiesta ¢ rilevante.

* Gli errori dovuti alla discretizzazione sono usualmente ben superiori agli errori
di arrotondamento accumulati, con i metodi diretti, nel processo di soluzione
del sistema.

* In numerosi problemi applicativi & necessario risolvere sistemi di rilevante di-
mensione, per i quali un metodo diretto richiederebbe una quantita di memoria
non disponibile.

Per queste ragioni, nei programmi CFD commerciali (cfr. Cap. 7) la soluzione dei
sistemi di equazioni & ottenuta ricorrendo, ormai esclusivamente, a metodi di tipo
iterativo. L’idea alla base dei metodi iterativi consiste nel partire da una soluzione di
tentativo, e di migliorarla sino al livello desiderato. Se il costo computazionale della
singola iterazione ¢ basso, ed il numero di iterazioni necessarie ¢ modesto, i metodi
iterativi possono essere pitt economici dei metodi diretti standard. Inoltre, la minor
memoria richiesta dai metodi iterativi consente di affrontare problemi di maggior
complessita, o di migliorare I’accuratezza a seguito di una discretizzazione piu fine.

Considerando il sistema di equazioni dato dalla (2.81), possiamo affermare che do-
po n iterazioni avremo una soluzione approssimata ®”, che non soddisfa I’equazione
in modo esatto: cio significa che vi sara un residuo r”:

AP" =S —r" (2.92)

Sottraendo la (2.92) dalla (2.81) si ottiene una relazione fra I’errore di convergenza
€™, definito dalla:
€= — P" (2.93)

ed il residuo:
A" =1r" (2.94)

Ovviamente I’obiettivo di un metodo iterativo ¢ quello di diminuire, sino a zero,
il residuo, ed in tal caso anche I’errore di convergenza va a zero. Un tipico schema
iterativo puo essere scritto come:

M®" "t = N®" + B (2.95)
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Per qualunque metodo iterativo la soluzione, a convergenza avvenuta, deve soddi-
sfare 1’equazione (2.81). A convergenza, inoltre, " 1! = ®, da cui:

A=M-N e B=S (2.96)

0, pill in generale:
PA=M-N e B=PS (2.97)

dove P & una matrice (non singolare) di precondizionamento. Una versione alterna-
tiva della (2.95) si ottiene sottraendo M ®" da quest’ultima:

dove 6" = ®" 1 — ®" ¢ la correzione, o aggiornamento, e rappresenta un’ approssi-
mazione dell’errore di convergenza.

Un metodo iterativo ¢ tanto pil efficace quanto pitt economica ¢ la soluzione del
sistema (2.95), o (2.98), e quanto piu rapida ¢ la convergenza, cio¢ minore il numero
di iterazioni necessarie. Si puo dimostrare che la velocita di convergenza ¢ funzione
del raggio spettrale \q, definito come il modulo dell’autovalore massimo della ma-
trice M—'N. In particolare, un’espressione approssimata del numero di iterazioni
necessario ¢ dato dalla:
 (4)

—_— (2.99)

ne In M\

dove a1 € una costante e 0 € la tolleranza richiesta per I’errore di convergenza. Dalla
(2.99) si puo notare che, per A; prossimo all’unita, la convergenza puo risultare molto
lenta.

Vediamo una breve rassegna dei metodi iterativi pill comuni.

Metodi di base

* Metodo di Jacobi. Si tratta del metodo piu semplice, per il quale M ¢ una
matrice diagonale, i cui elementi sono proprio gli elementi della diagonale
principale di A. Utilizzando la notazione geografica il metodo puo essere
espresso dalla:

Sp — Apdly — Awdly — Andly — Agdl
Ap

Pt = (2.100)

Si puo dimostrare che il numero di iterazioni richiesto ¢ proporzionale al qua-
drato del numero di VC in una direzione. E quindi un metodo piuttosto lento,
e percio di scarsa utilita.
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* Metodo di sovrarilassamento o SOR (Successive Over-Relaxation). In que-

sto metodo la matrice M ¢ costituita dalla porzione triangolare inferiore della
matrice A. Se ogni iterazione, seguendo 1’ordine lessicografico (fig. 2.10),
procede ad esempio lungo le colonne della griglia, partendo dall’angolo in alto
a sinistra, il metodo puo essere efficacemente espresso dalla:

P = (1-w) o
o Sp — Apdls — Aw it — Anot — Agol
Ap

(2.101)

dove w ¢ il fattore di sovrarilassamento, maggiore dell’unita, necessario per
accelerare la convergenza. Sebbene il valore oftimale di w varia da caso a
caso, ¢ solitamente compreso nell’intervallo (1.5 — 1.85). Il metodo SOR &
decisamente piu efficiente del metodo di Jacobi poiché, a differenza di que-
st’ultimo, con il SOR si utilizzano i valori nuovi — all’iterazione attuale — delle
variabili non appena questi si rendono disponibili. La semplicita del metodo e
le prestazioni accettabili, fanno si che venga ancora utilizzato.

* Metodo di Gauss-Seidel. 11 metodo di Gauss-Seidel corrisponde alla (2.101)

con w = 1, e quindi la sua efficienza & inferiore al SOR.

* Metodo di sovrarilassamento per linee 0 SLOR (Successive Line Over-Relax-

ation). Si tratta di una variante del SOR, nel quale perd vengono aggiornate
simultaneamente le variabili corrispondenti ad un’intera linea — riga o colonna
—di VC. La matrice di iterazione M ¢ costituita da un sottoinsieme della A, re-
lativo ai soli coefficienti delle variabili sulla linea in esame. Come illustrato in
figura 2.11, nella quale il simbolo ® indica le variabili gia aggiornate nel corso
dell’iterazione, si pud procedere per righe e/o per colonne, o eventualmente
alternando le due modalita.

Supponendo di procedere per colonne, e per valori di ¢ crescenti, si pu0 scrivere
la seguente equazione per il generico VC della colonna:

Apditt + Anoitl + Asol !

2y 4,j—1
= |Sp — Ap¢}y1; — Awert (2.102)

dove si ¢ utilizzato il set di indici ¢, per le variabili, ed i termini relativi alle
altre colonne sono stati portati a destra nel termine noto. E facile vedere che
I’insieme delle equazioni (2.102) per tutti i VC della colonna ¢ costituisce un
sistema tridiagonale, risolvibile in modo semplice e, soprattutto, economico.
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X X X [o|o|lo|lo]lo]|o ¢} ¢} o|lo|lo]Jo|lo]lo|o
X X X [o|o|lo|lo]lo]|o _] ¢} ¢} o|lo|lo]Jo|lo]lo|o
X ® X O|o|oflo|o]oO o o O|OoO|O0O|O|O|O|O

O | O o|o X ) X | X[ ®|X|[®|X|X
X X X [o|o|lo|lo]lo]|o X X X | X[ ®|X|[®|X|X

(a) (b)

Figura 2.11: Sovrarilassamento per linee (SLOR): (a) - per colonne; (b) - per righe. Con
“0” sono indicate le variabili in corso di aggiornamento, con “®” le variabili gia aggiornate
e con “O” quelle da aggiornare.

Anche per il metodo SLOR ¢& possibile introdurre un opportuno coefficien-
te di sovrarilassamento w, per migliorare la velocita di convergenza, che ¢
comunque superiore al metodo SOR.

E infine utile ricordare che, per i metodi base ora visti applicati a griglie struttu-
rate, non € necessario memorizzare 1’intera matrice dei coefficienti, A, nella forma
canonica (2.82), ma risulta piu efficiente memorizzare i coefficienti in matrici o vet-
tori (arrays) di dimensioni pari a quella della griglia. Ad esempio, in problemi bi-
dimensionali, Ap(N; x N;), Ap(N; x Nj) etc, oppure Ap(N;,N;), Ag(N;,Nj)

etc.

Cenni sui metodi basati sul gradiente

I metodi basati sul gradiente - la cui derivazione ¢ alquanto complessa - trovano fon-
damento nel fatto che ¢ possibile minimizzare una funzione, rispetto a piu direzioni,
lavorando su una direzione alla volta. Questi metodi, particolarmente efficienti e per
questo utilizzati in numerosi programmi commerciali, possono venire classificati in
funzione del tipo di sistemi (matrici) lineari a cui si rivolgono:

1. Sistemi simmetrici. Questi risultano tipicamente dall’equazione di Poisson del-
la correzione di pressione, o della pressione, e nei problemi di Stokes, cioe
flussi puramente diffusivi. Fra i metodi piti comuni per tali sistemi si citano
CG (Conjugate Gradient) e ICCG (Incomplete Cholesky Conjugate Gradient).

2. Sistemi non simmetrici. Sistemi non simmetrici risultano tipicamente dalle
equazioni di trasporto, € per questi si utilizzano, a titolo di esempio, BCG
(BiConjugate Gradient), CGS (Conjugate Gradient Squared), CGSTAB (CGS
Stabilized) e GMRES (Generalized Minimal Residual).
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I metodi basati sul gradiente, e comunemente utilizzati nelle applicazioni, fanno
uso di opportuni precondizionatori al fine migliorarne le prestazioni. Si ricorda infatti
che la velocita di convergenza di tali metodi diminuisce all’aumentare dell’indice di
condizionamento k della matrice A, definito dalla:

K = Amaz (2.103)

)\min

dove Apmaz © A\min rappresentano, rispettivamente, il massimo ed il minimo autova-
lore della matrice. L’idea alla base delle tecniche di precondizionamento ¢ quello di
sostituire il problema in esame con un altro che, pur con la medesima soluzione, sia
caratterizzato da un indice di condizionamento inferiore.

Cenni sui metodi multigriglia

I metodi multigriglia, nella loro formulazione standard, sono basati sull’utilizzo di
piu griglie: la griglia effettiva di calcolo (livello /), ed una sequenza di griglie via via
pitrade (I —1,1—2,...1), dove ciascuna cella ¢ ottenuta sommando (agglomerando)
pit celle della griglia immediatamente pil fine: tipicamente, per griglie strutturate, 4
celle in 2D, come illustrato in figura 2.12, e 8 celle in 3D.

griglia /

griglia [-1

Figura 2.12: Griglia [ e griglia (I — 1) nel metodo multigriglia.

Sebbene I’analisi dettagliata dei metodi multigriglia sia alquanto complessa, I’idea
alla base di tali metodi, limitando per semplicita la descrizione al caso di due sole
griglie, nasce dalle seguenti osservazioni:

* Tutti i metodi iterativi risultano particolarmente efficaci nella riduzione de-
gli errori (residui) di piccola lunghezza d’onda, cio¢ degli errori di elevata
frequenza. Si tratta di errori la cui lunghezza d’onda ¢ comparabile con la
dimensione della griglia.

* La riduzione degli errori di piccola lunghezza d’onda avviene nelle prime
iterazioni.
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* Viceversa, la riduzione degli errori di lunghezza d’onda via via pil elevata
(bassa frequenza) avviene piu lentamente, ed in effetti, dopo le prime iterazio-
ni, la velocita di convergenza si riduce.

Si e pensato, quindi, di ridurre gli errori di bassa frequenza, in modo molto piu
economico, su una griglia pit rada, sulla quale i valori delle variabili (o dei residui)
sono ottenuti da quella piu fine con opportune tecniche di interpolazione o somma
dei residui. Una volta ottenuta la soluzione sulla griglia rada, questa viene iniettata
o sommata sulla griglia fine. I benefici, in termini di onere computazionale, derivano
dal fatto che le iterazioni sulla griglia piti rada sono molto piti economiche (almeno
di un fattore 4 in 2D e di un fattore 8 in 3D), ed anche dalla maggiore velocita di
convergenza, poiché sulla griglia rada lo stesso errore ha frequenza piu elevata. Il
vantaggio aumenta utilizzando piu griglie, o livelli, ciascuna utilizzata per abbattere
il corrispondente errore di frequenza piu elevata, sino a giungere alla griglia piu rada,
spesso affrontata, dato il limitato numero di variabili, con un metodo diretto. Si
puo dimostrare che, in determinate condizioni, il numero di iterazioni equivalenti
(parametro che tiene conto del minor costo per iterazione sulle griglie rade), e quindi
il tempo di calcolo, varia linearmente con il numero N di variabili.

I metodi multigriglia piu versatili e robusti per il FVM, e quindi di interesse nelle
applicazioni della termofluidodinamica computazionale, sono di due tipi:

1. Multigriglia di tipo Additivo - ACM (Additive Correction Multigrid).

2. Multigriglia di tipo Algebrico - AGM (AlGebraic Multigrid).

Nei metodi di tipo 1 viene sfruttata, oltre alla topologia della griglia, la proprieta
di conservativita del metodo dei volumi finiti. Si tratta di un approccio utilizzabile
anche con griglie non strutturate, costruendo, nelle griglie piu rade, dei macro-VC
di forma poliedrica, attraverso un processo di agglomerazione — Additive Correction
Multigrid. I metodi multigriglia di tipo 2, non limitati al FVM, vengono utilizzati
tipicamente per griglie non strutturate, e sono cosi chiamati poiché si opera solo per
via algebrica, ricavando una serie di matrici dei coefficienti (livelli) via via pil pic-
cole partendo dalla matrice della griglia effettiva. Esistono infine, e sono utilizzati in
alcuni programmi commerciali, dei metodi di tipo misto, che, pur operando per via
algebrica, sfruttano le proprieta del FVM. Come risolutore iterativo nelle varie gri-
glie, detto smoother dato il suo compito di abbattere solo gli errori di alta frequenza,
puo essere utilizzato uno qualsiasi dei metodi iterativi visti.
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2.7 SOLUZIONE DEI PROBLEMI
TERMOFLUIDODINAMICI

Il metodo dei volumi finiti rappresenta uno degli approcci pit comuni per la risolu-
zione numerica di problemi termofluidodinamici, come comprovato dalla diffusione
di codici commerciali basati su tale tecnica (cfr. Cap. 7). Le equazioni algebriche
ottenute dalla discretizzazione delle equazioni di Navier-Stokes, ed eventualmente
dell’energia ed altre grandezze, potrebbero venire risolte simultaneamente, per tutte
le variabili, oppure in modo sequenziale, una variabile dopo I’altra. In quest’ultimo
caso la soluzione procede, per ogni variabile, congelando le altre al passo di tempo o
iterazione precedente. In tal senso, quindi, quanto sinora visto per la generica equa-
zione di trasporto viene applicato alle equazioni di Navier-Stokes per le componenti
di velocita, con alcune avvertenze che saranno illustrate al punto 2.7.1.

A differenza di quanto avvenuto con il metodo degli elementi finiti, storicamen-
te i primi codici ai volumi finiti utilizzavano I’approccio sequenziale, o segregato,
che consentiva un notevole risparmio di memoria. Inoltre, le prime applicazioni del
metodo utilizzavano griglie strutturate di tipo Cartesiano, fatto che, sebbene poco
flessibile dal punto di vista geometrico, consentiva tempi di calcolo accettabili an-
che per problemi relativamente complessi. Successivamente il metodo ¢ stato esteso
alle griglie strutturate curvilinee, prima in modalita monoblocco, passando poi alle
griglie multiblocco. Tale strategia, peraltro ancora utilizzata in alcuni programmi
commerciali, presenta una discreta flessibilita geometrica, e oneri computazionali
non eccessivi.

Tuttavia, le difficolta di una generazione completamente automatica della griglia,
in presenza di geometrie complesse, la necessita, particolarmente sentita in ambito
industriale, di poter importare le geometrie generate con i sistemi CAD e di model-
lazione solida piu diffusi, ed infine le difficolta nell’adattare ed infittire la griglia,
durante il corso della soluzione, nelle zone di maggior interesse (griglie adattive),
hanno spinto allo sviluppo del metodo ai volumi finiti per griglie non strutturate,
analoghe a quelle gia da tempo utilizzate con il metodo degli elementi finiti, e che
verranno considerate al punto 2.9. Anche con tali griglie vengono comunemente uti-
lizzate metodologie di soluzione di tipo segregato, sebbene negli ultimi tempi vi sia
un certo interesse nel perseguire metodi di soluzione di tipo accoppiato. In quest’ul-
timo caso pero, come verra illustrato al punto 2.8.2, I’accoppiamento riguarda solo
le variabili appartenenti ad un sotfo-dominio del problema.

Spesso, con il metodo dei volumi finiti, si utilizzano procedure di calcolo di tipo
iterativo per problemi stazionari o, quando il problema richieda un’analisi tempora-
le, si fa ricorso a tecniche di integrazione di tipo implicito che, come visto, danno
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luogo a sistemi di equazioni ad ogni passo di tempo. Fra i metodi segregati piu uti-
lizzati si segnala il metodo SIMPLE (da Semi-Implicit Method for Pressure-Linked
Equations), e derivati da questo, come SIMPLER, SIMPLEC efc.. Tali metodi, am-
piamente descritti in letteratura, non differiscono sostanzialmente dai procedimenti
di calcolo di tipo Projection descritti al punto 1.7, e che sono considerati, nel capito-
lo 3, con il metodo degli elementi finiti. Per ragioni di omogeneita, e per consentire
un’agevole confronto con il metodo degli elementi finiti, nel seguito faremo quindi
riferimento ai metodi di proiezione.

Come illustrato nel capitolo 2, i metodi di Proiezione consistono nella determina-
zione di una equazione differenziale per la pressione a partire dal vincolo di conser-
vazione della massa. Il nome di proiezione deriva dal fatto che i campi di velocita
approssimati, trovati nella prima fase del calcolo, vengono successivamente proiet-
tati in campi a divergenza nulla tenendo conto delle correzioni di pressione. Prima
di procedere alla formulazione della forma discretizzata, con il FVM, del metodo
di proiezione, vediamo quali sono le differenze pitt importanti fra le equazioni di
Navier-Stokes e la generica equazione di trasporto, e quali siano le conseguenze al
riguardo delle possibili distribuzioni delle variabili velocita e pressione sulla griglia
di calcolo.

2.7.1 Disposizione delle variabili sulla griglia

Si ¢ visto nel capitolo 2 che le equazioni di Navier-Stokes non sono altro che le equa-
zioni di trasporto delle componenti di velocita. Ricordando la forma conservativa, da-
ta dalla (2.2), in coordinate Cartesiane bidimensionali le equazioni di Navier-Stokes
e della continuita sono espresse dalle:

B B _ op
99 (pu) + I (puu) + 9 (pou) “or
0 ou 0 ou
+% (Mx) + oy (May> —pofB (t —to) g« (2.104)
9 9 9 _ap
90 (pv) + o (puv) + oy (pov) = oy
0 ov 0 ov
+% <u8$> + ay (“ay> — pofB (t —to) gy (2.105)
ou Ov
e T 2.1
5z oy =" (2.106)
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L’unica differenza importante fra le (2.104-2.105) e la generica equazione di tra-
sporto (2.3) ¢ la presenza di un termine sorgente, costituito dal gradiente di pressione,
che richiede particolare attenzione. Il termine di galleggiamento, invece, non da luo-
go a particolari problemi, e viene trattato come visto al punto (2.4.2). Supponiamo di
discretizzare nello spazio la prima delle due equazioni di Navier-Stokes. Con il me-
todo dei volumi finiti il termine relativo al gradiente di pressione viene usualmente
espresso (approccio conservativo) come forza di superficie:

—/apdvz—[/ paa- [ pdA} ~ Ay (pw—p) (2107
v O A, Aw

Se, per ottenere i valori delle pressioni sulle facce, utilizziamo ad esempio un’ap-
prossimazione mediante interpolazione lineare (differenze centrali), avremo:

+ + -
Ay; (pw — pe) = Ay; <pW2pP—pP2pE>:ij <W2pE> (2.108)

Risulta quindi che il termine relativo alla pressione ¢ valutato, per ogni VC, utiliz-
zando una griglia due volte piu grossolana di quella utilizzata per il calcolo della
velocita.

Ma il problema piu importante ¢ dato dal debole accoppiamento fra il campo delle
velocita e quello delle pressioni: infatti, in base alla (2.108), un campo di pressione
a scacchiera (checkerboard pressure field), o comunque con rapide oscillazioni, non
verrebbe sentito dal campo di velocita. Tale situazione non & ovviamente realistica,
e potrebbe portare a risultati inaccurati o addirittura all’insuccesso (divergenza) del
calcolo. E quindi necessario eliminare questo inconveniente.

La prima strategia utilizzata ¢ stata quella di utilizzare griglie diverse per le com-
ponenti di velocita, rispetto a quella, principale, utilizzata per la pressione e le altre
grandezze scalari. Tali griglie sono ottenute traslando (sfalsando) i VC della griglia
principale, per ciascuna componente di velocita e nella direzione corrispondente, di
una quantita pari a meta del lato del VC. La situazione ¢ rappresentata in figura 2.13,
nella quale sono indicati i VC per le due componenti di velocita u e v. Con que-
sta disposizione delle variabili (staggered grid), I’integrazione del termine relativo al
gradiente di pressione per la componente della velocita u, fornisce:

—/ apdV:—[/ pdA — pdA
Vau 8x AE,a: AP,ac

dove il significato di A, ed Ap, ¢ indicato in figura 2.14.

~ Ay; (pp —pp)  (2.109)

Pertanto ora non ci sono pill problemi con campi di pressione checkerboarded,
in quanto il gradiente viene valutato facendo riferimento al valore della pressione
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Figura 2.14: Notazione utilizzata per le griglie sfalsate.

in due nodi adiacenti. L’'utilizzo di griglie sfalsate, per la pressione e le velocita,
nel metodo dei volumi finiti, corrisponde all’utilizzo di funzioni di forma di ordine
inferiore per la pressione (unequal order interpolation) nel metodo degli elementi
finiti, come accennato nel capitolo 3. La disposizione sfalsata delle variabili offre
ulteriori vantaggi:

* Alcuni termini delle equazioni, che richiederebbero altrimenti delle interpola-
zioni, possono venire valutati, con un’accuratezza del second’ordine, in modo
semplice: ¢ il caso, oltre che del termine di pressione gia visto, anche di alcuni
termini diffusivi.

 Si puo dimostrare che, operando su tale griglia, viene garantita la conservazio-
ne dell’energia cinetica.

Vi sono, naturalmente, anche degli svantaggi, che riguardano le difficolta di uti-
lizzo e gestione di griglie staggered di tipo curvilineo, ed ancor pili non strutturate
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(paragrafo 2.9). Cio ha contribuito a rendere popolare, negli ultimi tempi, la distribu-
zione co-locata (collocated) delle variabili, illustrata in figura 2.15, ed infatti la gran
parte dei programmi CFD commerciali utilizza proprio tali griglie.

+ [+
F
+ £+

Figura 2.15: Disposizione co-locata (collocated) delle variabili sulla griglia.

Tuttavia, la proprieta di conservazione dell’energia cinetica delle griglie sfalsate,
le rende particolarmente idonee nelle simulazioni di flussi turbolenti con tecniche
LES e DNS. L'uso di griglie co-locate richiede opportune tecniche (interpolazione di
Rhie e Chow) per evitare il rischio di disaccoppiamento fra il campo delle velocita ed
il campo delle pressioni. Nel seguito faremo riferimento all’uso della disposizione
sfalsata (staggered) delle variabili sulla griglia, mentre al punto 2.9, trattando delle
griglie non strutturate, queste saranno assunte di tipo co-locato.

2.8 PROCEDURA AI VOLUMI FINITI

2.8.1 Metodi segregati

La procedura ai volumi finiti basata sull’algoritmo descritto al punto 1.7 viene qui il-
lustrata con riferimento, per semplicita, all’analisi di deflussi bidimensionali di fluidi
con proprieta costanti. La presenza del termine di galleggiamento, nelle equazioni
di quantita di moto, viene semplificata attraverso 1’ipotesi di Oberbeck-Boussinesq,
espressa dalla (1.67). La formulazione ai volumi finiti non presenta particolari dif-
ficolta, poiché tutti i termini delle equazioni vengono espressi secondo quanto visto
nei paragrafi precedenti.

Con riferimento al generico VC rappresentato in figura 2.13, ad ogni passo di in-
tegrazione temporale vengono dapprima calcolate le componenti della velocita di
tentativo (o di stima) u* e v*, assumendo la pressione di stima p* pari alla pres-
sione valutata all’istante precedente p™. Cio si traduce nel risolvere in sequenza le
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equazioni discretizzate corrispondenti all’eq. (1.100):

* n

P+ V- (W) + V- (pw (1= y)u") =
V- ((VAut) 4+ V- (i (1 — ) u”) — %i (2.110)
—pB (t" —to) gz

pv* _ﬁvn + V- (pw" ) + V- (pw" (1 —y)v") =
V- (V") + V- (pV (1 —7v)0") — 38]9; (2.111)

—pB (tn - tO) 9y

dove 3 ¢ il coefficiente di dilatazione termica e g,. € g, sono le componenti del vettore
di accelerazione di gravita. Le (2.111) e (2.112) sono state scritte linearizzando 1
termini convettivi non-lineari secondo il metodo di Picard:

pwW = (pw") yw (2.112)

Portando a destra dell’uguale i termini che non contribuiscono alla matrice dei coef-
ficienti, ed integrando sui rispettivi volumi di controllo si ottiene:

p/ u*dV—i—p'y/ u*w”~ndA—/yy/ Vu* -ndA
AD Jy, Au Au

:—p(l—fy)/ u"w"-ndA—i—,u(l—'y)/ Vu" -ndA (2.113)

Ay Ay

— / p"dA — p"dA
AE,(L' AP,J;

p/ v*dV+p7/ v'w" -ndA — uy Vo' -ndA
AP Vi, A, Ay

n p n
— pB3s " —t) dV + d
pByg /vu( 0) V+A19/x/uu 1%

:—p(l—y)/ V"W ndA+ (1l —7) Vo' -ndA (2.114)

Ay
— / p*dA — p"dA
ANy Apy

Con V,, A, e V,, A, si sono indicati, rispettivamente, il volume e la superficie dei
VC per le due componenti della velocita (v. fig.2.14). 1l calcolo degli integrali nel-

n P n
— t" —ty) dV + — dVv
ooy =) V5 [ o

99




2. ANALISI AT VOLUMI FINITI

le (2.113) e (2.114) viene effettuato secondo le modalita gia viste per la generica
equazione di trasporto, e non presenta particolari difficolta.

La correzione di pressione viene calcolata risolvendo 1’equazione (1.104) che,
integrata sul volume di controllo della pressione (griglia principale) fornisce:

/ __r *
/AVp ndA_M/Aw ndA (2.115)

e che in forma discreta, utilizzando un’espressione analoga alla (2.11) per valutare
I’integrale a secondo membro della (2.115), diventa:

op oy op op
P qy— | P g Pl qe— [ L g
/Ae 81} e y /Aw 0:E w y+An ay n : /As 8:1/ S !
* * * * p
= {[ue—uw] Ayj + vy, — v7] A:L'Z'}M (2.116)

dove i gradienti delle pressioni di correzione sulle facce vengono valutati secondo la
(2.22), ottenendo:

7

;o r ’ r
{pE Pp  Pp pw} Ay, + {pN Pp  Pp ps] A
Tp—Tp TP —Iw YN —YP  YP —Ys

* * * * P
= { [ug — uy) Ay; + [vy, — vg] A:UZ}M (2.117)

Le componenti v’ e v’ delle correzioni di velocitd vengono calcolate secondo la
(1.101) che, integrata sui rispettivi volumi di controllo, diventa:

L / p’dA—/ P dA (2.118)
Aﬂ Vu L AE,I AP,:E ]

'0/ o' dV = — / P dA — p dA (2.119)
AY Jy, | JAn, Ap,

che in forma discreta, ed utilizzando le pit semplici espressioni del second’ordine
per I’integrazione e I’interpolazione, fornisce:

r
o, =20 (Pp — V) (2.120)
p (zp—2E)
’
p (yp —yn)
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Infine i valori della pressione e delle componenti di velocita alla fine del passo
temporale sono dati dalle (1.105) e (1.107):

P =pp +pp
ul T =kl (2.122)
ot =t o,

Per cio che riguarda la temperatura, questa viene ottenuta integrando sul VC la
(1.108), utilizzando lo stesso algoritmo di integrazione temporale delle (2.113), (2.114):

pcp/ t"+1dv+pcpy/t"+1w”~ndA—A7/Vt”“-ndA
Ad Jy A A

:—pcp(l—y)/t"w"-ndA—{—)\(l—’y)/Vt”-ndA (2.123)
A A

pCp n
— t"d
+A19/v 1%

Va osservato che le proprieta termofisiche sono state ritenute costanti, € quindi
portate fuori dai segni di integrale.

L’algoritmo di integrazione temporale tipo projection ora visto presenta molte va-
rianti possibili, quale ad esempio quella espressa dalla (2.80). Inoltre, la metodo-
logia illustrata puo servire, viste le notevoli somiglianze, come riferimento per altri
algoritmi di soluzione, come il SIMPLE e derivati.

2.8.2 Metodi accoppiati

I metodi segregati, sebbene convenienti dal punto di vista della richiesta di memoria
e del tempo di calcolo, possono dar luogo a problemi di convergenza quando 1’accop-
piamento fra le variabili ¢ molto pronunciato. Questo ¢ il caso, ad esempio, di alcuni
problemi di convezione naturale turbolenta, flussi multifase, flussi con reazioni chi-
miche efc.. Tali difficolta di convergenza si manifestano, quando I’interesse si limita
alla soluzione stazionaria (a regime), attraverso un aumento del numero di passi di
tempo o, in modo equivalente, nell’aumento del numero di iterazioni. In questi casi,
inoltre, non ¢ infrequente la necessita di dover adottare passi di integrazione tempo-
rale molto ridotti, pena I’'insuccesso (divergenza) del calcolo. Per questi casi difficili
puo risultare conveniente rinunciare all’approccio segregato, ed utilizzare una stra-
tegia di soluzione che preservi, in modo implicito, I’accoppiamento fra le variabili.
Per ridurre la memoria richiesta, le variabili risolte simultaneamente appartengono
tipicamente ad opportuni sotto-domini, che vengono visitati in sequenza, mentre si
utilizzano i valori pill recenti delle altre variabili. I sotto-domini sono usualmente
costituiti da:
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1. Un singolo VC, come schematizzato in figura 2.16-a. Si tratta di un estensione
del metodo iterativo di Gauss-Seidel a problemi con piu variabili, ed ¢ infatti
chiamato SCGS (Simmetrically Coupled Gauss-Seidel). Puo essere utilizzato

anche per griglie non strutturate.

2. Una linea, riga o colonna, di VC. Si tratta di un metodo limitato a griglie
strutturate, e fra i pitt comuni si cita il CELS (Coupled Equation Line Solver),

illustrato in figura 2.16-b.

O O O O O O O O
N e
o ?pi’j o 0 +~0—1~0—~0—1~0—~
Vi j-1
@] O @] @] @] O @] @]
(a) (b)

Figura 2.16: Variabili risolte simultaneamente nei metodi accoppiati: (a) SCGS; (b) CELS.

Vediamo ad esempio il metodo SCGS, limitatamente alle sole variabili pressione e
velocita nel caso bidimensionale stazionario. Le equazioni relative alle incognite di
figura 2.16-a, dove per convenienza ¢ stata usata la notazione indiciale, sono ottenute

direttamente dalle equazioni di quantita di moto:

u u
Ap, uig + A, iy + A, i1 + A, Ui
u u
+AG, uij—1 + (Piv1y — pij) Ay = S

u u u u
Ap_y jui-1j+ A,y uig + Ay, wiog + AN, U141

+AS,_, ui-1-1+ (i — pie1,5) Ay = Sity

v v v v
APMUZ}J' + AEi,jUH‘l:j + AWi,jvi_L]‘ + ANi,j Vi,j+1
+A5, Vi1 + (Pij+1 — pij) Az = S

AY Vij—1+ AY

v v
i Vit1-1 + Ay, vic1-1+ A Vi
+A%

ij—1

Vij—2 + (Pij — Pij—1) Azi = 5754

i,j—1

i,j—1
e dall’equazione di continuita che, integrata sul VC, fornisce:

(uij —ui-1,7) Ay; + (vij — vij—1) Az; =0
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Nelle (2.124 — 2.127) i coefficienti Ap, Ag, etc sono ottenuti nel modo solito, ma i
termini sorgenti non includono il termine relativo al gradiente di pressione, che inve-
ce ¢ stato scritto in modo esplicito. Le cinque equazioni cosi scritte costituiscono un
sistema lineare di cinque equazioni nelle cinque incognite w; 1 j, U j, Vi j—1, Vij €
Di,j- Sebbene si tratti di un sistema di piccola dimensione, la sua soluzione € eccessi-
vamente onerosa, considerando che il numero di tali sistemi ¢ pari al numero dei VC,
e che ¢ necessario procedere con pill iterazioni o passi di integrazione temporale. Per
poter semplificare il sistema, al fine di ottenere economicamente la soluzione per via
analitica, si adotta la seguente strategia:

1. Per le equazioni di quantita di moto, si portano nel termine noto tutti i contribu-
ti, con 1’esclusione del termine diagonale Ap e del contributo della pressione

pz,]

2. L’equazione di continuita viene mantenuta in forma completa.

Cosi facendo si ottiene il seguente sistema:

Ap_,,; O 0 0 Ay, Ui—1, i1,
0 Ap, 0 0 —Ay Ui j bi';
0 0 A?)z‘,jfl 0 A:L’Z' Vj,5—1 = ;),j—l (2.129)
0 0 0 Ap Az Vi b; ;
L —ij Ay]‘ —A.%’i Al’z 0 | Dij 0

I termini noti contengono tutti gli altri contributi che non appaiono esplicitamente
in forma matriciale, ad esempio:
u * . u
bij = —pit1,;8y; + 5i;
u * u * u * u *
— A, Uiv1; = AW, w1y — AN Ui — A g (2.130)

dove I’apice ’x’ sta ad indicare il valore piu aggiornato disponibile (in store). La
soluzione dell’equazione (2.129) & ottenuta attraverso la seguente sequenza di opera-
zioni:

r = _ij/qué;,L]: ro = Ay]/A}élJ
r3 = _Axi/A%i,jfl; T4 = A:L'I/A})g”

DEN = r1Ay; — roAy; + r3Ax; — raAz;
wi-1; = (b1 — Ayspig) [AB_, i wig = (0 + Ayspig) /AR,

Vi1 = (b1 — Awipj) [Ap, 5 vig = (0] + Azipij) [Ap,
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Il metodo SCGS ora illustrato & facilmente applicabile anche al caso di griglie non
strutturate, e puo essere efficacemente esteso risolvendo anche altre variabili, quando
queste siano strettamente legate al campo di moto, come ad esempio la temperatura
nei problemi di convezione naturale. La convenienza di tali metodi accoppiati deriva
soprattutto dal loro utilizzo contestuale ad un metodo multigriglia, ed ¢ seguendo
questa strategia che essi sono infatti adottati in alcuni programmi commerciali.

2.9 GEOMETRIE COMPLESSE: GRIGLIE
NON STRUTTURATE

La procedura di calcolo appena illustrata per griglie strutturate Cartesiane ¢ partico-
larmente semplice ed accurata, e di agevole implementazione, ed infatti ha trovato
applicazione in numerose ricerche di base e nelle prime versioni dei codici commer-
ciali. Essa, tuttavia, presenta il grave difetto di non poter essere utilizzata, se non con
drastiche semplificazioni, per le geometrie complesse di interesse industriale. Per
tale ragione, ¢ emersa la necessita di modificare il FVM in modo da affrontare anche
tali problemi. Ci0 ¢ stato fatto inizialmente ricorrendo a griglie strutturate curvilinee
(sez. 2.3.1), passando poi a griglie non strutturate. Nel primo caso, si utilizza una
trasformazione di coordinate, da x,y, z a £, 7, ¢, in modo da trasformare il dominio
in uno piu semplice, tipicamente parallelepipedo o, nelle griglie strutturate multi-
blocco, in pil parallelepipedi accoppiati, come illustrato al punto 2.3.1. Si tratta di
un approccio utilizzato in alcuni programmi commerciali, ma la tendenza attuale, da
parte dei produttori, ¢ quella di fornire la possibilita di utilizzare griglie non struttu-
rate. Per ragioni di spazio, e vista la maggiore generalita delle griglie non strutturate
(I'uso di griglie strutturate, o addirittura Cartesiane, rimane ovviamente garantito,
sebbene con minore efficienza computazionale), in quanto segue considereremo solo
griglie non strutturate.

Supporremo, per generalita, che il dominio di interesse venga discretizzato con una
griglia non strutturata, costituita da VC di forma poliedrica arbitraria con un numero
di facce n > 4, come illustrato in figura 2.17. Anticipiamo sin d’ora che, sebbene
tale flessibilita geometrica possa essere d’interesse in alcune applicazioni, ed a tal
proposito esistono generatori di griglia che la utilizzano, I’accuratezza maggiore si
ottiene con celle a forma di esaedri regolari. Operando con il metodo dei volumi
finiti, risultera inoltre evidente che non € necessario effettuare una trasformazione di
coordinate.

In figura 2.17, abbiamo indicato con Cj il centroide, o baricentro, del VC, definito
dalla:

/ (r—rg,)dV =0 (2.132)
v
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Figura 2.17: Generico volume di controllo.

dove r ¢ il vettore dall’origine del sistema di riferimento al generico punto del VC,
e V ¢ il volume di quest’ultimo. I centroidi delle celle adiacenti, quelli cioe con una
faccia in comune con il VC in esame, sono indicati con C, j = 1,...n, ed il vettore
d; definisce la congiungente da Cy a C;. Con ¢; abbiamo indicato il centroide della
faccia compresa fra Cj e C;, definito in maniera analoga alla (2.132):

/ (r—r;)dA=0 (2.133)
A.

J

e con A; il vettore area della faccia, cio¢ quel vettore il cui modulo ¢ pari all’area
della faccia, ed ¢ orientato lungo la normale rivolta verso I’esterno:

A; = Ajn (2.134)

Appare subito evidente che, in generale, i due vettori d; e A; non sono paralleli, e
che I’angolo da essi formato aumenta per griglie molto distorte. Inoltre, il punto di
applicazione di A j, cio¢ c;, ¢ in generale diverso dal punto ottenuto dall’intersezione
di d; con la faccia stessa. Come si vedra nel seguito, sara importante operare con
griglie nelle quali i due vettori siano il piu possibile paralleli e disposti lungo la
stessa retta, e cio¢ con griglie il piu possibile ortogonali, osservando che, nel FVM,
I’ortogonalita si misura fra congiungente i centroidi d;, e vettore area A ; della faccia
interposta.

Nel seguito si descrivera, nei suoi caratteri essenziali, la metodologia di calcolo ai
volumi finiti su griglie non strutturate, utilizzando ancora la generica equazione di
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trasporto quale riferimento, che integrata sul volume di controllo & data dalla:
0
—(pp)dV + | ppw-ndA= | 'Vp-ndA+ | sdV (2.135)
v oU A A v

In analogia a quanto visto per le griglie Cartesiane, considereremo singolarmente i
vari termini della (2.135), dopo aver prima definito alcuni aspetti della procedura di
calcolo.

2.9.1 Scelta delle componenti di velocita

Si ¢ gia visto che, nel metodo dei volumi finiti, le equazioni della quantita di moto
sono espresse in forma conservativa (cfr. Cap. 2), con cio intendendo che tutti i
termini delle equazioni possono venire rappresentati come divergenza di un vettore o
di un tensore. Si puo dimostrare, inoltre, che 1’utilizzo della forma conservativa delle
equazioni con il FVM, garantisce la conservazione globale della quantita di moto
anche nel calcolo discreto. Tuttavia, la forma conservativa delle equazioni richiede
di esprimere le componenti della quantita di moto in un sistema di riferimento fisso,
pena I’introduzione di campi di forza non-conservativi, secondo la definizione vista.

Per tale ragione, ¢ opportuno utilizzare componenti di tale tipo, ed in particolare
Cartesiane, che sono le pit semplici ed intuitive. Nel seguito, faremo riferimento a
grandezze (vettori e tensori) espresse in termini di componenti Cartesiane.

2.9.2 Disposizione delle variabili sulla griglia

Al punto 2.7.1 si ¢ visto come la disposizione sfalsata (staggered) delle variabili sul-
la griglia, garantisca un buon accoppiamento fra componenti di velocita e pressione.
Tuttavia, ¢ facile verificare che cio vale solo per griglie strutturate Cartesiane, per le
quali le componenti della velocita risultano normali alle facce dei VC. Per griglie non
strutturate, viceversa, sarebbe necessario memorizzare tutte le componenti della ve-
locita su ciascuna faccia. Si tratta di un procedimento utilizzato in passato da alcuni
autori, che perd risulta alquanto complicato per VC con un numero arbitrario di fac-
ce. L'utilizzo di componenti di velocita allineate localmente alla griglia (componenti
contravarianti), risolve tale problema, ma come visto sopra non sarebbe garantita la
conservativita globale della quantita di moto. Per tali ragioni, & ormai pratica diffusa,
nell’ambito del FVM su griglia non strutturate, rinunciare alla disposizione sfalsata
delle variabili, che vengono quindi co-locate tutte nel centro dei VC, come schema-
tizzato in figura 2.18. Cio semplifica di molto la gestione della struttura dati e la
programmazione, poiché ¢ necessario memorizzare le informazioni geometriche di
un solo set di volumi di controllo, ma ovviamente da nuovamente luogo ai problemi
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gia visti di debole accoppiamento fra il campo di velocita ed il campo di pressio-
ne. Per ovviare a tale inconveniente, come gia accennato, si utilizzano opportune
procedure di interpolazione.

Figura 2.18: Disposizione co-locata delle variabili per una griglia non strutturata.

In conclusione, nel metodo dei volumi finiti su griglie non strutturate, 1’utilizzo
di componenti Cartesiane della velocita, e la disposizione co-locata delle variabili,
rappresenta un buon compromesso fra semplicita di implementazione, accuratezza e
rispetto della conservativita, ed infatti trova applicazione nella gran parte dei codici
commerciali basati sul metodo dei volumi finiti (cfr. Cap. 7).

2.9.3 Quantita geometriche

Come visto in precedenza, il dominio di calcolo viene suddiviso in un numero fi-
nito di VC contigui attraverso una griglia. Questa, in analogia con il metodo degli
Elementi Finiti, definisce dei vertici (vertices) o nodi, che collegati due a due co-
stituiscono a loro volta gli spigoli (edges) dei VC. Come illustrato in figura 2.19,

Faccia (face)

Vertice o0 nodo
(vertex)

Figura 2.19: Elementi geometrici del volume di controllo.

gli spigoli definiscono le facce (faces) dei VC, che non sono necessariamente pia-
ne; tuttavia le loro proiezioni sui piani Cartesiani risultano indipendenti dalla forma
effettiva della faccia. Tali proiezioni altro non sono che le componenti Cartesiane
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del vettore area A, univocamente definito sulla base delle coordinate dei vertici della
faccia. Cio risulta chiaro se si osserva che qualunque faccia congiungente Ny, vertici
Vi,conl = 1... Ny, come schematizzato in figura 2.20, pud essere decomposta in
Ny — 2 triangoli con un vertice comune. Il vettore area A ; della faccia ¢ ottenuto
dalla somma dei vettori area dei triangoli che la compongono:

Ny

A= [(rvi, — 1) x (ry; —1vy)] (2.136)
=3

Figura 2.20: Determinazione del vettore area per una faccia del volume di controllo.

Ricordando che per un triangolo, quale ad esempio quello definito dai vertici V1, V5
e V3 in figura 2.20, la posizione del centroide, eq. (2.133), ¢ data dalla:

1
3 (rv, + ry, + ryy) (2.137)

il centroide della faccia ¢ ottenuto dalla media, pesata per la rispettiva area, dei
centroidi di tutti i triangoli utilizzati per la sua suddivisione:

123 =

Ny

1

g Z (rvl +ry_, +er) ’(rVZA - I'V1) X (er - er)‘
=3

(2.138)

r, =
J Ny

D o (evis, =) x (v — 1)

=3
Per cio che riguarda la valutazione del volume V' e del centroide r¢, di una cella,
¢ utile ricordare che il volume di un tetraedro, indicato in figura 2.21, ¢ dato dalla:
1

Vigza = 6 (er - I'V1) : [(rV2 - er) X (rV4 - er)] (2.139)
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Vi

Figura 2.21: Notazione utilizzata per il calcolo del volume di un tetraedro.

ed il suo centroide, inteso come vettore posizione, & pari alla media aritmetica dei
vettori posizione dei vertici:

rig3q = — (ry; +ry, + 1y +ry) (2.140)

| =

Il volume di un poliedro si puo quindi ottenere, come schematizzato in figura 2.22,
scomponendolo in tetraedri e sommando il contributo di ciascuno di questi:

Ny Ny,;

1
V = 6 Z Z (er — I‘me) . [(er‘,l—l — rvref) X (I‘VN — I‘me)] (2.141)

i=1 [=3

dove N rappresenta il numero delle facce del poliedro, Ny; il numero di vertici della
faccia i-esima, e V.. un vertice (o qualunque altro punto) di riferimento arbitrario.

\]rcf

Figura 2.22: Scomposizione di un poliedro in tetraedri.
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La posizione del centroide puod anche qua ottenersi dalla media pesata, con il rispet-
tivo volume, dei vettori posizione dei centroidi dei tetraedri costituenti il poliedro:

NNV,Z-
11 <

rcy, = BYRYd ; ZZ:; (rVref +ry, +ry, , + rVi,l)

{(rvi —rvg) - [(vsy —rviy) < (o, =)l (2142)
Infine, va osservato che, sfruttando I’identita:
Vr =V (zi+yj+zk) =3

dove i, j e k sono i versori degli assi Cartesiani, il volume della cella si puo calcolare,
in modo molto conveniente, sfruttando il teorema di Gauss:

1 1 1<
vzB/VVrdVZB/Ar-ndAZBZ;ri.niAi (2.143)

Con considerazioni analoghe, attraverso una derivazione un po pill complessa, si puo
dimostrare che il centroide puo valutarsi con la relazione:

Ny
32 (I‘i . ni) r; A,
=1

Ny
42[‘2‘ * 1y Al
=1

Le espressioni (2.143) e (2.144) sono in generale approssimate, ma risultano esatte
per celle aventi facce triangolari o quadrilatere piane.

rc, (2.144)

In considerazione della possibilita di suddividere il dominio in VC caratterizzati
da numero arbitrario di facce, ¢ comune 1’adozione, nell’implementazione, di una
struttura dati basata sulle facce, anziché basata sui VC o sui nodi. In tal modo & piu
agevole, ad esempio, considerare celle e combinazioni di celle quali quelle rappre-
sentate in figura 2.23: per ciascuna faccia ¢ sufficiente conoscere le celle adiacenti
C} e Uy, ed il vettore d’area A, per poter valutare i flussi convettivo e diffusivo.

Tuttavia, non tutti i generatori di griglia possono operare con VC di forma arbitra-
ria, e le tipologie di celle pit comuni sono quelle riportate in figura 2.24.

La valutazione numerica degli integrali, di superficie e di volume, che appaiono
nella (2.135), richiede la conoscenza delle coordinate dei centroidi dei VC, Cj, e
delle facce, c;. E inoltre necessario conoscere il vettore d’area di ogni faccia, A, e
il volume V' del VC. Questi dati vengono in genere forniti dai generatori di griglia, e
memorizzati in un file. Altrimenti si puo procedere alla loro valutazione, attraverso
le (2.136) - (2.144), note le coordinate dei vertici V; del CV.
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Figura 2.23: Alcune possibili forme dei volumi di controllo.

SRORSZAN

Figura 2.24: Forme piu comuni dei volumi di controllo: (a) tetraedro; (b) piramide; (c)
prisma; (d) esaedro.

2.9.4 Distribuzione spaziale delle variabili

Tutte le variabili dipendenti, ed anche i valori delle proprieta termofisiche, sono de-
finite nei centroidi dei VC. Tuttavia, per calcolare gli integrali di superficie, ¢ neces-
sario disporre del loro valore nei centroidi delle facce. A tale scopo, si suppone una
variazione lineare della variabile ¢ all’interno della cella:

¢ =¢c, + (Vo)g, - (r —rc,) (2.145)

dove (Vo) ¢, indica il gradiente valutato in Cj, costante su tutto il volume di con-
trollo. L’espressione (2.145), tuttavia, fornisce un valore diverso di ¢ sulla faccia, a
seconda di quale dei due VC questa si consideri appartenente. Per tale ragione, come
illustrato in figura 2.25, viene adottata una formulazione un po pit complessa che
pero, in analogia al caso Cartesiano, garantisce perfetta simmetria:

1 1
¢ =35 (pcy + dc;) + 3 [(V¢)co ~(rj —rey) + (Vo)g, - (rj —1¢;) | (2.146)
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dove il pedice j indica la faccia compresa fra i VC Cy e C';, adiacenti a tale faccia.
Il primo termine a destra del segno uguale, nella (2.146), fornisce il valore della

Figura 2.25: Valutazione del valore della variabile a centro faccia.

variabile nel punto medio della congiungente i centroidi, mentre il secondo termine
tiene conto del fatto che il centroide della faccia non coincide, in generale, con il
punto medio.

2.9.5 Integrali di superficie e di volume

L’equazione (2.135) dev’essere integrata su ogni VC, analogamente a quanto visto
per le griglie Cartesiane. Per gli integrali di superficie e di volume, a causa della com-
plessita nell’adottare approssimazioni di ordine elevato per VC di forma arbitraria,
si adottano usualmente schemi del second’ordine, che, per le applicazioni industriali
della CFD, sono ritenuti adeguati. In particolare la formula del punto medio richiede
la conoscenza della funzione integranda al centro del dominio di integrazione. Sulla
base delle (2.132) e (2.145), ed utilizzando la formula del punto medio, risulta:

/ odV = ¢c, AV (2.147)
14
/ pdA =~ ¢;A; (2.148)
4;
/ Vé-dA ~ (Vo) - A, (2.149)
Aj
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2.9.6 Calcolo del gradiente

L utilizzo delle espressioni (2.145) e (2.146), necessita della conoscenza del gradien-
te nel centroide di ogni cella. Inoltre, anche la valutazione del termine diffusivo
nella (2.135), attraverso la (2.149), richiede di conoscere il gradiente di ¢ nel cen-
troide della faccia. Si vedra infine che anche il calcolo del termine convettivo, usando
sia I’espressione (2.146) che la formulazione upwind-biased (2.179), necessita della
conoscenza del gradiente. Vi sono diverse strategie, adottate nei programmi com-
merciali 0 open source, per ottenere (ricostruire) tale grandezza sulla base dei soli
valori della variabile sui centroidi. Quelle indicate nel seguito rappresentano alcune
delle alternative piu diffuse.

Metodo di Gauss-Green

Indicando nel seguito, per brevita, con ¢, ¢y, € ¢, le componenti del gradiente
di ¢ in Cj, osserviamo che possiamo considerare ¢, come la divergenza del vettore
@i, e trasformare I’integrale di volume in un integrale d’area sulla base del teorema
di Gauss:

%Av%/ qudV—/ V-((bi)dV—/qbi-dA%Z%Aj,r (2.150)
1% 1% A J

dove A;, = (i-A;) ¢ la componente lungo z del vettore area. Procedendo in maniera
analoga per le altre componenti del gradiente si ottiene:

¢xoi+¢yoj+¢20k
- >0 Aja - > 05 Ajy - 2205 Aje N

AV N AV @151)
ed in forma compatta:
5, 0 A
(Vo)e, = ng/ Z (2.152)

Rimane da stabilire come valutare il valore della variabile sulla faccia, ¢;. Vediamo
i due approcci pitt comuni.

Metodo di Gauss-Green cell-based

I1 valore della variabile sul centroide della faccia, ¢;, viene assunto pari alla media
aritmetica del valore di ¢ delle due celle aventi la faccia in comune

1
$; = 5 (¢00 + b0;) (2.153)
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oppure, in modo pil accurato, esso viene valutato come media pesata (weighted
interpolation) con la distanza

¢j = Adc, + (1 = Mg, (2.154)
con
AZEQ;&L (2.155)
‘I'Cj - r00|

Questo approccio ¢ semplice ed economico da implementare, ma da luogo ad un
errore del second’ordine solo se i vettori (rc; —r¢,) e A; sono allineati. Altrimenti
¢ possibile utilizzare una procedura di correzione di tipo iterativo.

Vale la pena notare che la (2.152), assieme alla (2.153) fornisce un valore del gra-
diente, in Cj, che non dipende da ¢¢,,. Cid puo essere facilmente verificato per 1’e-
sempio di figura 2.26, nella quale ¢ rappresentato un volume di controllo generico,
assieme ai VC adiacenti (per semplicita si ¢ considerata una griglia bidimensionale,
che puo venire considerata come una griglia costituita da un unico strato di celle di
spessore arbitrario).

Figura 2.26: Generico volume di controllo per una griglia non strutturata.

Utilizzando I’espressione (2.153) nella (2.152), con riferimento alla figura 2.26, si
ha:

~ 1 (¢C() + ¢Cl)
¢x0 ~ AV |: 2 Al,x

+ (¢Co + ¢CQ)A2$ + (¢Co + ¢C3)A37$]

2.156
2 ' 2 ( )

1 oy T 9y
b~ 5 [(éf?o ! b )A1,y

(¢Co + (bC'z) (¢Co + ¢C’3)A3 ]
Y

* 2 2

Ay + (2.157)
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e semplificando:

1

d)xo ~ m [¢Cl ALIE + ¢CQA2,$ + ¢03A3,r] (2158)
1

¢yo ~ m [¢C’1A1,y + (ZSCQAZ,y + (ngAS,y] (2159)

Figura 2.27: Metodo di Gauss-Green cell-based: valore di ¢; come media - o media pesata
- sui due centroidi.

Il metodo di Gauss-Green cell-based appena descritto, per la valutazione dei gra-
dienti, ¢ accurato solo per griglie Cartesiane, o comunque strutturate orfogonali,
mentre ¢ piuttosto impreciso per griglie non-uniformi e griglie non strutturate co-
stituite da celle di tipo diverso, quale ¢ il caso delle griglie ibride (cfr. 2.9.11).

Metodo di Gauss-Green node-based

Un secondo approccio, pitt accurato ma nel contempo piu oneroso dal punto di vista
computazionale, consiste nel valutare il valore della variabile al centro della faccia,
¢;, tramite la media aritmetica sugli Ny ; nodi (vertici) che definiscono la faccia
Jj-esima, come illustrato in figura 2.28:

> o (2.160)

A sua volta il valore della variabile sul nodo V, ¢y, ¢ ottenuto tramite media pe-
sata degli N¢ y valori di ¢ nei centroidi delle celle che definiscono il nodo. Nella
formulazione pit semplice il peso ¢ assunto pari all’inverso della distanza fra il nodo
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(vertice) ed il centroide della cella:

dv = ]éj/ : 2.161)
e

Figura 2.28: Metodo di Gauss-Green node-based: valore di ¢; come media sui nodi (verti-
ci).

Un terzo approccio, anch’esso accurato ma oneroso, ¢ basato sulla valutazione del
gradiente tramite un’approssimazione ai minimi quadrati, descritta nel seguito.

Metodo ai minimi quadrati

La relazione (2.145), che fornisce la legge di variazione lineare della generica varia-
bile ¢ all’interno della cella, puo essere scritta in forma esplicita:

¢ = ¢y + Pao (T — T0,) + Pyo (Y — yco) + 02 (2 — 2¢0) (2.162)
Imponendo che questa relazione sia valida non solo sulla cella in esame, ma, come

illustrato in figura 2.29, descriva I’andamento spaziale della variabile sino ai centroidi
delle celle adiacenti, si ha:

(Z)Cj = ¢Co +¢x0 (ij - xCQ) +¢yo (yC] - yCO) + ¢Z() (ch - ZCQ) -Ty (2163)

dove r; ¢ il residuo. Questo ¢ introdotto poiché ¢ impossibile risolvere esattamente
il sistema di tre equazioni, nelle tre incognite ¢, ¢y, € ¢-,, se la cella ha piu di tre
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celle vicine, dato che il sistema ¢ sovradeterminato. La (2.163) pud venire espressa
in forma compatta:

Tj = Qg doj + Gyo dyj + Gz dzj — A (2.164)
dove:
Aj = oo, — bcy
dsj = Tc; — TCy (2.165)

dyj = ij — Yy
dzj = zc; — 20,

Figura 2.29: Ricostruzione del gradiente con il metodo dei minimi quadrati.

Il quadrato del residuo definito dalla (2.164) si traduce quindi nella:
15 = A%+ (G dug)® + (byo dyy)” + (62 dzj)
—2 (Aj Do daj + Dj Pyo dyj + Aj Pz dzj) (2.160)
+2 (d)ro (Z)yo drj dyj + Oz Pz da?j dzj + (byo bz dyj dzj)

che sommato per tutte le nb (neighbours) celle adiacenti (v. figura 2.29) fornisce:
nb
R=> r} (2.167)
j=1

Questa viene minimizzata ai minimi quadrati, cio¢ cercando i valori di ¢, ¢y, €
¢, che minimizzano R, e ci0 si ottiene quando:

OR
=0
Oay
OR
=0 (2.168)
Oy,
OR
=0
06
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Sviluppando e raccogliendo:

nb . } nb
By (daj)® + byo duj dyj + G daj | = > Ao
=1 B j=1
nb i nb
g dj dyj + Byo (dyj)* + bz dyjdoj| =Y Ajdy;  (2.169)
Jj=1 : j=1
nb _ } nb
Gzg dwj de + gbyo dyj dzj + szo (dzj)2 = Z Aj dzj
J=1 N j=1

Esprimendo la (2.169) in forma matriciale:

[ nb nb nb T ( nb
D (dej)* Y dajdy; Y dajd; DA da
j=1 j=1 j=1 j=1
nb nb nb quo nb
2
D dajdy; > (dyi)? D dyidzg | § byy =4 D _Ajdy; (2.170)
j=1 j=1 j=1 D2 j=1
nb nb nb nb
D dujdey Y dyidzg > (deg)? > A dz
Lj=1 j=1 j=1 i L j=1
e con simbologia compatta
Do V¢c, =1 (2.171)
Finalmente il gradiente puo essere calcolato dalla:
Voo, =Dy fo (2.172)

Si puo notare che Dg ¢ una matrice simmetrica 3 x 3, i cui elementi dipendono
solo dalla griglia. Pertanto ¢ necessario calcolare la matrice inversa D ! con griglia
indeformabile, solo all’inizio del calcolo. La ricostruzione del gradiente col metodo
dei minimi quadrati richiede quindi di memorizzare, ed invertire, la matrice Dg per
ogni cella, per un totale di 6 x N numeri reali, con /N numero totale di celle.

E forse utile aggiungere alcune osservazioni sul metodo di ricostruzione del gra-
diente ai minimi quadrati ora esposto.

* Per griglie molto distorte la matrice D¢ puo risultare mal condizionata, e per-

cio alcuni autori hanno suggerito I’adozione di una metodologia di soluzione
basata sulla fattorizzazione QR (fattorizzazione della matrice di partenza nel
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prodotto di una matrice ortogonale Q e una matrice triangolare superiore R

tramite il processo di Gram-Schmidt). L’altra possibilita ¢ quella di introdurre
dei pesi inversamente proporzionali alla distanza delle celle vicine.

* Il metodo ¢ caratterizzato da un’accuratezza del primo ordine per griglie costi-
tuite da celle di forma arbitraria, ed ¢ inoltre consistente, cioe il gradiente di
una funzione lineare & calcolato esattamente per qualunque tipo di cella. Esso
¢ percio particolarmente adatto a trattare griglie ibride (cfr. 2.9.11).

2.9.7 Termine transitorio

Per I’integrazione del termine transitorio nella (2.135), vale quanto visto al punto 2.5,
e percio la procedura, ed il risultato, dipende dallo schema di integrazione temporale
adottato. Comunemente, per problemi stazionari o con lente variazioni temporali, &
sufficiente 1I’adozione dello schema di Eulero implicito del primo ordine, altrimenti,
per flussi con rapide variazioni temporali, risulta conveniente lo schema di Crank-
Nicolson del second’ordine. In ambedue i casi, per il termine transitorio, si ha:

9 9 AV n+1 n
/V 59 (PO AV = 5 (pc, 9y AV) = pey 15 (qbcj — %) (2.173)
2.9.8 Termine sorgente

L’integrazione del termine sorgente non presenta difficolta particolari, ed infatti sulla
base della (2.147) si ha:

/ sdV & sg, AV (2.174)
14

Qualora il termine sorgente dipenda dalla variabile stessa, si procede alla sua linea-
rizzazione secondo la (2.19).

2.9.9 Flusso convettivo

I termine convettivo viene calcolato considerando il contributo di tutte le facce
costituenti il VC:

/p¢w. dA:Z/ pow - dA (2.175)
A T A,

e, sulla base della (2.148):
Z/ pow - dA ~ ) "1 ¢ (2.176)
i A i
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dove 7i; rappresenta la portata di massa attraverso la faccia A;:

iy = [ v dAR gy (w - A) @17
A.

J

Nelle relazioni ora viste, si ¢ assunto implicitamente di linearizzare il termine con-
vettivo, nel caso in cui ¢ rappresenti una delle componenti di velocita, attraverso il
metodo di Picard, eq. (2.112). Per la valutazione di ¢; ¢ possibile adottare la (2.146),
che corrisponde allo schema CDS descritto per le griglie Cartesiane. Tuttavia, anche
in questo caso, tale approssimazione puo dar luogo ad instabilita ed oscillazioni (wig-
gles), ed anche a difficolta di convergenza. La migliore cura, in tal caso, ¢ costituita
dal raffinamento selettivo della griglia, che perd pud raramente essere adottata nelle
applicazioni industriali. Un’alternativa, anche qua, ¢ costituita dall’adozione dello
schema upwind del prim’ordine (UDS), che si traduce nella:

{m se (w;-Aj) >0
¢ =

¢c;  se (wj-Aj) <0 G479

Tuttavia, come gia osservato, lo schema UDS introduce una notevole diffusivita
artificiale e quindi, in generale, non dovrebbe essere utilizzato.

In analogia con quanto visto per le griglie Cartesiane, eq. (2.34), ¢ possibile anche
qua adottare uno schema upwind di ordine piu elevato, definito dalla:

b = dcy +(V)g, - (rj —1rc,) se(wj-Aj) >0
T b + (Vo) - (rj—re;)  se(wj-Aj) <0

J

(2.179)

ed ottenuto attraverso un’espansione in serie di Taylor di ¢ a partire dal centroide a
monte.

In generale, pero, viste le difficolta di utilizzo di schemi di interpolazione di ordine
elevato con le griglie non strutturate, ¢ comune ricorrere a schemi misti, attraverso
un fattore di blending v compreso fra 0 e 1:

b5 =105+ (L= 67 = o7 + [y (07— 07') (2.180)

dove v = 1 corrisponde allo schema CDS del second’ordine, equazione (2.146), e
~v = 0 corrisponde allo schema UDS del primo ordine, equazione (2.178). In analogia
al caso Cartesiano, abbiamo indicato con ob uno schema di ordine basso (UDS), e con
oe uno schema di ordine elevato. Anche in tal caso, si utilizza la (2.180) in modalita
correzione differita (cfr. paragrafo 2.4.4), ponendo nel termine noto il contributo in
parentesi quadre.
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2.9.10 Flusso diffusivo

Anche il termine diffusivo, al secondo membro della (2.135), viene calcolato consi-
derando il contributo di tutte le facce costituenti il VC:

/Fng-dA:Z/ I'Vé-dA (2.181)
A T A,
e, sulla base della (2.149):

Z/A IVé-dAx) T;(V9);- A, (2.182)
J J j

Il valore di (V¢) o cioe il gradiente sulla faccia j, viene approssimato tramite la:

[(W)oo + (Wﬁ)cj} (2.183)

N

(Vo) j
che sostituito nella (2.182) risulta:

Z/A I'Vg-dA = %er {(qu)co + (Vcb)cj] -A; (2.184)
i j

Raccogliendo, ed osservando che ;TjAj ~ 0, ed in particolare I > ;Aj = 0nel
caso di proprieta termofisiche costanti, otteniamo 1’espressione del flusso diffusivo
per il volume di controllo Cp:

1
/AFqudAz 2zj:rj (Vo) - Aj (2.185)

L’espressione ora ricavata, ricordando le osservazioni fatte nella valutazione del gra-
diente, presenta due inconvenienti:

1. Abbiamo incluso VC non adiacenti (second neighbors) nella discretizzazione,
il che comporta maggiori complessita nell’indicizzazione e memorizzazione
della matrice dei coefficienti risultanti.

2. Sebbene i contributi dei VC adiacenti (first neighbors) siano formalmente pre-
senti nella (2.185), essi si cancellano a vicenda, con la conseguenza di dar
luogo a soluzioni con oscillazioni non fisiche (wiggles o checkerboarding).
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Figura 2.30: Discretizzazione del termine diffusivo per la cella Cy: solo i VC ombreggiati
contribuiscono con coefficienti non nulli.

A scopo illustrativo, in figura 2.30 sono indicati i VC che contribuiscono alla discre-
tizzazione del termine diffusivo per la cella Cj.

La cura comunemente adottata, per la soluzione di questi problemi, consiste nel-
I’utilizzare un’espressione modificata per il gradiente, che includa I’effetto delle
celle adiacenti nella discretizzazione. Ad esempio, un’espressione frequentemente
utilizzata ¢ la seguente:

bc; — by, A (VCZ))]‘ -d; A; > (2.186)

Vo). = (Vo). _
Vo= o+ (g R~ e g
dove il primo termine a destra rappresenta il gradiente sulla faccia j valutato con la
(2.183), accurato al second’ordine. Il primo termine in parentesi introduce I’influen-
za delle celle vicine, ma ¢ accurato al primo ordine, ed infatti il termine successivo
corregge tale errore. Complessivamente, il termine in parentesi rappresenta la dif-
ferenza fra la derivata della variabile in direzione d;, valutata con un’espressione
alle differenze centrali, e il valore della derivata in tale direzione ottenuto dall’inter-
polazione dei gradienti sui centroidi dei VC. (Per sincerarsene, basta osservare che
I’approssimazione ¢c; — ¢c, ~ (Vo) ; -~ dj ¢ tanto meno accurata, quanto piu la
griglia ¢ distorta e lontana dall’ortogonalita).

Con tali modifiche, I’espressione discreta del flusso diffusivo, scritta utilizzando la
correzione differita (punto 2.4.4), diventa:

o, — b
A j J

(Vo);-d; A,
A vl e B
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nella quale il primo termine a destra, contenente ¢¢, € ¢¢;, viene trattato in modo
implicito, e quindi contribuisce alla matrice dei coefficienti, mentre 1’espressione
in parentesi quadra, nota con il nome di termine cross-diffusivo, ¢ trattata in modo
esplicito, e quindi espressa in funzione dei valori della variabile al passo di tempo (o
iterazione) precedente, e sommata al termine noto.

La procedura ora descritta per la discretizzazione del termine diffusivo costituisce
la base di alcuni codici commerciali ed open source, ed il suo vantaggio principale
¢ costituito dalla notevole semplicita, che si traduce in facilita di implementazione e
buona efficienza computazionale. Tuttavia, essa presenta anche alcuni difetti:

* L’accuratezza del metodo, e le proprieta di convergenza, si riducono per griglie
lontane dall’ortogonalita: per esse, infatti, aumenta il contributo del termine
cross-diffusivo.

* Per griglie molto distorte il termine cross-diffusivo puo addirittura diventare
negativo, con conseguenze catastrofiche per variabili definite positive, quali ad
esempio I’energia cinetica turbolenta.

* Le griglie a tetraedri sono meno accurate, con la discretizzazione vista, rispetto
a griglie costituite da soli esaedri. Le prime, tuttavia, sono spesso preferite per
ragioni legate alla facilita di generazione automatica della griglia, ed eventuale
utilizzo di griglie adattive.

2.9.11 Griglie ibride

L approccio FVM per griglie non strutturate, appena descritto nelle sue linee essen-
ziali, &, oltre che robusto e semplice nell’implementazione, molto diffuso, e ci0 ¢
dimostrato dal fatto che esso ¢ stato adottato, pur con qualche variante, in numerosi
pacchetti CFD.

Esso, tuttavia, presenta un inconveniente, spesso non indicato chiaramente in lette-
ratura, qualora venga utilizzato con griglie a tetraedri, in 3D, o a triangoli in 2D. In
pratica, nel calcolo di flussi turbolenti con modelli RANS o LES (cfr. Cap. 4), il cen-
troide delle celle di calcolo disposte sulle pareti solide deve trovarsi ad una distanza
y T, da queste ultime, compresa in un range opportuno. Cio si traduce, quasi sempre
nei problemi applicativi, nella necessita di schiacciare le prime celle in prossimita
delle pareti, poiché 1’uso di griglie equispaziate condurrebbe ad un aumento intolle-
rabile del numero di celle. La situazione ¢ illustrata in figura 2.31 per una generica
griglia non strutturata 2D a triangoli. Se tale griglia venisse utilizzata con il metodo
degli Elementi Finiti (cfr. Cap. 3), come schematizzato in figura 2.31-a, non vi sa-
rebbero problemi di stabilita, poiché tutti i nodi, indicati nel particolare, darebbero
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un contributo alla riga della matrice corrispondente al nodo in esame, indicato con
simbolo pieno (vi sarebbero, eventualmente, problemi legati alla ridotta accuratezza
di elementi molto allungati).

Viceversa, nel FVM qua descritto, la molecola di calcolo, come illustrato in figu-
ra 2.31-b, risulta molto deformata, ed in particolare alcune rette congiungenti i centri
delle celle formano un angolo rilevante con le normali alle facce e, nel caso limite di
celle molto allungate, possono risultare quasi parallele alle facce stesse. Cid provoca
alcune gravi conseguenze:

* Aumenta il contributo del termine diffusivo esplicito, quello in parentesi qua-
dre nell’equazione (2.187), e si riduce il termine implicito. Cio peggiora la
convergenza, poiché si riduce il peso della diagonale principale nel sistema di
equazioni, ed in casi estremi porta alla divergenza del calcolo.

¢ Aumenta il contributo dei termini cross-diffusivi che, come gia osservato, pos-
sono talvolta diventare negativi. Cio riduce I’accuratezza che, si ricorda, au-
menta per griglie prossime all’ ortogonalita.

* Si puo dimostrare che, per le equazioni di quantita di moto, diminuisce I’accu-
ratezza nel calcolo del gradiente di pressione in prossimita delle pareti solide.

() (b) (©)

Figura 2.31: Particolare della griglia non strutturata in prossimita di una parete solida: (a)
elementi finiti; (b) volumi finiti; (c) volumi finiti con griglia ibrida.

Una possibile soluzione a questi problemi & rappresentata dall’utilizzo di griglie
ibride (hybrid grids), cioe utilizzare esaedri e/o prismi (rettangoli in 2D) per i primi
strati di celle, e tetraedri (triangoli in 2D) al centro del dominio. In tal modo, co-
me illustrato in figura 2.31-c, la molecola di calcolo ¢ molto piu regolare, a causa
dell’ortogonalita fra le normali alle facce e le congiungenti i centroidi. Ci0 spiega
I’opportunita di utilizzare griglie ibride, anziché griglie a soli tetraedri, come con-
fermato dalla gran parte dei prodotti commerciali, che ne prevedono la generazione
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automatica quale opzione, come esemplificato in figura 2.32. L’altra ovvia possibilita
¢ quella di adottare, qualora possibile, griglie non strutturate o strutturate a soli esae-
dri, ed anche questa ¢ una possibilita offerta da numerosi pacchetti CFD, e prodotti
specifici per la generazione di griglie.

S U AT A A T ATAN VALY = i
s 7N A N QS AV BVAWE AP, N = 5" AY \VAN
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N R e A AVA S AV 2

Figura 2.32: Esempio di griglia ibrida utilizzata per un tratto di tubazione.

2.9.12 Condizioni iniziali ed al contorno

Riportiamo alcune considerazioni riguardo la formulazione di appropriate condizioni
iniziali ed al contorno.

Condizioni iniziali

Nel caso di problemi non stazionari, ¢ necessario fissare i valori delle variabili all’i-
stante iniziale. Se interessa solo il comportamento periodico a regime (es. motori
a combustione interna, organi rotanti di macchine ecc.), tali valori possono essere
arbitrari, ma ¢ necessario integrare per un tempo adeguato, in modo da eliminare gli
effetti dovuti alle condizioni iniziali.

Talvolta, per innescare alcuni fenomeni, quali ad esempio separazioni non stazio-
narie degli strati limite, & conveniente perturbare la soluzione con opportuni disturbi,
quali ad esempio rumore bianco.

Per problemi stazionari, I’utilizzo di condizioni iniziali il pitl possibile prossime
alla soluzione cercata, rende ovviamente pitt economico il calcolo, e riduce il rischio
di fallimento (divergenza). Tali condizioni iniziali possono ottenersi risolvendo, ad
esempio, problemi semplificati (es. flussi e scambi termici puramente diffusivi o a
ridotto numero di Reynolds), oppure dall’interpolazione della soluzione di problemi
pil economici (es. griglia rada, problema bidimensionale).
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Condizioni al contorno

Si osservi che, a differenza di quanto accade nelle griglie strutturate Cartesiane, ¢
necessario tener conto che le componenti Cartesiane della velocita non sono general-
mente allineate con le facce delle celle sul contorno.

Con I’avvertenza di cui sopra, e rimandando alla bibliografia per ulteriori dettagli,
va osservato che, nel FVM su griglie non strutturate, I’imposizione di condizioni al
contorno non pone particolari difficolta. Come gia accennato al punto 2.4.6, per tali
griglie non si fa uso di celle fantasma, ed in generale gli integrali sulle facce dei VC
sul contorno vanno espressi, come nel caso Cartesiano, in funzione delle condizioni
al contorno e dei valori delle variabili nei centri dei medesimi VC.

Con condizioni al contorno di Dirichlet, il flusso convettivo & immediatamente
disponibile, mentre il flusso diffusivo richiede di approssimare il gradiente sul con-
torno. Viceversa, con condizioni al contorno di Neumann, ¢ immediatamente dispo-
nibile il valore del flusso diffusivo, mentre il valore della variabile, necessario nel
caso di condizione al contorno convettiva, viene ricavato in base all’approssimazione
(discreta) del gradiente. Le condizioni al contorno sulle pareti solide, nei problemi
di flusso turbolento, dipendono dal modello di turbolenza adottato, e dalle modalita
di trattamento della zona di parete (cfr. Cap. 4).

Dopo aver assemblato, per ogni VC, tutti i termini che appaiono nella (2.135), si
ottiene un’equazione algebrica lineare, che collega 1’incognita ¢ nel VC stesso con
quella dei VC adiacenti, analoga alla (2.48), e qui ripetuta per comodita:

Aogo + Z Appbnp = So (2.188)
nb

dove con nb si intende ancora che la sommatoria va estesa ai VC adiacenti, il cui
numero pero, a differenza del caso di griglie strutturate, varia da cella a cella.

I coefficienti che appaiono nella (2.188) dipendono dalle approssimazioni usate,
e contengono i contributi, visti in precedenza, dei flussi convettivi e diffusivi, del
termine non stazionario, e del termine sorgente. La matrice risultante, ottenuta scri-
vendo la (2.188) per ogni VC, ¢ in tal caso sparsa, e viene di solito risolta con metodi
iterativi.

2.10 SOMMARIO

In questo capitolo sono state esposte le basi del metodo dei volumi finiti, dapprima
con riferimento alle griglie Cartesiane, e poi per griglie non strutturate arbitrarie. Nel
primo caso ¢ stato affrontato il problema del trasporto convettivo e la convezione in
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deflussi bidimensionali, mentre nel secondo ¢ stato affrontato il solo problema del
trasporto convettivo.

* E stata considerata la generica equazione di trasporto convettivo-diffusivo,
rappresentativa delle equazioni di conservazione.

¢ Si ¢ illustrata I’idea di base del metodo dei volumi finiti, cio€ 1’uso della for-
mulazione integrale dell’equazione di conservazione per un generico volume
di controllo.

* Le diverse tipologie di griglie utilizzabili con il metodo dei volumi finiti so-
no state descritte, ed in particolare, per le griglie Cartesiane, ¢ stata illustra-
ta la suddivisione del dominio in volumi di controllo, e la disposizione delle
variabili.

* Considerando dapprima il caso stazionario, ¢ stata descritta la formulazione
dell’equazione discreta per ciascun volume di controllo, considerando i vari
contributi. Particolare attenzione ¢ stata posta nelle tecniche d’interpolazione
necessarie a valutare i contributi dei flussi diffusivo e convettivo.

* Sono stati illustrati due diversi approcci per il trattamento delle condizioni al
contorno, e le corrispondenti modifiche all’equazione algebrica finale.

* Con riferimento all’equazione di trasporto nel regime non stazionario, sono
state illustrate le metodologie piu diffuse per I’integrazione temporale.

* Sono stati forniti alcuni elementi utili a distinguere la notevole varieta di me-
todi, diretti ed iterativi, disponibili per la soluzione dei sistemi di equazioni
lineari risultanti dalla discretizzazione.

* Infine, dopo alcune considerazioni sulla possibile disposizione delle variabili
sulla griglia nei problemi termofluidodinamici, si sono illustrate, nelle linee
essenziali, le due principali modalita di soluzione, segregata ed accoppiata,
delle equazioni di Navier-Stokes per griglie Cartesiane bidimensionali.

» Sono state descritte le caratteristiche principali delle griglie non strutturate, di
tipo co-locato ai volumi finiti, e sono stati forniti gli elementi per poter valutare
le quantita geometriche necessarie.

* Sono stati illustrate alcune metodologie, fra le piu diffuse, per la ricostruzio-
ne del gradiente su griglie non strutturate ai volumi finiti con celle di forma
arbitraria.
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* Con riferimento alla generica equazione di trasporto convettivo-diffusivo,
stata affrontata e descritta la formulazione discreta dei vari contributi, ed
stata giustificata I’opportunita di utilizzo di griglie ibride.

2.11 NOMENCLATURA

A area; coefficiente dell’equazione discreta

A vettore area; matrice dei coefficienti

Cp calore specifico a pressione costante

g vettore accelerazione di gravita

9z Gy componenti Cartesiane del vettore accelerazione di gravita
i,j,k versori degli assi di riferimento Cartesiani

J vettore flusso specifico

J. vettore flusso specifico convettivo

J, vettore flusso specifico diffusivo

matrice triangolare inferiore

portata di massa

matrice di iterazione

normale alla superficie orientata verso I’esterno
numero totale di incognite

numero di facce della cella

i numero di volumi di controllo in direzione x ed y
numero di vertici della faccia

pressione

matrice di precondizionamento

potenza termica generata per unita di volume
vettore dei residui; vettore di

termine sorgente nell’equazione differenziale
termine sorgente nell’equazione algebrica
vettore dei termini noti

temperatura relativa

componenti Cartesiane del vettore velocita
componenti Cartesiane del vettore velocita di tentativo
matrice triangolare superiore

volume

vettore velocita

coordinate Cartesiane

coefficiente di convezione

coefficiente di dilatazione volumica
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> H=

14
Ax, Ay
A

ARSI

x> ¢y, ¢Z

B T >R

b

3

8@@&@@

tolleranza

fattore di interpolazione spaziale; fattore di pesata temporale
proprieta di trasporto molecolare

volume della cella per una griglia non strutturata
dimensioni del volume di controllo

passo di tempo

errore di convergenza

generica quantita scalare

componenti Cartesiane del gradiente di ¢

tempo

indice di condizionamento della matrice
conducibilita termica; coefficiente di interpolazione
viscosita dinamica

densita

vettore delle incognite

al contorno

al centroide della faccia per griglie non strutturate

al centroide della cella per griglie non strutturate

facce del volume di controllo Cartesiano (notazione geografica)
volumi di controllo adiacenti (notazione geografica)
indice di colonna

indice di riga; indice di faccia per griglie non strutturate
k-esima faccia del volume di controllo Cartesiano

indice di griglia nel metodo multigriglia; indice di vertice
sommatoria estesa ai volumi di controllo vicini

per la componente u di velocita

per la componente v di velocita

in direzione x

in direzione y

riferimento

indisturbato

valore di correzione

valore di tentativo; valore pill aggiornato
indice di iterazione

left-hand side (a sinistra dell’uguale)
livello temporale o indice di iterazione
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ob ordine basso

oe ordine elevato

rhs right-hand side (a destra dell’uguale)

U per la componente u di velocita

v per la componente v di velocita

Abbreviazioni

2D bidimensionale

3D tridimensionale

ACM additive correction multigrid

AGM algebraic multigrid

BCG bi-conjugate gradient

CDS central difference scheme

CELS coupled equation line solver

CG conjugate gradient

CGS conjugate gradient squared

CGSTAB conjugate gradient squared stabilized

FVM metodo dei volumi finiti (finite volume method)

GMRES  generalised minimal residual

ICCG lincomplete Cholesky conjugate gradient

QUICK quadratic upstream interpolation for convective kinematics

SCGS simmetrically coupled Gauss-Seidel

SIMPLE semi-implicit method for pressure-linked equations

SLOR successive line over-relaxation

SOR successive over-relaxation

SOUDS  second order upwind difference scheme o LUDS, linear upwind
difference scheme

UDS upwind difference scheme

vC volume di controllo
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Capitolo 3

Convezione nei fluidi
incomprimibili: analisi agli
elementi finiti

C. Nonino

3.1 INTRODUZIONE

Da quanto & emerso nei capitoli precedenti risulta chiaro che applicare un meto-
do numerico significa rinunciare ad ottenere la soluzione esatta negli infiniti punti
del dominio (soluzione analitica), ma accontentarsi di una soluzione approssimata
in un numero finito di punti, detti nodi, individuati con criteri che dipendono dal
metodo numerico prescelto. Il processo con cui si individuano i nodi nel domi-
nio e le equazioni che consentono di ottenere la soluzione approssimata si chiama
discretizzazione.

Qualunque sia il metodo numerico adottato, a conclusione della procedura di di-
scretizzazione, si perviene sempre ad un sistema di equazioni lineari la cui soluzione
consente di ottenere i valori approssimati dell’incognita nei nodi. Come varra illu-
strato in questo capitolo, con il metodo degli elementi finiti tale sistema ¢ ottenuto
utilizzando formulazioni di tipo integrale del principio di conservazione espresso
dall’equazione differenziale che si vuole risolvere ed approssimando a tratti la varia-
bile incognita in modo tale che I’equazione stessa risulti soddisfatta mediamente in
opportuni sottodomini detti elementi.

Onde introdurre le difficolta in modo graduale, I’applicazione del metodo degli ele-
menti finiti alla soluzione di problemi di termofluidodinamica verra illustrata, nel se-
guito, facendo riferimento dapprima all’equazione della conduzione, che rappresenta
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la piu semplice delle equazioni di interesse termotecnico, per poi passare all’equa-
zione dell’energia, che puo essere considerata il prototipo dell’equazione generale di
trasporto, e quindi concludere con le equazioni di Navier-Stokes, la cui soluzione ¢
resa pit complicata dal forte accoppiamento tra le equazioni stesse introdotto dalla
pressione.

3.2 CONCETTI DI BASE

Esistono diverse varianti del metodo degli elementi finiti. In tutti i casi, comunque, ¢
necessario costruire una rappresentazione di tipo integrale del principio di conserva-
zione espresso dall’equazione differenziale che si vuole risolvere. A questo proposi-
to, nel campo della meccanica dei solidi si sfrutta, ad esempio, il principio dei lavori
virtuali. Anche nel campo della meccanica dei fluidi o della trasmissione del calore
esistono analoghi principi di tipo variazionale, ma possono essere utilizzati solo in un
numero limitato di casi. Si preferisce quindi impiegare procedure pill generali come
il metodo dei residui pesati, che in tutti i casi, a partire dall’equazione differenziale,
conduce a formulazioni di tipo integrale.

Come tutti i metodi numerici, anche quello degli elementi finiti consente di deter-
minare il valore approssimato della variabile incognita in un numero finito di punti,
detti nodi. L’applicazione del metodo alla soluzione di un problema fisico avviene
con un processo sequenziale che comprende i seguenti passi:

1. il dominio ¢ discretizzato, ciog, suddiviso in elementi, che non devono sovrap-
porsi n¢ lasciare buchi;

2. il numero e la collocazione dei nodi negli elementi determina il tipo di funzioni
di forma (o di interpolazione) da utilizzare per 1’approssimazione della varia-
bile incognita all’interno e lungo i contorni degli elementi, cioe nelle posizioni
non nodali;

3. per ogni elemento viene formulata un’equazione di tipo matriciale basata su
una forma integrale dell’equazione differenziale da risolvere;

4. le equazioni di ogni elemento vengono ‘“assemblate” per formare un sistema
globale di equazioni lineari;

5. il sistema globale viene risolto per determinare i valori nodali dell’incognita.

Nella Fig. 3.1 & riportata, a titolo di esempio, la suddivisione di un dominio in
elementi finiti quadrangolari. Sono inoltre evidenziate le posizioni dei nodi.
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\j

Figura 3.1: Esempio di suddivisione di un dominio in elementi finiti quadrangolari.

Per brevitd e per una maggior concretezza, nei paragrafi che seguono si fa riferi-
mento prevalentemente alla soluzione dell’equazione della conduzione o dell’ener-
gia e a domini mono- o bidimensionali. Tuttavia, questo non toglie generalita alla
trattazione in quanto, anche se la variabile incognita ¢ sempre la temperatura ¢ e le
coordinate sono solamente x e y, ¢ evidente che quanto esposto continua a valere
con riferimento a qualunque variabile scalare e a qualunque equazione di trasporto,
mentre 1’estensione delle procedure al caso tridimensionale risulta immediata.

Quando si procede alla discretizzazione del dominio, cio¢ alla suddivisione in ele-
menti e all’individuazione dei nodi, sia agli elementi che ai nodi vengono assegnati
numeri di identificazione compresi, rispettivamente, tra 1l e m e tra 1 e n, se m ¢ il
numero di elementi e n & il numero di nodi. Questa numerazione globale ¢, almeno
in linea di principio, del tutto arbitraria, purche non si assegni a due elementi o a due
nodi lo stesso numero.

Assieme alla precedente numerazione globale si utilizza, per quanto riguarda i no-
di, una numerazione locale, valida a livello del singolo elemento, che associa ad ogni
nodo un numero compreso tra 1 e r, se r ¢ il numero di nodi di ciascun elemento.
Questa doppia numerazione risulta utile perché, come gia detto, le equazioni ma-
triciali vengono formulate prima a livello dei singoli elementi e poi assemblate per
formare il sistema globale di equazioni lineari.

Per quanto riguarda la notazione, nel seguito un pedice che identifica una grandez-
za nodale si intende riferito alla numerazione locale se il simbolo della grandezza
¢ accompagnato anche dall’indice e, altrimenti si intende riferito alla numerazione
globale. Ad esempio, ¢ rappresenta la temperatura del nodo ¢-esimo (nella numera-
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zione locale) dell’elemento e, mentre ¢; rappresenta la temperatura del nodo ¢-esimo
nella numerazione globale.

Con il metodo degli elementi finiti, la variabile incognita viene approssimata a
tratti, elemento per elemento, sulla base dei valori nodali ¢ e di apposite funzioni in-
terpolanti IV, dette funzioni di forma. Con riferimento a un problema monodimen-
sionale e a un punto di coordinata x interno al generico elemento e, si puo pertanto
scrivere

t(x) 2t°(x) = Ni(x)t] + Ny(x)t5 + -+ N7(x)t;
=Y Nf(x)t; = Nt (3.1)
j=1

dove £° & la temperatura approssimata, t¢ & il vettore di lunghezza r delle temperature
nodali dell’elemento e N° ¢ la matrice riga, di dimensioni 1 x r, delle funzioni di
forma dell’elemento. Deve inoltre valere

t(x;) =1°(af) = 15 (3.2)

che implica
NE(26) = 1 (33)
Nje(:cf) =0 per j #1 (3.4)

dove xf sono le ascisse dei nodi dell’elemento.

Affinché sia possibile rappresentare esattamente un andamento costante dell’in-
cognita in un elemento deve inoltre valere, in ogni punto dell’elemento stesso, la
seguente proprieta delle funzioni di forma

> Ni(x) =1 (3.5)
j=1

Infatti, se si assume che la variabile incognita abbia il valore costante ¢ su tutto
I’elemento — e, quindi, anche nei nodi — risulta che

T
() =Y Nf(x)ti=> Nj(z)t=% (3.6)
j=1
solamente se vale I’Eq. (3.5).
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@ ., 6 ®
3 4 4

Ny = N3 ;
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1 1 2 3 4
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Figura 3.2: Esempio di funzioni di forma per elementi monodimensionali a due nodi: (a)
funzioni di forma locali; (b) funzioni di forma globali.

Mettendo assieme (assemblando) tutte le approssimazioni a tratti si ottiene 1’ap-
prossimazione globale dell’incognita

n

t(z) 2t(z) =Y Nj(z)t; =Nt (3.7)

j=1

Le funzioni di forma globali /V;, che compaiono nell’equazione precedente, coinci-
dono con le N7 negli elementi che condividono il nodo a cui si riferiscono, mentre
valgono zero negli elementi che non lo contengono. Le scritture (3.1) e (3.7) sono
pertanto equivalenti.

Nella Fig. 3.2 sono riportati, a titolo di esempio, le funzioni di forma locali per
un generico elemento e, con riferimento a un dominio monodimensionale suddiviso
in tre elementi a due nodi, le funzioni di forma globali relative ai quattro nodi della
discretizzazione. Si puo constatare che la funzione di forma globale /N coincide
con la N{ nell’elemento 1 e vale zero negli altri due elementi, la funzione di forma
globale N3 coincide con la N3 nell’elemento 1, con la N7 nell’elemento 2 e vale
zero nell’elemento 3 e cosi via per le altre due funzioni di forma.
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Nel caso di un problema bidimensionale le equazioni (3.1) e (3.7) diventano

,
t(z,y) = t%(x,y) = ZNf(x,y) t5 = N°t°
j=1

= t(zy) =D Nj(zy)t; =Nt (3.8)
j=1

Devono inoltre valere relazioni analoghe a quelle riportate nelle equazioni (3.2)—
(3.5). Infine, I’estensione al caso tridimensionale risulta ovvia.

3.3 METODO DEI RESIDUI PESATI

In un generico problema di trasmissione del calore, i valori nodali ¢; della tempera-
tura rappresentano le incognite del problema, che devono essere determinate impo-
nendo che 7 soddisfi “mediamente” ’equazione differenziale che si vuole risolvere.
Questa pud sempre essere messa nella forma generale

A(t) = 0 (3.9)

valida nel dominio di definizione 2. A causa dell’errore di discretizzazione, pero, la
funzione ¢ in genere non soddisfa esattamente 1’Eq. (3.9) e si ha quindi, in ogni punto
del dominio, un residuo

e=A(t)#0 (3.10)
che puo essere utilizzato come misura della bonta dell’ approssimazione.

Tra i diversi criteri che si possono adottare per rendere I’approssimazione la piu ac-
curata possibile, uno sicuramente sensato ¢ quello di imporre che si annulli I’integrale
del residuo ¢ sul dominio €2

/adQ:/A(E)dQ:o (3.11)
Q Q

in modo che I’Eq. (3.9) sia soddisfatta almeno mediamente. Tuttavia ’Eq. (3.11)
da sola non risolve il problema della determinazione degli n valori dell’incognita in
quanto sono necessarie n equazioni. Queste possono essere ottenute integrando sul
dominio 2 il residuo dato dall’Eq. (3.10) moltiplicato per n funzioni di pesata W;
scelte, entro certi limiti, in modo arbitrario. Si ottengono cosi n equazioni del tipo

/ W; A(t)dY =0 (3.12)
Q
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L arbitrarieta delle funzioni di pesata ¢ limitata dalla necessita di pesare in modo
equilibrato il residuo € sul dominio, evitando le possibilita di una eventuale compen-
sazione dell’errore tra parti del dominio distanti tra di loro. Questo obiettivo viene
raggiunto imponendo che ogni funzione di pesata W; pesi il residuo, cio¢ sia diversa
da zero, solamente in un intorno limitato del nodo ¢ al quale si riferisce. Tale intorno
puo, ad esempio, coincidere con gli elementi che condividono il nodo ¢. In questo
modo la i-esima equazione consente di minimizzare I’errore nella zona di influen-
za del nodo 7. Siccome questo deve valere per ogni nodo della discretizzazione, si
ottiene una distribuzione abbastanza uniforme dell’errore in tutto il dominio.

Le funzioni di pesata, inoltre, devono essere tali per cui vale
n
d wi=1 (3.13)
i=1

in ogni punto del dominio 2. Infatti, tenendo conto delle equazioni (3.12) e (3.13) si
puo scrivere

;/QWiA(t) dQ:/Q (Z}W) A(D) dQ:/QA(t) dQ =0 (3.14)

Si ha cio¢ la garanzia che anche I’Eq. (3.11) sia soddisfatta.

Volendo applicare, a titolo di esempio, il metodo dei residui pesati all’equazione
della conduzione in regime stazionario con generazione interna di calore,

A) =V - AVt +¢=0 (3.15)

dove A ¢ la conducibilita termica e ¢ ¢ la potenza termica generata per unita di
volume, bisogna dapprima scrivere n equazioni del tipo

/WiV-()\Vt)dQJr/WZ-QClQ:O (3.16)
Q Q

Il passo successivo sarebbe quello di sostituire £ a ¢ nell’Eq. (3.16). Tuttavia, prima
di operare tale sostituzione ¢ conveniente applicare le formule di Green al termine
contenente la derivata seconda, onde abbassarne 1’ordine di derivazione. Come &
noto, dato un campo vettoriale V, definito in un dominio €2 delimitato da un contorno
S, vale il teorema di Gauss

/V-VdQ:/V-ndS (3.17)
Q S
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dove n ¢ il versore della normale esterna al contorno. Ponendo V. = W;AV1t si
ottiene

/V-(WZ-)\Vt)dQ _ / W,V - (AVE) + VIV, - (AV4)] d2
Q Q

= /Wi)\Vt'ndS (3.18)
s
Quindi, il primo termine dell’Eq. (3.16) puo essere riscritto come

/WiV~()\Vt)dQ = —/VWZ--(/\Vt)dQJr/Wi)\thdS
Q Q S

= —/ VW, - (AV1t) dQ—/Wi q"dS (3.19)
Q S

dove ¢" = —AVt - n & la componente normale al contorno del flusso termico spe-
cifico. Pertanto, dall’applicazione del metodo dei residui pesati e delle formule di
Green all’Eq. (3.15) si ottiene

—/VWZ--()\V{)dQ—/Wi(‘j/’dSJr/Wiq'dQ:O (3.20)
Q S Q

dove ¢” indica la rappresentazione approssimata del flusso termico specifico ¢”.

L applicazione delle formule di Green presenta due vantaggi:

* nell’Eq. (3.20) ¢ sufficiente che le funzioni di forma usate nell’approssima-
zione t ammettano derivate prime, ma non necessariamente derivate seconde
come era richiesto nell’Eq. (3.15);

* la presenza nell’Eq. (3.20) dell’integrale del flusso termico sul contorno con-
sente una agevole imposizione delle condizioni al contorno del secondo e del
terzo tipo.

Ci sono anche due svantaggi:

* anche le funzioni di pesata W; devono ammettere derivate prime, mentre,
nell’Eq. (3.15), non era richiesto che fossero derivabili;
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* le equazioni (3.20) sono piu “permissive” dell’equazione differenziale (3.15)
e delle equazioni (3.16) in quanto, a differenza di queste, ammettono anche
soluzioni ¢ che sono derivabili una sola volta, mentre le equazioni (3.15) e
(3.16) richiedono che la soluzione sia derivabile almeno due volte; per questo
motivo le equazioni (3.20) sono chiamate “forme deboli” (“weak forms”).

11 fatto che la soluzione approssimata debba essere derivata una sola volta consente
di utilizzare funzioni di forma N, che siano continue su tutto il dominio e che siano
dotate di derivate prime che possono essere anche discontinue. Tali funzioni sono
dette Cp continue. Si ha, quindi, maggior liberta di scelta rispetto a quanto sarebbe
consentito se le funzioni di forma dovessero essere dotate anche di derivate prime
continue.

La necessita di utilizzare funzioni di pesata derivabili almeno una volta non ¢ in ge-
nere considerato un grosso limite. Pertanto le forme deboli delle equazioni integrali
sono di solito preferite nell’implementazione del metodo degli elementi finiti.

3.3.1 Metodo di Galerkin

Viene chiamato metodo di Galerkin quella variante del metodo dei residui pesati nella
quale le funzioni di pesata W; sono scelte uguali alle funzioni di forma N;, cioe

Wi = N; (3.21)

Ci0 ¢ possibile in quanto le funzioni di forma soddisfano tutti requisiti richiesti alle
funzioni di pesata:

¢ sono diverse da zero solo in un intorno limitato del nodo a cui si riferiscono
(gli elementi che condividono quel nodo);

* siccome soddisfano I’Eq. (3.5), automaticamente soddisfano anche i requisiti
imposti dall’Eq. (3.13).

Si ha inoltre il vantaggio di non dover implementare nei codici di calcolo due in-
siemi di funzioni diverse, uno per I’interpolazione dell’incognita e uno per la pesata
delle equazioni. Inoltre, in molti casi, il metodo di Galerkin produce matrici sim-
metriche nei sistemi di equazioni lineari che si ottengono applicando la procedura di
discretizzazione. Per questi motivi, il metodo di Galerkin & di gran lunga la variante
del metodo dei residui pesati piu utilizzata in pratica.

L’Eq. (3.12) pertanto diventa

/ N; A(t)dQY =0 (3.22)
Q
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Applicando il metodo di Galerkin alla soluzione dell’equazione della conduzione
termica bidimensionale con generazione interna di calore

0 ot 0 ot
Aty = — [ A =— — A= ] = 3.23
®) 8x<6m)+6y(8y>+q 0 (3-23)
si ottiene innanzi tutto 1’equazione integrale
0 ot 0 ot
A {w(A%>+&A}%>+4d ’ 329

Poi, utilizzando la formula di Green ed approssimando ¢ con £ si ha la forma debole

ON, [ OF\ | ON; (| oF
fl 05) + 5 (5) )

—/M¢w+/mwmﬂ (3.25)
S Q

L’integrale sul contorno che compare nell’equazione precedente pud essere scritto
come

/Mww: M¢w+/mﬂw+/mww (3.26)
S Sz S3 Sl

dove S rappresenta la porzione di contorno su cui sono applicate condizioni al con-
torno del secondo tipo (flusso termico imposto q]’g’), e S3 rappresenta la porzione di
contorno su cui sono applicate condizioni al contorno del terzo tipo, o di convezione
(flusso termico convettivo ¢//). Sulla porzione di contorno S, invece, sono applicate
condizioni al contorno del primo tipo (temperatura imposta ¢ = ).

Data I’espressione approssimata dell’incognita

n
t=> Nit; (3.27)
i=1
le sue derivate in direzione e y possono essere calcolate come
o ~ON;
ox 4~ oz
7j=1
(3.28)
Ot = ON;
5o =2 5 b
Oy = %
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Sostituendo le equazioni (3.28) e I’Eq. (3.26) nell’Eq. (3.25) si ottiene

ON; "L ON; ON; " ON;
— S D W e DY P dQ+/Nl-q'dQ
/Q ! ]z::l oy Q

Ox — Ox oy

—/ Niq;,’dS—/ N;g'dS— | N;q"dS =0 (3.29)
S S3 S1

che, per ¢ = 1,n, costituisce un sistema di n equazioni algebriche lineari.

Siccome nel sistema precedente le equazioni corrispondenti ai nodi sul contorno
S1, cioe quelli in cui € imposto il valore dell’incognita, non sono necessarie per la so-
luzione in quanto in quei nodi la temperatura & nota, gli integrali sul contorno S non
devono mai venir valutati esplicitamente. Tuttavia le equazioni possono comunque
venir formate ed eventualmente utilizzate a posteriori per il calcolo dei flussi termici
incogniti, necessari a mantenere in quei nodi il valore di temperatura imposto.

Se si portano le temperature nodali ¢; fuori dagli integrali, si puo riscrivere I’Eq.
(3.29) come

n

ON; ON; ON;  ON; o B
ZM(&;A&; + 8y>\8y>dﬂ}t]_/ﬂqudQ

j=1

— | NiqydS — | Nig dS— | N;G"dS (3.30)
Sa S3 S1

L’Eq. (3.30), valida per il generico nodi %, puo essere riscritta come
n
ZKijtj =s;— (re)i — (r3)i — (r1)i (3.31)
j=1

mentre le n equazioni algebriche lineari che costituiscono il sistema possono poi
essere rappresentate nella seguente forma matriciale

Kt=s—ry—r3 [—r] (3.32)

dove K ¢ la matrice di conduzione, s ¢ il vettore di generazione interna, mentre ro,
r3 e ry rappresentano i vettori dei flussi termici nodali che derivano dall’imposizione
di condizioni al contorno del secondo, del terzo e del primo tipo, rispettivamente.

Nell’equazione precedente, le parentesi quadre che racchiudono il vettore ry stanno
ad indicare che, per quanto detto, questo non & necessario alla soluzione del problema
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e, quindi, d’ora in poi verra omesso. Inoltre, si intenderanno omesse anche le equa-
zioni corrispondenti ai nodi vincolati, cioe, quelli dove la temperatura ¢ imposta, e
modificati in maniera coerente i termini noti delle equazioni rimanenti. Nell’ Ap-
pendice di questo capitolo, al Paragrafo 3.11.1, sono illustrate le procedure con cui,
prima della soluzione dei sistemi di equazioni lineari, si impongono le condizioni
al contorno del primo tipo e poi, a soluzione completata, si calcolano i flussi nodali
incogniti.

I generici elementi della matrice e dei vettori che compaiono nell’Eq. (3.32) avran-
no le seguenti espressioni

ON; . ON; ON; A ON;
KZ": ! J ! J Q .
J /Q<6x)\8w+8y)\8y>d (3.33)

s = / N; GdS) (3.34)
Q
Sa

Si noti che la matrice K € simmetrica essendo K;; = Kj;. Le componenti del vettore
r3 non possono venir valutate direttamente, ma devono venir espresse in funzione
delle temperature dei nodi sul contorno S3. Infatti, i flussi nodali (r3); sono di tipo
convettivo e quindi dipendono dalla temperatura superficiale incognita 7, essendo
q! = a(t—ty), dove a & il coefficiente di convezione e ¢ ¢ & la temperatura del fluido
che lambisce la superficie esterna. Pertanto si puo scrivere

(7“3)1': Nla(f—tf)dS:/ N; « Zth]’ dS—/ N’iatfds
53 53

S3 ]:1

=> (/ NiadeS> t; —/ NiatrdS = Bijtj+b (336)
j=1 \’/53 S j=1

che in forma matriciale diventa
rs=Bt+Db (3.37)

Gli elementi tipici della matrice B e del vettore b sono

Bij == S NiOéNj ds (338)
3

bz‘ = — Niatf ds (3.39)
S3
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L’Eq. (3.32) puo pertanto venir riscritta come
(K+B)t=s—ry—b (3.40)
dove il vettore ry € stato omesso. Ponendo
H=K+B (3.41)

f=s—ry—b (3.42)

I’equazione precedente pud a sua volta essere posta in una forma piti conveniente
Ht=f (3.43)

che rappresenta il sistema finale di equazioni lineari da risolvere. Si noti che essendo
le matrici K e B simmetriche, anche la matrice H ¢ simmetrica. Un cenno sui
metodi di soluzione dei sistemi di equazioni lineari ¢ riportato nell’ Appendice di
questo capitolo.

3.3.2 “Assembly”

Per rendere pit efficiente il calcolo degli elementi delle matrici e dei vettori che si ot-
tengono dall’applicazione del metodo degli elementi finiti, riducendo al tempo stesso
I’occupazione di memoria dell’elaboratore, ¢ conveniente operare sequenzialmente,
elemento per elemento, sfruttando la proprieta che consente di scrivere

/Q(...)dQJr/S(...)dS:g/e(...)d9+§/e(...)ds (3.44)

dove i sottodomini £2¢ sono rappresentati dagli elementi, mentre i contorni S¢ sono
le eventuali parti del contorno degli elementi che sono situate sul contorno esterno .S.

Pertanto, se equazioni di tipo matriciale analoghe alla (3.40) vengono scritte con
riferimento ai nodi di un solo elemento per volta,

K+ B°) t° =s—r§ — b° (3.45)
2

non ¢ necessario costruite le matrici globali K e B, di dimensioni n X n, e i vettori
globali s, ry e b, di dimensione n, ma, per ogni elemento, si possono costruire le
matrici K¢ e B¢, di dimensioni 7 X r, e i vettori s°, r§ e b®, di dimensione r. Gli ele-
menti tipici delle matrici e dei vettori che compaiono in queste equazioni matriciali,
formulate a livello di elemento, sono formalmente uguali ai generici termini definiti
dalle equazioni (3.33)—(3.35), (3.38) e (3.39). Ovviamente, gli integrali saranno este-
si ad 2° ed S° e le funzioni di forma globali N; saranno rimpiazzate dalle N7, con le
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quali coincidono elemento per elemento. Utilizzando le matrici e i vettori elementari
cosl determinati ¢ poi possibile costruire matrici e vettori analoghi a quelli definiti
dalle equazioni (3.41) e (3.42), ma anch’essi validi a livello di singolo elemento. Si
ha pertanto

H¢ = K¢ + B¢ (3.46)

¢ = s — 1§ — b (3.47)

Con una procedura che prende il nome di “assembly” si vanno poi ad aggiungere
nelle posizioni appropriate della matrice globale H, di dimensioni n X n, e del vettore
globale f, di dimensione n, i contributi delle matrici elementari H® e dei vettori
elementari f¢ secondo le equazioni

H-= Alﬂe (3.48)
£ — Alfe (3.49)

dove A e I’operatore “assembly”, che agisce sulle matrici H® e sui vettori ¢ in ma-
niera analoga all’operatore sommatoria, ma tenendo conto della differenza di rango
tra le matrici H e H€ e della differenza di lunghezza tra i vettori f e f¢. In pratica,
le posizioni nella matrice e nel vettore globali dove vanno aggiunti i contributi delle
matrici e dei vettori relativi ai singoli elementi sono individuate tenendo conto della
corrispondenza biunivoca che esiste tra i numeri di identificazione dei nodi (e quindi
tra gli indici) nella numerazione locale e in quella globale dei nodi stessi. Ad esem-
pio, per un elemento bidimensionale a quattro nodi come quello mostrato in Fig. 3.3,
individuato dalla sequenza 12, 38, 39, 13 nella numerazione globale dei nodi, corri-
spondente alla sequenza 1, 2, 3, 4 nella numerazione locale, il coefficiente H' fl viene
sommato al coefficiente della matrice globale H12 19, il coefficiente H f’Q viene som-
mato al coefficiente H1 33, il coefficiente H f73 viene sommato al coefficiente H12 39,
il coefficiente Hf 4, viene sommato al coefficiente Hjg 13, il coefficiente Hj | viene
sommato al coefficiente H3g 12, il coefficiente H§72 viene sommato al coefficiente
Ha3s 33, il coefficiente H. 2673 viene sommato al coefficiente H3g 39, il coefficiente H. § 4
viene sommato al coefficiente Hzg 13, € cosi via per gli altri.

Il modo di procedere esposto in questo paragrafo ¢ generale, si applica anche al
vettrore dei termini noti e viene sempre impiegato, anche quando nell’equazione so-
no presenti termini di tipo advettivo o temporale, il cui trattamento ¢ descritto nei
paragrafi seguenti.
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39

numerazione
loc. glob.

13 1 12

38 2 38

3 39

4 13

12

Figura 3.3: Esempio di numerazione locale e numerazione globale dei nodi di un elemento
bilineare a quattro nodi.

3.3.3 Discretizzazione del termine advettivo

L’equazione bidimensionale dell’energia in regime stazionario

ot ot 0 ot 0 ot
At) = — = (A= — (A= )| —¢=0 (3.50
W pc<u8 I 01/) [0%‘( 0$>+3y< ay)] ! 320
differisce dall’Eq. (3.23) solamente per la presenza del termine advettivo, che puo
venir discretizzato col metodo di Galerkin

/Npc u—t—i—vﬁ dQ:/Nipcu 8Nt
Ay Q (91:

Z t a9 = Z{/szc(uaN—#— aé;j)dﬁ]tj (3.51)

Nelle equazioni precedenti u e v rappresentano le componenti della velocita, mentre
p € c sono, rispettivamente, la densita e il calore specifico.

L’equazione (3.50) discretizzata per il generico nodo 7 utilizzando il metodo di
Galerkin e la formula di Green diventa

Z (Kij + Bij + Aij) t; = si — (r2); — b; (3.52)
=1

L’intero sistema di equazioni algebriche lineari puo essere scritto in una forma ma-
triciale analoga a quella dell’Eq. (3.40)

(K+B+A)t=s—r2—b (3.53)
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dove A ¢ la matrice di advezione, i cui elementi tipici sono

N N

La matrice A non ¢ simmetrica essendo chiaramente A;; # Aj;.

L’equazione (3.53) puo essere messa nella forma (3.43) ponendo
H=K+B+A (3.55)

f=s—ry—b (3.56)

In questo caso, perd, la matrice H non & simmetrica.

3.3.4 “Upwinding”

In analogia con quanto avviene usando lo schema CDS nell’ambito del metodo dei
volumi finiti, anche nella soluzione dell’equazione dell’energia col metodo degli ele-
menti finiti si possono riscontrare oscillazioni numeriche ed instabilita, in particolare
nel caso di deflussi caratterizzati da valori elevati dei numeri di Reynolds e/o di Pé-
clet. Anche in questo caso, un possibile rimedio, alternativo all’infittimento della
mesh, cioe, alla riduzione delle dimensioni degli elementi, ¢ rappresentato dall’in-
troduzione nella soluzione di effetti di “upwinding” mediante I’utilizzo di particolari
funzioni di pesata.

Come ¢ stato illustrato nei paragrafi precedenti, nel metodo di Galerkin classico,
detto anche di Bubnov-Galerkin, le funzioni di pesata coincidono con le funzioni
di interpolazione, ciog, con riferimento al generico nodo ¢, si pone W; = N;. In
una variante del metodo di Galerkin, detto metodo di Petrov-Galerkin, invece, ogni
funzione di pesata ¢ posta uguale ad una funzione N;, definita come somma della
corrispondente funzione di forma NV; e di un termine di perturbazione P; che dipende
dalle caratteristiche del campo di velocita e dalle dimensioni dell’elemento. Si ha,
quindi

W;,=N;=N,+ DB (3.57)

Il termine di perturbazione B puo assumere valori sia positivi sia negativi ed ¢ co-
munque scelto in maniera tale che sia sempre verificata la proprieta espressa dal-
I’Eq. (3.13) di cui devono necessariamente godere le funzioni di pesata. La Fig. 3.4
illustra con un esempio la differenza tra una generica funzione di pesata utilizzabile
con il metodo di Bubnov-Galerkin, a cui nel resto di questo capitolo si continuera a
fare riferimento, ed una che puo essere impiegata nell’ambito del metodo di Petrov-
Galerkin nel caso di elementi monodimensionali e di velocita uniforme w diretta da
sinistra verso destra (u > 0).

150




3.4. EQUAZIONI PER IL REGIME TRANSITORIO

(€Y (b)

Figura 3.4: Esempi di funzioni di pesata nel caso di elementi monodimensionali e v > 0:
(a) metodo di Bubnov-Galerkin; (b) metodo di Petrov-Galerkin.

Mentre si rimanda il lettore alla letteratura scientifica specializzata per quanto ri-
guarda i dettagli relativi a questa tecnica di “upwinding”, spesso denominata SU-
PG (“streamline-upwind/Petrov-Galerkin™), qui si ricorda soltanto che il metodo di
Petrov-Galerkin oltre ad essere molto efficace per prevenire la comparsa di oscil-
lazioni spaziali della soluzione, introduce solo una modesta diffusivita numerica, a
patto, pero, che le funzioni di pesata modificate vengano applicate a tutti i termini
dell’equazione da discretizzare e non solamente, come talvolta capita di assistere, al
termine advettivo.

3.4 EQUAZIONI PER IL REGIME TRANSITORIO

Per applicare il metodo di Galerkin alle equazioni che governano problemi in re-
gime transitorio, secondo 1’approccio pill comune, si assume che solamente per le
variabili nodali ci sia una dipendenza dal tempo ¢, mentre si continua ad ammettere
che le funzioni di forma dipendano unicamente dalle coordinate spaziali. Pertanto,
I’approssimazione globale dell’incognita pud venir espressa nella forma

t(z,y,0) = Uay,9) =Y Ni(wy) ti(9) = Nt (3.58)
=1

L’equazione dell’energia in regime transitorio

At) = pe 2t 4 LU
" P9 TP \"ar T oy

o (. ot 9 [ ot .
_[%@w)wy(%)]_q_o (3:39)
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differisce dall’Eq. (3.50) solamente per la presenza del termine temporale che pud
venir discretizzato col metodo di Galerkin

ot;
/Nlpcaﬁd(l /szcaﬁ ZNtJ dQ = /Nlpc ZNJ
ot
_Z</Nch dQ) e (3.60)

L’equazione (3.59) discretizzata per il generico nodo 7 utilizzando il metodo di
Galerkin e la formula di Green pud essere scritta come

ZCijij + Z (Kij + Bij + Aij) tj = 8; — (Tg)i - (7“3)1' (3.61)
Jj=1 Jj=1

Assieme alle analoghe equazioni valide per gli altri nodi, forma un sistema di equa-
zioni differenziali ordinarie che puo essere rappresentato nella seguente forma matri-
ciale

Ct+(K+B+A)t=s-r2-b (3.62)

dove C ¢ la matrice di capacita, i cui elementi tipici sono dati da
Cij = / N;pcN;dQ) (3.63)
Q

La matrice C ¢ simmetrica, essendo C;; = C;. Nell’Eq. (3.62) si ¢ indicato con t il
vettore delle derivate nel tempo dei valori nodali dell’incognita

. Ot
t=—— 3.64
59 (3.64)
di cui, il generico elemento &
e
ti = — 3.65
i =59 (3.65)
L’equazione (3.62) puo essere riscritta in forma pit compatta come
Ct+Kt=5s (3.66)
dove si ¢ posto
K=K+B+A (3.67)
Ss=s—ry—Db (3.68)
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3.4.1 Integrazione nel tempo

Le equazioni (3.62) e (3.66), poiche rappresentano in forma matriciale sistemi di
equazioni differenziali ordinarie, sono solo parzialmente discretizzate. Manca infatti
la discretizzazione nel tempo.

I metodi di integrazione temporale piu usati sono analoghi a quelli impiegati nel-
I’ambito del metodo delle differenze finite. Essi prevedono I’integrazione numerica
diretta, ottenuta applicando formule ricorsive derivate con le tecniche classiche delle
differenze finite. Il problema puo venir risolto con una tecnica di “time marching”,
suddividendo ciog il transitorio in un certo numero di intervalli temporali di dura-
ta AY). L’integrazione temporale consiste nel calcolo sequenziale della soluzione, a
partire dalle condizioni iniziali, al tempo A, 2A9, - - - . nAY, (n+1)A4, e cosi via.
Pertanto, assumendo che la soluzione sia nota al tempo J, si puo ottenere la nuova
soluzione al tempo ¢ + Ad.

Con riferimento all’Eq. (3.66), lo schema generale di integrazione temporale a due
livelli pu0 essere espresso come

tn+1 —tn o _
C——— +7Kt""' + (1 -9)Kt" =5 (3.69)
AY
dove « & un parametro di pesata temporale (0 < v < 1), t"*! e t” sono i vettori
contenenti i valori nodali dell’incognita al tempo 9”1 = (n + 1) AJ e al tempo
9" = n A, rispettivamente, e la derivata temporale dei valori nodali dell’incognita
¢ stata approssimata come

t tnz;tn (3.70)
L’equazione (3.69) puo essere riscritta come
(IC+7K> tn = [10—(1—7)K t" 45 (3.71)
Ay A
e quindi
Ht"t! = f" (3.72)
dove ] -
H:EC‘F’YK (3.73)
fr = ﬁC—(l—y)K t" +s (3.74)

Alcuni valori notevoli di ~y da utilizzare nelle equazioni precedenti sono:
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* v = 0, per cui si ha I’algoritmo esplicito, instabile per valori troppo grandi del
passo temporale A1; in questo caso, ’errore di discretizzazione temporale ¢
di ordine O(AY);

* v = 1/2, per cui si ha I’algoritmo di Crank-Nicolson, incondizionatamente
stabile, ma che da origine ad oscillazioni temporali della soluzione per valori
troppo grandi del passo temporale Av; in questo caso, ’errore di discretizza-
zione temporale & di ordine O(A9?);

e v = 1, per cui si ha I’algoritmo implicito puro, incondizionatamente stabile;
in questo caso, I’errore di discretizzazione temporale ¢ di ordine O(A9).

Bisogna notare che, a differenza di quanto avviene col metodo delle differenze fi-
nite, I’algoritmo esplicito (7 = 0) non consente di ottenere direttamente la soluzione,
senza cio¢ dover risolvere un sistema di equazioni lineari, perché la matrice di ca-
pacita C, che moltiplica il vettore delle incognite t"*!, & una matrice con elementi
diversi da zero anche fuori della diagonale. Pertanto la sua inversione non ¢ bana-
le. Per poter sfruttare i vantaggi del metodo esplicito bisogna allora approssimare
la matrice C con una matrice diagonale Cp, ottenuta sommando tutti gli elementi di
ogni riga della matrice. Con questo procedimento, detto “lumping”, in ogni riga della
matrice, I’elemento della diagonale viene posto uguale al risultato di tale somma

(CL)ii = Z Cij (3.75)
=1

mentre tutti gli altri elementi vengono posti uguali a zero. La definizione del generico
elemento della matrice Cy, ¢, quindi

(CL)Z'j:/NipC@de (3.76)
Q

dove 0;; ¢ la delta di Kronecker, che vale 1 per i = j e O per i # j. Con una
matrice di capacita di questo tipo ¢ possibile calcolare esplicitamente i valori nodali
dell’incognita, senza dover risolvere un sistema di equazioni lineari, ma 1’accuratezza
risulta in alcuni casi sensibilmente ridotta.

3.5 FUNZIONI DI FORMA

Dopo la panoramica sulle caratteristiche principali del metodo dei residui pesati in
generale e di quello di Galerkin in particolare, ¢ opportuno fare alcune precisazioni
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riguardo alle funzioni utilizzate per I’approssimazione dell’incognita, ciog¢, le fun-
zioni di forma, che sono funzioni di tipo polinomiale. Il loro ordine & uguale al
grado del polinomio in ciascuna coordinata e dipende dal numero di nodi di ogni
elemento. Tuttavia, la scelta del numero di nodi per elemento e della posizione degli
stessi ¢ limitata ad un numero ristretto di combinazioni. Nel seguito vengono breve-
mente riassunte la caratteristiche di alcuni degli elementi (e delle relative funzioni di
forma) pit frequentemente utilizzati per la discretizzazione di domini mono- e bidi-
mensionali. Si invita, invece, il lettore a fare riferimento ai testi specializzati per la
trattazione degli elementi tridimensionali.

Per gli elementi monodimensionali le funzioni di forma N;* possono essere assunte
uguali a polinomi di Lagrange di grado  — 1, la cui espressione generale pud essere

scritta come
s e

r — X
Ni=11 —= (3.77)
j=1 "1 J
i

dove a:j < azj 41- Infatti, per convenzione, nella numerazione locale degli elementi
monodimensionali i nodi sono numerati in in ordine crescente, secondo il verso posi-
tivo dell’asse z. Gli elementi monodimensionali piu usati, illustrati in Fig. 3.5, sono
quelli

e lineari a due nodi (r = 2), situati alle estremita dell’elemento;

* parabolici a tre nodi (r = 3), due situati alle estremita dell’elemento e uno in
posizione intermedia.

Elementi di ordine superiore al secondo vengono usati raramente.

Per r = 2, I’Eq. (3.77) fornisce le funzioni di forma lineari degli elementi monodi-
mensionali a due nodi

x5 —x x5 —x T — x5 T — x5
Ng = 2 =22 N§ = L - 1 (3.78)

e _ e e e _ ..e e
x5 — x L x5 — o L

dove L® = z§ — x5 ¢ la lunghezza dell’elemento.

Per r = 3, I’Eq. (3.77) fornisce le funzioni di forma paraboliche degli elementi
monodimensionali a tre nodi

T—T5 T — X5 r—x] x— 2§

Nf = NS =

e e e e e e (& e
L] — Ty X1 — T3 Lo — Ty Tg — Ty

(3.79)
r—x{ x— x5

e _
N3_xe_xexe_xe
3 1 +3 2
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@
L¢/2 L¢/2
T
T To Ty T

(b)

Figura 3.5: Elementi monodimensionali: (a) elemento lineare a due nodi (a sinistra) e ele-
mento parabolico a tre nodi (a destra); (b) definizione del sistema di coordinate locali.

Per motivi che risulteranno chiari in seguito, ¢ conveniente introdurre una coordi-
nata locale normalizzata, di tipo baricentrico

T —TH

=2
§ I

(3.80)

dove z¢, ¢ la coordinata del centro dell’elemento. Ovviamente siha —1 < § < 1.

Le espressioni delle funzioni di forma per gli elementi monodimensionali lineari
date dalle equazioni (3.78) possono quindi essere riscritte come

1
Ni=3-9 5=

5 (1+¢) (3.81)

N | =

Le espressioni delle funzioni di forma per gli elementi monodimensionali parabolici
date dalle equazioni (3.79) possono quindi essere riscritte come

1
Ni=s(€-DE  Ng=1-¢
(3.82)

N =3 (€4 1)¢

Nella Fig. 3.6 sono mostrati gli andamenti delle funzioni di forma degli elementi
monodimensionali a due e a tre nodi.

Per quanto riguarda gli elementi bidimensionali, quelli utilizzati nella pratica so-
no di tipo quadrangolare o triangolare, eventualmente con lati curvilinei. Quelli
quadrangolari consentono, in generale, di ottenere risultati pill accurati, a parita di
numero di nodi della discretizzazione, rispetto a quelli triangolari e pertanto ver-
ranno descritti nel seguito in maniera dettagliata. Verra fatto, comunque, anche un
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1 1

| N N |
¢ o
@

1\ | \]
NV Ng E Ny
¢ ° °

(b)

Figura 3.6: Funzioni di forma degli elementi monodimensionali: (a) elemento lineare; (b)
elemento parabolico.

cenno agli elementi triangolari a tre nodi, che vengono spesso utilizzati per la mag-
gior semplicita con cui puo venir generata la suddivisione del dominio in elementi
“mesh”).

Gli elementi bidimensionali pili semplici sono quelli rettangolari. I pit usati sono
quelli

* bilineari a quattro nodi (r = 4), tutti situati nei vertici degli angoli;

* parabolici a otto nodi (r = 8), quattro situati nei vertici degli angoli e quattro
situati lungo i lati, in posizione intermedia.

* parabolici a nove nodi ( = 9), quattro situati nei vertici degli angoli, quattro
situati lungo i lati, in posizione intermedia, e uno al centro dell’elemento.

Nella Fig. 3.7(a) sono mostrate le posizioni dei nodi negli elementi bidimensio-
nali rettangolari, mentre nella Fig. 3.7(b) vengono illustrate le modalita con cui si
intendono definite le coordinate globali e locali. Per consuetudine, nelle numera-
zione locale, i nodi degli elementi bidimensionali bilineari sono numerati in senso
antiorario, partendo da un nodo d’angolo. Per quanto riguarda gli elementi parabo-
lici, invece, sono possibili due approcci alternativi: quello uguale al precedente di
numerare consecutivamente i nodi in senso antiorario, partendo da un nodo d’angolo
(adottato in questo testo ed illustrato in Fig. 3.7(a)) e quello di numerare, sempre in
senso antiorario, prima i nodi d’angolo (numeri da 1 a 4) e poi i nodi sui lati (numeri
da 5 a 8). Negli elementi a nove nodi, il nodo centrale viene sempre identificato dal
numero 9.
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Figura 3.7: Elementi bidimensionali: (a) elemento bilineare a quattro nodi (a sinistra), ele-
mento parabolico a otto nodi (al centro) e elemento parabolico a nove nodi (a destra); (b)
definizione del sistema di coordinate.

Sebbene sia possibile trovare espressioni delle funzioni di forma in termini di coor-
dinate globali, anche in questo caso conviene fare riferimento a coordinate locali
normalizzate, di tipo baricentrico

¢=2 _a"’“O n="1 _byC (3.83)

dove x¢ e yc sono le coordinate cartesiane del centro dell’elemento e a e b sono le
semilunghezze dei lati paralleli agli assi x e y, rispettivamente. Ovviamente si ha
-1<{<le-1<np<1l

Le funzioni di forma per gli elementi bilineari a quattro nodi sono

(1=8 1 —n) Ny =1+ (1 -n)

(3.84)

(1+8) A +n) Ni=-(1=¢0+n)

N N
N N
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Nella Fig. 3.8 ¢ mostrato 1’andamento della generica funzione di forma di un elemen-
to bidimensionale a quattro nodi.

Le funzioni di forma per gli elementi parabolici a otto nodi sono

Ni= 1000 -n)(E-n-1) Ny=_(1-&) (11
N =1+ -mE—n-1)  Ni=30+80 )
) ) (3.85)
Ny =504+ +n)E+n-1)  No=5(1-¢)1+n)
Ne= L4 (E4n—1) Ni=3 (-0

Gli andamenti delle funzioni di forma per gli elementi parabolici a otto nodi sono
mostrati nella Fig. 3.9.

Infine, le funzioni di forma per gli elementi parabolici a nove nodi sono

Nt = (o161 - 1) N§=—5n(1-€)(1-n)
Nf=-—o 1+ -n)  Ni=360+6)(1-)

N = ;e (14 (1+0) Ne=gn(1-€)(+n  G89
Ne=—en(l-§(+n)  Ng=-3601-6)(1-)

N = (1-€) (1=

Gli andamenti delle funzioni di forma per gli elementi parabolici a nove nodi sono
mostrati nella Fig. 3.10.

Nei problemi tridimensionali vengono utilizzati elementi a otto, venti o ventisette
nodi, con una netta prevalenza dei primi, che sono trilineari, rispetto agli altri, che
sono parabolici. Ovviamente, le funzioni di forma sono pitt complesse e, per brevita,
non vengono qui riportate. Tuttavia, si tratta di difficolta di tipo puramente matema-
tico, perché, da un punto di vista concettuale nulla cambia rispetto a quanto sopra
esposto.
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Figura 3.9: Generiche funzioni di forma di un elemento bidimensionale a otto nodi: (a) nodo
d’angolo; (b) nodo sul lato.

3.6 MAPPATURA DEGLI ELEMENTI

La valutazione analitica degli integrali presenti nelle espressioni delle matrici e dei
vettori che si ottengono dall’applicazione del metodo di Galerkin risulta particolar-
mente semplice nel caso di elementi monodimensionali o di elementi bidimensionali
rettangolari con lati paralleli agli assi x e y. A titolo di esempio, sono riportati nel-
I’ Appendice di questo capitolo, al Paragrafo 3.11.2, le espressioni delle matrici di
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(©

Figura 3.10: Generiche funzioni di forma di un elemento bidimensionale a nove nodi: (a)
nodo d’angolo; (b) nodo sul lato; (c) nodo centrale.

capacita, conduzione e advezione di elementi monodimensionali a due nodi e bidi-
mensionali rettangolari a quattro nodi. Tuttavia, poiche gli elementi sopra citati non
consentono di discretizzare adeguatamente domini complessi, € molto spesso neces-
sario ricorrere ad una suddivisione del dominio mediante elementi distorti. Questo
tipo di suddivisione, che, ovviamente, deve essere tale da non lasciare né buchi ne
produrre sovrapposizioni, richiede, perd, una mappatura degli elementi. Gli integrali
dovranno, poi, essere valutati numericamente. Vale, inoltre, la pena notare che anche
per gli elementi monodimensionali ¢ spesso conveniente procedere ad una mappa-
tura onde poter operare in coordinate normalizzate, sfruttando le espressioni delle
funzioni di forma (3.81) e (3.82) e le tecniche di integrazione numerica che verranno
illustrate in seguito.
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Figura 3.11: Mappatura di un elemento monodimensionale: (a) elemento a due nodi; (b)
elemento a tre nodi.

Con il metodo degli elementi finiti, la mappatura viene fatta elemento per elemen-
to, e non per I'intero dominio come con altri metodi numerici. Ogni elemento nel
dominio reale, cio¢ definito nello spazio (x), in una dimensione, o (x,y), in due di-
mensioni, viene ottenuto con una mappatura, a partire da un elemento “ genitore”
(“parent element”) definito nello spazio (§) o (§,n). L’elemento genitore ha lo stesso
numero di nodi dell’elemento reale ed ¢, in una dimensione, un segmento di lun-
ghezza 2, con —1 < ¢ < 1, oppure, in due dimensioni, un quadrato di lati 2 x 2, con
—1 < ¢ <1le—-1<n < 1. Pertanto, la trasformazione sara del tipo (§) — (z),
conz = z(&),0 (&,n) — (z,y), conz = x(£,n) e y = y(&,n), definita elemento per
elemento, come illustrato nelle Figure 3.11 e 3.12.

Per ogni elemento, con riferimento a 7 punti (di coordinate x; in una dimensione, o
(z,y;) in due dimensioni) non necessariamente coincidenti con i nodi, viene stabilita
una corrispondenza tra coordinate locali e globali nel seguente modo:

* per elementi monodimensionali
7
2(€) =Ni(§)af+ -+ N at =D Nj(©)a5 (3.87)
* per elementi bidimensionali

2(&m) = Ny(Em)as + -+ Np(&m)ag = > Nj(En) af
(3.88)

y(€m) = N1Em s + -+ Np(€mye = Y N3 (Em) v
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Figura 3.12: Mappatura degli elementi bidimensionali: (a) elemento bilineare a quattro nodji;
(b) elemento parabolico a otto nodi; (c) elemento parabolico a nove nodi.

dove le W; sono opportune funzioni di forma per la mappatura, non necessariamente
coincidenti con quelle utilizzate per 1’interpolazione dell’incognita.

Risulta perd particolarmente conveniente scegliere 7 = r e

N;(&) = N:(€) (3.89)

N;(&m) = N§(&m) (3.90)
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In questo caso gli elementi vengono detti isoparametrici e i punti utilizzati per la
mappatura coincidono con i nodi. Gli elementi isoparametrici presentano alcune
caratteristiche molto interessanti:

* evitano la necessita di dover manipolare due insiemi di funzioni di forma, uno
per 'interpolazione dell’incognita e uno per la mappatura;

* garantiscono che non ci siano buchi o sovrapposizioni tra gli elementi distorti
del dominio reale (questa proprieta ¢ detta “conformability”);

» garantiscono che sia preservata la continuith dell’approssimazione £ tra ele-
menti adiacenti (questa proprieta € detta “compatibility”);

 garantiscono che siano rappresentati esattamente, anche negli elementi distorti,
sia andamenti costanti sia lineari di ¢.

Per fare in modo che la mappatura sia veramente uno a uno, cioe, che ci sia una
corrispondenza biunivoca tra i punti nell’elemento genitore e in quello reale, € neces-
sario evitare distorsioni eccessive degli elementi. Le regole da rispettare, illustrate
nella Fig. 3.13, sono:

* negli elementi bidimensionali, bilineari o parabolici, gli angoli tra i lati devono
sempre essere inferiori a 180°.

* negli elementi parabolici, i nodi intermedi devono essere situati nella parte
centrale degli elementi monodimensionali o dei lati di quelli bidimensionali,
in una zona di ampiezza, evidenziata in grigio in Fig. 3.13, pari a circa 1/3
della lunghezza dell’elemento o del lato; una regola analoga vale per il nodo
centrale degli elementi a nove nodi.

3.6.1 Trasformazione isoparametrica

La trasformazione di coordinate fatta utilizzando gli elementi isoparametrici intro-
dotti nel paragrafo precedente prende il nome di trasformazione isoparametrica. Per
ogni punto del piano (x,y) appartenente a un elemento isoparametrico valgono le

seguenti relazioni
.
— € e
= Z N, i
i=1

r

y=2_ Ny

=1

(3.91)
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Figura 3.13: Regole per garantire la biunivocita della mappatura: (a) elementi monodimen-
sionali parabolici a tre nodi; (b) elementi bilineari a quattro nodi; (c) elementi bidimensionali
parabolici a otto nodi; (d) elementi bidimensionali parabolici a nove nodi.

che si riducono alla prima delle (3.91) se il punto appartiene a un dominio monodi-
mensionale parallelo all’asse x. In questo caso, le derivate cartesiane delle funzioni
di forma di un elemento isoparametrico monodimensionale possono esse ricavate
ricordando che

Ni(§) = Nyl (¢)] (3.92)

7

e applicando le regole di derivazione delle funzioni di funzione

dNg  dN¢ da

- = 3.93
d¢ dr dE (3.93)
Quindi si ottiene
dN¢ dz\ ! ane
I (e i 94
dx (%) T 359
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dove

dN?
Z

6

(3.95)

L’espressione per le derivate cartesiane delle funzioni di forma di un elemento
isoparametrico bidimensionale possono esse ricavate ricordando che

Ni(€m)

= N{[z(§m),y(Em)]

(3.96)

Quindi, applicando le regole di derivazione delle funzioni di funzione si ottiene

ON{  ONf @ ON? @

o8& Ox O oy 0¢&

ON{  ONyf @ ONf @

on  Ox On oy On

che, in forma matriciale, diventa

ON? @ @ ONf ON;¢
0& |98 0¢ _3 ox
ONg [ |0z oy| | oNg [ ) oNg
on on  On dy

dove J(&,n) & la matrice Jacobiana i cui elementi sono

ON7

v Z—x = Ju

ON?
£y Z 85 y; = Ji2

oz
an

oy
an

->

ON7
DL A
7j=1

ON¥ J
377 y] 22

Jj=1

3.97)

(3.98)

(3.99)

Pertanto, le derivate cartesiane delle funzioni di forma possono essere calcolate in-
vertendo la matrice Jacobiana nell’Eq. (3.98)

ONE ONE
or | 31 o€
ONg ONf
0y on
dove

- detJ

oz Oy

detd = — =2 - 2222
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Figura 3.14: Relazione tra aree infinitesime nell’elemento genitore e in quello reale.

Per valutare gli integrali che risultano dall’applicazione del metodo di Galerkin ¢
necessario calcolare le aree e le lunghezze infinitesime df2 e d.S in termini di coor-
dinate locali £ e 1. A questo scopo, ¢ sufficiente tenere presente che, in un elemento
monodimensionale parallelo all’asse z, d{2 &€ una lunghezza infinitesima

dzx " dN¢ .
dQ = dx = (d€> d¢ = Z —L 2 | de (3.102)

mentre in un elemento bidimensionale, df2 ¢ un’area infinitesima corrispondente al-
I’area infinitesima d¢dn nell’elemento genitore, come illustrato in Fig. 3.14. Essa
puo essere considerata approssimativamente uguale all’area del parallelogramma ele-
mentare individuato dai due vettori infinitesimi dt; = t¢d§ e dt, = t,dn, in cui t¢
e t,, sono i vettori tangenti alle linee, rispettivamente, a § e 1) costanti e sono definiti
come

Ox Ox

- — (3.103)
9% %
23 an

Poiché I’area di un parallelogramma ¢ uguale al modulo del prodotto vettoriale dei
due vettori che lo identificano, si puo scrivere d§) = |dte x dt,| = |t¢ x t,|d&dn.
Poi, ricordando che

or oy
o 0¢

[te x t,| = abs dr Oy = |detJ| (3.104)
on  In
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Si puo scrivere
dQ) = detJ d€ dn (3.105)

dove detJ ¢ dato dall’Eq. (3.101) e il simbolo di valore assoluto ¢ stato omesso per-
ché, se i sistemi di coordinate locali (£,n) e di coordinate globali (x,y) sono equio-
rientati, lo Jacobiano risulta automaticamente positivo, a meno che gli elementi non
siano eccessivamente distorti. Con le definizioni delle funzioni di forma riportate
al Paragrafo 3.5, i sistemi di coordinate risultano equiorientati se, nella descrizione
degli elementi reali, i nodi vengono listati

 secondo la direzione positiva della coordinata globale, nel caso degli elementi
monodimensionali;

* in senso antiorario, partendo da un nodo d’angolo, nel caso degli elementi
bidimensionali, come nell’esempio mostrato in Fig. 3.3.

L’equazione (3.105) fornisce anche indicazioni sul significato dello Jacobiano della
trasformazione, che puo essere interpretato come il valore del rapporto tra un area
infinitesima nell’elemento reale e la corrispondente area infinitesima nell’elemento
genitore.

Infine, sempre in un elemento bidimensionale, ogni lato del contorno corrisponde
ad un elemento monodimensionale come illustrato nella Fig. 3.15, mentre dS € una
lunghezza infinitesima definita sul contorno dell’elemento stesso. Interpretando S
come una coordinata curvilinea globale tale per cui si abbia z(S) = z[S(§)] = x(§)

e y(S) = y[S(&)] = y(&), si pud scrivere

2 2
ss=varrie=\(2) (9w e

dg
dove
dr deexe dy ~~dNj |

L’estensione dei concetti precedentemente esposti al caso di elementi tridimen-
sionali presenta difficolta legate solamente alla maggior complicazione matematica.
Per brevita, quindi, le espressioni delle derivate cartesiane delle funzioni di forma e
le espressioni delle superfici e dei volumi infinitesimi d.S e df2 non vengono riportati.
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Figura 3.15: Esempio di elemento monodimensionale corrispondente ad un lato del contorno
di un elemento bidimensionale.

3.7 INTEGRAZIONE NUMERICA

Gli integrali che risultano dall’applicazione del metodo di Galerkin, per effetto del-
la proprieta descritta dall’Eq. (3.44), comportano I’integrazione di funzioni del tipo
f(x) o f(x,y) sudomini monodimensionali 2¢ 0 S, costituiti dagli elementi mono-
dimensionali o dai contorni degli elementi bidimensionali, oppure di funzioni del tipo
F(z,y) su domini bidimensionali 2¢, costituiti dagli elementi bidimensionali. Gra-
zie alla mappatura introdotta al paragrafo precedente, tali integrali possono essere
valutati con riferimento all’elemento genitore, mono- o bidimensionale.

Nel caso di elementi monodimensionali paralleli all’asse z, tenendo conto del-
I’Eq. (3.102), si ha

L= | fl@)d2= [ f(z)dx
Qe Qe

-/ llf[w(ﬁ)} (fg) i = [ 119(5)035 (3.108)

mentre, nel caso di elementi bidimensionali, tenendo conto dell’Eq. (3.105), si ha
S|
b= [ Pepda= [ [ Famscnldetan
1,1 1,1
— [ | remdasacan= [ [ clemdsar 3109
—1J-1 -1J-1

Infine, nel caso di contorni di elementi bidimensionali, ricordando che S = S(§),
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z = x[S(§)] e y = y[S(£)] e tenendo conto dell’Eq. (3.106), si ha

L= [ fley)dS= [ [fla(S)y(S)]dsS= [ f(S5)dS
Se Se Se

:t[if@y¢<jz>z+<Z§>1E={Kig@ﬁ% (3.110)

Gli integrali precedenti, in genere, non sono valutabili analiticamente e, pertanto,
¢ necessario ricorre a tecniche di integrazione di tipo numerico. Una trattazione
approfondita sui diversi metodi utilizzabili puo essere facilmente reperita nei testi
di analisi numerica, mentre qui verra brevemente illustrata solamente la tecnica che
risulta essere la piu adatta per la valutazione degli integrali che si ottengono dalla
applicazione del metodo di Galerkin. Si tratta del metodo di Gauss, in base al quale
I’integrale viene approssimato tramite la somma dei valori della funzione integranda
in un certo numero p di punti di integrazione, moltiplicati per opportuni fattori di
pesata w; relativi agli stessi punti.

Per le integrazioni in una dimensione, la formula di integrazione puo essere scritta
come

1 p
h= [ g©de=) g6 m G.111)
1 k=1

dove &, ¢ la coordinata locale del punto di integrazione k-esimo. Si pud dimostrare
che utilizzando p punti di integrazione si integra esattamente un polinomio di grado
minore o uguale a (2p — 1). Ovviamente, piu elevato & il numero di punti di inte-
grazione, migliore ¢ I’accuratezza ottenibile nella valutazione dell’integrale di una
funzione generica. Tuttavia cresce di pari passo anche 1’onere di calcolo.

Il valore ottimale del numero di punti di integrazione p normalmente viene corre-
lato empiricamente all’ordine P degli elementi usati assumendo

p=P+1 (3.112)

cioe, p = 2 con elementi lineari (P = 1) e p = 3 con elementi parabolici (P = 2). |
pesi e le coordinate locali dei punti di integrazione sono riportati nella Tabella 4.1.

Per le integrazioni in due dimensioni, la formula di integrazione puo essere ottenuta
combinando quelle per le integrazioni in una dimensione

1,1 P
12:/_1 /_1 G(fﬂ?)dfdn%;ZG(gk,nl)wkwl (3.113)

=1
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Tabella 4.1 Pesi e coordinate locali dei punti di Gauss.

P k &k W,
1

2 1 - 1
V3

2 1 1
V3

3 5

3 1 /2 °

5 9

8

2 0 —

9

3 5

3 — _

5 9

dove (&x,n) sono le coordinate locali del punto di integrazione (k).

Per integrazioni in piu di una dimensione, I’Eq. (3.112) deve essere utilizzata per
stabilire il numero di punti in ciascuna direzione. In due dimensioni, pertanto, si uti-
lizzano, rispettivamente, 2 x 2 = 4 e 3 x 3 = 9 punti con elementi bilineari e elementi
parabolici. Nella Fig. 3.16 sono mostrate le posizioni dei punti di integrazione in un
elemento genitore bidimensionale perp =2e p = 3.

L’estensione della procedura di integrazione sopra esposta al caso tridimensionale

A i
1 1
X X
X X
1 0 1¢ 1 0 1¢
X X
X X
1 1
(@ (b)

Figura 3.16: Posizioni dei punti di integrazione in un elemento genitore bidimensionale: (a)
2 x 2 punti di integrazione (p = 2); (b) 3 x 3 punti di integrazione (p = 3).
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¢ banale e si useranno 2 o 3 punti di integrazione in ogni direzione, rispettivamente,
per gli elementi trilineari a otto nodi e per quelli parabolici a venti o ventisette nodi.
In totale si avra, quindi, 2 X 2 x 2 = 8 punti per p = 2 e 3 X 3 X 3 = 27 punti per
p=3.

3.8 ELEMENTI TRIANGOLARI

Nella soluzione di problemi bidimensionali, oltre che elementi quadrangolari € possi-
bile utilizzare elementi triangolari a tre nodi. Infatti, come gia accennato, tali elemen-
ti sono talvolta preferiti perché permettono una piu agevole generazione della griglia
quando & necessario discretizzare domini di forma complessa. Tuttavia, in generale,
almeno nella soluzione di problemi di termofluidodinamica, consentono di ottenere
risultati meno accurati di quelli che si possono ottenere con elementi quadrangolari, a
parita di numero di nodi totali della discretizzazione. Inoltre, osservando la Fig. 3.17
in cui ¢ € riportata, a titolo di esempio, la suddivisione in elementi finiti triangolari a
tre nodi dello stesso dominio considerato nella Fig. 3.1, si puo facilmente notare che,
parita di numero di nodi, la suddivisione in triangoli richiede un numero doppio di
elementi.

Anche nel caso di elementi triangolari a tre nodi, puo essere scritta, per la variabile
incognita, una approssimazione del tipo

t 21 = Nt + N5t5+ NSt§ (3.114)

Tuttavia, con gli elementi triangolari a tre nodi, & possibile utilizzare funzioni di
forma definite in termini di coordinate globali, in contrapposizione a quelle defini-
te in termini di coordinate locali normalizzate, di solito utilizzate con gli elementi

\j

Figura 3.17: Esempio di suddivisione di un dominio in elementi finiti triangolari a tre nodi.
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quadrangolari. Le espressioni per le funzioni di forma N{ possono essere ricavate
osservando che la variabile incognita all’interno di ogni elemento viene approssimata
da una funzione lineare bidimensionale

t2t=a®4+ b2+ cy (3.115)
e che, inoltre, nei nodi deve valere
{=a°+b°xf + c®yf
=a®+b°x§ 4+ cfys (3.116)
5=a°+b°x§+ c®ys
Dall’equazione precedente si possono ricavare le espressioni di a®, b°, e c®

1
at = (aft] + a5t + a5ts)

2Qe
B = e (B + G515 + 55 1) 3.117)
e 1 e
= 50¢ (YTt +75t5 +515)
dove i coefficienti
af = T3Y5 — T3Y5 af = T5YT — Y5 a§ = 27y — 2347
Bl =y — 5 ; B =5 — i s Bs =yl —v5
M =TT V2 =15 V3 =3 — 7]
e ’area dell’elemento 1
Q% =5 (275 — F372) (3.118)

sono esprimibili in termini di coordinate cartesiane dei nodi. Sostituendo nell’Eq. (3.115)
le espressioni dei coefficienti a®, b, e c® date dalle equazioni da (3.117) a (3.118), e
confrontando il risultato con I’Eq. (3.114), si ottengono le seguenti espressioni per le
funzioni di forma

1
NY = 50 (af +Biz+1y)

1
N§ = 5oz (05 + 5w +75y) (3.119)

1
N§ = oo (0§ + Ao+ 75 )
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n
Yy
s ¢
1
1 2
Oe
0 1 ¢ x

Figura 3.18: Mappatura di un elemento bidimensionale triangolare a tre nodi.

Una caratteristica importante degli elementi triangolari a tre nodi ¢ rappresenta-
ta dalla possibilita, quando le proprieta termofisiche sono costanti nell’elemento, di
valutare analiticamente gli integrali che risultano dall’applicazione del metodo di Ga-
lerkin. Tuttavia, anche con gli elementi triangolari lineari risulta spesso vantaggioso
fare riferimento all’elemento genitore perché cio consente di calcolare le funzioni di
forma solamente una volta (per I’elemento genitore) e di eseguire per via numerica le
integrazioni se queste non possono essere eseguite analiticamente, come, ad esempio,
nel caso di proprieta termofisiche non costanti.

L’elemento genitore (triangolo di riferimento) ¢ costituito da un triangolo rettan-
golo isoscele con vertici (£1,m1) = (0,0), (§&2,m2) = (1,0) e (¢3,m3) = (0,1), come
mostrato in Fig. 3.18, dove si vede chiaramente che le linee £ = 0 e n = 0 corri-
spondono, rispettivamente, ai lati 1-3 e 1-2 dell’elemento reale. Nelle coordinate
del triangolo di riferimento, le funzioni di forma diventano

Nf=1-¢—1 N§=¢ N§ =n (3.120)

e, con riferimento al nodo posto nel vertice dell’angolo retto e ad uno di quelli po-
sti nei vertici degli angoli a 45° sono mostrate in Fig. 3.19. La trasformazione di
coordinate ¢ ancora espressa dall’Eq. (3.91), ma con r = 3. Ovviamente, come nel
caso degli elementi quadrangolari, la valutazione degli elementi delle matrici e dei
vettori richiesta dall’applicazione del metodo di Galerkin comporta che si debba cal-
colare la matrice Jacobiana della trasformazione di coordinate, che per un elemento
triangolare lineare a tre nodi & uguale a

x5 —af x§ —xf
J = e e o . (3.121)
Y2 — Y1 Ys— Y1
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Figura 3.19: Funzioni di forma dell’elemento bidimensionale di riferimento a tre nodi: (a)
nodo al vertice dell’angolo retto; (b) nodo al vertice di uno degli angoli a 45°.

Siccome i coefficienti della matrice sono indipendenti da x e ¥, lo Jacobiano assume
un valore costante in tutti i punti dell’elemento e rappresenta il rapporto tra I’area
dell’elemento reale e quella dell’elemento genitore.

Da un punto di vista analitico, con gli elementi triangolari ¢ spesso conveniente
utilizzare un sistema di coordinate ridondanti dette coordinate di area (o coordinate
triangolari) perché, in questo modo, risultano semplificate sia la definizione delle
funzioni di forma, in particolare per gli elementi di ordine superiore al primo, sia le
integrazioni sull’elemento. Le coordinate di area di un generico punto P all’interno
di un elemento triangolare come quello mostrato nella Fig. 3.20(a) sono

_ %
= o

_ %
= o2

_ %

L =3
1 Qe

Ly Ls (3.122)

dove Qf, QF e Qf sono le aree dei triangoli con un vertice nel punto P e un lato
opposto, rispettivamente, ai nodi 1, 2 e 3. Pertanto, il sistema di coordinate ¢ definito
come in Fig. 3.20(b) e le coordinate di area L1, Lo e L3 hanno valore unitario nei nodi
1,2 e 3 e assumono valore nullo lungo i lati, nell’ordine, 2-3, 3—1 e 1-2, mentre altre
linee, parallele agli stessi lati sono caratterizzate da valori costanti delle coordinate.

Chiaramente le tre coordinate non sono indipendenti I’una dall’altra in quanto deve
valere Qf + Qf + Qf = Q¢ e, quindi

Li+ Lo+ Ls=1 (3.123)
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(b)

Figura 3.20: Coordinate di area per I’elemento bidimensionale a tre nodi: (a) triangoli cor-
rispondenti alle tre coordinate; (b) definizione del sistema di coordinate.

Le coordinate (z,y) del punto P sono legate alle coordinate di area dalle relazioni

x = Ly 2§+ Lo x§ + L3 2§
(3.124)
y=Liyi+ Lays+ L3 ys

le quali, se confrontate con I’Eq. (3.114), consentono di concludere che le coordinate
di area devono essere uguali alle funzioni di forma, ciog, che L1 = N7, Ly = N5 e
L3 = N3, e, vista’Eq. (3.120), anche che

Li=1-8—n Ly=¢ Lz =mn (3.125)

L’uso delle coordinate di area risulta particolarmente conveniente anche per il calcolo
degli integrali sull’elemento perché si pud dimostrare che, data una funzione del
tipo f(L1,Lo,L3) = L§ Lg L§, dove a, b e ¢ sono esponenti interi positivi, vale la
seguente relazione esatta

alblc!

LOLE LCdQ = 2Q° 12
/a 1hz Lyd (a+b+c+2) (3.126)

la quale va applicata ricordando che 0! = 1. Se non risulta possibile o, comunque,
conveniente applicare la precedente relazione, gli integrali sull’elemento possono
essere calcolati per via numerica applicando il metodo di Gauss con riferimento al-
I’elemento genitore, in maniera analoga a quella vista per gli elementi quadrangolari.
Si utilizzano relazioni simili a quelle riportate nel Paragrafo 3.7, con, ovviamente
delle differenze di dettaglio dovute alla forma triangolare degli elementi. Si rimanda
ai testi specializzati per una trattazione approfondita dell’argomento.
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Talvolta vengono utilizzati elementi triangolari di ordine superiore al primo, even-
tualmente con lati curvilinei. Particolarmente utili sono gli elementi triangolari del
secondo ordine (quadratici), che hanno sei nodi, tre ai vertici come quelli lineari e
tre in posizione intermedia, lungo i lati. Vale, inoltre, la pena notare che, in alcuni
casi, ¢ opportuno realizzare griglie ibride, costituite in parte da elementi triangolari
ed in parte da elementi quadrangolari. Questo approccio ¢ particolarmente indica-
to nella soluzione di problemi di deflusso in geometrie complesse in quanto risulta
cosi possibile discretizzare con elementi quadrangolari allungati nella direzione del
deflusso le zone del dominio in prossimita delle pareti solide, dove si sviluppano gli
strati limite, e poi trarre i vantaggio dalla flessibilita degli elementi triangolari nel-
la discretizzazione delle altre parti del dominio. Si ricorda, infine, che gli elementi
tridimensionali corrispondenti ai bidimensionali triangolari sono quelli tetraedrici, la
cui trattazione, pero, al pari di quella relativa agli elementi triangolari bidimensionali
di ordine superiore sopra citati, viene qui omessa.

3.9 SOLUZIONE DEI PROBLEMI
TERMOFLUIDODINAMICI

Il metodo degli elementi finiti, nella formulazione ai residui pesati, viene utilizzato
comunemente nella soluzione dei problemi di termofluidodinamica in cui & neces-
sario risolvere anche le equazioni di Navier-Stokes. Come si € visto nei paragrafi
precedenti, scelte diverse delle funzioni di pesata caratterizzano le differenti versio-
ni del metodo e consentono, quando & opportuno, di introdurre effetti di “upwin-
ding”. Qualunque sia la scelta delle funzioni di pesata, la soluzione delle equazioni
di Navier-Stokes precede la soluzione dell’equazione dell’energia. A loro volta, i
sistemi di equazioni algebriche ottenuti dall’applicazione dei metodi di Galerkin alle
equazioni di Navier-Stokes che governano il deflusso di fluidi incomprimibili posso-
no venir risolti simultaneamente, per tutte le variabili, oppure in forma sequenziale,
prendendo in considerazione una variabile dopo I’altra. Storicamente, i codici agli
elementi finiti hanno dato la preferenza all’approccio integrato, in analogia a quanto
si fa nei problemi strutturali. In questo modo, si conseguono dei vantaggi in termini
di stabilita soprattutto per valori elevati del numero di Reynolds. Tuttavia, le soluzio-
ni integrate diventano eccessivamente onerose con I’aumentare del numero di punti
di calcolo e man mano che cresce il numero delle variabili del problema. Per questo
motivo si preferisce utilizzare quasi sempre, anche con gli elementi finiti, procedi-
menti di calcolo sequenziali, cosiddetti di tipo “projection”, come quelli descritti nel
Capitolo 1, Paragrafo 1.7.

Nei procedimenti di soluzione integrati, le equazioni ottenute dalla discretizzazione
delle equazioni di Navier-Stokes e della continuita sono considerate un sistema unico
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di equazioni algebriche e vengono risolte simultaneamente per tutte le variabili. Nella
Fig. 3.21(a) ¢ mostrata la struttura del sistema di equazioni algebriche lineari che
si ottengono nel caso di problemi bidimensionali. Se n ¢ il numero di nodi della
griglia, la matrice ha dimensioni 3n X 3n, mentre i vettori hanno dimensione 3n.
B importante notare che, mentre le sottomatrici HY} e HY,, di dimensioni n x n,
possono essere nulle o meno a seconda che alcuni termini del tensore degli sforzi
nelle equazioni di Navier-Stokes siano stati semplificati utilizzando 1’equazione di
continuita oppure no, la sottomatrice di dimensioni n X n in basso a destra ¢ sempre
nulla e cid comporta la presenza di zeri sulla diagonale principale.

Nella soluzione di un problema in regime transitorio, sono sempre necessari molti
passi di integrazione temporale, mentre nella soluzione di problemi in regime stazio-
nario, a causa della non linearita delle equazioni, &, in genere, necessario ricorrere
a procedimenti di tipo iterativo. Come si ¢ gia rilevato, poiche ad ogni iterazione o
ad in ogni passo temporale, tutte le velocita e le pressioni incognite sono calcolate
simultaneamente, ne risulta un procedimento stabile anche per numeri di Reynolds
elevati ed una strategia di soluzione del tutto simile a quella tradizionalmente im-
piegata nei codici per I’analisi strutturale. Perd, a causa dei molti valori nulli sul-
la diagonale principale delle matrici dei sistemi di equazioni lineari che risultano
dall’applicazione della procedura di discretizzazione, ci sono vincoli notevoli nel-
la scelta dei metodi di soluzione dei sistemi stessi. Infatti, solutori di tipo indiretto
(iterativo) possono essere utilizzati solo applicando tecniche di precondizionamento
della matrice del sistema piuttosto sofisticate, per cui, i metodi diretti di soluzione
sono praticamente una scelta obbligata. Pertanto, al crescere della dimensione dei
problemi, I’occupazione di memoria ed il tempo di calcolo crescono cosi rapidamen-
te da impedire, nella pratica, I’uso dei codici di questo tipo per le moderne necessita
della fluidodinamica computazionale.

Un’alternativa possibile ¢ quella di separare i calcoli relativi alla velocita da quelli
riguardanti la pressione, pur mantenendo procedure di soluzione dirette per i sistemi
di equazioni lineari. Uno dei metodi classici per disaccoppiare la determinazione
del campo di moto da quella del campo di pressione, ¢ I’introduzione, anche nella
soluzione di problemi relativi al deflusso di fluidi incomprimibili, dell’ipotesi di una
modesta comprimibilita del fluido, in accordo con il metodo detto di “penalizzazio-
ne” (“penalty method”). Secondo questo approccio, I’equazione di continuita puo
venir sostituita da

V-w=—ep (3.127)

dove p ¢ la pressione, w ¢ il vettore velocita e € ha un valore molto piccolo, ma diver-
so da zero. Risulta cosi possibile esprimere la pressione in termini di divergenza della
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HY v| = [
H? H = HP pl = £
(b) (©

Figura 3.21: Struttura dei sistemi di equazioni lineari da risolvere nel caso di problemi
bidimensionali: (a) approccio integrato; (b) approccio parzialmente segregato con metodi di
tipo “projection”; (c) approccio completamente segregato con metodi di tipo “projection”.

velocita moltiplicata per il numero molto grande 1/e (parametro di penalizzazione)
1
p=——-V-w (3.128)
€

In questo modo, la pressione pud venir eliminata dalle equazioni della quantita di
moto a spese dell’introduzione di un termine di penalizzazione che tende a riportare
il fluido verso una situazione nella quale la massa & conservata, sia pur solo con buo-
na approssimazione. L’influenza del valore assunto dal parametro di penalizzazione
sull’accuratezza della soluzione e il fatto che il sistema di equazioni discretizzate
risultante dall’applicazione del metodo sia mal condizionato e, di conseguenza, im-
ponga I'uso di solutori diretti rappresentano i principali svantaggi di questo tipo di
approccio. Inoltre, le equazioni della quantita di moto risultano necessariamente ac-
coppiate tra di loro e quindi tutte le componenti della velocita devono essere determi-
nate simultaneamente. Per questi motivi, i metodi di penalizzazione sono considerati
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ancora troppo pesanti nel caso di problemi con molte incognite anche se, di fatto, eli-
minano la pressione dalla formulazione del problema. Pertanto, questi metodi sono
stati quasi completamente abbadonati ed hanno ormai solamente un interesse storico.

Una metodologia pitt semplice per separare il calcolo delle velocita dal calcolo del-
la pressione & quella illustrata nel Capitolo 1, consistente nella determinazione di una
equazione differenziale per la pressione a partire dal vincolo di conservazione della
massa. In tal caso infatti, i termini contenenti la pressione possono venir considerati
noti nelle equazioni della quantita di moto consentendo, cosi, il disaccoppiamento
delle equazioni differenziali relative alle velocita dall’equazione differenziale relati-
va alla pressione. Le procedure di questo tipo, tra I’altro, consentono di utilizzare
solutori iterativi per i sistemi di equazioni algebriche e quindi sono considerate estre-
mamente competitive per problemi che vengono discretizzati utilizzando un gran
numero di nodi. Chiaramente, nell’ambito di questo tipo di algoritmi, sono possi-
bili diverse strategie di soluzione a seconda che le equazioni della quantita di moto
vengano ancora risolte simultaneamente (procedure parzialmente disaccoppiate) o
separatamente, una dopo 1’altra (procedure completamente sequenziali). Le strut-
ture dei sistemi di equazioni algebriche lineari che si ottengono nei due casi sono
mostrate, rispettivamente, in Fig. 3.21(b) e in Fig. 3.21(c).

Tra le procedure disaccoppiate, sono considerati molto affidabili gli algoritmi detti
di proiezione, o anche a passo frazionato, come quelli illustrati nel Paragrafo 1.7. Il
nome di proiezione deriva dal fatto che i campi di velocita approssimati, trovati nella
prima fase del calcolo, vengono successivamente “proiettati” in campi a divergenza
nulla tenendo conto delle pressioni di correzione. Il nome equivalente di passo fra-
zionato deriva dal fatto che nella prima fase del calcolo si stima la prima frazione
delle componenti dell’accelerazione, quella associata alle pressioni di tentativo ed ai
termini advettivo e diffusivo delle equazioni di Navier-Stokes, mentre nella seconda
parte si stima la frazione residua associata alle pressioni di correzione.

Si puod dimostrare che per garantire la stabilita dei metodi di tipo integrato bi-
sogna rispettare i vincoli imposti dalla cosiddetta “LBB condition” (condizione di
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi), che si traduce nella necessita di approssimare la
pressione mediante elementi di ordine inferiore rispetto a quelli utilizzati per I’ap-
prossimazione della velocita (“unequal order interpolation™). In caso contrario, in-
fatti, la distribuzione di pressione che si ottiene alla fine del processo di soluzione
risulta caratterizzata da oscillazioni spaziali prive di significato fisico; tale effetto ¢
noto con il nome di “checkerboarding”. Per quanto riguarda gli algoritmi di tipo
“projection”, nelle procedure derivate manipolando le equazioni differenziali valide
nel continuo ¢ possibile 1’utilizzo di elementi dello stesso ordine, cioe, di funzioni
di forma dello stesso grado, sia per 1’approssimazione della velocita sia per quella
della pressione (“equal order interpolation”), mentre in quelle ottenute dalla mani-
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polazione delle equazioni di conservazione discretizzate nello spazio la pressione
deve venire approssimata utilizzando elementi di un ordine inferiore (“unequal order
interpolation”), cioe, dev’essere rispettata la “LBB condition”. Entrambi i tipi di pro-
cedure presentano vantaggi e svantaggi che pero sarebbe troppo lungo analizzare in
questa sede. Vale infine la pena ricordare che le procedure a cui si ¢ precedentemente
accennato si possono applicare alla soluzione di problemi relativi a deflussi non so-
lo laminari ma anche turbolenti, purche, ovviamente, gli algoritmi vengano integrati
con opportuni modelli di turbolenza, come quelli presentati nel Capitolo 4.

A titolo di esempio, viene di seguito presentata la forma discretizzata, ottenuta im-
piegando elementi tutti dello stesso ordine, dell’algoritmo sequenziale di tipo “pro-
jection” descritto al Paragrafo 1.7. Viene poi descritto un algoritmo, per molti aspetti
simile al precedente, che pero, essendo ricavato partendo dalle equazioni scritte non
con riferimento al continuo, ma discretizzate nello spazio, richiede I’uso di elemen-
ti di ordine diverso per velocita e pressione. E interessante notare che 1’impiego di
elementi di ordine inferiore per la pressione corrisponde all’utilizzo di griglie sfal-
sate nell’ambito del metodo dei volumi finiti, mentre 1’approssimazione di velocita
e pressione mediante elementi dello stesso ordine corrisponde all’uso di griglie co-
locate, come descritto nel Capitolo 2. In tutti i casi, dalla discretizzazione delle equa-
zioni di Navier-Stokes si ottengono equazioni matriciali formalmente molto simili
all’Eq. (3.69), ottenuta discretizzando I’equazione dell’energia.

3.9.1 Esempio di procedura ‘“equal order”

La procedura agli elementi finiti basata sull’algoritmo illustrato nel Paragrafo 1.7 vie-
ne presentata con riferimento all’analisi di deflussi bidimensionali laminari di fluidi
incomprimibili con proprieta termofisiche costanti. La formulazione agli elementi
finiti ¢ ottenuta con il metodo di Galerkin nella forma classica, applicando la formula
di Green ai termini di tipo diffusivo delle equazioni e utilizzando funzioni interpolanti
dello stesso ordine per tutte le variabili (“equal order interpolation”). Cio € possibile
in quanto I’algoritmo di proiezione ¢ applicato con riferimento ad equazioni scritte
per il continuo che, solo successivamente, vengono discretizzate nello spazio. Se-
condo la strategia delineata nel Capitolo 1, ad ogni passo temporale il vettore p* dei
valori nodali della pressione di tentativo viene assunto uguale a quello delle pressioni
nodali alla fine del passo precedente (p* = p’*). Quindi, i vettori u* e v* dei valori
nodali delle componenti della velocita di tentativo vengono determinati risolvendo le
equazioni discretizzate nel tempo e nello spazio corrispondenti all’Eq. (1.93)

pM%“”K*PA) [yu* + (1 —7)u"] + D"p* + pg, Be =0 (3.129)
'OM%H“KJFPA) [yv* + (1= 7)v"] + Dp* + pgyBe =0 (3.130)
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dove 3 ¢ il coefficiente di dilatazione termica e g, € g, sono le componenti del vettore
accelerazione di gravita.

11 vettore p’ dei valori nodali della pressione di correzione pud essere poi ottenuto
risolvendo I’equazione discretizzata corrispondente all’Eq. (1.97)

_r

/I _
Kp =-77

(D"u* + D'v*) (3.131)

mentre i vettori u’ e v’ dei valori nodali delle componenti della velocita di correzione
vengono calcolati risolvendo le equazioni discretizzate corrispondenti all’Eq. (1.94)

p / u, !
L Mpu = -D 3.132
AgMLu P ( )
L My = —DUp/ (3.133)
A

Nelle equazioni precedenti, IM ¢ la matrice di massa, A e K sono le matrici di ad-
vezione e di diffusione, D" e D? sono le matrici gradiente/divergenza, e ¢ il vettore
che contiene le componenti nodali dei termini di galleggiamento e, infine, M, ¢ la
matrice di massa condensata (diagonale), ottenuta ponendo a zero tutti gli elementi
eccetto quelli sulla diagonale principale, che vengono posti uguali alla somma degli
elementi della riga corrispondente della matrice originale. I vettori dei valori no-
dali delle componenti della velocita e della pressione alla fine del passo temporale,
calcolati secondo le equazioni (1.100) e (1.98), sono dati da

"t =u+u (3.134)
vl = v v/ (3.135)
p" =p*+p (3.136)

mentre il vettore t" 1! dei valori nodali della temperatura viene calcolato risolvendo

I’equazione dell’energia (1.101) discretizzata nel tempo e nello spazio con il classico

metodo di Galerkin
tn+1 . tn

perM—x5—

+ (AK + pepA) [yt" T+ (1 —9)t"] =0 (3.137)

Le espressioni degli elementi delle matrici e dei vettori che compaiono nelle equa-
zioni precedenti sono riportati di seguito

Myj = /QNi N; d (3.138)
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Kij = /Q (%]Zi 381;9 + 86];[2' a{;\yfj) do (3.139)
Aij_/QNl- <u 88];7 + v a(;;f > dQ (3.140)
/N 8NJ (3.141)
/N 8NJ (3.142)

eZ:/QNZ» (t" — to) d (3.143)
(Mp)ij = /Q N; 6;; dQ2 (3.144)

dove ¢y ¢ la temperatura di riferimento. Si noti che le definizioni di A;; e K;; so-
no leggermente diverse da quelle riportate nei paragrafi precedenti in cui non si era
fatto esplicitamente riferimento al caso di proprieta termofisiche costanti, che, per-
tanto, non potevano essere portate fuori dai segni di integrale. Gli elementi lineari
sia per la velocita sia per la pressione sono quelli piti frequentemente usati con que-
sto algoritmo. Nella soluzione delle equazioni precedenti, le condizioni al contor-
no vanno imposte in maniera coerente con quanto esposto nel Paragrafo 1.7.2, per
quanto riguarda le equazioni di Navier-Stokes, e nel Paragrafo 1.3.3, per ’equazione
dell’energia.

L’algoritmo sopra descritto, sebbene risulti, in generale, efficace, accurato e di sem-
plice implementazione, in alcuni casi puod generare campi di pressione caratterizzati
da oscillazioni spaziali prive di significato fisico e manifestare una certa instabilita.
Per questi motivi, sono stati proposti e descritti nella letteratura scientifica metodi
di stabilizzazione, qui omessi per brevita, che consentono un miglioramento delle
prestazioni globali.

3.9.2 Esempio di procedura ‘“unequal order”

Viene ora descritto un altro algoritmo di tipo “projection” del tutto analogo al prece-
dente nella logica, ma sviluppato a partire dalle equazioni discretizzate nello spazio
e che, pertanto, deve essere implementato utilizzando per 1I’approssimazione della
pressione, elementi di ordine inferiore rispetto a quelli utilizzati per 1’approssimazio-
ne della velocita (“unequal order interpolation”). Anche in questo caso, all’inizio di
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ogni passo temporale si assume una distribuzione di pressione di tentativo p* uguale
a quella p” ottenuta alla fine del passo precdente. Come nell’algoritmo “equal or-
der” precedentemente descritto, i vettori u* e v* dei valori nodali delle componenti
della velocita di tentativo vengono determinati risolvendo le equazioni discretizzate
nel tempo e nello spazio corrispondenti all’Eq. (1.93).
* 1M
A

* n

pM + (UK +pA)yu" + (1 —7)u"]+ G"p" + pgs Be = g" (3.145)

M35
Tuttavia, in questo caso le equazioni discretizzate sono state scritte tenendo conto
gia in questa fase delle modifiche ai vettori e alle matrici conseguenti all’introduzio-
ne delle condizioni al contorno del primo tipo (Dirichlet) sulla velocita con modalita
analoghe a quelle corrispondenti all’ultima delle tre possibilita descritte nell’ Appen-
dice di questo capitolo, al Paragrafo 3.11.1. I vettori g*“ e g” contengono, infatti,
proprio i termini nei quali compaiono i valori imposti della componenti della veloci-
ta e che, pertanto, sono dei termini noti. Le matrici G* e G" rappresentano la forma
discreta dell’operatore gradiente che si ottiene quando si utilizza I’integrazione per
parti per abbassare I’ordine di derivazione nei termini contenenti la pressione. Questa
pratica ¢ sempre necessaria nel caso di “unequal order interpolation”.

+ K+ pA) v+ (1 —7)v"]+ Gp" +pgyBe =g" (3.146)

A questo punto ¢ utile notare che, per applicare le condizioni di Dirichlet sulla ve-
locita, oltre a raggruppare i termini noti nei vettori g* e g, ¢ necessario eliminare le
equazioni corrispondenti ai nodi vincolati e ricompattare le matrici e i vettori. Pertan-
to, anche se qui la cosa non viene evidenziata mediante I’utilizzo di simboli diversi,
in generale, le matrici e vettori che compaiono nell’Eq. (3.145) hanno dimensioni
diverse da quelle identificate dallo stesso simbolo, che compaiono nell’Eq. (3.146).
Infatti se indichiamo con n il numero di nodi utilizzati per 1’approssimazione della
velocita, con r, il numero di nodi in cui ¢ imposto il valore della componente u della
velocita e con 7, quello in cui ¢ imposto il valore della componente v, il numero di
valori nodali incogniti sara n,, = n — r,, per la componente u € n, = n — r,, per la
componente v. Infine, se indichiamo con 7, in numero di nodi utilizzati per I’appros-
simazione della pressione, possiamo concludere che le matrici M, K e A avranno
dimensioni n, X n, nell’Eq. (3.145) e n, x n, nell’Eq. (3.146), mentre le matrici
gradiente G* e G" avranno dimensioni, rispettivamente, 1, X 7, € 7, X n,. I vet-
tori che compaiono nelle Eq. (3.145) e (3.146) avranno, ovviamente, le dimensioni
appropriate. Le espressioni degli elementi delle matrici e dei vettori che compaiono
nelle equazioni precedenti sono ancora quelle riportate nelle equazioni da (3.138) a
(3.144), mentre i generici elementi delle matrici G* e G" sono definiti come

Gy = — N; d) (3.147)

an
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ON; -
Sl TS (3.148)
q Oy 7

dove N; sono ancora le funzioni di forma utilizzate per I’interpolazione della velocita
e N; sono le funzioni di forma di ordine inferiore utilizzate per I’interpolazione della
pressione.

v

I vettori u’ e v’ dei valori nodali delle componenti della velocita di correzio-
ne vengono ancora calcolati risolvendo le equazioni discretizzate corrispondenti al-
I’Eq. (1.94)

p P n+1 * U
P 14 n+1 * v
—MMLV’ = —MML (vt —v*) = —-G"p (3.150)

ma I’equazione discretizzata che consente di calcolare il vettore p’ dei valori nodali
della pressione di correzione non viene piu ottenuta discretizzando I’Eq. (1.97), bensi
moltiplicando da sinistra, rispettivamente per (G*)TM ! e (G¥)"™M ", il secondo
e il terzo membro delle equazioni (3.149) e (3.150), sommando membro a membro e
tenendo conto della seguente forma discretizzata dell’equazioni di continuita

(Gu)Tun—H + (Gv)Tvn—H — gD (3.151)

Nell’Eq. (3.151) si sono assunte funzioni di pesata uguali alle funzioni di forma usa-
te per I’approssimazione della pressione, il vettore g” contiene i termini originati
dall’imposizione delle condizioni al contorno di Dirichlet sulla velocita, mentre le
matrici (G*)T e (GV)T, trasposte delle matrici gradiente, rappresentano, a meno
del segno, la forma discreta dell’operatore divergenza. L’equazione che consente di
determinare il vettore p’ &€ quindi data da

[(Gu)TleGu + (G’U)TleGU] p/

- Aiﬁ (G Ta* + (GY)Tv* — gP] (3.152)
Infine, 1 vettori dei valori nodali delle componenti della velocita e della pressione
alla fine del passo temporale, calcolati secondo le equazioni (1.100) e (1.98), sono
dati dalle equazioni da (3.134) a (3.136) mentre il vettore t"*1 dei valori nodali della
temperatura viene calcolato risolvendo I’equazione dell’energia (1.101) discretizzata
nel tempo e nello spazio con il classico metodo di Galerkin, cioe¢, I’Eq. (3.137)

La combinazione di elementi di ordine diverso pil utilizzata con questo algoritmo
¢ rappresentata da elementi lineari per la velocita ed elementi con un solo nodo cen-
trale per la pressione. Ogni funzione di forma N; ha valore unitario in tutti i punti
dell’elemento che contiene il nodo ¢-esimo, mentre vale zero al di fuori. Pertanto,
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in ogni elemento, la pressione assume un valore costante. L’algoritmo appena de-
scritto permette di rispettare i vincoli imposti dal principio di conservazione della
massa in maniera piu rigorosa di quanto sia consentito dall’algoritmo sviluppato a
partire dalle equazioni scritte per il continuo, ma risente negativamente della minor
accuratezza con cui viene approssimata la pressione e del fatto che per poter risol-
vere I’Eq. (3.152) si deve necessariamente utilizzare la matrice di massa concentrata
My, al posto della M, che consentirebbe di ottenere risultati migliori. Anche con
riferimento a

questo algoritmo sono riportate nella letteratura scientifica le descrizioni di mo-
difiche e perfezionamenti, qui omessi per brevita, che consentono di migliorarne le
prestazioni globali.

3.10 SOMMARIO

In questo capitolo sono state esposte le basi del metodo degli elementi finiti nella
versione ai residui pesati, con riferimento alla soluzione di problemi di convezione
in deflussi laminari bidimensionali.

* Sono state descritte le modalita con cui viene approssimata la variabile inco-
gnita.

* Sono stati illustrati i concetti di base relativi all’applicazione del metodo dei
residui pesati e delle formule di Gauss-Green.

* Il metodo di Galerkin ¢ stato poi presentato con riferimento all’equazione della
conduzione e dell’energia, sia in regime stazionario sia in quello transitorio.

* Sono state quindi illustrate le tecniche per la mappatura degli elementi non
rettangolari e per I’integrazione numerica.

* Infine, dopo una panoramica sulle principali strategie di soluzione delle equa-
zioni di Navier-Stokes mediante il metodo degli elementi finiti, sono state
illustrate, a titolo di esempio, due procedure di tipo “projection”.

» Nell’ Appendice di questo capitolo, vengono illustrate le modalita di introdu-
zione delle condizioni al contorno del primo tipo e di calcolo dei flussi nodali
incogniti. Sono inoltre riportate le espressioni di alcune matrici che si otten-
gono con I’applicazione del metodo di Galerkin alla soluzione dell’equazione
dell’energia. Infine, viene fatto un breve cenno ai metodi per la soluzione dei
sistemi di equazioni algebriche lineari.
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3.11 APPENDICE

In questa Appendice sono illustrate le modalita con cui si introducono le condizioni
al contorno del primo tipo e si calcolano i flussi nodali incogniti. Sono inoltre ripor-
tate, a titolo di esempio, le espressioni di alcune matrici che si ottengono applicando
il metodo di Galerkin alla soluzione dell’equazione dell’energia quando si utilizza-
no elementi monodimensionali a due nodi o elementi bidimensionali rettangolari a
quattro nodi.

3.11.1 Introduzione delle condizioni al contorno

Viene di seguito descritta la procedura con cui si impongono le condizioni al contor-
no del primo tipo (valore imposto della variabile incognita) prima della soluzione del
sistema di equazioni lineari. Bisogna innanzitutto notare che in ogni equazione cor-
rispondente ad un nodo in cui il valore dell’incognita & vincolato, sara presente, nel
secondo membro, un termine incognito z; dovuto alla “reazione” del nodo all’impo-
sizione del vincolo. Nel caso di un problema di trasmissione del calore, la “reazione”
corrisponde, a meno del segno, al flusso termico necessario per mantenere nel nodo
la temperatura imposta. Pertanto, il vettore z dei valori nodali delle “reazioni” sara
legato a quello dei flussi termici nei nodi vincolati che compare nell’Eq. (3.32) dalla
relazione z = —ry.

Si supponga, per esempio, di voler introdurre la condizione ¢y = (t,)2 nel sistema
di equazioni

Hy Hyp Hiz| (t f1
Hoyy Hoy Hoz| (tap =1 fa+ 2 (3.153)
H3y Hsp Hsz| |13 /3

Prima di applicare la procedura per calcolare la soluzione utilizzando, ad esempio,
uno dei metodi descritti in questa Appendice, al Paragrafo 3.11.3, si puo riscrivere il
sistema in modo da garantire che I’incognita ¢» assuma il valore imposto (t,)2

Hyy 0 Hiz| (t f1— Hiz (tp)2
0 1 0 |{ts= (t)2 (3.154)
Hz; 0 Hsz| \t3 f3— Hza (tp)2

dove 1 coefficienti della seconda riga sono stati uguagliati a zero, eccetto il coeffi-
ciente sulla diagonale, che ¢ stato posto uguale a uno, mentre il termine a secondo
membro della seconda equazione ¢ stato posto uguale a (¢,)2. Inoltre, i coefficienti
della seconda colonna, eccetto quello sulla diagonale, sono stati moltiplicati per il
valore noto (,)» e portati a secondo membro.
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Dopo aver risolto il sistema si puo, poi, calcolare la “reazione” incognita utilizzan-
do la seconda equazione nella sua forma originale

29 = Ho1t1 + Hooto + Hozts — fo = —(71)2 (3.155)

In alternativa, prima di procedere alla soluzione, si pudé modificare il sistema por-
tando a secondo membro la seconda colonna con i coefficienti moltiplicati per il
valore noto della variabile e a primo membro la “reazione” incognita

Hyp 0 Hz| (ta fi— Hia (tp)2
Hyy —1 Haz| 22 p =1 fo— Ha(tp) (3.156)
Hz1 0 Hsz| {3 f3 — H3a (tp)2

In questo modo la simmetria della matrice H € persa, ma in compenso la “reazione”
22 compare esplicitamente nel vettore delle incognite.

Infine, ¢ possibile adottare una terze strategia, secondo la quale si elimina sempli-
cemente la seconda equazione e si porta a secondo membro la seconda colonna con i
coefficienti moltiplicati per il valore noto della variabile

Hyyty + Hiztz = f1 — Hia (tp)2
(3.157)

H3it1 + H3ztz = f3 — H3a (tp)2

Il sistema originale viene quindi riscritto come

[Hh ] {ta}: {f{} .
) \6f 4

in cui gli indici dei coefficienti delle equazioni sono stati opportunamente ridefiniti

Hi, = Hy ; Hi, = Hig ; Hj, = Hsp ; Hj, = Hsg
th=t1; th = t3
f1=/f1—Hi2(tp)2 ; f5=f3— Hsa (tp)2

Questo approccio risulta pit complicato dei due precedenti, ma consente di risol-
vere un sistema di dimensioni ridotte, ciog, con un numero inferiore di equazioni.
Anche in questo caso, come nel primo, ¢ possibile utilizzare la seconda equazio-
ne del sistema nella forma originale per calcolare la “reazione” incognita secondo
I’Eq. (3.155).
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3.11.2 Matrici per alcuni elementi momo- e bidimensionali

Espressioni di alcune matrici che si ottengono con 1’applicazione del metodo di Ga-
lerkin alla soluzione dell’equazione dell’energia quando si utilizzano elementi mo-
nodimensionali a due nodi di lunghezza L¢ o elementi bidimensionali rettangolari a
quattro nodi con lati paralleli agli assi x e y e dimensioni L® x H®.

Elemento monodimensionale a due nodi: matrice di capacita

ce L2t (3.159)
=pc— .
P |19
Elemento monodimensionale a due nodi: matrice di conducibilita
Ke— M| -t (3.160)
CLe-1 1 '
Elemento monodimensionale a due nodi: matrice di advezione
A° ul=1 1] (3.161)
=pc— .
N
Elemento rettangolare a quattro nodi: matrice di capacita
4 2 1 2
LeHe |2 4 2 1
C¢ =pc 3.162
P€736 |1 2 4 9 (5.162)
21 2 4
Elemento rettangolare a quattro nodi: matrice di conducibilita
2 -2 -1 1 2 1 -1 =2
AHEe |-2 2 1 -1 AL® 1 2 -2 -1
K¢ = + (3.163)
6L¢ [—1 1 2 =2 6He [—1 —2 2 1
1 -1 -2 2 -2 -1 1 2
Elemento rettangolare a quattro nodi: matrice di advezione (u, v uniformi)
-2 2 1 -1 -2 -1 1 2
uHe |2 2 1 -1 vl |—-1 -2 2
Af =pc + pc 3.164
P12 -1 1 2 =2 Pe 2 -1 -2 2 ( )
-1 1 2 =2 -2 -1 1 2

Espressioni relative a matrici di elementi di ordine superiore possono essere reperite
nei testi specializzati.
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3.12 NOMENCLATURA

A matrice di advezione

b vettore di convezione

B matrice di convezione

c calore specifico, J/(kg K)

Cp calore specifico a pressione costante, J/(kg K)

C matrice di capacita

D*, D? matrici gradiente/divergenza

e vettore di galleggiamento

f vettore dei termini noti del sistema di equazioni lineari
gP vettore dei termini noti (equazione di continuita)

g" g’ vettore dei termini noti (equazioni della quantita di moto)
GY, GY  matrici gradiente

H matrice del sistema di equazioni lineari

J matrice Jacobiana

K matrice di conduzione/diffusione

L lunghezza di un elemento, m

L1, Lo, Ly coordinate di area, adimensionali

numero totale di elementi

matrice di massa, matrice di massa concentrata
numero totale di nodi

normale esterna al contorno

matrice delle funzioni di forma

numero di punti di integrazione

vettore delle pressioni nodali

componente del flusso termico specifico normale al contorno, W/m
potenza termica generata per unita di volume, W/m3
numero di nodi in un elemento

vettore dei flussi termici nodali

vettore dei termini sorgente nodali

contorno esterno del dominio

temperatura, °C

vettore delle temperature nodali

vettori delle componenti nodali della velocita
componenti della velocita nelle direzioni x, y, m/s
fattore di pesata nell’integrazione di Gauss
funzione di pesata

coordinate cartesiane, m
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vettore delle “reazioni” nodali
coefficiente di convezione, W/(m? K)
coefficiente di dilatazione termica, K1
fattore di pesata temporale

delta di Kronecker

conducibilita termica, W/(m K)

tempo, s

densita, kg/m?

coordinate locali, adimensionali
dominio di definizione

convettivo

centro

fluido

nodo o posizione

prescritto

riferimento

primo tipo (temperatura imposta)

secondo tipo (flusso termico specifico imposto)
terzo tipo (convezione)

elemento

livello temporale
valore di tentativo
valore di correzione
approssimato
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Capitolo 4

La turbolenza e i suoi modelli

M. Ciofalo

4.1 INTRODUZIONE

In questo capitolo, il punto di partenza sara le equazioni di continuita, quantita di
moto (Navier-Stokes) ed energia, valide per un fluido newtoniano comprimibile o
incomprimibile e gia introdotte nel Capitolo 1. Usando la notazione tensoriale con la
cosiddetta convenzione di Einstein (somma implicita su indici ripetuti), e omettendo
per il momento sia forze di massa sia termini legati alla generazione interna di calore,
esse possono scriversi nella forma:

dp 0 -
%4-87%(/)“])—0 @D
0 Ny 9 N__ 9 0| (Ou  Ou
g (Pui) + Oz, (ouits) = =, + 1z {M <3l‘j ! 3502‘” 2
o 0 0 ot

L’Eq. (4.3) ¢ superflua se il moto & isotermo. Inoltre, la sua soluzione (il campo
termico) non ha effetti sulla soluzione delle due precedenti equazioni (il campo di
moto) se le proprieta fisiche del fluido non variano con la temperatura.

E accettato da tempo (Spalding, 1978) che le Eq. (4.1)-(4.3), con appropriate con-
dizioni al contorno, descrivano in modo praticamente esatto il comportamento di un
fluido sia in condizioni laminari che turbolente. La natura estremamente complessa
e apparentemente stocastica della turbolenza non nasce quindi né da fonti esterne
di rumore (fluttuazioni nelle condizioni al contorno) né da una inadeguata formu-
lazione matematica del problema, ma ¢ una proprieta intrinseca di certe soluzioni
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delle equazioni stesse. Nella successiva Sezione 4.2 si discuteranno schematicamen-
te, avvalendosi di esempi, alcuni aspetti generali della turbolenza idrodinamica, con
particolare riguardo alle scale spazio-temporali coinvolte e alla distribuzione spet-
trale delle fluttuazioni. Si fara inoltre cenno al punto di vista contemporaneo che
inquadra la turbolenza nella teoria dei sistemi dinamici non lineari a comportamento
caotico.

Da quanto detto segue che, nelle condizioni in cui un sistema fisico presenta un
comportamento turbolento, una soluzione diretta (numerica o, in linea di principio,
analitica) delle Eq. (4.1)-(4.3), purché sufficientemente accurata, manifestera lo stes-
so comportamento (e viceversa). Il problema sta nelle condizioni che devono essere
soddisfatte perché la soluzione possa considerarsi accurata. Queste saranno discusse
in dettaglio per uno specifico problema nella Sezione 4.3, ove si mostrera che il pun-
to cruciale sta nella risoluzione spazio-temporale necessaria perché il trasferimento
di energia meccanica dalle scale pill grandi alle scale cosiddette dissipative del moto
sia adeguatamente simulato. Come si vedra, molti problemi di grande interesse pra-
tico sfuggono e sfuggiranno per molto tempo - nonostante il rapido incremento della
potenza di calcolo - alla possibilita di simulazioni dirette; cid giustifica il ricorso a
modelli di turbolenza.

Applicare un modello di turbolenza allo studio di un problema fluidodinamico con-
siste, in ultima analisi, nel rinunciare a studiare nei dettagli I’ effettivo comportamento
del fluido, sostituendolo con un fluido equivalente (generalmente non-newtoniano)
descritto da opportune equazioni costitutive, e tale da manifestare nelle condizioni
date un comportamento spazio-temporale sufficientemente regolare e predicibile. Da
questo punto di vista, la modellazione della turbolenza presenta forti punti di con-
tatto con la meccanica dei fluidi non newtoniani, come riconosciuto, ad esempio, da
Speziale (1985).

Possono individuarsi due approcci fondamentali alla modellazione della turbolen-
za: il primo si basa su un processo di filtraggio spaziale, e conduce alla cosiddetta
Large Eddy Simulation (simulazione a grandi vortici, LES); il secondo si basa con-
cettualmente su un analogo filtraggio temporale, ma si riduce il pit delle volte alla
media su tempo infinito o alla media d’insieme, dando vita alla cosiddetta chiusura
secondo Reynolds (modelli RANS, o Reynolds Averaged Navier Stokes). Questi due
approcci saranno discussi in dettaglio nelle Sezioni 4.4 e 4.5, rispettivamente. Si noti
che I’ordine di presentazione ¢ invertito rispetto a quello consueto, in cui i modelli
RANS (storicamente i primi sviluppati, e tuttora di uso assai piu diffuso) precedono
invariabilmente la LES.

La Sezione 4.6 ¢ dedicata alla turbolenza in convezione naturale e mista. Saran-
no illustrati gli aspetti fisici del problema e saranno derivati e commentati i termi-

196




4.2. CARATTERISTICHE DELLA TURBOLENZA

ni che vanno aggiunti o modificati nelle equazioni di trasporto degli sforzi di Rey-
nolds o dell’energia cinetica turbolenta per tenere conto degli effetti di buoyancy
(galleggiamento termico).

Infine, nella Sezione 4.7 saranno tratte alcune conclusioni comparative sui diver-
si modelli, sia dal punto di vista della capacita di riprodurre correttamente risultati
sperimentali sia dai punti di vista del rigore concettuale, della generalita di applica-
zione e dell’onere computazionale associato. In tutto il capitolo si cerchera, nei limiti
del possibile, di illustrare i vari problemi con esempi tratti dall’esperienza personale
dell’autore o dalla letteratura piu rilevante.

Le brevi note che seguono possono solo dare un panorama sommario della tur-
bolenza idrodinamica, uno degli argomenti pit complessi e affascinanti di tutte le
scienze fisiche. Trattazioni molto pill adeguate possono trovarsi in testi e trattati qua-
li Tennekes e Lumley (1972), Hinze (1975), Lesieur (1990) o Pope (2000). Inoltre,
¢ consigliabile a chiunque sia interessato allo studio della turbolenza di trascorrere
un certo tempo osservando fluidi reali in moto turbolento; e di tenere presente che
problemi quotidiani, come la forma del getto che esce da un umile rubinetto, o - pilt
poeticamente - la forma delle nuvole, sono di fatto molto al di 1a delle nostre attuali
capacita di predizione.

4.2 CARATTERISTICHE DELLA TURBOLENZA

4.2.1 Decomposizione e fluttuazioni

LaFig. 4.1(a) riporta la struttura istantanea di un getto fluido turbolento a sezione cir-
colare (fiamma) che penetra nel mezzo circostante. La densita del fluido, e quindi la
sua temperatura ¢, sono state visualizzate qui con una tecnica interferometrica. Sulla
complessa struttura mostrata in figura possono effettuarsi due distinte operazioni di
media, o filtraggio.

La prima ¢ un’operazione di media spaziale; lungo direzioni omogenee (come, in
questo caso, la direzione circonferenziale ¢) la media puo estendersi all’intero domi-
nio di interesse (da 0 a 27), mentre, lungo direzioni non omogenee in cui esista un
gradiente di grande scala (come, in questo caso, le direzioni assiale e radiale z, r) ha
senso solo eseguire una media corrente, o una piu sofisticata operazione di filtraggio,
con ampiezza intermedia fra le dimensioni integrali del problema e quelle delle piu
piccole strutture turbolente. Ad esempio, la media azimutale istantanea (J=costante)
della temperatura in Fig. 4.1(a) apparirebbe all’incirca come in Fig. 4.1(b); la ge-
nerica grandezza mediata rimane ancora funzione delle rimanenti variabili spaziali x
e r, nonché del tempo ¢, ma con un andamento molto pil regolare (smooth) che la
grandezza primitiva.
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(b) (o)

Figura 4.1: Struttura della turbolenza in una flamma. a) ¢ istantanea (adattato da Schumann
(1993)); b) media azimutale; c) media temporale.

In alternativa, puo effettuarsi sulla struttura (dipendente dal tempo) di Fig. 4.1(a)
un’operazione di media temporale. Essa produrrebbe un andamento simile a quello
schematizzato in Fig. 4.1(c); simmetricamente rispetto al caso precedente, si noti che
la generica grandezza (ad es., la temperatura) rimane funzione delle variabili spaziali,
ma con andamento piu regolare della funzione primitiva.

Si noti che, anche in questo caso, ha senso estendere la media all’intera durata del
fenomeno (concettualmente, all’infinito) solo se il problema ¢ statisticamente sta-
zionario; in un transitorio, o in un problema che presenti oscillazioni temporali non
stocastiche di grande scala (legate, ad esempio, ad una variazione periodica delle con-
dizioni al contorno, come accade nei problemi meteorologici), ha senso solo mediare
nel tempo su durate intermedie fra quella di tali oscillazioni e quella caratteristica
delle fluttuazioni turbolente vere e proprie.
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Valgono in generale le seguenti osservazioni:

* la media su una o piu variabili indipendenti riduce la variabilita di una gene-
rica grandezza turbolenta anche rispetto alle altre variabili; questa proprieta,
dovuta a ovvie ragioni statistiche, & di fatto ci0 che rende possibile e utile la
modellazione della turbolenza;

* la struttura risultante - per quanto riguarda, ad esempio, il campo di tempera-
tura - ¢ simile a quella che si osserverebbe in un moto laminare a numero di
Reynolds molto piu basso;

* sotto opportune ipotesi la media (filtraggio) spaziale e quella temporale danno
risultati analoghi, Figg. 4.1(b) e (c).

Alcune delle affermazioni che precedono non sono prive di insidie e di definizioni
sottilmente circolari; la differenza fra direzioni omogenee e non, e fra transitori e stati
(statisticamente) stazionari, pud precisarsi solo una volta che il problema sia stato
caratterizzato completamente, ma spesso I’operazione di media ¢ compiuta appunto
per rendere il problema caratterizzabile! Questi aspetti saranno meglio discussi nei
paragrafi che seguono. Qui importa ricordare che:

* I'operazione di media o filtraggio spaziale o temporale, comunque definita,
introduce una decomposizione della generica grandezza turbolenta ¢(x, ¥/) in
valore medio (filtrato, risolto) (¢) e valore fluttuante (non filtrato, irrisolto) ¢’,
entrambi, in generale, ancora funzioni dello spazio e del tempo.

4.2.2 La cascata di Kolmogorov

In Fig. 4.1 colpisce la presenza di strutture caratterizzate da diverse scale spaziali,
che vanno da quella della geometria fino a quelle delle perturbazioni piu piccole.

Tale molteplicita di scale ¢ caratteristica della turbolenza: in un getto laminare,
le strutture riconoscibili del campo idrodinamico sarebbero della stessa scala delle
strutture geometriche che caratterizzano il problema (ad esempio, il diametro del
getto all’uscita). Due scale fondamentali sono la scala integrale della turbolenza, L,
e la scala dissipativa, o di Kolmogorov, 7. La prima corrisponde grosso modo alle
dimensioni delle strutture geometriche presenti nel dominio di interesse; la seconda
caratterizza le piu piccole strutture spaziali che possono esistere nel campo di moto.

Nella teoria della turbolenza sviluppata da Kolmogorov gia negli anni 1930, e tut-
tora essenzialmente valida, I’energia meccanica del fluido, fornita ad esso alla scala
integrale L da processi esterni (come gradienti di pressione o agitazione meccanica),
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Figura 4.2: Schema della cascata di scale nella turbolenza. Adattato da Schumann (1993).

subisce una progressiva degradazione attraverso una cascata di scale da L fino a 7,
quando ¢ infine degradata in energia termica dagli attriti viscosi (Fig. 4.2).

Per I'ordine di grandezza della scala dissipativa 7, sulla base di considerazioni
dimensionali si ottiene (Landau e Lifschitz, 1959):

3\ 1/4
N~ (’;) (4.4)

in cui v & la viscosita cinematica del fluido ed ¢ ¢ il tasso di dissipazione di energia
cinetica turbolenta per unita di massa (avente dimensioni m?s~3). Nel modello a ca-
scata di Kolmogorov, € ¢ strettamente legata alla funzione di dissipazione ®, ricavata
in forma esplicita nel Cap. 1 nel caso di moto bidimensionale. Nel caso piu generale
(purche il fluido sia newtoniano e il numero di Mach sia basso) ® pud esprimersi, in
notazione tensoriale, come:

b = fijSij = 2uSijSij (45)
essendo 5 5
Uq U
i 4.
Sij = (837] + &m) (46)

il tensore della velocita di deformazione (strain rate), €
fij = 2pSij 4.7
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il tensore degli sforzi (stress) viscosi. {In notazione matriciale si sarebbe ottenuto,
rispettivamente: S = (1/2)[Vu + (Vu)?] e f = 2uS}. 1l valore medio, o filtrato, di
® ¢ quindi

(@) = 2u(S;55i5) (4.8)

Scomponendo esplicitamente .S;; come (S;;) + ng e sostituendo nell’Eq. (4.5) si
ottiene:

(@) = 20u(Sij)(Siz) + 21(8;S3;) +2u(L + C) (4.9)

in cui

* il primo termine rappresenta 1’energia dissipata per unita di volume e di tempo
direttamente per effetti viscosi sul moto di grande scala e, di conseguenza, ¢
prossimo prossimo a zero in quanto, almeno nel caso di turbolenza sviluppata,
solo una frazione trascurabile dell’energia meccanica immessa ¢ direttamente
degradata in calore da effetti viscosi;

* il secondo termine rappresenta 1’energia dissipata per unita di volume e di tem-
po alla scala di Kolmogorov dei vortici dissipativi cio¢, come vedremo meglio
in seguito, la funzione dissipazione di energia cinetica turbolenta per unita
di volume pe (Tennekes e Lumley, 1972). Tale energia perviene alle scale di
Kolmogorov dopo avere attraversato I'intera cascata in Fig. 4.2, e dopo es-
sere apparsa alle varie scale intermedie come energia meccanica dei vortici
turbolenti.

* il terzo termine ¢ uguale a zero se la media & eseguita su intervalli spazia-
li o temporali infiniti, o su direzioni periodiche, mentre ¢ presente nel ca-
so dei filtraggi finiti, spaziali o temporali e, in tal caso rappresenta il tasso
di dissipazione di energia meccanica legato all’interazione fra scale diver-
se. (La giustificazione di queste affermazioni verra fornita nel seguito a pro-
posito della Large Eddy Simulation in quanto si vedra come i due addendi:
L = ((Sij)(Siz)) — (Sij)(Sij) e C = 2((Si;)S};) siano analoghi ai termini di
Leonard e incrociati).

Al capo opposto della cascata di scale, si trova la produzione di energia cinetica tur-
bolenta. Per analogia con I’energia cinetica tradizionale, I’energia cinetica turbolenta
(per unita di massa) viene definita come

k= %(u'u(} (4.10)

17

201




4. LATURBOLENZA EI1SUOI MODELLI

dove le ] sono le componenti fluttuanti delle velocita mentre, in questo caso, la
somma implicita ¢ sulla ¢. Le fluttuazioni di velocita e, quindi, I’energia cinetica tur-
bolenta, sono generate sulla scala geometrica L dallo shear o da forze di massa (qua-
li le forze di galleggiamento, o buoyancy, che agiscono nella convezione naturale).
Trascurando, per il momento, gli effetti di buoyancy ed anticipando risultati ottenuti
nel seguito, si puo dire che il tasso di produzione P di energia cinetica turbolenta ¢
esprimibile mediante la relazione

P = —p<u;u;><SZ]) = —Tij <Sz > (4.1 1)
ovvero mediante il prodotto del tensore degli sforzi turbolenti 7;;, definito rigorosa-
mente nel seguito, per il tensore della velocita di deformazione media, o di grande
scala (S;;) definito dalla (4.6). Pur senza far ricorso all’equazione di trasporto di
pk, dal punto di vista fisico si puo anche dire che, in uno stato (statisticamente) sta-
zionario e in assenza di trasporto convettivo e diffusivo, i termidi di produzione e
distruzione di pk si equivalgono in quanto si ha: P — pK = 0.

1l trasferimento di energia turbolenta attraverso la cascata di scale da L ad n puo,
comunque, essere meglio apprezzato nel contesto della analisi spettrale della turbo-
lenza, discussa qui di seguito.

4.2.3 Spettri della turbolenza

Benché strutture turbolente siano presenti a tutte le scale comprese fra L e i, I’energia
cinetica ad esse associata non ¢ ripartita in modo uniforme, ma presenta una specifica
distribuzione spettrale.

Se esiste almeno una direzione omogenea x, la generica grandezza ¢ avra, in qua-
lunque istante ) e per ogni valore delle restanti variabili spaziali, una certa distri-
buzione secondo x, che possiamo immaginare complicata e pseudo-casuale e rap-
presentare come una somma infinita di sinusoidi. La funzione ¢(z) pud, infatti,
rappresentarsi come un integrale di Fourier del tipo:

+oo
o(z) = 27r/ a(n)e 22 dn, (4.12)

—0o0

in cui n ¢ il numero d’onda (inverso della lunghezza d’onda A considerata). La
funzione a(n), trasformata di Fourier di ¢(x), & in genere complessa. La densita
spettrale P, ,(n) relativa a ¢ & data allora da

Pyp(n) = |a(n)P (4.13)
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a meno di un fattore di normalizzazione, scelto ad esempio in modo da ottenere

+oo
/ P (n)dn = (&) (4.14)

—00
dove le parentesi angolate denotano media spaziale lungo la direzione omogenea pre-
scelta. Si dimostra anche facilmente che la densita spettrale P, (n) ¢ la trasformata
di Fourier della funzione di correlazione spaziale R, (x), definita come:

I
BS)
—~~
o
BS
—~~
720"

|
3

|

B

Ryp(2) (&)p(§ — x)dE (4.15)

_X—>oo 2X e

11 tipico spettro energetico della turbolenza sviluppata si presenta come in Fig. 4.3.
In ascisse € riportato il numero d’onda n, in ordinate la densita spettrale P, (n)
relativa, ad esempio, al modulo della velocita. Py, (n) rappresenta quindi 1’energia
cinetica della turbolenza per unita di numero d’onda, che puo indicarsi semplicemen-
te con F(n). Lo spettro presenta un massimo ai numeri d’onda (1/L) caratteristici
dei termini forzanti (per i quali si ha L = A), un subrange inerziale in cui E(n) &
proporzionale a n~°/3, in corrispondenza della cascata di strutture turbolente, e un
taglio intorno a 1/7 in corrispondenza della scala dissipativa di Kolmogorov.

L’andamento di F(n) nel subrange inerziale puo ricavarsi sulla base di ipotesi mol-
to semplici (Lumley, 1992). Innanzitutto si assuma che il flusso I'(n) di energia cine-
tica turbolenta attraverso il generico numero d’onda n (ciog il tasso al quale I’energia
viene trasferita da numeri d’onda minori di n a numeri d’onda maggiori di n) sia
proporzionale al rapporto fra I’energia cinetica turbolenta associata a n, u%(n), e la
costante di tempo associata a n, A(n)/u(n). Si esprima poi u(n) come [nE(n)]'/?
e A(n) come 1/n. Infine, si osservi che I'(n) pud identificarsi con la dissipazione
€, la quale non dipende dal numero d’onda; cid equivale ad assumere che I’energia
meccanica della turbolenza attraversi le varie scale da L a n e solo alla fine della
cascata venga dissipata in calore. Si ricava allora:

E(n) = ag?/3p=2/3 (4.16)

dove « & una costante. E chiaro che ’analisi di cui sopra trova il suo ambito ottimale
di applicazione nel contesto di metodi numerici di tipo spettrale, basati sull’espan-
sione della generica grandezza ¢ in serie di autofunzioni ortogonali (in particolare,
in serie di Fourier). I metodi spettrali in fluidodinamica sono trattati, ad esempio, da
Hussaini e Zang (1987).

Nulla vieta, in linea di principio, di estendere 1’analisi di cui sopra a direzioni
spaziali non omogenee. Tuttavia, in tal caso la distribuzione spettrale della generi-
ca grandezza in funzione del numero d’onda riflettera anche il suo andamento spa-
ziale di grande scala e non solo gli aspetti statistici legati alle fluttuazioni spaziali
turbolente.
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Figura 4.3: Tipico spettro della turbolenza sviluppata.

Infine, considerazioni del tutto analoghe possono farsi per quanto riguarda la distri-
buzione temporale delle varie grandezze viste in un punto fisso dello spazio (spettri
euleriani). In particolare, ’Eq. (4.12) sara sostituita dalla:

(V) = 27 / o a(f)e 2y (4.17)

—00

in cui f ¢ la frequenza (dimensionalmente pari all’inverso di un tempo). La densita
spettrale euleriana P, ( f) relativa a ¢ sara data dall’equivalente della (4.13):

P (f) = la(f)|? (4.18)

Puo definirsi una funzione di correlazione temporale R, (1), analoga alla funzione
di correlazione spaziale R, (x) definita dall’Eq. (4.15):

1 [T
Ryp(0) = {p(r)p(r — 9)) = lim — / el o @9

e la densita spettrale P, (f) risulta essere la trasformata di Fourier di R,,(¥). In
generale, la relazione fra densita spettrali o funzioni di correlazione spaziali da un
lato, e le loro controparti temporali euleriane dall’altro, non & semplice. In certi casi
si puo adottare I’ipotesi di Taylor di frozen turbulence, secondo cui la distribuzione
temporale osservata in un punto P fisso nello spazio & quella che sarebbe rilevata se
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il campo di moto fosse congelato e traslasse di fronte a P con la velocita convetti-
va prevalente U. Si ottiene allora per la frequenza dei vortici dissipativi (massima
frequenza significativa nello spettro temporale euleriano):

3\ —1/4
fo = g ~U (’;) (4.20)

4.2.4 Strutture coerenti

Nonostante la natura pseudo-casuale delle fluttuazioni turbolente, i vincoli posti al
campo di velocita dalle equazioni di continuita e di Navier-Stokes (4.1)-(4.2) fanno
si che, a tutte le scale, il moto si presenti altamente strutturato. Le strutture turbolente
(eddies) non sono, ovviamente, permanenti ma sono caratterizzate da una certa vita
media. La ricerca sulle strutture coerenti ¢ stata tra le piti feconde nell’ambito degli
studi sulla turbolenza e ha condotto a risultati spesso sorprendenti. Alcuni esempi
sono:

* le strutture quasi bidimensionali ed altamente organizzate osservate da Brown
e Roshko (1974) all’interfaccia turbolenta fra getti piani, Fig. 4.4;

* le strutture allungate osservate nella regione di parete di flussi turbolenti gia da
Kline e al. (1967), e la cui dinamica ¢ responsabile di gran parte dell’attrito e

della dissipazione nella turbolenza di parete, Fig. 4.5;

* le strutture coerenti presenti anche in turbolenza omogenea isotropa, Fig. 4.6.

Figura 4.4: Vortici quasi-bidimensionali osservati all’interfaccia fra getti piani turbolenti.
Adattato da Brown e Roshko (1974).
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Figura 4.6: Distribuzione di vorticita in turbolenza isotropa. Adattato da Yuan e al. (2005)
(www.ima.umn.edu/2005-2006/gallery/yuan).

4.2.5 Turbolenza bidimensionale

La turbolenza & un fenomeno intrinsecamente tridimensionale. Tale fatto ¢ discusso
in modo particolarmente illuminante da Bradshow (1978). Egli si sofferma, in parti-
colare, sul fenomeno dello stiramento dei tubi di vorticita ad opera della velocita di
deformazione (ovvero del gradiente di velocitd) di grande scala, Fig. 4.7.

1l gradiente di velocita di grande scala, prevalente in una certa regione del campo
di moto, stira e assottiglia un tubo di vorticita che sia inizialmente presente. In prima
approssimazione, mentre la lunghezza L del tubo di vorticita cresce, il suo raggio r
e la sua velocita angolare w debbono variare in modo da conservarne sia la massa
che il momento angolare, proporzionali rispettivamente a 2L ed a r* Lw. Ne segue
che I’energia cinetica del vortice, proporzionale a r* Lw?, deve aumentare, e non pud
che farlo a spese dell’energia del campo di moto di grande scala. Lo stiramento dei
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Figura 4.7: Stiramento dei tubi di vorticita ad opera dei gradienti di velocita di grande scala
in un campo di moto tridimensionale.

vortici, quindi, trasferisce energia dalle grandi alle piccole scale e gioca un ruolo
fondamentale nella cascata di energia.

Lo stiramento dei vortici €, per sua natura, strettamente tridimensionale, ed ¢ del
tutto assente in un problema bidimensionale, in cui la vorticitd non pud che esse-
re ortogonale al piano del moto e i vortici non possono venire stirati dal moto di
grande scala. E quindi lecito attendersi che, in due dimensioni, la cascata di energia
si sviluppi in modo diverso, lo spettro di Kolmogorov non sia valido, e in genera-
le le caratteristiche della turbolenza siano diverse da quelle della turbolenza reale
(tridimensionale).

In effetti, analisi teoriche (Lesieur, 1990), basate sul concetto di cascata di enstrofia
(varianza della vorticita), prevedono per la turbolenza bidimensionale isotropa uno
spettro energetico proporzionale a n =3 (n & il numero d’onda), pili ripido dello spet-
tro di Kolmogorov (n=5/3) previsto per la turbolenza isotropa tridimensionale, Fig.
4.3. Inoltre, la scala dissipativa prevista & dell’ordine di (+®/)/%, in cui 8 & un para-
metro che rappresenta la variazione per unita di tempo dell’enstrofia (in analogia alla
dissipazione € che rappresenta la variazione per unita di tempo dell’energia cinetica
turbolenta k), ed ¢ quindi diversa, in generale, dalla scala dissipativa di Kolmogorov
(v3/e)'/*. Infine, & presente nella turbolenza bidimensionale forzata un fenomeno
peculiare, detto cascata inversa di energia, per cui I’energia cinetica iniettata nel flui-
do a numero d’onda n; diffonde verso numeri d’onda inferiori, determinando nella
regione n < n; uno spettro simile a quello tridimensionale (k o~ n~>/%), ma con
trasferimento di energia meccanica dalle piccole alle grandi scale del moto.

A causa delle differenze descritte, le simulazioni numeriche bidimensionali di si-
tuazioni fisiche tridimensionali vanno accolte con cautela anche se, per la loro ridotta
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Figura 4.8: Funzione di corrente a istanti successivi nella convezione naturale a basso nu-
mero di Prandtl con generazione di calore in cavita rettangolare. Adattato da Di Piazza e
Ciofalo (2000).

richiesta di risorse di calcolo, esse sono piuttosto diffuse (Paolucci, 1990; Nobile,
1996). Tali simulazioni, comunque, forniscono risultati del tipo di quelli riportati
in Fig. 4.8 dove si vedono istantanee successive riferite alla convezione naturale di
un metallo liquido in una cavita rettangolare con generazione interna di calore (Di
Piazza e Ciofalo, 2000).

Va ricordato anche che esistono situazioni fisiche in cui la struttura della turbolenza,
e pil in generale del campo di moto, ¢ effettivamente bidimensionale. Un esempio
importante ¢ il moto di un fluido fra pareti piane in presenza di una rapida rotazione
2 ortogonale alle pareti stesse, di cui la turbolenza atmosferica di grande scala ¢ una
approssimazione (Hopfinger, 1987). Un secondo esempio riguarda il moto magnetoi-
drodinamico di un fluido conduttore in presenza di un campo magnetico B (Moreau,
1990). In entrambi i casi le forze di massa smorzano le fluttuazioni nella direzione
parallela a € o a B, dando luogo a turbolenza bidimensionale.

4.2.6 Turbolenza e attrattori strani

La teoria dei sistemi dinamici risale essenzialmente a Poincare e ha, quindi, piu di
un secolo. Tuttavia, solo negli ultimi due o tre decenni ¢ stato possibile indagare
esplicitamente sulla struttura e le proprieta di sistemi dinamici non lineari. Un siste-
ma dinamico discreto ¢ definito da N grandezze ¢ ... @y le quali varino nel tempo
secondo equazioni di evoluzione (in generale non lineari) del tipo:

0p;
09

=F(p1...0Nn,9) (4.21)
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(coni = 1...N). Un fluido in moto turbolento, descritto dalle Eq. (4.1)-(4.3), ¢
in linea di principio un sistema dinamico continuo e possiede quindi infiniti gradi
di liberta. Tuttavia, una qualunque rappresentazione numerica discreta del problema
(basata, ad esempio, su M volumi finiti) & riconducibile all’evoluzione di un numero
finito di variabili (ad esempio, le N = 5M variabili rappresentanti le tre velocita, la
pressione e la temperatura in ogni volume). Inoltre, come si vedra piu avanti, una
simulazione numerica basata su M volumi finiti puod considerarsi completa purche le
dimensioni della griglia siano minori della scala di Kolmogorov 7 del problema.

Nello spazio delle fasi definito dagli /V assi ¢ ... @ il sistema dinamico ¢ rap-
presentato da un singolo punto, e la sua evoluzione descrive una traiettoria. Se il
sistema ¢ dissipativo, come avviene invariabilmente in fluidodinamica, ¢ certo che,
qualunque sia la condizione iniziale, la traiettoria finira col ricadere in un sottoinsie-
me limitato dello spazio delle fasi, che ¢ chiamato I’attrattore del sistema. Per una
definizione rigorosa, si veda ad esempio Lanford (1981).

L’ analisi classica aveva individuato alcuni semplici tipi di attrattori: punti fissi, ca-
ratteristici di stati stazionari; orbite chiuse (cicli limite), caratteristiche di sistemi pe-
riodici; e orbite aperte confinate su fori, caratteristiche di sistemi quasi-periodici che
presentino piu frequenze fra loro incommensurabili. Studiosi come Lorenz (1963)
hanno individuato sistemi non lineari molto semplici i cui attrattori non ricadono
nella classificazione di cui sopra; essi sono oggetti frattali, infinitamente comples-
si sebbene di misura nulla nello spazio delle fasi, e sono stati battezzati attrattori
strani. L’evoluzione di un sistema dinamico su un attrattore strano presenta proprie-
ta peculiari, fra cui la sensibilita alle condizioni iniziali: le traiettorie che partono da
due punti arbitrariamente vicini divergono rapidamente, dando luogo a evoluzioni del
tutto diverse nei dettagli. Strettamente connesso ¢ il concetto di caos deterministico.

Tutti questi concetti possono essere meglio specificati in termini quantitativi solo
introducendo nozioni quali la dimensione frattale dell’attrattore e gli esponenti di
Ljapunov delle traiettorie. Nonostante la natura decisamente ardua della teoria sot-
tostante, forse a causa del loro pregio estetico, gli attrattori strani sono stati oggetto
negli ultimi anni di una esplosiva letteratura, anche divulgativa, e di innumerevoli
applicazioni di computer graphics.

Quel che interessa qui sottolineare ¢ che, a partire da un celebre lavoro di Ruelle e
Takens (1971), la turbolenza idrodinamica ¢ stata reinterpretata alla luce della teoria
dei sistemi dinamici, sulla base di alcune intuizioni fondamentali:

* ["oggetto responsabile della turbolenza € un attrattore, di dimensionalita ragio-
nevolmente piccola, immerso nel vasto spazio delle fasi del sistema dinamico
che rappresenta il fluido;
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* il moto sull’attrattore dipende in modo sensibile dalle condizioni iniziali;

* tale dipendenza spiega la natura caotica e apparentemente stocastica del moto
turbolento.

Tuttavia, la speranza di Ruelle e Takens che - sulla falsariga del modello di Lorenz
- qualunque problema turbolento potesse essere interpretato alla luce di un numero
ragionevolmente piccolo di variabili, o gradi di liberta, si ¢ rivelata eccessivamente
ottimistica. Keefe e al. (1992), partendo da simulazioni numeriche dirette del moto
turbolento di Poiseuille a numeri di Reynolds (basati su velocita media e semi-altezza
del canale) di circa 103, ed elaborandone i risultati alla luce della teoria degli espo-
nenti di Ljapunov, hanno concluso che ’attrattore del sistema dinamico associato
deve avere dimensionalita 352 (!). Tali risultati, confermano che la turbolenza nel
moto sviluppato in canali ¢ effettivamente caos deterministico, legato all’esistenza
di un attrattore strano, ma, al tempo stesso, escludono, a causa della enorme dimen-
sionalita di quest’ultimo, la possibilita di modellare il problema sulla base di pochi
gradi di liberta, o di dedurre proprieta significative del moto da un’analisi diretta
dell’ attrattore.

4.3 SIMULAZIONE DIRETTA DELLA TURBOLENZA

In qualunque problema fluidodinamico, per risolvere in modo diretto le equazioni del
moto occorre ricoprire il dominio di calcolo con un grigliato tridimensionale (discre-
tizzazione spaziale) le cui maglie devono essere piu piccole della scala delle strut-
ture significative da risolvere. Inoltre, la simulazione deve essere eseguita con passi
A9 (discretizzazione temporale) sufficientemente piccoli da seguire 1’andamento nel
tempo delle varie grandezze.

Se il numero di Reynolds (rapporto tra le forze inerziali e le forze viscose) ¢ ab-
bastanza piccolo, il moto ¢ laminare e le strutture significative del campo di moto
hanno dimensioni dello stesso ordine delle strutture fisiche presenti nel dominio di
calcolo (pareti, ostacoli ecc.); inoltre, per condizioni al contorno invarianti nel tempo,
il problema ammette quasi sempre una soluzione stazionaria o periodica (preceduta,
eventualmente, da un transitorio iniziale secondo le condizioni iniziali scelte). In
questo caso, quindi, & quasi sempre possibile raggiungere una sufficiente risoluzione
spazio-temporale e ottenere una soluzione indipendente dalla discretizzazione usata.

Per valori elevati del numero di Reynolds, il moto del fluido diviene turbolento.
In tal caso, il campo di moto ¢ sempre variabile nel tempo (anche in presenza di
condizioni al contorno stazionarie), dipende in modo critico dalle condizioni iniziali
ed ¢ privo (istante per istante) di simmetrie spaziali anche se il dominio di calcolo ¢

210




4.3. SIMULAZIONE DIRETTA DELLA TURBOLENZA

caratterizzato da simmetrie geometriche. Come si & discusso in precedenza, le strut-
ture spaziali del campo di moto (vortici) coprono un intervallo di scale che si estende
dalla scala del dominio fisico a quella dei vortici dissipativi di Kolmogorov (nei quali
ha luogo la degradazione in calore dell’energia meccanica del fluido ad opera degli
effetti viscosi). L’intervallo di scale cresce al crescere del numero di Reynolds e,
per moti pienamente turbolenti, si estende, in genere, su diversi ordini di grandezza.
Benché, come si € accennato, le equazioni del moto continuino a descrivere in linea
di principio la fisica del problema, la loro soluzione diretta presenta gravi difficolta
che saranno discusse nel seguito.

4.3.1 Requisiti di risoluzione per il moto turbolento di Poiseuille

Per fissare le idee, si consideri un canale indefinito limitato da pareti piane parallele,
all’interno del quale scorra un fluido in moto turbolento (moto di Poiseuille turbo-
lento). Per studiare tale sistema, ¢ possibile individuare come dominio di calcolo
un tratto di canale le cui caratteristiche si assumano ripetersi periodicamente nel-
lo spazio. Le dimensioni del dominio devono essere tali da rendere trascurabili le
correlazioni fra le variabili sui contorni opposti del dominio stesso; ci0d equivale a
richiedere che tali dimensioni siano grandi rispetto alle strutture turbolente.

Piu precisamente, si fissi una terna cartesiana avente 1’asse x nella direzione del
moto, I’asse y ortogonale alle pareti e, ovviamente, 1’asse z ortogonale a x e y; sia
inoltre § la semialtezza del canale (Fig. 4.9). Le dimensioni del dominio possono
esprimersi come L, = K0, L, = 20, L, = K,0. Ricerche sperimentali (Comte-
Bellot, 1963) hanno mostrato che le correlazioni statistiche fra grandezze istantanee
diventano trascurabili a distanze dell’ordine di 49 nella direzione longitudinale x
e 26 nella direzione trasversale z. Pertanto, si deve assumere K, > 4, K, > 2
e, siccome dimensioni maggiori del dominio di calcolo migliorano le statistiche e la
qualita generale delle simulazioni, ¢ opportuno che i valori di K, e K, siano alquanto
maggiori di tali minimi.

Inoltre, conviene introdurre, come scala di parete delle velocita, la velocita di attrito

ur = (|7wl/p)'/? (4.22)

in cui p ¢ la densita del fluido e |7, ¢ il valore assoluto dello sforzo tangenziale
d’attrito alla parete, a sua volta legato al gradiente di pressione longitudinale dp/0x
da

Op
w|l =0 |=— 4.2
il =5 23)

La velocita di attrito da anche I’ordine di grandezza delle fluttuazioni turbolente di
velocita. Sulla base delle definizioni, la velocita di attrito u., e la velocita media U

211




4. LATURBOLENZA EI1SUOI MODELLI

T
~
—
1,28
» )/
z
% x

Figura 4.9: Dominio di calcolo per la simulazione del moto di Poiseuille turbolento.

sono legate fra loro attraverso il coefficiente di attrito di Fanning C'y dalla relazione

1/2
uy = (?) U (4.24)

Di conseguenza, per valori tipici: C'y ~ 0.005 si ha u, ~ U/20.

Similmente, accanto al numero di Reynolds di bulk Re = UD,,/v (basato sulla
velocita media e sul diametro idraulico, che per un canale piano ¢ pari a 49) & oppor-
tuno introdurre il numero di Reynolds di attrito Re, = w7 /v (basato sulla velocita di
attrito e sulla semialtezza del canale). Sempre per C'y ~ 0.005, tenendo conto delle
definizioni si ha quindi: Re, ~ Re/80.

La durata Yo7 della simulazione deve rappresentare lo stato statisticamente sta-
zionario del sistema e, di conseguenza, deve essere multipla della massima costante
di tempo attesa nell’andamento temporale delle diverse grandezze fluidodinamiche.
Tale costante di tempo ¢ detta Large Eddy TurnOver Time (LETOT) e corrisponde
alla vita media delle pill grandi strutture turbolente (vortici). Per il canale piano es-
sa pud assumersi pari a 0 /u, e, pertanto, sulla base delle definizioni riportate, puod
esprimersi come

61
1 LETOT ~ — (4.25)
v Re,
Si puo quindi stimare per Yo7 1’ordine di grandezza:
6% 1
v Re,
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con Ky > 10.

Una stima del numero di nodi e del passo temporale necessari pud compiersi ora
a partire dalle scale di Kolmogorov dei vortici dissipativi (4.4), (4.20). Nel caso
considerato, la dissipazione di energia turbolenta puo identificarsi in pratica con la
dissipazione totale di energia meccanica per unita di massa, e questa puo calcolarsi a
partire dalla velocita media U e dallo sforzo di parete 7,,:

Ury

- 4.2
€ 0 (4.27)

Usando le espressioni sopra riportate per e, e 7, € assumendo ancora U ~ 20u.,
le (4.4) e (4.20) diventano nel caso specifico

Lunghezza : n ~ 0,5 5Re;3/4 (4.28)

Frequenza : fx ~ 40(v/6?)Rel/* (4.29)

E necessario che le dimensioni Az, Ay, Az delle maglie nelle tre direzioni siano al
pit dell’ordine di ), e che il passo temporale A1) sia al pitt dell’ordine di ¥ = 1/ fx.
Si ottiene pertanto:

Az, Ay, Az < 0,56 Re=3/* (4.30)

AY < 0,025(6%/v)Re; 7/ (4.31)

E facile verificare che, sulla base delle definizioni e delle assunzioni sopra riportate,
le (4.30)-(4.31) implicano al limite il criterio di Courant: AY < (Az/U) (Roache,
1972). Quest’ultimo ¢ un requisito di stabilita se si adotta uno schema di avanza-
mento temporale esplicito, ma rimane comunque un criterio di accuratezza anche se
si adottano schemi impliciti incondizionatamente stabili.

Dalla (4.30) e dalle definizioni si ottiene ora il numero minimo di punti di griglia:

= ——=—>16K,K, / 4.32
b y Az 6 Re (4.32)

mentre dalle (4.26) e (4.31) si ottiene il numero minimo di passi temporali:

dror

Ny = > 40Ky Re3/* (4.33)

Una stima piu accurata di N, e Ny (che, comunque, porta a risultati confrontabili),
puo essere condotta tenendo conto esplicitamente della variazione di Cy con Re, e
della disuniformita della turbolenza nelle regioni di parete (Grotzbach, 1986; Zuniga
Zamalloa, 2012). Le (4.32)-(4.33) mostrano chiaramente come lo sforzo computazio-
nale cresca rapidamente al crescere del numero di Reynolds di attrito. In particolare,
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assumendo (ottimisticamente) che il tempo di calcolo per passo dipenda linearmen-
te dal numero di nodi, il tempo di calcolo totale risultera proporzionale a N, Ny e
crescera quindi come Re3.

Per fissare le idee, si assuma: K, = 8, K, = 4, Ky = 20. Le Eq. (4.32)-(4.33)
danno allora N, > 512R62/ 4 e Ny > 800Re§/ 4. Per Re, = 100, che corrisponde
a Re =~ 8000 (moto debolmente turbolento), occorrono almeno 16 milioni di nodi
e 25-103 passi temporali, un onere computazionale ancora alla portata di un odierno
(2014) PC multi-core purché si sia disposti a impiegare tempi di calcolo dell’ ordine,
probabilmente, di settimane o mesi. Se pero si passa a Re; = 1000, che corrisponde
a Re ~ 80 - 103 (moto pienamente turbolento), N, € Ny crescono rispettivamente
178 volte e 5.6 volte, raggiungendo i 2.8 miliardi di nodi e i 140-103 passi temporali
e rendendo quindi la simulazione accessibile solo a potenti cluster con parallelismo
su larga scala.

Piul precisamente si pud stimare che, a patto di utilizzare codici ottimizzati per la
DNS di canali piani (in quanto basati, ad esempio, su metodi spettrali), il numero di
operazioni elementari in virgola mobile sia dell’ordine di 10* per nodo e per passo
temporale. Le stime sopra riportate danno allora un numero totale minimo di opera-
zioni in virgola mobile: Ny, = 104NpN19 ~ 4- 109Re§. Detta R la velocita massima
teorica di calcolo di una macchina, espressa in numero di operazioni in virgola mobi-
le al secondo (flops, o floating point operations per second), la velocita effettiva sara:
xR (in cui Iefficienza x sara, tipicamente, del 10-20% tenendo conto della paralle-
lizzazione, dei tempi di I/O e cosi via). Pertanto, il tempo totale di calcolo in secondi
tt (throughput time) sara

tt ~4-10°Re3 /(xR) (4.34)

Si pud inoltre stimare che il numero minimo di variabili in memoria RAM sia del-
I’ordine di 25 per nodo. Pertanto, supponendo di usare semplice precisione con 4
bytes per variabile, la memoria RAM impiegata, misurata in bytes, sara

RAM =~ 5-10*Re2/* (4.35)

Al momento (2014), per un comune PC multi-core si puo assumere YR = 2 - 10° (2
Gflops) per cui, nell’esempio sopra citato con Re, = 100, si avra tt ~ 2 - 105 s (23
giorni), RAM ~ 1.6-10° bytes (1.6 Gbytes). Per i piti avanzati supercluster esistenti
si pud assumere YR = 1 -10' (1 Pflop — si legga "petaflop*) per cui, nell’esempio
con Re, = 1000, si avra tt ~ 4 - 103 s (poco pi di un’ora) e RAM ~ 2.8 - 1014
bytes (280 Tbytes), requisiti non proibitivi per tali macchine.

La Fig. 4.10 (a) riassume 1’andamento di IV),, Ny, RAM e tempo di calcolo com-
plessivo, calcolati con le formule sopra riportate, in funzione del numero di Reynolds
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Figura 4.10: (a) Risorse di calcolo richieste per la simulazione numerica diretta (DNS) del
moto turbolento in un canale piano in funzione del numero di Reynolds e (b) evoluzione della
velocita di calcolo nel tempo.
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di attrito (Re,) sotto tre diverse ipotesi per la velocita di calcolo effettiva: 1 Gflop, 1
Tflop e 1 Pflop.

Per valutare la fattibilita passata, presente e futura di una simulazione DNS, le stime
sopra ricavate vanno messe a confronto con le prestazioni dei calcolatori. La Fig.
4.10 (b) riporta, dal 1985 ad oggi, le prestazioni di calcolo di punta a livello mondiale:
numero di core, velocita di calcolo per singolo core espressa in flops e velocita di
calcolo complessiva teorica (R, sempre espressa in flops). Come sopra ricordato,
la velocita effettiva dipende dalla natura del problema studiato (in particolare, dalla
facilita di parallelizzazione) e, per problemi di CFD, spesso non supera il 5% (Lee e
al., 2013).

Il grafico mostra che, a partire dagli anni 1990, il tasso di crescita della velocita
di calcolo dei singoli processori ha avuto un netto calo rispetto al passato. Tuttavia,
contemporaneamente si ¢ introdotto ’utilizzo di cluster di processori (spesso a loro
volta multi-core) in parallelo, dalle poche centinaia di core del Numerical Wind Tun-
nel della Fujitsu (anni 1990) alle migliaia della serie ASCI (anni intorno al 2000) e
infine ai milioni dei pill potenti superclusters attuali (il primato ¢ attualmente detenu-
to dalla macchina cinese Tianhe-2 con 3.12 milioni di core). Come effetto combinato
della (debole) crescita della velocita di calcolo per core e della (forte) crescita del nu-
mero di core, le prestazioni di punta hanno continuato a crescere fino ad oggi (2014)
con un tasso simile a quello osservato per tutti gli anni 1970 e 1980, ovvero caratte-
rizzato da un raddoppio ogni 14-15 mesi. (Tale andamento & spesso impropriamente
chiamato legge di Moore, ma in realta quest’ultima prevedeva un raddoppio ogni due
anni del numero di transistor per chip, un parametro solo indirettamente legato alla
potenza di calcolo).

Cosi, la soglia del Gflops (10° operazioni in virgola mobile al secondo) & stata
superata nel 1988 (dal Cray-2), quella del Tflops (10*2 flops) nel 1997 (da ASCI Red
della Intel) e quella del Pflops (10'° flops) nel 2008 (dal computer Roadrunner del
DOE). 1l gia citato Tianhe-2 offre velocita teoriche di circa 34 Pflops. Ovviamente ¢
cresciuta pure la memoria RAM complessiva disponibile, dai 2 Gbyte del Cray-2 agli
1.4 Pbyte di Tianhe-2 (con un tasso di crescita meno rapido di quello della velocita
di calcolo).

E chiaro quindi che le frontiere del fattibile in DNS (e in CFD in generale) si
stanno spostando rapidamente in avanti. Una DNS a Re, = 102 implica o 4 -
10*® operazioni in virgola mobile; sui pill potenti calcolatori esistenti essa avrebbe
richiesto mille anni (anni di macchina, non di core!) nel 1988 (R =1 Gflops) e un
anno nel 1998 (R =1 Tflops), risultando praticamente proibitiva. Successivamente,
una tale simulazione ¢ stata effettivamente realizzata gia nei primi anni 2000 da Del
Alamo e al. (2004), e oggi richiede non pil di una o due ore sui pill potenti cluster.
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Ovviamente, le capacita massime di calcolo, proprie delle pit potenti macchine
esistenti, non esauriscono il problema: resta da vedere quali prospettive vi siano per
calcoli di livello che potremmo chiamare dipartimentale, cioe alla portata di un dipar-
timento universitario tipico o di una media impresa dove si faccia CFD. E necessario
allora considerare non solo tempi e risorse, ma anche, in modo essenziale, i costi del
calcolo.

Esprimendo per uniformita i costi in dollari e considerando solo costi effettivi com-
merciali, effettuare 4 - 10'® operazioni in virgola mobile (corrispondenti all’intera si-
mulazione a Re. = 100 presa ad esempio pit sopra) costa oggi circa 30 $ sia che lo si
faccia su PC o piccoli cluster di scala dipartimentale (la simulazione richiedera allora
da giorni a settimane), sia che lo si faccia su un supercomputer fra i pit avanzati (la
simulazione richiedera allora pochi secondi). Nel 1990, la stessa simulazione sareb-
be stata praticamente fattibile solo impegnando per diversi mesi un supercomputer
del livello del Cray-YMP, a un costo dell’ordine di alcuni milioni di dollari. Quindi,
negli ultimi 24 anni il costo per operazione (ovvero per simulazione) ¢ diminuito di
un fattore dell’ordine di 10°, con un tasso corrispondente a un dimezzamento dei
costi ogni 17-18 mesi, solo leggermente piu lento del tasso di aumento delle presta-
zioni (raddoppio in 14-15 mesi). Si puo anche dire, tenendo conto delle correlazioni
ricavate in precedenza, che il valore di Re, accessibile a un dato costo aumenta di
un fattore 10 ogni 15 anni. Se ¢& lecito estrapolare al prossimo futuro, entro il 2030
dovrebbe essere possibile condurre, allo stesso costo di 30 $, quella simulazione a
Re, = 1000 che oggi costa circa 30-103 $.

Si noti che dalle stime citate si sono esclusi i costi per I’'immagazzinamento dei
risultati che, ovviamente, possono facilmente eccedere i costi puri della simulazione
se si desidera conservare in modo permanente diversi Tbyte di dati.

4.3.2 Un esempio di simulazione diretta della turbolenza

Le DNS pit spinte finora (2014) realizzate (per numero di Reynolds, griglia di calco-
lo e risorse computazionali) sono quelle condotte da Lee e al. (2013) dell’ Universita
del Texas. Gli autori hanno simulato il moto turbolento incomprimibile a Re, = 5200
in un canale piano del tipo rappresentato in Fig. 4.9 con condizioni al contorno lon-
gitudinali e laterali periodiche usando metodi spettrali (espansione in serie di Fourier
lungo le direzioni omogenee x e z e funzioni basis-spline di settimo ordine lungo y).
Le dimensioni del dominio di calcolo erano L, = 246, L, = 166 e, ovviamente,
L, = 2/ (che nella terminologia del paragrafo precedente, corrispondono a K, = 24
e K, =16).

A parte alcune simulazioni preliminari, condotte con griglie sia pit grossolane sia
piu fini, la simulazione principale ¢ stata condotta usando 10240 modi di Fourier
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Figura 4.11: DNS del moto in canale piano per Re, = 5200: distribuzione istantanea della
velocita lungo = su una sezione longitudinale del piano xy del condotto. Zoom successivi
consentono di apprezzare il livello di dettaglio dei risultati. Adattato da (Lee e al., 2013).

Iungo x, 7680 modi di Fourier lungo 2z e 1536 nodi di interpolazione lungo y. Per
ragioni che gli specialisti di metodi spettrali chiamano de-aliasing, il numero di punti
di collocazione, o quadratura, nelle direzioni omogenee x ¢ z deve essere pari a 3/2
volte il numero di modi di Fourier risolti, per cui i gradi di liberta DOF (ovvero
Degrees Of Freedom) corrispondenti alla griglia sopracitata sono: IV, = 15360, N, =
1536 € N, = 11520, per un totale NV, = N, N,N, ~ 240-10° DOF. Questo numero
supera di 15 volte quello relativo alla precedente pili spinta DNS in canali piani,
condotta da Hoyas e Jiménez (2006) per Re,; ~ 2000. Ci0 nonostante, la risoluzione
spaziale non soddisfa, a rigore, i requisiti discussi in precedenza: infatti, per Re
=5.200, N, =24 e N, = 16, 'Eq. (4.32) da N, > 1.4 - 102, molto maggiore
dei presenti 240-10° DOF pur tenendo conto della grande accuratezza intrinseca dei
metodi spettrali.

Per quel che riguarda il tempo, la simulazione di Lee e al. (2013) ha incluso 13
Sflow-through times (tempi di attraversamento del condotto da parte del fluido, molto
prossimi ai LETOT nella configurazione studiata), ciascuno risolto da 50-103 pas-
si temporali, per un totale di 650-10% passi. Anche la durata della simulazione &
inferiore a quella (20 LET'OT') usualmente ritenuta necessaria per la convergenza
statistica dei risultati, ma questo ¢ in parte compensato dalle dimensioni del dominio
di calcolo, pit ampie di quelle ipotizzate nel paragrafo precedente.

I risultati della simulazione sono illustrati nella Fig. 4.11 dove la distribuzione
istantanea della velocita lungo x & riportata su una sezione longitudinale sul piano
zy dell’intero condotto insieme con ingrandimenti successivi di alcuni particolari
che consentono di apprezzare il livello di dettaglio dei risultati.

La simulazione & stata condotta utilizzando oltre 500-10% dei 760-10% core del su-
percomputer Mira degli Argonne National Laboratories di Chicago, che offre velocita
di picco di circa 10 Pflops. La velocita effettiva di calcolo ¢ stata molto piut bassa,
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dell’ordine di 270 Tflops, con un’efficienza inferiore al 3%. Il tempo di calcolo com-
plessivo ¢ stato dell’ordine di 260 milioni di ore-core, per cui il throughput time &
stato: ¢ ~ 500 ore (circa 3 secondi per passo temporale). In termini economici,
stimando in circa 10* $/ora il costo reale di Mira, gli autori hanno utilizzato risorse
equivalenti a 5 Milioni di dollari per questa sola simulazione!

Lo scopo dichiarato della ricerca ¢ stato quello di chiarire la dinamica della turbo-
lenza nella regione buffer esistente fra il substrato viscoso e il core-flow, regione che
acquista una significativa estensione spaziale ed una significativa rilevanza solo per
numeri di Reynolds sufficientemente elevati. Tuttavia, si & trattato anche (abbastan-
za esplicitamente) di una spettacolare dimostrazione delle potenzialita odierna del
supercalcolo quando venga applicato a problemi come la turbolenza idrodinamica.

4.4 LARGE EDDY SIMULATION

4.4.1 Aspetti generali: filtraggio e decomposizione

La Large Eddy Simulation, o LES (termine che possiamo liberamente tradurre co-
me simulazione a grandi vortici) € un approccio alla modellazione della turbolenza
basato sul filtraggio spaziale del campo di moto. La giustificazione teorica di tale
approccio poggia sulla constatazione che in un moto turbolento le strutture di piu
grande scala (grandi vortici), che sono le principali responsabili del trasporto con-
vettivo di quantita di moto, energia turbolenta e campi scalari, non si prestano ad
essere modellate in forma generale (in quanto sono altamente anisotrope e varia-
no considerevolmente da moto a moto), e vanno quindi preferibilmente simulate in
modo esplicito; mentre le strutture di piccola scala, prossime alla soglia dissipa-
tiva di Kolmogorov, sono tendenzialmente isotrope e universali (indipendenti cioe
dallo specifico problema), per cui si prestano meglio ad essere modellate in modo
semplificato.

In LES, si introduce innanzitutto una funzione di filtro spaziale G(x,y), formal-
mente funzione delle sei coordinate dei punti x ¢ y ma spesso funzione solo della
distanza |x — y|; I’applicazione del filtro alla generica grandezza ¢(x,1) genera una
scomposizione di ¢ in componente filtrata, o risolta:

(el ) = [ Goxy)elo ey (436
dove le parentesi angolate indicano i valori medi, e componente residua, o irrisolta:
¢ (x,0) = p(x, ) = (p(x, ) (4.37)
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Figura 4.12: Effetto dell’applicazione di filtri spaziali G di diversa semiampiezza ad una
generica grandezza (.

E cruciale qui che il filtro sia un operatore lineare. Un esempio della applicazione
di un filtro a una generica grandezza ¢ (supposta per semplicita funzione di una sola
variabile spaziale x) & riportato in Fig. 4.12.

La grandezza non filtrata ¢ definita fra x = 0 e z = 100 e in essa sono presenti
lunghezze d’onda A da 0.5 a 50 (cioé¢ numeri d’onda n da 0.02 a 2). Il filtro ¢
costituito qui da una semplice media corrente fra x — A/2 e z + A/2; il suo effetto &
mostrato per due valori di A/2, 2 e 5. L’applicazione del filtro fa scomparire dettagli
di lunghezza d’onda minore di A, conservando I’andamento di grande scala della
funzione ¢. E importante notare che la funzione filtrata () & ancora una funzione
continua, definita nell’intero dominio di definizione di ¢ a meno delle regioni di
confine.

Differenti funzioni filtro G' sono state proposte e utilizzate in LES. E opportuno
considerare 1’effetto della generica G sia nello spazio fisico, o di configurazione, del-
le coordinate (x) che nel corrispondente spazio trasformato, o di Fourier, dei numeri
d’onda (n). Tre funzioni G alternative sono mostrate schematicamente in Fig. 4.13;
in tre dimensioni, le loro forme analitiche sono:

* Filtro a scatola (box, o top-hat), definito nello spazio fisico x come:

G(x,y) = 1/A3 selw; — yi| < A/2 (i =1,2,3) (4.38)
G(x,y)=0 altrimenti (4.39)
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* Filtro passa-basso (sharp cutoff), definito nello spazio n come:

Gn)=1 seln;| < /A (1=1,2,3) (4.40)

G(n)=0 altrimenti (4.41)

* Filtro gaussiano, definito nello spazio fisico x come:

1 \? 1 )
G(x,y) = (M) exp [—Ag(x -y) } (4.42)
e nello spazio trasformato n dei numeri d’onda come:
A2 2
G(n) = exp<— 4n ) (4.43)

Si riconoscera che il filtro gaussiano ¢ 1’unico a rimanere della stessa forma anche
nello spazio n; i filtri a scatola e passa-basso possono considerarsi filtri duali se visti
rispettivamente nello spazio fisico e nello spazio trasformato.

Con riferimento al tipico spettro schematizzato in Fig. 4.3, la larghezza A del filtro
spaziale andrebbe scelta in modo da ricadere nel subrange inerziale della turbolen-
za. Valori di A inferiori a 1 corrisponderebbero in pratica alla simulazione diretta,
mentre valori troppo elevati e prossimi alle grandi scale L lascerebbero fra i termi-
ni irrisolti gli effetti dei grandi vortici, troppo legati alla geometria dello specifico
problema per essere modellati in modo universale.

4.4.2 Filtraggio delle equazioni di governo

Si consideri innanzitutto I’equazione di continuita (4.1). Nel caso di flussi incompri-
mibili, una volta filtrata essa si riduce banalmente a:

O{ui)

la quale esprime la condizione che anche il campo di velocita filtrato sia, come quello
primitivo, solenoidale. La LES di flussi comprimibili & meno sviluppata e richiede
una versione del cosiddetto filtraggio di Favre (Erlebacher e al., 1992).

Si consideri ora la generica equazione della quantita di moto (4.2). Si scomponga
ciascuna velocita in una componente media pitt una fluttuante: w; = (u;) + u;,
e si faccia lo stesso con la pressione p; si filtri infine 1’equazione stessa, tenendo
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Figura 4.13: Filtri spaziali alternativi nello spazio fisico, o di configurazione, x (a sinistra)
e nello spazio trasformato, o di Fourier, n (a destra).

conto della commutativita fra filtraggio e derivate parziali e considerando costanti le
proprieta fisiche p, . Il risultato &:

Oplui)  Op{ui)(us) op) 0 [ <3<Uz‘> +5<Uj>>} _ O (4.45)

29 or; 0w oz M\ oz, T 0w

cio¢ un’equazione formalmente simile all’equazione primitiva di Navier-Stokes (4.2),
salvo che:

* le funzioni incognite non sono velocita e pressione primitive, ma le loro ver-
sioni filtrate;

* compaiono al membro destro, come termini di sorgente, i gradienti degli sforzi
addizionali ;;, che nascono dalla non-linearita dell’Eq. (4.2).

Eseguendo dettagliatamente i vari passaggi sopra delineati, si dimostra facilmente
che gli sforzi addizionali 7;; possono scriversi formalmente come:

Tij = p ((usug) — (ui)(uy)) = p (Lij + Cij + Rij) (4.46)
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in cui i tre termini L;;, C;;, R;; sono rispettivamente detti:

termini di Leonard — L;j = ((u;)(uj)) — (ui){uy ) (4.47)
termini incrociati Cij = ((ug)uf) + (uiu;)) (4.48)
termini irrisolti Ri; = (ugu;) (4.49)

Si noti che i termini di Leonard contengono solo grandezze filtrate (risolte) e non
richiedono quindi alcuna modellazione, mentre i termini incrociati contengono una
combinazione di grandezze risolte e irrisolte. Leonard (1974) ha dimostrato che,
usando il filtro gaussiano, i termini che portano il suo nome ed i termini incrociati
pOSsono approssimarsi come segue:

Lij ~ (A%/24)V? ((u;) {u;)) (4.50)
Cij == (A% /24) [(ui) V*(uj) + (u;)V*(u;)] (4.51)

I termini R;;, invece, costituiscono veri e propri sforzi irrisolti, analoghi agli sforzi
di Reynolds dei modelli convenzionali di turbolenza, e non possono essere espressi
a partire dai termini risolti se non sotto certe ipotesi fisiche, dando luogo a un vero
e proprio problema di chiusura delle equazioni LES. Va detto che la distinzione fra
termini di Leonard, incrociati, e irrisolti da luogo a complessi e sottili problemi di
coerenza e invarianza delle equazioni filtrate ed & stata oggetto di innumerevoli di-
scussioni (Speziale, 1985; Germano, 1992). Come conseguenza, alcuni autori hanno
preferito modellare globalmente i termini addizionali L;; + C;; + R;;, o almeno le
somme Cj; + R;;, piuttosto che i soli termini irrisolti 12;;.

Nell’ambito dei metodi di calcolo ai volumi finiti, una notevole semplificazione si
realizza se si identifica il filtro spaziale con la media su ciascun volume, implicita nel
processo stesso di discretizzazione, indipendentemente dal modello di turbolenza. In
tal caso, infatti, i termini di Leonard e incrociati vanno a zero e gli sforzi addizionali
si riducono ai soli termini irrisolti 2;; che cosi possono, a buon diritto, chiamarsi
termini sub-grid. 11 prezzo da pagare ¢ che le funzioni filtrate cessano di essere vere
e proprie funzioni continue su tutto il dominio di calcolo, e restano definite solo nei
centri dei singoli volumi finiti. Inoltre, il metodo ¢ applicabile in modo semplice
solo a griglie cartesiane uniformi, per le quali il filtro spaziale non dipende dalla po-
sizione, mentre, nel caso di griglie selettivamente infittite o body-fitted, nascono nelle
equazioni filtrate complessi termini addizionali (Schumann, 1975). Nel seguito, per
evidenti ragioni di semplicita non ci occuperemo ulteriormente dei termini misti di
Leonard L;; e incrociati C;; e, quindi, assumeremo che gli sforzi addizionali globali
sian dati, essenzialmente, dai termini irrisolti, ovvero che si abbia

Tij =~ Rij = p(u;u;> (4.52)
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e che, di conseguenza, i termini 7;;, definiti dalla (4.52), rappresentino gli sforzi
turbolenti.

Manipolazioni simili a quelle descritte per le equazioni di Navier-Stokes (4.2)
possono essere ripetute per I’equazione di trasporto del calore (4.3). Si dimostra
facilmente che cio conduce a:

Ipeyp(t) i Ipcp(u;)(t) _ i )\8<t> _ iq-
o Ox 7 833j 837]- al'j J
in cui i termini ¢; rappresentano flussi termici addizionali i quali, a parte contributi

misti del tipo di L;; e Cj;, sono dati essenzialmente dalle correlazioni di velocita e
temperature irrisolte

(4.53)

¢ & pcp<u9t'> (4.54)

Per questo motivo i termini g;, definiti dalla (4.54) sono, generalmente, detti flussi
termici turbolenti.

4.4.3 1l modello sub-grid di Smagorinsky

I termini addizionali (sforzi e flussi) vanno ora modellati per ottenere la chiusura
del sistema di equazioni LES. I termini addizionali sono chiamati, per consolidata
abitudine, termini sub-grid; va pero chiarito che una dizione pil esatta sarebbe quella
di termini sub-filter, poiché, concettualmente, la griglia di calcolo puo essere molto
piu fine dell’ampiezza del filtro usato. Ovviamente, come si ¢ accennato sopra, filtro
e griglia coincidono se si adotta la media su volumi finiti come filtro implicito.

Un’ampia classe di modelli ¢ basata sulla ipotesi di Bousinesq, secondo la quale
la parte deviatorica del tensore degli sforzi addizionali & proporzionale alla parte
deviatorica del tensore della velocita di deformazione di grande scala:

1 1
Tijg — gfsika:k = —2Us <Sz> — gém <Skk> (4.55)
Qui 0;; ¢ il delta di Kronecker; il termine ps ¢ detto viscosita sub-grid ed ¢, in
generale, funzione di (S;;) o altre variabili del moto, secondo una legge da definire.

L’ipotesi di Boussinesq ¢ basata sulla analogia fra sforzi (flussi) irrisolti e flus-
si molecolari, e poggia in ultima analisi sull’idea che i vortici turbolenti irrisolti si
muovano di moto diffusivo (browniano) come, su scala piu piccola, le molecole del
fluido. I modelli descritti dalla Eq. (4.55) si dicono basati sull’ipotesi di diffusione
per gradiente semplice (ovvero SGDH - Standard Gradient Diffusion Hypothesis).
Ovviamente la traccia del tensore (S;;) € nulla nei flussi incomprimibili, per cui si
puo omettere la sottrazione del termine (Si)/3 dai termini diagonali ottenendo

Tij = —215(Sij) (4.56)
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Non ¢, invece, nulla in generale la traccia del tensore degli sforzi addizionali 7;;, ma
di cio si puo tenere conto conglobandola nella pressione effettiva e scrivendo:

(p*) = (p) + Tr/3 (4.57)

con somma implicita su k.

Applicando le relazioni precedenti, si ottiene la versione a viscositd sub-grid delle
equazioni di Navier-Stokes filtrate:

Oplus) | Oplus){uy) _ ") | 0 {w ) <6<u> s 3<uﬂ'>>} (458)

al'j 83@

- +
0 ox i 6952 ox i
Queste sono analoghe alle equazioni primitive (4.2), salvo che tutte le variabili vanno
interpretate come variabili filtrate (fermo restando quanto si ¢ detto sulla pressione),
e la viscosita molecolare p & sostituita dalla viscosita totale o + pis.

Il problema della chiusura delle equazioni del moto ¢ ora ricondotto a quello di
esprimere la viscosita sub-grid in funzione di termini risolti (filtrati). L’analisi di-
mensionale mostra che la viscosita pud esprimersi come il prodotto di tre termini: la
densita, il quadrato di una scala di lunghezza, e una velocita di deformazione. Fra i
diversi modelli che & possibile costruire su questa base, di gran lunga il piu diffuso e,
dagli anni 1960, quello di Smagorinsky (1963):

fs = p (CsA)?[2(8::)(Si) ]2 (4.59)

Qui A ¢ I’ampiezza locale del filtro (in particolare, la dimensione media della gri-
glia di calcolo se si adotta il metodo dei volumi finiti con filtraggio implicito), e C
& una costante dell’ordine di 1071, I termine 2(S,;)(S;;) = (S)? & I'invariante
quadratico del tensore della velocita di deformazione di grande scala (S;;). Tale ter-
mine ¢ proporzionale, attraverso la viscosita molecolare u, alla dissipazione diretta:
211(S;;)(Si;) e, attraverso la viscosita sub-grid ps, al termine di produzione di ener-
gia cinetica sub-grid: —7;;S;; = 2p15(S;;) (Si;) (omettiamo qui la tediosa sottrazione
della traccia dai tensori 7;; € S;;).

Il modello di Smagorinsky puo giustificarsi teoricamente a partire dalla ipotesi
di equilibrio locale fra I’energia meccanica trasferita dalle scale risolte alle scale
sub-grid e la dissipazione viscosa. Una derivazione del modello dalla cosiddetta
Direct Interaction Theory (DI) della turbolenza ¢ stata data da Yoshizawa (1982). 11
valore della costante C's € stato ricavato per via teorica da Lilly (1966) per turbolenza
isotropa ed & risultato pari a circa 0.23. Tuttavia, valori generalmente piu piccoli (da
0.08 a 0.2) sono stati usati dalla maggioranza dei ricercatori che hanno applicato il
modello a problemi reali con gradienti di velocita di grande scala (shear flows).
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Per tenere conto dell’attenuazione delle scale della turbolenza dovuta alla vicinanza
di pareti solide, il modello di Smagorinsky ¢ spesso modificato moltiplicando la scala
spaziale C;A che compare nell’Eq. (4.59) per un fattore di smorzamento f,,, ad
esempio nella forma proposta da Van Driest (1956):

yt
in cui y* & la distanza dalla parete espressa in unita di parete v/u, (u, = velocita di
attrito) e AT & una costante dell’ordine di 25.

Per quanto riguarda il trasporto di calore, il problema ¢ modellare i flussi sub-grid
gj nell’Eq. (4.53). Coerentemente con I'ipotesi di diffusione per gradiente introdotta
per gli sforzi sub-grid nell’Eq. (4.55), si puo scrivere:

o(t)
Qi = —pCplis 1, (4.61)
in cui (t) & la temperatura risolta, o filtrata, e «; € la diffusivita termica sub-grid. A
sua volta, questa puo assumersi proporzionale alla viscosita sub-grid:

s
POs

o = (4.62)
in cui la costante di proporzionalitd o, & detta numero di Prandtl sub-grid. Per
tale parametro, diversi valori, da 0.25 a 0.85, sono stati proposti come ottimali in
letteratura a seconda delle specifiche applicazioni studiate.

Nonostante la sua semplicita, il modello di Smagorinsky (con I’aggiunta, in proble-
mi non isotermi, della ipotesi di proporzionalita fra le diffusivita sub-grid del calore
e della quantita di moto) ha dato risultati soddisfacenti in una grande varieta di ap-
plicazioni, sia per geometrie semplici (strato limite atmosferico, moto di Poiseuille,
turbolenza isotropa) sia per problemi pili complessi.

Ad esempio, la Fig. 4.14 riporta risultati ottenuti da Breuer e Rodi (1994) per il mo-
to in un canale a sezione quadrata a Res ~ 2200 usando il modello di Smagorinsky
e una griglia avente 62x41x41 (xr X y X z) nodi. Il problema ¢ lo stesso studia-
to da Gavrilakis (1992) mediante simulazione diretta con una griglia molto piu fine
(1000x127x127 nodi). Un aspetto notevole € che, nonostante il modello non consenta
di distinguere fra i tre sforzi normali sub-grid, la ricircolazione legata all’anisotro-
pia degli sforzi normali turbolenti complessivi ¢ correttamente predetta, in quanto le
strutture turbolente sono simulate esplicitamente fino alla scala della griglia.

Come ulteriore esempio, la Fig. 4.15 (Ciofalo e al., 1993) confronta la distribuzio-
ne sperimentale (ottenuta mediante cristalli liquidi termocromici) e quella calcolata
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Figura 4.14: Risultati LES per il moto turbolento sviluppato in un canale di sezione quadrata
a Res ~ 2200 ottenuti usando 62x41x41 (x X y X z) nodi. (a) vettori della velocita secondaria
nel piano yz; (b) linee di livello della velocita secondo x nello stesso piano (cfr. la Fig. 4.11).
Qui z denota la direzione principale del moto. Adattato da Breuer e Rodi (1994).

mediante LES per il numero di Nusselt locale sulle pareti della cella unitaria di uno
scambiatore di calore rigenerativo a geometria corrugata. La complessa geometria
del problema, tale da richiedere griglie body-fitted, € mostrata schematicamente nel-
I’inserto. L’ accordo, non solo qualitativo ma anche quantitativo, & eccellente e supe-
riore a quello ottenuto con modelli convenzionali di turbolenza. Il numero di Rey-
nolds per questo problema (definito sulla base del diametro idraulico e della velocita
media) era circa 3900.

I1 limite principale del modello di Smagorinsky & che la costante C rimane un
parametro semi-empirico e sembra richiedere un valore diverso per ogni specifica
applicazione. Lo stesso vale per la costante o, (numero di Prandtl sub-grid) nei
problemi termici.

4.4.4 1l modello dinamico

Il modello dinamico di Germano (1992) pud considerarsi una versione sofisticata
del modello di Smagorinsky, in cui pero la costante Cs non solo puo variare con
la posizione e col tempo, ma viene calcolata dalla stessa simulazione invece che
essere scelta a priori. Questo modello ¢ ritenuto da molti il pitl completo, coerente
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Figura 4.15: Numero di Nusselt locale sulle pareti di uno scambiatore rigenerativo (inserto
a destra). In alto: distribuzione sperimentale; in basso: LES con il modello di Smagorinsky
e o5 = 0.5. Adattato da Ciofalo e al. (1993).

e flessibile dei modelli sub-grid finora proposti; pertanto, se ne dara una descrizione
abbastanza dettagliata nonostante 1’inevitabile complessita del formalismo richiesto.

L’idea alla base del modello dinamico si puo fare risalire a Bardina e al. (1980)
ed ¢ quella di campionare le pil piccole scale risolte utilizzando poi le informazioni
raccolte per modellare quelle irrisolte. A tal fine, accanto al consueto filtro LES
G (¢ — (p)) di ampiezza A (filtro griglia), si introduce un filtro F' (¢ — {p}) di
ampiezza maggiore Arp = vAg (filtro test). Si possono cosi costruire tre distinti
sforzi residui (da cui omettiamo, per semplicita, il termine di densita):

oij = (i) — (uq)(uy) (4.63)
Tij = {{uiug)} — {(ua)} {(uy) } (4.64)
Lij = {{ua)(u;) } — {(wi) } {{u;)} (4.65)

Qui 05 ¢ lo sforzo sub-grid 7;; / p, che tiene conto delle scale irrisolte al di sotto del
filtro griglia G, T;; € lo sforzo sub-test, che tiene conto delle scale al di sotto del
filtro test F', e L;; ¢ lo sforzo turbolento risolto, che tiene conto delle scale risolte
intermedie tra i due filtri G e F. [Tale temine ¢ analogo al termine di Leonard, Eq.
(4.47), ma ¢ costruito con due filtri diversi GG, F' invece che con lo stesso filtro G].
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I tre termini sopra definiti sono legati da una relazione di identita notevole, ricava-
bile in modo puramente formale dalle definizioni:

Lij = Tij — {oij} (4.66)

Pertanto, se si calcolano sia o;; sia T;; usando I’ipotesi di diffusione per gradiente
(4.55) e si esprime la viscosita turbolenta mediante il modello di Smagorinsky (4.59)
con la stessa costante C', si ottiene:

i — %@-jakk =2 [(CSAG)2 <S>} (Si;) (4.67)
Tij — %&;kak; = -2 [(CSAF)Q {(S)}} {{Si;)} (4.68)

Sostituendo queste ultime relazioni nell’identita (4.66), si ricava per fluidi incompri-
mibili:
Lij = —2(CsAg)® Mi; (4.69)

dove i termini M;; sono definiti come:

Mi; = 7* {{S)}{(Si)} — {(S)(Sis)} (4.70)

Poiché entrambi i termini L;; e M;; sono costruiti a partire da grandezze risolte
(cioe filtrate a livello griglia, e quindi esplicitamente calcolate dalla simulazione),
I’Eq. (4.69) consente, in linea di principio, di ricavare localmente e istantaneamente
la costante Cs di Smagorinsky, unico parametro libero del modello, ottenendo cosi
una LES del tutto priva di parametri empirici.

In realta, questo approccio diretto conduce ad oscillazioni e instabilita in quanto,
localmente e istantaneamente, sia L;; che M;; possono assumere valori nulli o di
segno opposto e, di conseguenza, si applica piuttosto I’Eq. (4.69) in senso statistico
[si veda, ad esempio: (Lilly, 1992)]. In base a tale scelta, entrambi i membri della
(4.69) vengono prima contratti tensorialmente con M;; e poi mediati su un insieme
opportuno, che pud essere costituito da una o pil direzioni omogenee (ad esempio
piani paralleli alle pareti nel moto di Poiseuille) o, in mancanza di queste, da un
intervallo temporale. Indicando con barra soprascritta tale imprecisata operazione di

media, si ottiene:
1 LM,
(CsAg)? = —= . ZELH (4.71)
2 MM
Lo scambio di calore turbolento puo trattarsi in modo simile. I flussi termici turbo-
lenti risolti, analoghi dei termini L;; di Leonard, sono:

Qi = {(u) ()} — {(uwa)} {(B)} (4.72)
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Procedendo come per gli sforzi, questi possono esprimersi come:

2
Qi = —M]\Q (4.73)

Os

in cui i termini /V;, analoghi termici dei termini M;; introdotti sopra, sono dati da:

o{(t)} a(t)
N; = ~? - A 4.74
U T gy (@74)
Contraendo ambo i membri dell’Eq. (4.74) con V;, si ottiene infine:
oy = — (C.Ag)? N5V (4.75)
Qr Ny

in cui, come sopra, la barra soprascritta denota un’opportuna media d’insieme spazia-
le o temporale. L’Eq. (4.75) consente di calcolare il numero di Prandtl sub-grid lo-
calmente e istantaneamente a partire da grandezze risolte, eliminando cosi qualunque
costante arbitraria dal modello.

A titolo di esempio, la Fig. 4.16 riporta risultati di Fatica e al. (1994) per un getto
circolare. La grandezza rappresentata ¢ la media azimutale istantanea della vorticita
azimutale wy. Nella figura, il grafico (a) riporta i risultati di una simulazione diretta,
basata su una griglia abbastanza fine da risolvere tutte le scale turbolente. Il grafico
(b) riporta i risultati di una simulazione a griglia grossolana senza modello sub-grid,
nel quale sono presenti oscillazioni numeriche che la dissipazione viscosa non ¢ in
grado di smorzare. Infine, i grafici (c) e (d) sono stati ottenuti usando la stessa griglia
grossolana, ma con i modelli sub-grid di Smagorinsky e dinamico, rispettivamente.
Si noti come la dissipazione sub-grid sia ora in grado di smorzare le oscillazioni
numeriche. Il modello dinamico produce un andamento di wy regolare e un migliore
accordo con la simulazione diretta, anche se si deve pero rilevare come il modello
di Smagorinsky dia risultati accettabili, e come le differenze fra i due modelli siano,
tutto sommato, modeste.

4.4.5 Altri modelli sub-grid

Un’altra famiglia di modelli sub-grid pud costruirsi esprimendo la viscosita sub-grid
come il prodotto di densita, lunghezza e velocita piuttosto che densita, quadrato di
una lunghezza e gradiente di velocita. La scala di lunghezza continua ad essere
I’ampiezza A del filtro; per quanto riguarda la scala di velocita, sono possibili varie
alternative. Nel modello a funzione di struttura di Lesieur (1990), la scala di velocita
scelta & in sostanza la deviazione standard (valutata su un opportuno intorno) della
distribuzione spaziale di velocita istantanea risolta. Nei modelli a una equazione
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Figura 4.16: Media azimutale istantanea della vorticita azimutale wy in un getto circolare.
a) simulazione diretta, 129 x 91 x 129 (z x r x 19) nodi; b) simulazione diretta, 33 x 65 x 41
nodi; ¢) modello di Smagorinsky, griglia come (b); d) modello dinamico, griglia come (b).
Adattato da Fatica e al. (1994).

di Schumann (1975) e Deardorff (1980), la scala di velocita ¢ calcolata a partire
dall’energia turbolenta sub-grid E, calcolata a sua volta risolvendo una equazione
differenziale di trasporto. Quest’approccio ¢ stato applicato nel passato soprattutto a
problemi meteorologici.

Una combinazione del modello dinamico di Germano e del modello ad una equa-
zione sopra citato ¢ il cosiddetto Dynamic One Equation Model (DOEM) (David-
son, 1997), che offre il vantaggio di non richiedere una direzione omogenea su cui
eseguire le medie ed ¢ pertanto particolarmente adatto a geometrie complesse.

I modelli fin qui descritti sono basati sull’ipotesi di diffusione per gradiente, de-
scritta dalle Eq. (4.55) e (4.56), cio¢ sull’assunzione che gli sforzi sub-grid siano
proporzionali ai corrispondenti gradienti della velocita risolta. Si tratta quindi di mo-
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delli a viscosita turbolenta, intrinsecamente incapaci di predire varie caratteristiche
che, in generale, la turbolenza sviluppata puo esibire, fra le quali:

* la anisotropia degli sforzi sub-grid normali, o, pill in generale, la mancanza di
proporzionalita fra il tensore della velocita di deformazione di grande scala e
quello degli sforzi turbolenti (sub-grid);

* il trasferimento spettrale inverso di energia dalle piccole alle grandi scale
(backscatter), osservato nella regione di parete e in fenomeni come 1’accop-
piamento di vortici (vortex pairing).

Il problema si presenta sia in LES sia nei modelli convenzionali della turbolenza, e
in entrambi i casi I’'unica soluzione drastica consiste nel modellare separatamente i
diversi sforzi turbolenti (qui, sub-grid). Cio puo ottenersi o risolvendo 6 equazioni
differenziali di trasporto, una per ciascuna componente indipendente del tensore 7
(Deardorft, 1974), o modellando la viscosita sub-grid come un tensore ji, ;; piuttosto
che come uno scalare ps (Schumann, 1975). Nessuno di questi modelli ha avuto
molto seguito a causa della inevitabile complessita e delle difficolta computazionali
associate. Va detto che, in LES, il problema della anisotropia ha importanza minore
che nei modelli di turbolenza convenzionali, a causa della tendenza verso I’isotropia
che la turbolenza mostra alle piccole scale. Per quanto riguarda il problema del
backscatter, sono stati proposti modelli di tipo stocastico (Mason ¢ Thomson, 1992)
in grado di tenerne conto mediante semplici modifiche a modelli sub-grid del tipo di
Smagorinsky.

4.4.6 Condizioni al contorno e iniziali per la LES

In LES possono essere necessari speciali accorgimenti per una corretta descrizione
delle condizioni al contorno e iniziali. In questa sede si puo solo accennare breve-
mente a tali problemi e si rimanda, ad esempio, a Ciofalo (1994) per una rassegna
pit dettagliata.

Innanzitutto, su pareti solide le condizioni di non scorrimento (rno slip) possono ap-
plicarsi direttamente solo se la griglia di calcolo ¢ tale da risolvere il substrato viscoso
(individuato, in unita di parete v/u., dalla condizione y™ < 11), in cui i profili di
velocita possono assumersi lineari. Tuttavia, per problemi ad elevato numero di Rey-
nolds, questa condizione ¢ difficile da soddisfare. Una possibile soluzione € ricorrere
a condizioni al contorno sintetiche basate su funzioni di parete universali (Piomel-
li e al., 1989), analoghe a quelle che saranno descritte appresso con riferimento ai
modelli RANS.
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Un approccio alternativo, introdotto da Spalart e al. (1997) e oggi diffuso sotto
il nome di Detached Eddy Simulation (DES), consiste nel combinare una simula-
zione LES (ovviamente non stazionaria) nelle regioni lontane da pareti solide con
un approccio RANS, usualmente stazionario e basato su modelli semplificati quali
quello ad una equazione, nella regione di parete. Tale approccio offre il vantaggio
di consentire la LES di problemi ad elevato numero di Reynolds anche con griglie
relativamente grossolane. Per alcune recenti applicazioni e per confronti con metodi
RANS e LES puri si vedano, ad esempio, Schmidt e Thiele (2002) e Viswanathan e
Tafti (2006).

In problemi periodici, come il moto sviluppato in condotti, le condizioni di pe-
riodicita sostituiscono la specificazione di condizioni di ingresso (inflow) e uscita
(outflow). Negli altri casi, tuttavia, queste condizioni devono essere assegnate. Per
le condizioni di outflow, non si incontrano di solito difficolta particolari rispetto ad
altre simulazioni fluidodinamiche; ad esempio, si puo imporre che siano nulle le de-
rivate prime o seconde delle varie grandezze nella direzione normale alla superficie
di uscita. Piu difficile ¢ la specificazione coerente di condizioni turbolente di in-
Sflow; un approccio diffuso ¢ ricavarle, quando & possibile, da simulazioni preliminari
periodiche (fully developed) del moto a monte. In alcuni problemi, il trasporto da
monte di energia turbolenta ¢ trascurabile a fronte della generazione locale (si pen-
si, ad esempio, alla simulazione del moto con separazione e ricircolazione attorno a
ostacoli), e puo essere sufficiente imporre condizioni di inflow costanti nel tempo e
usare semplici profili medi per la dipendenza spaziale delle diverse variabili. Si noti
che considerazioni simili valgono anche per la simulazione diretta della turbolenza.

Per quanto riguarda le condizioni iniziali, tutto dipende dal metodo di discretizza-
zione spazio-temporale usato per la risoluzione delle equazioni (filtrate o no) del mo-
to e del trasporto di calore. Alcuni algoritmi generano sufficiente rumore numerico da
innescare spontaneamente la turbolenza nel corso del transitorio, anche a partire da
campi di moto regolari (ad esempio, velocita nulle e temperatura uniforme), mentre
in altri casi pud essere necessario introdurre perturbazioni iniziali. In questa seconda
ipotesi, occorre distinguere fra algoritmi che tollerano violazioni di continuita (quali,
in genere, quelli della famiglia SIMPLE) e altri che, in presenza di tali violazioni,
danno luogo a errori e instabilita numeriche. Nel primo caso, ¢ in genere sufficiente
sovrapporre a condizioni iniziali regolari delle perturbazioni random, senza curarsi
che queste soddisfino I’equazione di continuita; nel secondo, occorre invece garanti-
re che il campo di velocita pseudocasuale risultante sia solenoidale (divergence free).
Ci0 puo ottenersi, ad esempio, costruendo preliminarmente una funzione di corrente
vettoriale pseudocasuale e calcolandone poi il rotore per ottenere la velocita.
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4.5 MODELLI RANS

4.5.1 Aspetti generali

A differenza delle equazioni LES discusse nella sezione precedente, che sono filtra-
te rispetto allo spazio, le cosiddette equazioni RANS (Reynolds-Averaged Navier-
Stokes) illustrate in questa sezione, sono versioni filtrate rispetto al fempo delle equa-
zioni primitive di continuita, quantita di moto e calore (4.1)-(4.3). I modelli risul-
tanti sono alla base delle simulazioni piu convenzionali e diffuse della turbolenza e,
quindi, meritano un’attenzione particolare.

Benché, in linea di principio, si possano introdurre nelle RANS funzioni filtro tem-
porali generalizzate G(¢,1), analoghe delle funzioni filtro spaziali discusse con ri-
ferimento alla LES, in pratica I’unico filtro usato ¢ la media di lungo periodo, per cui
la generica grandezza turbolenta ¢ viene decomposta in componente media (risolta):

0O—00

1 V+0O
(p(x,9)) = lim Y / o(x,9")dy’ (4.76)
o
e componente fluttuante (residua, o irrisolta):

¢'(x,7) = p(x,9) = (p(x,9)) (4.77)

Ovviamente, se il limite nell’Eq. (4.76) esiste, esso risulta indipendente dall’istante
iniziale 19, sicche il campo mediato perde del tutto la sua dipendenza dal tempo e
si pud scrivere ((x,9)) = (p(x)), ¢'(x,9) = p(x,9) — (p(x)). E comunque
necessario, a tal fine, che il moto sia globalmente (statisticamente) stazionario. Oc-
corre, infatti, tener presente che tutti i modelli di turbolenza sviluppati a partire dalla
decomposizione di Reynolds valgono, a rigore, solo sotto I’ipotesi di stazionarieta.
La loro applicazione a problemi per cui non esista il limite nella (4.76) (transitori) ¢
concettualmente malferma e puo dar luogo a errori.

A stretto rigore, gli unici casi in cui un modello di turbolenza puo usarsi anche in
presenza di transitori sono quelli in cui le scale temporali del transitorio siano netta-
mente separate dalle scale temporali turbolente propriamente dette. Questa ipotesi ¢
soddisfatta abbastanza bene, ad esempio, in problemi quali I’evoluzione diurna del-
lo strato limite atmosferico (Deardorff, 1974, 1980) o il funzionamento alternato di
uno scambiatore rigenerativo (Ciofalo e al., 1993). In altri problemi, quali il moto
rotativo di una turbina (Chima e al., 1993) o di una girante per reattori chimici agitati
(Brucato e al., 1998), la separazione temporale di scale ¢ soddisfatta solo approssi-
mativamente. Esistono problemi, infine, in cui I’ipotesi della separazione di scale
non vale affatto e, a rigore, la decomposizione di Reynolds non & applicabile; si pen-
si, ad esempio, a un qualsiasi moto turbolento con un forzamento periodico ad alta
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frequenza. In tali casi, se si vuole mantenere un approccio basato sul filtraggio tem-
porale delle equazioni del moto, sembra inevitabile il ricorso a filtri temporali finiti;
la ricerca in questo senso, pero, ¢ solo agli inizi e pochi lavori sono stati presentati
sull’argomento (Collins e al., 1998).

Nel seguito, eviteremo tali complicazioni supponendo che sia soddisfatta I’ ipotesi
di stazionarieta del moto medio. Supporremo inoltre che 1’efflusso sia incomprimi-
bile (in pratica, negli aeriformi, che il numero di Mach sia molto minore dell’unita,
rendendo cosi trascurabili le fluttuazioni di densitd) e che anche le altre proprieta
fisiche siano costanti. Partendo allora dalle Eq. (4.1)-(4.3) e procedendo come nel
paragrafo precedente, ciog sostituendo la generica variabile ¢ con () + ¢’ e filtrando
poi le equazioni ottenute, si ottengono equazioni mediate nel tempo che, a parte I’in-
terpretazione da dare all’operatore (-), sono formalmente identiche alle Eq. (4.44)
(continuita), (4.45) (quantita di moto) e (4.53) (energia).

In questo caso, tuttavia, una notevole semplificazione ¢ data dal fatto che ora la
definizione dell’operatore (-), Eq. (4.76), ¢ tale da rendere sempre identicamente
nulli i termini di Leonard e incrociati (discussi in precedenza per la LES). Quindi gli
sforzi e flussi aggiuntivi sono sempre dati, semplicemente, da:

Tij = p<u;u;> 4.78)

i = peplugt’) (4.79)
Di conseguenza, come nel caso della LES, il problema della chiusura si riconduce a
quello di esprimere i termini 7;;, g; in funzione di quantita medie (risolte).
4.5.2 Modelli a viscosita turbolenta

Questi modelli sono basati sull’ipotesi di Boussinesq per la diffusione della quantita
di moto e del calore, espressa da relazioni formalmente identiche alle (4.56) e (4.61)

Tij = —2,ut<Sij> (480)
ot
qi = —pcpoy a< > (4.81)

(2
completate dall’assunzione di un numero di Prandtl turbolento o, prossimo all’unita,
in modo da arrivare all’espressione

.
POt

oy = (4.82)

anch’essa formalmente identica alla (4.62), nella quale le grandezze u; e a; sono
dette, rispettivamente, viscosita turbolenta e diffusivita turbolenta del calore. Nel
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contesto dei modelli RANS, le relazioni (4.80) e (4.81) vengono chiamate ipotesi di
diffusione per gradiente semplice (ovvero SGDH - Simple Gradient Diffusion Hy-
pothesis) per distinguerle dall’ipotesi di diffusione per gradiente generalizzata (ov-
vero GGDH - Generalized Gradient Diffusion Hypothesis) che sara introdotta nel
Paragrafo 4.5.7.

Attesa la validita della SGDH, le corrispondenti equazioni mediate della quantita
di moto e del calore diventano:

Op(ui) | Op(ui)(us) _ 0p*) = 0 Oui) | O{uy)
09 " ox; om ox [(“ﬂ“)(axj * o, )] (4.83)
Ipcp(t) | Opep(u;)(t) 0 pe ) O(t)

dove la somma g + g & detta viscosita efficace, o totale, e la somma X + cppu¢ /ot
¢ detta conducibilita termica efficace. 1l termine (1/3)7g) (con somma implicita su
k), pari a un terzo della traccia del tensore degli sforzi turbolenti, & conglobato nella
pressione efficace (p*). Poiché risulta: (1/3)7, = (1/3)p(uju}) = (2/3)pk [in cui
k =Ya (ujuy) & Ienergia cinetica turbolental, si ha:

2
(p*) = (p) + 3Pk (4.85)

La differenza fra pressione termodinamica e pressione efficace puo creare proble-
mi solo nei rari casi in cui si debba specificare esplicitamente una condizione sulla
pressione, ed ¢ altrimenti irrilevante.

I consueti argomenti dimensionali gia discussi nel quarto paragrafo consentono di
esprimere formalmente la viscosita turbolenta p; come il prodotto di densita, qua-
drato di una lunghezza, e velocita di deformazione (gradiente di velocita). In alcuni
problemi (strati limite) & naturale identificare quest’ultima quantita con il gradiente
della velocita media principale (u) nella direzione normale alla parete y; si ha quindi:

9 (u)

By (4.86)

Ht = Pl2

La quantita [ (lunghezza di miscelamento di Prandtl) pud pensarsi come una lun-
ghezza rappresentativa della scala locale dei vortici turbolenti; fra i primi modelli
(1920-1940) vanno ricordati quelli dello stesso Prandtl, che assunse ! proporziona-
le alla distanza y dalla parete, e di von Karman, che suggeri di calcolare [ come
|(0(u)/0y)/(0?{w)/Oy?)|. Van Driest (1956) propose di tener conto della riduzione
delle scale della turbolenza nella regione di parete moltiplicando il valore di p; da-
to dall’Eq. (4.86) per il fattore di smorzamento (4.60), gia citato nel contesto della
Large-Eddy Simulation.
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Modelli di turbolenza molto semplici, basati essenzialmente sulle ipotesi di cui
sopra, sono tuttora abbastanza usati con discreto successo in problemi di strato limite
0, comunque, bidimensionali e senza ricircolazione, quali se ne incontrano spesso
nelle applicazioni aeronautiche e nello studio delle turbomacchine. Ad esempio, il
modello di Cebeci e Smith (1974) esprime la viscosita turbolenta come:

O (u)
Ay

e = pK 0 ue (Y > ye) (4.88)
La (4.87) vale nella regione interna, o di parete dove x =~ 0.4 ¢ la costante di von
Karman, y ¢ la distanza dalla parete e f,, & il fattore di smorzamento di Van Driest, Eq.
(4.60). La (4.88) vale invece nella regione esterna dove K ~ 0.0168 ¢ la costante di
Clauser, v = [1+5.5(y/6)%]~! & il cosiddetto fattore di intermittenza di Klebanoff, &
e 0™ sono rispettivamente gli spessori cinematici e della quantita di moto dello strato
limite, e u, € la velocita al margine dello strato limite. Il valore di y. ¢ quello per il
quale la (4.87) e la (4.88) danno risultati coincidenti.

pe = p(kyfu)? (v < ye) (4.87)

Sono state proposte varie estensioni e riformulazioni del modello di Cebeci-Smith,
quali ad esempio il modello di Baldwin e Lomax (1978). Per per un’applicazione di
quest’ultimo modello alle turbomacchine si veda, ad esempio, Chima e al. (1993).

I modelli descritti piti sopra vengono detti algebrici, in quanto forniscono diret-
tamente la viscosita turbolenta in funzione delle variabili medie senza ricorrere a
equazioni differenziali. Per questa loro caratteristica, se inseriti in codici di calco-
lo fluidodinamici comportano un aggravio computazionale trascurabile rispetto alle
simulazioni laminari. D’altra parte, si tratta in generale di modelli ad hoc, ottimiz-
zati per specifici problemi ma contenenti un rilevante numero di parametri empirici
o semi-empirici. Essi poggiano, in ultima analisi, sulla teoria degli strati limite in
equilibrio, come esposta ad esempio nel classico lavoro di Schlichting (1968), e sono
difficilmente applicabili a problemi completamente tridimensionali, implicanti, ad
esempio, separazione e ricircolazione.

Una generalita molto maggiore si ottiene con i modelli differenziali, in cui una o
pil grandezze caratteristiche della turbolenza (quali I’energia cinetica turbolenta, la
scala dei vortici, o il tasso di dissipazione) sono ottenute risolvendo opportune equa-
zioni di trasporto. Ci0 consente di impostare bilanci di tali quantita in cui figurino
esplicitamente i termini di generazione, distruzione, trasporto convettivo/diffusivo, e
- entro i limiti discussi in precedenza - variazione temporale.

Nei modelli differenziali, una equazione di trasporto riguarda invariabilmente I’e-
nergia cinetica turbolenta, definita come:

175

Lul) = 5, (4.89)
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con somma implicita sull’indice j. L’equazione di trasporto di k& assume la forma:

Opk  Op(ui)k 0 ok
o )

in cui o &~ 1 & una costante detta numero di Prandtl turbolento per k, mentre P ed
€ sono, rispettivamente, i tassi di produzione e dissipazione di k. Nell’Eq. (4.11) il
tasso di produzione di energia cinetica turbolenta per unita di volume ¢ stato espres-
so come: P = —7;;(S;;). Pertanto, in base all’ipotesi di diffusione per gradiente
semplice (SGDH), Eq. (4.80), si puo scrivere anche come

uy) n 5<Uz‘>> I{u;)

al'i :L‘j al'l

P = —73;(Si;) = 241 (Sij)(Si) = e ( 4.91)
Termini addizionali sono necessari se la generazione di turbolenza non ¢ dovuta solo
allo shear ma anche all’azione di forze di massa, quali il galleggiamento termico o
buoyancy (si veda la Sezione 4.6).

Per quanto riguarda la dissipazione €, questa resta formalmente definita (a meno del
fattore di densita p) dall’Eq. (4.9); tuttavia, poiché tale espressione contiene le quan-
tita irrisolte (fluttuanti) Slfj, occorre ricorrere ad un modello di chiusura. Si noti che
la teoria di Kolmogorov della turbolenza, illustrata nel Paragrafo 4.2.2, permette di
costruire la scala di lunghezza [ caratteristica dei vortici turbolenti (generalizzazione
della lunghezza di miscelamento di Prandtl) come:

k3/2
[ = CM? (4.92)

in cui C), ¢ una costante dell’ordine di 0.1 (Landau e Lifschitz, 1959).

Supposte note sia I’energia cinetica turbolenta k che la scala [ della turbolenza (o la
dissipazione ), la viscosita turbolenta puo essere espressa, sulla base delle consuete
considerazioni dimensionali, come fi; ~ plkl/ 2 ovvero, tenendo conto della (4.92),

come:
k?2

e = pChu— (4.93)

(relazione di Prandtl-Kolmogorov). Sono ora possibili due alternative:

* Modelli ad una equazione: in questi, la dissipazione ¢, o la scala di lunghez-
za [, sono assegnate algebricamente in funzione delle caratteristiche del moto
medio. L’unica equazione di trasporto rimane quindi la (4.90) che governa il
bilancio dell’energia cinetica turbolenta. Questi modelli hanno trovato in pas-
sato ampia applicazione nell’ambito di problemi di strato limite, ma sono stati
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estesi, con espressioni pit 0 meno ad hoc per [ o €, anche a problemi pii com-
plessi implicanti separazione e ricircolazione (Thomas e al., 1981). Valgono
per essi, sia pure in misura piu ridotta, le stesse riserve gia espresse pill sopra
a proposito dei modelli puramente algebrici.

* Modelli a due equazioni: in questi, anche la dissipazione ¢ o, in alternati-
va, altre grandezze ad essa legate (come la frequenza caratteristica dei vortici
w), vengono ottenuta risolvendo un’equazione differenziale di trasporto con-
tenente appropriati termine di generazione, distruzione, convezione/diffusione
e variazione temporale. Si ottiene cosi una maggiore generalita e una minore
dipendenza da assunzioni empiriche, a prezzo di una maggiore complessita e
di un maggior onere computazionale.

4.5.3 Il modello & — ¢ e le sue varianti

Fra i modelli a viscosita turbolenta a due equazioni quello che, in passato, ha avuto di
gran lunga il maggior successo diventando un vero e proprio modello di riferimento
in tutti gli studi della turbolenza, ¢ il modello k£ — ¢, inizialmente proposto dal grup-
po dell’Imperial College di Londra (Launder e Spalding, 1972) e, successivamente,
evolutosi in una vasta famiglia di varianti e generalizzazioni. Nella versione base, la
seconda equazione di trasporto riguarda la dissipazione ¢ e prende la forma:

oo, dptle _ 0 [(,1, )

Oe € g2

(%cj k

O¢

in cui 0. € una costante dell’ordine dell’unita, detta numero di Prandtl turbolento
per €. L’analisi di tale equazione mostra che essa € costruita come la corrispondente
equazione (4.90) di k, con termini di produzione e distruzione proporzionali ai ter-
mini corrispondenti di quella attraverso il fattore di scala £/k moltiplicato i fattori
numerici correttivi Cy e Cs. In realta, una ulteriore costante & necessaria se si vuo-
le esprimere anche la produzione di dissipazione dovuta a buoyancy, ma viene qui
omessa per semplicita.

I valori di consenso sulle varie costanti che figurano nel modello k& — € sono:

* C, =0.09 per la relazione (4.93) di Prandtl-Kolmogorv, e

e (1=144,05=1.92,0r=1e 0. =13 per ’Eq. (4.94).

Tali valori sono stati ottenuti con una giudiziosa miscela di considerazioni asintotiche
e confronti con risultati sperimentali o con soluzioni esatte estese ad un vasto insieme
di problemi.
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Turbulence energy Dissipation Total viscosity

Vectors

T~ ~

= 50000:—:4&’

4.3651E+01 \

3.4921E+01 |
2.6190E+01 |
1.7460E+01 |

= 3.0000E-01
2.6190E-01
2.0952E-01

= 3.0000E-04
2.6190E-04

2.0952E-04
1.5714E-04
1.0476E-04

5.2381E-05
0.0000E+00

1.5714E-01 \'
1.0476E-01 |
5.2381E-02

.73 ot
0.0000E+00 8.7302E+00

0.0000E+00

4
14

Figura 4.17: Simulazione tridimensionale k¥ — ¢ del moto fra piastre piane parallele attorno
a un fascio di tubi sfalsati con promotori di turbolenza. Le immagini si riferiscono al piano
medio fra piastre consecutive. Da sinistra: campo di velocitd; energia cinetica turbolenta;
dissipazione; viscosita totale.

A titolo di esempio, la Fig. 4.17 riporta I’andamento delle tre grandezze k, € e ;s in
una tipica simulazione k — ¢ tridimensionale; la configurazione considerata riguarda
un problema di interesse industriale (moto trasversale di aria rispetto a un fascio di
tubi con piastre piane parallele come alettatura; sono presenti inoltre piastre a 45°
come promotori di turbolenza). L’energia cinetica turbolenta k assume i valori pill
elevati nelle regioni di elevato shear (gradiente di velocita) per effetto del termine di
generazione P = 214;(S;;)(S;;). La dissipazione € ¢ invece massima nelle regioni
di parete. La distribuzione della viscosita turbolenta p; ricalca, in linea di massima,
quella di k£ ma con significative differenze dovute al gioco combinato di ; in parti-
colare, in base all’Eq. (4.93), u; ¢ modesta presso le pareti, dove la viscosita totale
si riduce in pratica a quella molecolare.

Negli oltre quarant’anni trascorsi dalla sua introduzione, il modello k — € ha avuto
innumerevoli applicazioni ed ¢ oggi implementato in tutti i codici termofluidodina-
mici in grado di trattare flussi turbolenti. Di tutti i modelli basati su medie temporali,
esso rappresenta probabilmente il miglior compromesso tra generalita, accuratezza
dei risultati, semplicita di implementazione e stabilita computazionale. Interi libri
sono stati dedicati alla sua analisi (Mohammadi e Pironneau, 1994), ed ¢ impossibile
in questa sede dare una panoramica anche sommaria delle sue applicazioni.
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I problemi maggiori nell’utilizzo del modello k — ¢ sono legati da una parte alla
sua natura di modello a viscosita turbolenta, dall’altra alla difficolta di coprire con
un unico set di costanti di calibrazione tutto 1’arco dei possibili problemi turbolenti.
Difficolta del primo tipo includono, ad esempio, la impossibilita di predire corret-
tamente moti secondari legati alla anisotropia degli sforzi turbolenti normali (Fig.
4.14) e non possono essere eliminate con semplici aggiustamenti. Tra le difficolta
del secondo tipo vanno ricordate la sistematica sottostima della lunghezza di riattac-
co in flussi separati (ad esempio nel classico problema del gradino rivolto a valle)
e la sistematica sovrastima del tasso di dispersione laterale di getti sommersi. Tali
problemi sembrano legati ad una insoddisfacente modellazione del termine di pro-
duzione di € nell’Eq. (4.94), che ¢ assunto proporzionale al corrispondente termine
di produzione di k£ nella (4.90). Sono state proposte numerose correzioni al model-
lo base che, spesso, si riducono a sostituire la costante C'; con una funzione delle
condizioni locali (Hanjali¢c e Launder, 1980; Chen e Kim, 1987).

Fra le varianti presentate, una che si distingue per la sua robusta base teorica ¢
il cosiddetto modello RNG k£ — ¢, dove RNG sta per Re-Normalization Group. 11
modello affonda infatti le sue radici nella complessa teoria dei gruppi di rinormaliz-
zazione Yakhot e Orszag (1986) ma si riduce, in pratica, a esprimere il fattore Cy
nella (4.94), che nel modello standard ¢ una costante pari a 1.44, come:

1—
Olzcﬁ-"( n/mo)

4.95
1+ B’ 49
in cui il termine 7 ¢ definito come:
k |P
n=—4/— (4.96)
ey u

Nel modello figurano le due nuove costanti 5 e 7, per le quali la teoria RNG sug-
gerisce valori intorno a 0.015 e 4.4, rispettivamente. La costante C¥ pud assumersi
pari alla costante C; del modello standard (1.44), mentre modifiche minori rispetto
ai valori standard possono essere opportune per le costanti Ca e C,.

Un esempio dei risultati che si possono ottenere con il modello RNG k£ — ¢ per
flussi separati ¢ dato dalla Fig. 4.18 nella quale la Tabella (b) riporta i valori della
lunghezza di riattacco a valle di un ostacolo triangolare, la cui configurazione ¢ sche-
matizzata in (a). Sono inclusi risultati sperimentali (ottenuti in tunnel a vento presso
il von Karman Institute usando anemometria Laser-Doppler) e predizioni ottenute
usando il codice di calcolo CFDS-FLOW3D (AEA Technology, 1994) - predecesso-
re dell’attuale ANSYS-CFX - con tre diversi modelli di turbolenza: il k — ¢ standard,
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r
H=34cm
4H 7H
a) |
H
6H | 21H
x
CASE EXPERIMENTAL rars DS RNG k<t
) NO-BL 10-11H 6.850 A0 8.8H
) BL 7-8H 620 Al 740
GRID 7-8H 6.7H 6.85H 7.8H

Figura 4.18: Moto turbolento con separazione attorno ad un ostacolo triangolare: a) schema
del problema; b) lunghezze di riattacco misurate e predette da tre diversi modelli di turbolen-
za.

I’RNG k — € e un modello di trasporto degli sforzi di Reynolds del tipo DS (Dif-
ferential Stress [Model]) discusso pilu avanti. I tre casi riportati differiscono per le
condizioni dello strato limite a monte dell’ostacolo (Ciofalo e Palagonia, 1996).

Come si puo osservare, il modello RNG k — ¢ fornisce per la lunghezza di riattacco
un accordo con i dati sperimentali molto migliore non solo rispetto al modello & — ¢
standard, ma anche rispetto al modello differenziale provato.

Un vantaggio ulteriore del modello RNG k — ¢ € che esso, a differenza del modello
standard, puo essere esteso alle regioni essenzialmente laminari di parete in quanto
la parametrizzazione del termine di produzione di €, data dalle Eq. (4.95)-(4.96),
tiene conto implicitamente della accresciuta dissipazione associata a queste zone.
Pertanto, il modello pud essere usato senza ricorrere alle funzioni di parete descritte
nel paragrafo che segue e si comporta, da questo punto di vista, come uno dei modelli
per basso numero di Reynolds discussi appresso.

4.5.4 Condizioni al contorno e funzioni di parete

Le equazioni di trasporto di k ed € (4.90) e (4.94), e la relazione di Prandtl-Kolmogorov
(4.93), non sono rigorosamente applicabili alla regione di parete ed, in particolare, al
substrato viscoso/conduttivo. Nel contesto del modello k — € e dei modelli ad esso
riconducibili, al problema sono state date due soluzioni radicalmente alternative:
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* funzioni di parete: la griglia di calcolo non risolve il substrato viscoso/condut-
tivo ma, in compenso, le condizioni al contorno sono formulate in modo da
tenere conto dell’esistenza di tale substrato in quanto legano la velocita e la
temperatura nel nodo di calcolo pit vicino alla parete con lo sforzo ed il flusso
termico di parete;

» modelli detti a basso numero di Reynolds: la griglia di calcolo risolve in modo
dettagliato il substrato viscoso/conduttivo di parete, ma le equazioni di traspor-
to di k ed ¢ e la relazione di Prandtl-Kolmogorov sono riformulate in modo da
rimanere valide anche in tale regione.

Ci occupiamo qui del primo approccio, riservando al secondo il paragrafo che segue.
Classicamente (Arpaci e Larsen, 1984; Hinze, 1975) si assume che in prossimita di
pareti solide esista un substrato lineare viscoso/conduttivo in cui lo scambio di quan-
tita di moto, calore o altri scalari € controllato dalle rispettive diffusivita molecolari e
1 profili di velocita, temperatura e cosi via. sono funzioni lineari della distanza y dalla
parete. Tale strato ¢ seguito da una regione esterna dello strato limite, caratterizzata
da profili che variano logaritmicamente con y.

Usando la velocita di attrito u, = (7,,/p)"/? come scala di velocitd, v/u, come
scala di lunghezza e q,,/(pcpur) come scala di temperatura (scale di parete), restano
definite le variabili adimensionali y* = yu, /v, ut = u/ur, tT = (t—tyw)pcptr / qu-

Nel caso di pareti lisce, valgono allora i profili universali di velocita:

ut =yt (y" <yh) (4.97)

1
ut = —ln(By") " >w) (4.98)

in cui k & 0,4 & la costante di von Karman, e y;” ~ 11 & lo spessore adimensionale
del substrato viscoso. La costante F si ottiene raccordando i due profili (4.97), (4.98)
per y* =y, e risulta pari a circa 9.8.

I profili universali di temperatura possono esprimersi in modo analogo a quelli di
velocita:
tt =oy" (y" <y (4.99)

1
th = Eln(Fer) (y" > y") (4.100)

in cui o & il numero di Prandtl ¢, /). 1 valori di ;" (spessore adimensionale del
substrato conduttivo) e della costante £’ dipendono da o e tale dipendenza ¢ stata in-
vestigata in dettaglio, ad esempio, da Jayatilleke (1969). Le (4.99)-(4.100), tuttavia,
vanno opportunamente modificate nel caso di pareti rugose.
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Ora, si supponga per un momento nofa la velocita up parallela ad una parete solida
in un nodo P posto a distanza yp dalla parete stessa. Le Eq. (4.97)—(4.98) possono
riscriversi come equazioni in

1/2
Uy = <VUP> se upyp < v(y;)? (4.101)
yp

Kup

12
=P 4.102
Ur = Bypuo) se upyp > v(y,) (4.102)

dalle quali puo ricavarsi la velocita di attrito e quindi lo sforzo tangenziale di parete
Tw = puZ. Se & rispettata la sopra citata condizione sulla minima distanza dei nodi
dalla parete, varra la (4.102), che ¢ un’equazione trascendente in ., da risolversi, ad
esempio, iterativamente. La relazione fra 7,, € up che si viene cosi a determinare
sostituisce la relazione viscosa (4.101), che pud anche scriversi come 7, = pup/yp
e che traduce, nel caso di moto laminare o di nodi P ricadenti nel substrato viscoso,
la condizione di non scorrimento (no slip). In ci0 consiste, in sostanza, il concetto di
funzioni di parete. Considerazioni simili valgono per la relazione tra flusso termico
di parete g, e temperatura ¢ p.

Si osservi ora che, in realta, sia la velocita up in P che il corrispondente sforzo tan-
genziale di parete 7, saranno in generale incognite del problema complessivo termo-
fluidodinamico. La relazione non lineare fra 7, € up espressa dall’Eq. (4.102) & poco
adatta ad una soluzione numerica e obbligherebbe, in sostanza, a ricorrere a tecniche
di correzione ritardata (deferred correction), in cui lo sforzo di parete all’iterazione
generica verrebbe calcolato sulla base della velocita all’iterazione precedente.

Nel contesto del modello di turbolenza k — ¢ e di altri modelli ad esso riconducibili,
tale difficolta viene superata se si adotta come scala di velocita per la formulazione
di profili universali non la velocita di attrito u,, ma la velocita fluttuante quadratica
media

ut = Ok (4.103)

valutata nel nodo P a partire dalla radice quadrata dell’energia cinetica turbolenta
k}p/ 2 (Launder e Spalding, 1974). La base teorica per tale scelta, che apparentemente
fa dipendere una scala universale dalla posizione di un nodo di griglia, risiede nel
fatto che, negli strati limite in equilibrio, esiste una regione abbastanza estesa (com-
presa fray™ ~ 20 e y* ~ 60) in cui si ha: k ~ Tw/(pC’,i/Q). Quindi, purche il nodo

P giaccia in tale regione, u, = (7,/p)"/? e u* = C’Ll/ 4/4:}3/ ? sono scale equivalenti.

In pratica, le Eq. (4.97)-(4.98) rimangono formalmente valide, ma le quantita adi-
mensionali y*, ut e tT vengono ridefinite come y™ = yu* /v, ut = uu* /(7w /p) €
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tT = (t—tw)pcpu*/qw. Sidimostra facilmente che la relazione tra sforzo tangenziale
di parete e velocita in P ¢ data allora da:

*

H Yypu

Tw = —up se T7— <y (4.104)
yp v
* *
pRY se ypu > y;r (4.105)

T, =

Y In(Bypu*/v)

ed ¢ quindi una relazione formalmente lineare anche se P giace nella regione lo-

garitmica (esterna) dello strato di parete. Cio semplifica grandemente la risoluzio-

ne numerica del sistema di equazioni algebriche che traducono in forma discreta le
equazioni di Navier-Stokes.

In modo analogo puo ricavarsi la relazione che intercorre ora tra flusso termico di
parete, temperatura di parete e temperatura nel nodo P; la trattazione si puo estendere
facilmente ad altri scalari passivi (ad esempio concentrazioni di soluti). Il metodo
¢ usato oggi nella maggioranza dei codici di calcolo che prevedano I’impiego del
modello & — ¢ o di modelli simili.

L’uso di funzioni di parete e profili universali in problemi diversi da semplici strati
limite in equilibrio locale (come gradienti avversi di pressione, variazioni di sezione e
moti complessi tridimensionali) & tuttavia discutibile. Il problema piu critico riguar-
da i moti con separazione e ricircolo, e in particolare le regioni di riattacco di shear
layers separati, in cui lo sforzo tangenziale di parete e la velocita media parallela alla
parete si annullano, mentre le velocita fluttuanti e 1’energia cinetica turbolenta rag-
giungono valori elevati, associati spesso a massimi locali del coefficiente di scambio
termico. In tali regioni, ovviamente, sia u, che u* sono scale inadeguate dei profili
di velocita e, per ovviare a tale inconveniente, state proposte in letteratura svariate
modifiche e generalizzazioni del modello base sopra descritto (Chieng e Launder,
1980; Cruz e Silva Freire, 1998).

Ad esempio, la Fig. 4.19 (Ciofalo e Collins, 1989) riporta i profili del numero
di Nusselt locale (Nu) sulla parete che segue un gradino rivolto a valle: problema
classico della modellazione della turbolenza. Qui I’ascissa ¢ la distanza dal gradino,
normalizzata rispetto alla lunghezza di riattacco per eliminare 1’effetto sistematico
della sottostima fornita dal modello &k — €. I valori di Nu riportati includono i dati
sperimentali di Vogel e Eaton (1985) (simboli), le predizioni fornite dal modello
k — e con funzioni di parete standard (curva a) e le predizioni ottenute con funzioni
di parete modificate (curva c). Il numero di Reynolds (Re) era 28-102 per il presente
caso nel quale tanto Re quanto Nu sono definiti rispetto all’altezza H del gradino.

E evidente che le funzioni di parete standard portano ad una significativa sotto-
stima del picco di Nu osservato sperimentalmente in corrispondenza del riattacco
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100

B a » experimental data

Figura 4.19: Numero di Nusselt locale sulla parete che segue un gradino rivolto a valle.
Simboli: dati sperimentali Vogel e Eaton (1985); (a): modello £ — € con funzioni di parete
standard; (c): modello k — ¢ con funzioni di parete modificate (Ciofalo e Collins, 1989).

(z* = 0), mentre le predizioni migliorano notevolmente usando funzioni modificate.
Le modifiche, in questo esempio, tengono conto essenzialmente della differenza fra
I’intensita locale della turbolenza nella regione di parete e 1’intensita che si avrebbe
in uno strato limite in equilibrio a parita di velocita locale e distanza dalla parete.

Sono state proposte anche funzioni di parete pitt complesse, basate su modelli a
tre o pil regioni dello strato di parete; ad esempio, Amano e al. (1983) distinguono
un substrato viscoso per y* < 5, una regione esterna pienamente turbolenta per
y™ > 30, e una regione intermedia (buffer layer) per 5 < y* < 30.

4.5.5 Modelli k£ — ¢ per basso numero di Reynolds

Per trattare le regioni di parete in presenza di flussi turbolenti, un metodo del tutto
diverso da quello basato sui profili universali consiste nell’adozione di modelli detti
per basso numero di Reynolds che, generalmente, possono considerarsi varianti del
k — €. In tutti, la relazione di Prandtl-Kolmogorov (4.93) viene riscritta come:

k?Q
e = pfuCu— (4.106)

con I’esplicita inclusione di un fattore di smorzamento f, che tiene conto della at-
tenuazione delle scale della turbolenza in prossimita di pareti solide. Inoltre, 1’e-
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quazione di trasporto per la dissipazione (4.94) viene riformulata usando la variabile
ausiliaria e* = ¢ — D, e puo scriversi ora come:

dpe*  Opluj)e* 0 e\ Og*
99 oz; oz |\" o) 0z,

62

k

:|+f1012P_f202p +pE (4.107)

O¢

Le diverse versioni del modello k£ — € per basso numero di Reynolds differiscono per
la forma delle funzioni f1, fo, f,, D ed E. Ad esempio, le espressioni di tali funzioni
sono riassunte nella Fig. 4.20 per i modelli di Lam e Bremhorst (1981), Launder e
Sharma (1974) e Nagano e Hishida (1987). In tutti i casi, i numeri di Reynolds Ry,
Ry, nelle espressioni di f> ed f,, sono definiti come:

k2
R, = = (4.108)
e
© /
kl 2
Ry = — y (4.109)

dove y & la distanza dalla piu vicina parete solida. La coordinata adimensionale 3T &
definita ancora come y* = yu, /v 0 come y = yC’,i/ZLkIlJ/Q/V.

In tutti 1 modelli per basso numero di Reynolds, il substrato viscoso/conduttivo
puo e deve essere esplicitamente risolto dalla griglia di calcolo: €, anzi, opportuno
che esso includa numerosi nodi (almeno 10-15). Le condizioni di no slip del tipo
Tw = pup/yp vengono imposte direttamente senza ricorso a funzioni di parete. La
condizione al contorno per 1’energia cinetica turbolenta & ¢ di solito la semplice k,, =
0. Per quanto riguarda la dissipazione, nei modelli basati sulla consueta definizione
di €, come quello di Lam e Bremhorst (1981), la condizione al contorno per tale
variabile sulle pareti pu0 presentare problemi; una possibile scelta ¢ imporre nulla la
derivata normale e /9n|,,. Nei modelli in cui I’equazione di trasporto & scritta per la
variabile modificata ¢* = ¢ — D, & invece possibile imporre la semplice condizione
ey, = 0.

Sono apparsi in letteratura numerosi lavori di confronto fra modelli per basso nu-
mero di Reynolds. Ad esempio Patel e al. (1985) valutano ben otto di tali modelli
(inclusi i tre in Fig. 4.20) sulla base della loro capacita di riprodurre risultati spe-
rimentali relativi a vari problemi di strato limite (fra cui moto turbolento su pia-
stra piana, strato limite in gradiente avverso di pressione e strato limite in gradiente
favorevole di pressione con rilaminarizzazione).

Passando da problemi semplici di strato limite a problemi pilt complessi (implican-
ti, ad esempio, ricircolazione o convezione naturale) o a problemi tridimensionali,
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Lam-Bremhorst Launder-Sharma | Nagano-Hishida
3
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Figura 4.20: Forma che assumono le funzioni f1, fa, f,, D ed E in tre modelli di turbolenza
k — e per basso numero di Reynolds.

non ¢ detto che risultati come quelli citati mantengano la loro validita, e altre consi-
derazioni (quali la robustezza, la facilita di implementazione, e il tempo di calcolo)
possono diventare determinanti.

Nell’ambito dell’esperienza dell’ autore, buoni risultati sono stati ottenuti, nel com-
plesso, usando i modelli di Lam e Bremhorst (1981) e di Launder e Sharma (1974).
Ad esempio, la Fig. 4.21 riporta risultati relativi allo scambio termico fra aria in con-
vezione forzata e una parete piana orizzontale in presenza di una seconda parete ver-
ticale recante nervature trasversali (promotori di turbolenza). Predizioni numeriche
ottenute usando il modello di Launder e Sharma e il codice di calcolo CFX-4 (AEA
Technology) sono confrontate con risultati sperimentali ottenuti, mediante cristalli
liquidi termocromici, da Tanda e al. (1995). Si pud notare che 1’accordo ¢ soddi-
sfacente per quanto riguarda il livello generale del coefficiente di scambio termico,
ma meno buono per quanto riguarda la forma dettagliata delle sue linee di livello
(che ovviamente corrispondono alla struttura del campo di moto in prossimita della
parete). In ogni caso, il modello ha fornito risultati migliori sia rispetto al modello
k — ¢ standard che rispetto a un modello differenziale degli sforzi/flussi di Reynolds
del tipo discusso nel Paragrafo 4.5.8.
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Figura 4.21: Scambio termico su una parete laterale in presenza di nervature trasversali
(promotori di turbolenza): a) schema della sezione prova; b) risultati sperimentali (Tanda e
al., 1995); c¢) predizioni ottenute con il modello k — ¢ a basso Re (Launder e Sharma, 1974).

4.5.6 Il modello & — w

Il modello a due equazioni k — € & basato sulla scelta dell’energia cinetica turbolenta
per unita di massa k e del suo tasso di dissipazione € come grandezze caratterizzanti
la turbolenza. In sostanza, k caratterizza I’intensita delle fluttuazioni turbolente ed
caratterizza la loro scala temporale (proporzionale a k/¢) o spaziale (proporzionale
a k3/2 /€). Sono stati proposti numerosi modelli a due equazioni basati sulla scelta
di una grandezza alternativa alla dissipazione € come seconda grandezza trasportata.
Qui ci limitiamo a illustrare il modello £ — w che negli ultimi anni, fra i modelli a
viscosita turbolenta, ha superato in popolarita il £ — ¢ ed ¢ divenuto — in una delle
sue varianti — il modello standard adottato nei piu diffusi codici di calcolo.

Il modello pud farsi risalire agli studi di Kolmogorov ma ¢ divenuto di uso comune
nella forma proposta da Wilcox (1988). In esso, oltre all’energia cinetica turbolenta
k, risolvendo una seconda equazione di trasporto viene calcolata la frequenza caratte-
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ristica della turbolenza w (che puod assumersi proporzionale al rapporto €/k, inverso
della durata caratteristica delle strutture turbolente, ovvero del tempo che intercorre
fra la loro produzione e la loro dissipazione). La frequenza w congloba il fattore C),.

Le equazioni di trasporto per il modello k£ — w sono:

ook Dplu)k '\ ok ,
htasls = — =) — P — 3'pk 4.110
v + 0z Ox; oot o) Oz + B phu ( )
Opw  Op(uj)w 0 e\ Ow 5w 9
-7 M) 2%p 4111
o0 " on, om |\M o) o] Tt TP @111
mentre 1’equazione di Prandtl-Kolmogorov (4.93) ¢ sostituita da
k
Mt = p— (4.112)
w
Come nel modello k& — ¢, per il termine di produzione si ha: P = —7;;(S;;) =

2p4(Si5)(Si;), mentre i valori suggeriti da Wilcox per le costanti sono: 3 = 0.075,
p=C,=0.09eo0; =0,=2.

Il modello k£ — w ha il vantaggio di mantenersi valido nella regione di parete che,
in questo modo, puo essere risolta dalla griglia di calcolo e trattata come il resto del
dominio (come nei modelli per basso numero di Reynolds). Per contro, il model-
lo risulta troppo sensibile all’intensita della turbolenza nella corrente libera e puo
sovrastimare k nelle regioni di ristagno.

Al fine di superare questi ultimi problemi, Menter (1993) propose di adottare una
combinazione lineare fra il modello k£ — w nella regione di parete ed il modello k — ¢,
riformulato in termini di k& e w anziche di k£ ed ¢, nella corrente libera. I due modelli
sono pesati con Fi e (1-F1), dove F} € una blending function che va da 1 alla parete
(modello k — w) a 0 nella corrente libera (modello k — €). Il modello risultante ¢ noto
come SST (Shear Stress Transport).

Data la sua importanza, il modello SST ¢ illustrato nel seguito nella versione (leg-
germente modificata rispetto alla formulazione originale) descritta dallo stesso autore
dieci anni dopo la sua introduzione (Menter e al., 2003). Nella versione modificata,
equazioni di trasporto di k e w si scrivono come:

Ak Op(uj)k _ 9 k] o
o9+ dr; Oz ("*"kﬁ‘t)axj + P — " pwk (4.113)
Opw  Ipluj)w 9 Bw
o0 " T ow, o [T oem g,
apS? - B+ 2(1 - Fy)pZe2 I8 09 (4.114)
w Oz; Ox;
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mentre la relazione di Prandtl-Kolmogorov (4.93) ¢ riformulata come

alk
=p—— 4.115
pe pmax(alw, SFy) ( )
Nelle equazioni precedenti valgono le definizioni:
- per il parametro S
S = (2(Si;)(Si))"/? (4.116)

- per la blending function Fi, che deve essere uguale a zero lontano dalla parete
(modello k — ¢) e tendere a uno nello strato di parete (modello k — w)

4
VE 500\ 4pousk
Fi = tanh i 4.117
1 an {mm [max (ﬂ*wy’ oo | CDrt? ( )
- per la blending function Fy
2
2
F, = tanh [max ( B*\/E , 500‘;)] 4.118)
wy' pwy
- per il parametro C' Dy,
CDy,, = max <2p0‘”28k8“’, 10—10> (4.119)
w Ox; 0x;

Inoltre, nel termine di produzione P ¢ utilizzato un limitatore che ha lo scopo di
prevenire la sovrastima di k£ nelle regioni di ristagno. Il passaggio concettuale &,
quindi, il seguente:

P = 21,(S;;)(S;;) = P = min(P, 108" pwk) (4.120)

Le costanti di questo modello sono definite come: 5* = 0.09, ovvero attraverso le
seguenti combinazioni lineari

a=oaF)+a(l—F)

B = p1F1+ B2(1 — F)

o = ok F1 + opa(1 — Fy)

0w = 0wt Py + 0ua(1 — FY) (4.121)
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Figura 4.22: Dati sperimentali e risultati computazionali per il fattore d’attrito di Darcy in
un tubo elicoidale a curvatura 0.01 (Di Piazza e Ciofalo, 2010).

nelle quali si utilizzano i valori: «y = 5/9, 51 = 3/40, o1 = 0.85, 0,1 =0.5; ag =
0.44, B = 0.0828, op2 =1, 0,0 = 0.856.

In Fig. 4.22, sono confrontate con dati sperimentali e con un’accurata correlazione
empirica le predizioni del fattore d’attrito di Darcy f in tubi elicoidali ottenute me-
diante: il modello & — ¢ con funzioni di parete, il modello SST k£ — w e un modello
differenziale degli sforzi di Reynolds (RSM - Reynolds Stress Model) del tipo descrit-
to nel Sottoparagrafo 4.5.8. L’intervallo di valori del numero di Reynolds utilizzato
per il confronto, va dal regime laminare stazionario (Re<3000) al regime pienamente
turbolento (Re>10%). Si pud osservare come SST fornisca predizioni simili a quelle
del pitt complesso RSM e molto prossime, per Re>10%, ai risultati sperimentali. SST
fornisce risultati accettabili anche nella regione di moto laminare, risultando cosi in
grado di predire automaticamente la laminarizzazione, e commette errori piu pesanti
solo nella (difficile) regione transazionale 3000 < Re < 10%. Per contro, il modello
k — € con funzioni di parete presenta un andamento errato nella regione laminare e
sottostima pesantemente f anche nella regione turbolenta.
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4.5.7 Modelli algebrici degli sforzi e flussi di Reynolds

Un limite comune a tutti i modelli a viscosita turbolenta ¢ che, in base all’Eq. (4.80),
il tensore degli sforzi turbolenti (o almeno la sua parte deviatorica) risulta di necessita
allineato con il tensore della velocita di deformazione. Inoltre non si fa distinzione
fra i tre sforzi turbolenti normali (u/2), (v'2), (w'?), conglobandoli in un’energia
cinetica turbolenta di natura scalare; risulta quindi impossibile la predizione di effetti,
come i moti secondari in canali rettangolari illustrati in Fig. 4.14, che nascono dalla
asimmetria fra questi sforzi.

Un primo possibile rimedio consiste nel rinunziare all’ipotesi di una viscosita tur-
bolenta, modellando separatamente i sei sforzi turbolenti indipendenti 7;; come fun-
zioni algebriche del campo di moto medio oltre che di k£ ed €. Queste ultime gran-
dezze scalari, a loro volta, sono ottenute risolvendo opportune equazioni di trasporto
del tipo delle (4.90) e (4.94). Si ottengono cosi i modelli detti ASM (Algebraic Stress
Models).

Sono stati presentati in letteratura numerosi modelli di questo tipo. Ci limitiamo qui
a segnalare un particolare modello algebrico, il £ — € non-lineare di Speziale (1987),
che si distingue per la profondita e la generalita della sua base teorica. L’ autore parte
dall’assunzione che il tensore 7;; degli sforzi turbolenti possa esprimersi come una
funzione del gradiente di velocita medio, della sua derivata temporale fotale e degli
scalari k ed € (nonché, nel caso di flussi comprimibili, della densita p):

ij = ;T MY HION 4.122
T 9z, DU omy P (4.122)

Il modello £ — € pud pensarsi come la espansione in serie di Taylor di tale equa-
zione troncata al primo termine. Il suo sviluppo fino al secondo termine, condotto
imponendo al modello certe proprieta molto generali (quali I’invarianza rispetto al
sistema di riferimento, la positivita di k£ e il corretto comportamento asintotico nel
caso di rapida rotazione) conduce invece alla seguente espressione per 7;;:

1 k2 k3
Tij — 50 Thk = CP?<SU> + C2P67X
1 1
[CD <<Sim><smj> - 35ij<5>2> +Cg <<Dij> — 30 <Dkk>>:| (4.123)

in cui S;; ¢ il tensore della velocita di deformazione media, (5)2 ¢ il suo invariante

quadratico e (D;;) € la derivata di Oldroyd di (S;;), definita come:

O(uj)
(%ck

(Ds) = | 5150 + (gt — | G +

79 D Dy <Ski>] (4.124)
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(La derivata di Oldroyd & un operatore tensoriale usato comunemente negli studi sulla
reologia di fluidi non newtoniani, ma solo raramente negli studi sulla dinamica dei
fluidi newtoniani e sulla turbolenza).

Si riconoscera che il primo termine dell’Eq. (4.123) coincide (per fluidi incompri-
mibili) con la consueta relazione di Prandtl-Kolmogorov (4.93) usata nei modelli a
viscosita turbolenta purche sia ' = 2C),. I rimanenti termini sono i contributi non
lineari che caratterizzano il modello di Speziale. Per entrambe le costanti C'p, Cg
Speziale (1987) suggerisce il valore di 1.68. Nell’articolo citato I’autore dimostra,
inoltre, che il modello & — ¢ non lineare consente la corretta predizione dei moti
secondari nel deflusso turbolento sviluppato in canali rettangolari e della lunghezza
di riattacco in problemi con ricircolazione come il classico gradino rivolto a valle
laddove il modello k£ — ¢ standard, o lineare, porta ad una considerevole sottostima.

Per quanto riguarda il trasporto di entalpia e altri scalari, nell’ambito dei model-
li algebrici I'ipotesi di diffusione per gradiente semplice (SGDH), Eq.(4.81), puo
coerentemente sostituirsi con la cosiddetta ipotesi di diffusione per gradiente gene-
ralizzata (ovvero GGDH - Generalized Gradient Diffusion Hypothesis) scritta nella
forma:

ot)

81) 5
Rispetto alla (4.81), nella (4.125) la diffusivita scalare o, ¢ sostituita dalla grandezza
tensoriale Cy(k/e)(uju}). La costante Cy & generalmente assunta dell’ordine di 0.3
(Daly e Harlow, 1970). La (4.125) puo utilizzarsi al posto della pitt semplice (4.81)
anche nel contesto di modelli a viscosita turbolenta come il k£ — ¢, esprimendo ovvia-
mente i momenti di secondo ordine delle velocita fluttuanti come 2(11;/p)(S;;): cio
consente di modellare flussi termici turbolenti non allineati con il gradiente medio di
temperatura.

k !

4.5.8 Modelli differenziali degli sforzi e flussi di Reynolds

La soluzione piu rigorosa ai problemi che nascono dal concetto di viscosita turbo-
lenta consiste nel risolvere esplicitamente equazioni di trasporto separate per le sei
componenti indipendenti del tensore degli sforzi turbolenti 7;; = p(u;u;> definite
dall’Eq. (4.78) e, nei problemi di scambio di calore, per le tre componenti del vettore
flusso termico turbolento ¢; = pcp<u;t’ ) definite dall’Eq. (4.79). I modelli risultanti
sono indicati in letteratura con vari acronimi come: RSM (Reynolds Stress Models),
RST (Reynolds Stress Transport [Models]) o, pit semplicemente, DS (Differential
Stress [Models]).

Un’equazione di trasporto formalmente esatta per p<u;u3> si puo costruire a partire
dalle equazioni di Navier-Stokes (4.2) operando le sostituzioni: u; = (u;) + ug,
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e cosl via per j e k, moltiplicando la i-esima equazione per u; e la j-esima per
u}, sommando e infine mediando rispetto al tempo. Limitandoci al caso di fluidi

10
incomprimibili e tenendo conto delle proprieta

((ui)(ug)) = (uad(uj) =0 e ((ui)uj) = (ui(u;)) =0

discusse in precedenza per I’operatore di media temporale, si ottiene:

Op(uju;) Op(uju’;) o{u; olu;
—a0 Tl g = {MUQU@ a;: + pluful) g$i>]
o Bu; , (O 8u;
o <amkamk> * <p (axj + ax>>
9 O(ujus)
Oy, [p(u;u;u@ K axkj + (0’ (0w + 5zku;)>] (4.126)

in cui i quattro termini al membro destro rappresentano, rispettivamente: produzione
da shear, distruzione, redistribuzione e diffusione di p(u;u;> Si ¢ usata la consueta
convenzione di Einstein di somma implicita su indici ripetuti, € si & indicato con ¢;;
il delta di Kronecker.

Il sistema di sei equazioni (4.126), unitamente alle equazioni di continuita e di
Navier-Stokes per le velocita medie (4.44) e (4.45), consentirebbe di ricavare le gran-
dezze medie (u;), (p) e gli sforzi di Reynolds p(uju’;) se non fosse per la (inevitabi-
le!) presenza di alcuni termini in cui figurano ulteriori incognite. Questi termini van-
no modellati in modo approssimato per ottenere la chiusura del sistema costituito dal-
le (4.44), (4.45) e (4.126). Fra i vari possibili approcci, ¢ delineato nel seguito quello
classico introdotto da Hanjali¢ e Launder (1972) e Launder e al. (1975) nel quale,
per convenienza espositiva, i vari termini saranno esaminati nell’ordine leggermente
modificato di: (a) produzione, (b) distruzione, (c) diffusione e (d) redistribuzione:

a) Termine di produzione: ¢ il primo termine nella (4.126) ed, essendo gia espres-
so in funzione degli sforzi di Reynolds, non richiede modelli di chiusura.

b) Termine di distruzione: ¢ il secondo termine nella (4.126). Assumendo che le
scale dissipative del moto siano isotropiche, questo termine si pud modellare come:

oul, Ou; 2

Si puo cio¢ assumere che i termini di distruzione agiscano solo sugli sforzi di Rey-
nolds normali, siano uguali nelle tre direzioni e abbiano come somma il doppio della
dissipazione € moltiplicata per la densita p. 1l fattore 2 nasce dal fatto che la som-
ma degli sforzi di Reynolds normali ¢ il doppio dell’energia cinetica turbolenta k
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moltiplicata per la densita p. L’introduzione di € richiede, ovviamente, che sia ag-
giunta al sistema e risolta un’opportuna equazione di trasporto per tale variabile,
modellata sullo schema della (4.94) ma opportunamente modificata per fare figurare
esplicitamente i sei sforzi di Reynolds.

c) Termine di diffusione: ¢ il quarto termine nella (4.126). In esso la correla-
zione fra pressione e velocita fluttuanti (terzo addendo nella parentesi quadra), pud
essere trascurata, mentre il termine molecolare proporzionale a p (secondo adden-
do nella parentesi quadra) ¢ giu espresso in funzione degli sforzi di Reynolds e non
richiede modelli di chiusura. L’unico termine da approssimare ¢ il primo addendo:
la correlazione tripla (uzujuy). Per esso, gli autori citati dimostrano che ¢ lecito

scrivere:

— (ujufup) = cs <u;u§>87ml + <u;u;)87xl + (ufuy) (4.128)

o |

8<'LLZU]>
ox;

in cui ¢4 € una costante e il moltiplicatore & /e pud interpretarsi come la scala tempo-
rale delle strutture turbolente responsabili della diffusione.

d) Termine di redistribuzione: ¢ il terzo termine nella (4.126) e nasce dalla cor-
relazione fra le componenti fluttuanti di pressione e gradiente di velocita. Il nome
esprime il fatto che questo termine tende a ridurre la differenza fra i tre sforzi turbo-
lenti normali. Sulla base dei pionieristici studi teorici di Chou (1945) e Rotta (1951),
gli autori citati esprimono questo termine come la somma di tre contributi (®;;),

(®ij)2, (Pij)uw-
Il termine (®;;)1 ¢ legato alla mutua interazione fra le componenti fluttuanti di

velocita e puo assumersi proporzionale alla componente deviatorica del tensore degli

sforzi turbolenti:
e 2
(®ij), = —C<1>1P% <<u2u§> - 35ijk> (4.129)

in cui 2.5 < Cg1 < 2.8 € una costante.

Il termine (®;;)2 ¢ legato all’interazione delle componenti fluttuanti di velocita con
il gradiente di velocita medio. Riportiamo solo la sua espressione approssimata:

2
(®ij)y = — (Pij - 35¢jP> (4.130)

in cui v = 0.6 & una costante,

! ! a i /7 a ]
Pij =— {P(ujuﬁ (;;L: + plujuy,) SZ:] (4.131)
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L. o . oy
¢ il termine di produzione di p(u;u}),

1 O(u;
P = 5 Pu = =7ij{(Sij) = plujup) )

4.132
Dy (4.132)

¢ il termine di produzione di energia cinetica turbolenta pk. (Omettiamo qui per
brevita espressioni pit complesse, implicanti la contrazione dei gradienti di velocita
medi con un opportuno tensore del quarto ordine).

Infine, il termine (®;;),, & il cosiddetto termine di riflessione, che modella il con-
tributo di pareti solide alla anisotropia delle tensioni normali. Una sua possibile
approssimazione ¢:

€ / 2 k3/2
(CI)ij)w = Clwp% (uluj) — g‘swk" + Cow (Pz — Bij) g (4.133)

in cui Cy, = 0.125, Oy, = 0.015 sono due costanti, F;; ¢ stato definito sopra, B;; &

definito come:

O{ux)
81:1-

+ plulndy) 8<“’“>} (4.134)

By =~ |l o
J

e y denota la distanza dalla piu vicina parete. (Anche in questo caso omettiamo per

brevita espressioni pitl complesse proposte in letteratura).

Tenendo conto delle varie espressioni approssimate descritte sopra, I’equazione di
trasporto di p(uju’;) pud scriversi nella forma chiusa finale:

S W
- C@lﬂ% <U§Uj/ - g%‘k) - <-Pz - 25@'13)

+ [Cmﬂz <<U;U;> - §5z’jk) + Cou (Pij — Bij)] lﬁ

oo [otatuy ) gty P gy 25 s

In quest’ultima equazione figurano numerose costanti (C'e1, C'o2, Crw, Cow, ¥ » Cs) 1
cui valori, in ultima analisi, vanno ottimizzati attraverso il confronto con il pitt ampio
possibile insieme di risultati analitici, asintotici e sperimentali. Figurano inoltre,
accanto agli sforzi di Reynolds: 7;; = p(uiué), le quantita k ed €. L’energia cinetica
turbolenta & ovviamente esprimibile come k = (uju})/2. La dissipazione ¢, invece,
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va ottenuta, come si ¢ accennato piu sopra, da una ulteriore equazione di trasporto
analoga alla (4.94). Una possibile forma di tale equazione &:

pe | Opluj)e

8’[9 8£Uj
pe, 4, Owi) pe’ 9 ok Oe
— 0 P —corE 7 ANAGEE 4.1
% (i) ox; Ce2 k +C€8xk p<uku3>68xj (4.136)

In essa figurano tre ulteriori costanti per le quali gli autori citati suggeriscono i valori
Ca=144,C0=19e C. =0.15.

Per quanto riguarda il trasporto di entalpia e altri scalari, anche nell’ambito dei mo-
delli differenziali la ipotesi di diffusione per gradiente semplice (SGDH) di cui all’Eq.
(4.81), puo essere sostituita dalla ipotesi di diffusione per gradiente generalizzata
(GGDH) di cui all’Eq. (4.125).

Come si vede, i modelli di trasporto degli sforzi di Reynolds (modelli del secondo
ordine) danno luogo a espressioni assai complesse e richiedono un grande numero
di costanti di calibrazione. Rispetto ai modelli k — ¢, per problemi tridimensionali
essi richiedono la soluzione di sei equazioni di trasporto in luogo della singola equa-
zione per k e sono quindi molto pill impegnativi in termini di memoria e di tempo
di calcolo. Infine, poiché i termini diffusivi dei modelli k¥ — ¢ a viscosita turbolenta
sono sostituiti da termini non diffusivi, questi modelli possono presentare problemi
di stabilita numerica. Nei codici commerciali di calcolo che ne fanno uso, la simula-
zione basata su modelli differenziali viene di solito preceduta da un certo numero di
iterazioni preliminari in cui si utilizza un modello a viscosita turbolenta.

A fronte di questi svantaggi, i modelli del secondo ordine sono in grado, in linea
di principio, di descrivere correttamente problemi in cui la anisotropia degli sforzi
di Reynolds giochi un ruolo. Esempi spesso citati includono la predizione corretta
della lunghezza di riattacco in flussi separati, del tasso di allargamento di getti piani o
circolari sommersi, della circolazione secondaria in canali non circolari, e del campo
di moto in problemi con rotazione (swirl).

Un esempio di quest’ultimo tipo ¢ illustrato in Fig. 4.23. Esso riguarda la simula-
zione del campo di moto turbolento in un reattore chimico cilindrico del tipo unbaf-
fled, cioe senza setti frangiflutti sulla parete laterale, agitato da una girante multipala
(Ciofalo e al., 1996).

Per questo problema, solo apparentemente semplice, le simulazioni sono state con-
dotte nel sistema di riferimento rotante della girante, allo scopo di superare i problemi
legati al moto relativo fra le pale e il fluido. Le pareti esterne sono state descritte co-
me scorrevoli impostando 1’appropriata velocita tangenziale al confine dei volumi

258




4.5. MODELLI RANS

(®) ©

Figura 4.23: Profili radiali della velocita azimutale uy a varie quote in un reattore non settato.
a) modello k£ — ¢, recipiente chiuso; b) modello differenziale degli sforzi, recipiente chiuso; c)
modello differenziale degli sforzi (linee continue) e risultati sperimentali (simboli), recipiente
aperto; sono riportati anche i profili calcolati e sperimentali del pelo libero (Ciofalo e al.,
1996).

finiti adiacenti alle pareti solide, e al membro destro delle equazioni della quantita di
moto sono stati aggiunti opportuni termini per descrivere le forze inerziali (centrifuga
e di Coriolis) che nascono nel sistema di riferimento rotante.

I profili radiali di uy a varie quote calcolati con il modello k£ — € e con il modello
differenziale degli sforzi nel caso di un recipiente chiuso superiormente Sono ripor-
tati nei grafici (a) e (b), rispettivamente. I risultati k¥ — € sono prossimi a quelli che
si avrebbero per moto rigido, e tendono sempre pill a questi al crescere del numero
di iterazioni, mentre solo il modello differenziale degli sforzi predice correttamente
la struttura a vortice osservata in questa configurazione. Che I’accordo non sia solo
qualitativo ¢ confermato dal grafico (c), che riporta predizioni del modello differen-
ziale e risultati sperimentali per un recipiente aperto; sono pure inclusi nel grafico i
profili calcolati e sperimentali del pelo libero.
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4.6 TURBOLENZA IN CONVEZIONE NATURALE E
MISTA

4.6.1 Aspetti fisici e descrizione matematica

Si ha convezione naturale (buoyancy) quando siano presenti, simultaneamente:

* una forza di massa come la gravita, che figura come termine aggiuntivo f; =
pg; (dimensionalmente come forza per unita di volume) al secondo membro
della equazione i-sima della quantita di moto

* un gradiente di densita 9p/dx; con componente non nulla nella direzione della
forza di massa.

Si tenga presente tuttavia che, nei sistemi di riferimento non inerziali, la convezione
naturale pud essere innescata anche dalle forze di massa legate al moto, come la
forza centrifuga e la forza di Coriolis. Inoltre, va notato che la convezione naturale
puo accompagnarsi alla convezione forzata e, in tal caso, si parla di convezione mista.

Dal punto di vista fisico, la convezione naturale agisce sulla turbolenza attraverso:

* la modifica (o lo stesso instaurarsi) del moto medio che, a sua volta, produ-
ce o sopprime turbolenza attraverso i meccanismi, mediati da sforzi di taglio
(shear), discussi in precedenza;

* meccanismi propri e specifici di produzione o soppressione, basati sull’in-
staurarsi di regioni con stratificazione di densita rispettivamente instabile se
fi(Op/0x;) < 0, o stabile se f;(0p/dx;) > 0.

In Fig. 4.24, le due vie di azione sono rispettivamente esemplificate dalle due
instabilita di Kelvin-Helmholtz, tipica degli strati limite (a), e di Rayleigh-Taylor,
tipica delle stratificazioni di densita (b). Le relative sequenze di immagini illustrano
schematicamente il modo in cui una perturbazione iniziale diverge nel tempo. Na-
turalmente, quelli rappresentati in figura non sono gli unici possibili meccanismi di
produzione di turbolenza, ma sono stati scelti come rappresentativi dei distinti effetti
dello shear e della buoyancy.

Dal punto di vista della descrizione matematica, nella simulazione diretta (DNS)
nessuna speciale modellazione ¢ richiesta per rappresentare gli effetti della conve-
zione naturale sulla turbolenza in quanto tali effetti emergono in modo naturale dalla
soluzione in transitorio delle equazioni del moto. Nelle simulazioni LES, gli effetti
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(b)

Figura 4.24: Tipici meccanismi di instabilita che, nel tempo (qui indicato col simbolo ¢),
possono portare alla turbolenza: (a) instabilita di Kelvin-Helmbholtz, caratteristica degli strati
limite e (b) instabilita di Rayleigh-Taylor, caratteristica delle stratificazioni di densita [adat-
tato da ACT-JST (2014)].

della convezione naturale sono considerati esplicitamente in alcuni modelli sub-grid
ma, per brevita, non ce ne occuperemo in questa sede.

Nei modelli RANS, infine, occorre distinguere tra le due vie d’azione. La via
legata agli strati limite, infatti, viene considerata implicitamente nel modellare la
generazione di turbolenza da shear,. Gli effetti relativi sono espressi dal termine
di produzione P dell’energia cinetica turbolenta pk, definito dall’Eq. (4.91) o, nel
contesto degli sforzi di Reynolds, dall’Eq. (4.132), e dai termini di produzione F;;
del generico sforzo di Reynolds p(uiué) definiti dall’Eq. (4.131). Al contrario, la via
d’azione tipica delle stratificazioni di densita richiede una specifica modellazione,
discussa nel Paragrafo 4.6.3 perché, in generale, la stratificazione di densita non ¢
legata tanto alla distribuzione della temperatura media quanto alla distribuzione della
temperatura istantanea che, nei modelli RANS, ¢ irrisolta.

4.6.2 Contributo della buoyancy ai bilanci degli sforzi di Reynolds

Per ragioni che appariranno chiare nel paragrafo che segue, conviene iniziare dall’e-
same degli effetti della buoyancy sui termini di produzione P;; del generico sforzo di
Reynolds p(uéué) definiti dall’Eq. (4.131). Una modellazione di tali effetti puo de-
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rivarsi a partire dalle equazioni esatte di trasporto degli sforzi di Reynolds, ottenute
manipolando le equazioni di Navier-Stokes. Se queste ultime sono scritte nella forma
(4.2), e cioe senza forze di massa, si ottengono per gli sforzi di Reynolds le equazioni
di trasporto in forma aperta (4.126) o in forma chiusa (4.135). Se invece nelle (4.2)
si aggiunge al membro destro una forza di massa f;, e si parte dall’espressione

ﬁ(ul)+i(ulul)__@+i 6“i+a“j
o0 P T g ) T T T 0wy | \0x; T o

>] +fi  (4.137)

si dimostra che alle equazioni di trasporto degli sforzi, scritte nella forma aper-
ta equivalente alle (4.126) o nella forma chiusa equivalente alle (4.135), viene ad
aggiungersi un termine di produzione dovuto alla buoyancy

Gij = (uif;) + (ujf) (4.138)

nel quale f] & la componente fluttuante della forza di massa per unita di volume f; =
pg;. Tale aggiunta si colloca al membro destro delle (4.126) o modifica, sempre al
membro destro, il termine di produzione P;; che compare nelle (4.135) consentendo
la scrittura simbolica:

(Pij)shear = (Pij)shear + (Gij)buoyancy (4139)

Se poi si assume g; = cost in tutto il campo di moto, allora f/ nasce dalle sole
fluttuazioni p’ di densita, ovvero
fi =g (4.140)

e la (4.138) si pud scrivere nella forma
Gij = giluip) + g;(ujp’) (4.141)

Si noti che I'ipotesi g; = cost ¢ senz’altro valida per le accelerazioni di gravita e
centrifuga, ma non per le accelerazioni di Coriolis che dipendono, a loro volta, dalle
velocita e presentano, quindi, componenti fluttuanti.

Nel caso particolare del galleggiamento termico (thermal buoyancy), in base al-
I’approssimazione di Boussinesq per la correlazione densita-temperatura si ha

p = —ppt (4.142)

essendo 5 = —(1/p)dp/0t il coefficiente di dilatazione cubica del fluido. Pertanto,
le correlazioni velocita-densita nell’Eq. (4.141) possono esprimersi come

(uip') = =Bpluit’) e (ujp’) = —Bplut’) (4.143)
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e, di conseguenza, la (4.141) diventa
Gij = =Bp(gi(ujt’) + g (uit')) (4.144)

Infine, tenuto conto della (4.79): ¢; = pcp<u;-t’ ), qui richiamata per convenienza, la
(4.144) puo essere scritta nella forma alternativa

B
Gij = —;(Q¢Qj + 9;4:) (4.145)
D
in cui compaiono i flussi termici turbolenti che, per quanto visto piu volte in prece-
denza, sono esprimibili in base ad opportune formule di chiusura.

In armonia con le considerazioni riportate all’inizio del paragrafo, si pud quindi
affermare che, nel caso particolare del galleggiamento termico ed entro i limiti di
validita dell’approssimazione di Boussinesq per la correlazione densita-temperatura,
le espressioni complete del trasporto del generico flusso di Reynolds, in cui figurano
sia la produzione da shear sia la produzione da buoyancy, si ottengono

* in forma aperta aggiungendo la (4.144) al membro destro delle (4.126), e

* in forma chiusa aggiungendo la (4.145) al termine di produzione P;; che com-
pare nelle (4.135).

Nel contesto di applicabilita dell’Eq. (4.145), i flussi termici turbolenti possono
venir modellati mediante I’ipotesi di diffusione per gradiente generalizzata (GGDH)
espressa nella forma (4.125). I termini di produzione aggiuntivi nell’Eq. (4.145)
diventano allora:

k ot
Gy = Cop™ Blailutu) + g tulaf)) 20 (@146
€ Oxy,
con somma implicita sull’indice %k e, come gia ricordato, con: Cy, ~ 0.3 (Daly e
Harlow, 1970).

4.6.3 Contributo della buoyancy ai bilanci dell’energia cinetica
turbolenta

Come si ¢ gia osservato, nel contesto dei modelli a viscosita turbolenta (come, ad
esempio, il k —e e il k — w), gli effetti della generazione di turbolenza da shear sono
espressi dal termine di produzione P dell’energia cinetica turbolenta pk, definito
dall’Eq. (4.91). Pertanto, nel contesto qui considerato, occorre trovare un termine
G che esprima la produzione aggiuntiva di pk dovuta alla buoyancy. Una forma
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esatta per tale termine si ottiene osservando che, in analogia alla definizione (4.89):
pk = 7;;/2, qui richiamata per convenienza, deve anche essere: G = Gj;/2 e,
quindi, dalla (4.141) si ottiene

G =g <u;-p/> (4.147)

Adottando, come in precedenza, I’approssimazione di Boussinesq per la correlazione
densita-temperatura, si ha: p’ = —pS3t’ e, di conseguenza, si ottiene

G = —pPy; (u;t’) (4.148)

sempre con somma implicita su j. In base alla definizione dei flussi termici turbo-
lenti: g; = pcy(ujt’), si arriva allora alla relazione

G = —ﬁgjqj (4.149)
Cp

in cui compaiono, appunto, i flussi termici turbolenti che, al solito, sono esprimibili
mediante opportune formule di chiusura.

Nel contesto di modelli a viscosita turbolenta la pit semplice formula di chiusura
coerente deriva dall’utilizzo dell’ipotesi di diffusione per gradiente semplice (SGDH)
esplicitata nell’Eq. (4.81). In questo modo, dalla (4.149) si ottiene I’espressione in
forma chiusa:

o(t)

EAA 4.1
7z, (4.150)

G = Bparg;

in cui si ha: pay = /oy e oy & il numero di Prandtl turbolento.

Se I'unica accelerazione ¢ quella di gravita e I’asse x3 = z punta verso I’alto, allora
siha: g3 = —g, g1 = g2 = 0 e I’Eq. (4.150) si riduce a

G = Bpatg% (4.151)
0z
In tal caso, il termine G & positivo (produzione) se 9(t)/0z < 0, cioe se la tempe-
ratura decresce con la quota (stratificazione instabile), mentre GG ¢ negativo (distru-
zione) se O(t)/0z < 0, cioé se la temperatura cresce con la quota (stratificazione
stabile). Se ne deduce che la stratificazione instabile promuove la turbolenza, mentre
la stratificazione stabile tende a sopprimere la turbolenza, se presente.

In convezione mista, una misura dell’importanza della buoyancy rispetto alla com-
ponente forzata della convezione ¢ data dal numero di Richardson, definito come:

) G
Ri = 2 (4.152)
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cio¢ come il rapporto, cambiato di segno, fra la produzione di turbolenza da buoyancy
e quella da shear.

Si noti che P ¢ quasi sempre positivo (fa eccezione il caso di accelerazioni spaziali
quali si hanno nei convergenti, che tendono a sopprimere la turbolenza); pertanto,
in base alla definizione, Ri ¢ positivo quando G & negativo, cio¢ quando gli effetti
di buoyancy tendono a sopprimere la turbolenza (stratificazione stabile), ed ¢ nega-
tivo quando sia lo shear che la buoyancy agiscono concordemente nel promuovere
turbolenza. Piu precisamente, si osserva che per Ri > 0.25 il moto ¢ stabile (la
soppressione di turbolenza ad opera della stratificazione stabile supera la produzione
da shear), mentre per R: < 0.25 il moto ¢ dinamicamente instabile (turbolento). Se
entrambi i termini P e G sono espressi senza fare uso dell’ipotesi di diffusione per
gradiente, e cio¢ GG in base all’Eq. (4.148) e P, in base al primo ed al quarto membro
dell’Eq (4.132), nella forma

O{u;)
8$k

P = —p(ujuy) (4.153)

allora Ri prende il nome di numero di Richardson di flusso Riy e viene scritto come

pBg;j(ujt’)
plujug)(O(u;) /)
Se invece sia P sia GG sono espressi in forma chiusa sulla base dell’ipotesi di diffu-

sione per gradiente semplice (SGDH), e cioe G secondo I’Eq. (4.150) e P secondo
la (4.91), richiamata per comodita

Py <3<Uj> N 3(Ui>> O(u;)

aﬂfi €y axz

Rij = — (4.154)

allora Ri prende il nome di numero di Richardson di gradiente Ri e assume la forma
B 9i0(t)) /0,
ot (0(u;)/ 0wk + Oug) /0x5)(O(uys) /Oxy)

Per ricavare quest’ultima equazione, si & fatto uso del fatto che: o = /oy =
pit/ (pot).

Riy = — (4.155)

4.6.4 Contributo della buoyancy ai bilanci di dissipazione

Sia nei modelli di trasporto degli sforzi di Reynolds sia in quelli a viscosita turbo-
lenta, resta da vedere come gli effetti della buoyancy si riflettano sull’equazione di
trasporto della dissipazione € o di grandezze ad essa riconducibili come, ad esempio,
wed!.
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Se, per semplicita, ci si limita al modello k£ — ¢, si puo affermare che I’approccio
seguito da quasi tutti gli autori € quello di modificare il termine di produzione di €
da shear che compare nell’Eq. (4.94), aggiungendo a P un contributo pesato di G,
secondo la scrittura simbolica:

ClzP = 01%(P+03G) (4.156)

dove C'3 & un ulteriore parametro del modello, mentre P e G sono gli stessi parame-
tri utilizzati nell’equazione di bilancio di k£ (che, nel contesto qui considerato, pos-
sono venir vantaggiosamente espressi mediante le relazioni discusse nel paragrafo
precedente).

I diversi autori, invece, non concordano sulle espressioni da utilizzare per Cs e, in
proposito, hanno formulato diverse proposte:

* la pit semplice &: 0.5 < C3 < 1 costante;

* C3 = f(Ri) ovvero funzione del numero di Richardson Ri = —G/P (Rodi,
1987; Yan e Holmsted, 1999; Van Maele e Merci, 2006);

* C3 = tanh |w/ul in cui w e u sono le componenti verticale e orizzontale della
velocita, sicche C5 tende a +1 se il moto & verticale ascendente, tende a -1 se
il moto & verticale discendente, ed ¢ pari a O se il moto ¢ orizzontale (Lam e
Bremhorst, 1981; Abe € al., 1994);

¢ C3 = 0 in stratificazione stabile (G < 0) e C's = 1 in stratificazione instabile
(G > 0) (Burns e al., 1989). Quest’ultima opzione evita che nei deflussi strati-
ficati stabilmente, insieme ad un termine di produzione di £ negativo, si possa
avere anche un termine di produzione di € negativo, col rischio che la variabile
€ assuma essa stessa valori negativi.

Le figure 4.25 e 4.26 riportano i risultati di un test comparativo condotto dall’autore
sulla base dei risultati di simulazioni dirette della convezione mista turbolenta in
canali piani, dovute rispettivamente a Nobile e al. (2000) per il caso di stratificazione
instabile (Fig. 4.25) e a lida e al. (2002) per il caso di stratificazione stabile (Fig.
4.26). Sono riportati in unita di parete i profili cross-stream di velocita media assiale
(a) e temperatura media (b) predetti mediante DNS e calcolati col modello k — ¢ sotto
tre distinte assunzioni:

a) termini di buoyancy assenti nelle equazioni di trasporto sia di k che di ¢;

b) termini di buoyancy presenti nell’equazione di trasporto di £ ma assenti in quella
die;
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Figura 4.25: Profili cross stream di velocita longitudinale media (a) e temperatura media
(b), entrambi in unita di parete, per il moto turbolento in un canale piano con stratificazione
termica instabile. Simboli: risultati DNS (Nobile e al., 2000); linee: predizioni ottenute
usando il modello k& — ¢ con i termini di buoyancy inclusi o no nelle equazioni di k e ¢.
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Figura 4.26: Profili cross stream di velocita longitudinale media (a) e temperatura media
(b), entrambi in unita di parete, per il moto turbolento in un canale piano con stratificazione
termica instabile. Simboli: risultati DNS (Iida e al., 2002); linee: predizioni ottenute usando
il modello £ — € con i termini di buoyancy inclusi o no nelle equazioni di k e €.
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¢) termini di buoyancy presenti sia nell’equazione di trasporto di k sia in quella di €
dove sono modellati con 1’ultima delle opzioni sopra citate (C3 = 0se G < Oe
C3=1seG > 0).

Ovviamente, 1’assunzione (c) si riduce alla (b) (omettere del tutto i termini di buoyan-
¢y nell’equazione di €) nel caso di stratificazione stabile di Fig. 4.26 (G < 0).

Il confronto con i risultati DNS mostra chiaramente che I’opzione preferibile & la
(b): includere i termini di buoyancy nell’equazione di trasporto di k£ migliora I’accu-
ratezza delle predizioni, ma includerli anche nell’equazione di € la peggiora sia nel
caso di stratificazione stabile sia nel caso di stratificazione instabile.

4.6.5 Esempi di convezione naturale e mista turbolenta

Alcuni esempi tratti da lavori sperimentali, simulazioni dirette e LES, mostrano quale
sia il peso relativo dei termini di buoyancy nella generazione (o soppressione) di
turbolenza in alcune situazioni-tipo.

Il primo esempio, illustrato in Fig. 4.27, ¢ tratto dalle simulazioni dirette (DNS) di
Nourgaliev e Dinh (1997) e si riferisce ad un canale piano indefinito (simulato da un
parallelepipedo con condizioni laterali periodiche) nel quale si hanno generazione in-
terna di calore, parete superiore fredda e parete inferiore adiabatica. La figura riporta
i profili verticali dei principali termini nel bilancio di energia cinetica turbolenta k e
mostra come, fra i termini di produzione, quello da buoyancy sia dominante rispetto
a quello da shear. Risultati simili si ottengono anche per la convezione di Rayleigh-
Beénard fra due pareti orizzontali, in cui pure si impone al fluido una stratificazione
termica instabile.

Il successivo esempio, illustrato in Fig. 4.28, & tratto dalle LES di (Barhaghi e al.,
20006) e si riferisce alla convezione mista lungo un cilindro verticale caldo a tempe-
ratura costante, immerso in un canale isolato verso I’esterno ed aperto agli estremi
con un ingresso di fluido freddo in basso ed un’uscita di fluido riscaldato in alto. La
figura riporta i profili radiali dei contributi di buoyancy e shear al bilancio di (v, v’,)
(sforzo di Reynolds normale assiale diviso per la densita), che ¢ il principale compo-
nente dell’energia cinetica turbolenta. In questo caso la produzione da buoyancy, pur
mantenendosi quasi ovunque positiva, gioca un ruolo minore rispetto alla produzione
totale da shear e, in particolare, alla produzione da shear legata al gradiente radiale

di velocita assiale.

L’ultimo esempio, illustrato in Fig. 4.29, riguarda i dati sperimentali ottenuti da
Tian e Karayiannis (2000 a,b) e da Ampofo e Karayiannis (2003) per la convezione
naturale turbolenta in una cavita parallelepipeda avente pareti laterali isoterme a due
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Figura 4.27: DNS della convezione naturale con generazione interna di calore fra piastre
piane parallele indefinite: (a) rappresentazione schematica del problema e (b) profili verticali
dei vari termini nell’equazione di bilancio di k [adattato da Nourgaliev e Dinh (1997)].
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Figura 4.28: LES della convezione mista lungo un cilindro verticale caldo: (a) rappresenta-
zione schematica del problema e (b) profili radiali dei vari termini nell’equazione di bilancio
dello sforzo di Reynolds normale-assiale (diviso per la densita): (v,v’) ) [adattato da (Ba-
rhaghi e al., 2006).
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Figura 4.29: Distribuzioni sperimentali di velocita media (a), temperatura media (b) ed ener-
gia cinetica turbolenta (c) in vicinanza della parete calda in una cavita differenzialmente scal-
data [adattato da Tian e Karayiannis (2000 a,b)].

temperature diverse e pareti anteriore, posteriore, inferiore e superiore adiabatiche.
Si tratta di uno dei pit accurati e completi database esistenti sulla convezione naturale
turbolenta in cavita in quanto le grandezze misurate includono non solo valori medi
temporali ma anche sforzi e flussi turbolenti. La figura riporta il campo di moto
medio (a), la distribuzione della temperatura media (b) e la distribuzione di energia
cinetica turbolenta (c) nella regione prossima alla parete calda. I cerchi evidenziano
come, in prossimita di una parete, vi sia elevata produzione positiva di k da shear
(P > 0) ma anche elevata soppressione di k da stratificazione stabile (G < 0).

L’esame dei risultati mostra che il termine di produzione da shear P & domina-
to dal contributo positivo p;(0v/0x)? (grafico a), mentre il termine di produzione
da buoyancy G & dominato dal contributo negativo di —gS3(p/o¢)0t/0x (grafico
b). La distribuzione di k nel grafico c¢ ¢ pertanto il risultato di un processo in cui
turbolenza viene continuamente creata dallo shear nella regione di parete e distrutta
dalla stratificazione termica stabile nella regione esterna dello strato limite e nel core,
sostanzialmente immobile, della cavita.

In sintesi, in convezione naturale e mista la turbolenza ¢ prodotta direttamente da
termini positivi di buoyancy G solo in presenza di una stratificazione termica instabile
imposta (come nella convezione con sorgenti interne di calore o nella convezione di
Rayleigh-Bénard). Negli altri casi, la produzione di turbolenza ¢ mediata dal termine
di shear P ed & quindi causata dalla convezione naturale solo in modo indiretto.
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4.6.6 Turbolenza nello strato limite atmosferico

Un esempio importante di convezione mista ¢ offerto dallo strato limite atmosferico
(Atmospheric Boundary Layer - ABL) in cui I’interazione vento-suolo crea sempre
turbolenza mentre la stratificazione termica la crea o la distrugge a seconda che sia
instabile o stabile (Nieuwstadt e van Dop, 1982).

In primo luogo occorre ricordare che nello studio dell’ ABL, per tenere conto della
stratificazione di densita lungo la direzione verticale z, si deve considerare, al posto
della temperatura (assoluta) 7', la temperatura potenziale

(v=1)/v
9 =T <pf> (4.157)
p

in cui v = ¢p/cy € prey € una pressione di riferimento (usualmente 10° Pa ~ 1
atm). Qui 6 ¢ definita come la temperatura alla quale si porterebbe una massa d’aria
secca che si trovasse a temperatura e pressione (7', p) se potesse espandersi adiabati-
camente ed in maniera reversibile da p a p,..y. Da questa definizione, tenendo conto
dell’equazione di stato dei gas ideali: p/p = RT e della relazione: p/pY = cost,
valida per le trasformazioni adiabatiche reversibili, segue con semplici passaggi:

00 _oT

5.~ T (4.158)

incuiI' = g/c, = 0.01 K/m ¢ il cosiddetto gradiente adiabatico secco. Si avra allora
stratificazione instabile se 90/0z < 0, ovvero 0T /0z < —TI (profilo di temperatura
super-adiabatico), e stabile altrimenti (profilo di temperatura sub-adiabatico). Ulte-
riori correzioni possono essere introdotte per tenere conto dell’umidita. In secondo
luogo si deve osservare che nell’ ABL, detta z la direzione del vento e z la direzio-
ne verticale, I’'unica velocita significativa ¢ u e gli unici gradienti significativi sono
quelli lungo z. Pertanto, usando 6 al posto di I’ e trattando 1’aria come un gas ideale,
siha: 8 = 1/T ~ 1/0, e Iespressione (4.155) del numero di Richardson nella forma
di gradiente si semplifica in

. g 0(0))/0z
= — 4.1
SRR OTACITIRE @2
Nella (4.159) sono possibili le assunzioni aggiuntive
2
20 _ pu2 = Ou) _ pur (4.160)
0z 0z Lt

per legare il gradiente di velocita verticale alla velocita di attrito u, attraverso la
viscosita turbolenta fi,

o) Lo

fpcpatﬁ = (4 (4.161)

0z pepoy

271




4. LATURBOLENZA EI1SUOI MODELLI
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Figura 4.30: Profili verticali in uno strato limite atmosferico con stratificazione termica
stabile (Laso > 0): (a) temperatura effettiva T e adiabatica 6; (b) produzione da shear P e
da buoyancy G; (c) numero di Richardson Ri; (d) energia cinetica turbolenta k.

per legare il gradiente termico verticale al flusso termico dal suolo all’aria ¢ attra-
verso la diffusivita termica turbolenta oy, e

Mt
KpUr

Ut = KZpUr = z = (4.162)
per esprimere la distanza dal suolo z attraverso un modello di viscosita turbolenta di
Prandtl in cui la distanza dal suolo ¢ la scala di lunghezza, u, ¢ la scala di velocita e k
¢ la costante di von Karman. Tenendo conto delle relazioni (4.160) — (4.162) e della
definizione di numero di Prandtl turbolento: o, = pu;/(pcy), dopo alcuni passaggi
algebrici I’Eq. (4.159) puo essere scritta nella forma estremamente semplificata

Rig = — (4.163)
Lyo
dove g
C Uu
Lo = P2tz (4.164)
kgd.

¢ la lunghezza di Monin-Obukhov. Sulla scala di lunghezze (4.164) si basa la teo-

ria della similarita di Monin-Obukhov, volta a definire profili universali delle gran-

dezze turbolente nell’ ABL, funzioni solo del rapporto z/Lj;o e del gradiente di

temperatura. In base alla definizione iniziale (4.152), dalla (4.163) si ottiene infatti
z G

== 4.1
L= (4.165)

Di conseguenza, nel caso illustrato schematicamente in Fig. 4.30 (stratificazione
stabile con 9T'/0z > —T', ovvero 90/0z > 0), ¢ & negativo (cio¢ I’ABL cede calore
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Figura 4.31: Profili verticali in uno strato limite atmosferico con stratificazione termica
instabile (Lo < 0): (a) temperatura effettiva T' e adiabatica 8; (b) P (produzione da shear)
e G (produzione da buoyancy); (¢c) numero di Richardson Ri; (d) energia cinetica turbolenta
k.

al suolo), Ls0 € positiva (con valori tipici dell’ordine dei 100 metri) e G ¢ ovunque
negativo. Pertanto:

e per z/Lyo < 1, si ha (—G < P) in quanto G & negativo e minore di P in
valore assoluto (ovvero la soppressione di k da stratificazione stabile & minore
della produzione da shear), e si hanno elevati livelli di turbolenza;

* perz/Lyo>1,siha(—G > P)inquanto G & negativo e maggiore di P in va-
lore assoluto (ovvero la soppressione di k da stratificazione stabile ¢ maggiore
della produzione da shear), e si hanno bassi livelli di turbolenza.

Al contrario, nel caso illustrato schematicamente in Fig. 4.31 (stratificazione in-
stabile con 9T'/0z < —T, ovvero 90/0z < 0), ¢. & positivo (cio¢ 1’ABL riceve
calore dal suolo), Lo € negativa e G € ovunque positivo. Di conseguenza, sia G sia
P concorrono alla produzione di turbolenza a tutte le quote & il risultato ¢ un ABL
fortemente turbolento ovunque.

4.7 CONCLUSIONI

La rassegna di modelli e applicazioni qui presentata basta appena a dare un’idea dello
sforzo teorico, sperimentale e computazionale finora dedicato alla descrizione della
turbolenza. Bisogna ricordare che, sia pure a malincuore, si sono dovuti lasciare
completamente fuori dalla presente trattazione interi importanti temi quali:

¢ turbolenza in fluidi comprimibili;
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* turbolenza in sistemi polifasici (solido-liquido, gas-liquido efc.) e in problemi
di combustione.

Come si ¢ visto, le simulazioni della turbolenza possono classificarsi nelle tre grandi
famiglie delle simulazioni dirette, simulazioni RANS (basate su medie temporali) e
simulazioni a grandi vortici, o LES (basate sul filtraggio spaziale).

Le simulazioni dirette sono preziose come strumento di indagine sui meccanismi
fondamentali della turbolenza e si affiancano sempre pill spesso alle ricerche spe-
rimentali, rispetto alle quali offrono I’enorme vantaggio di un accesso completo e
ordinato all’intero campo di moto e di temperatura. Tuttavia, nonostante 1’impetuosa
crescita della potenza di calcolo resa possibile dal massiccio uso di architetture paral-
lele (di cui si ¢ brevemente discusso nella Sezione 4.3), le simulazioni dirette restano
praticamente inattuabili quando le geometrie sono complesse ed i numeri di Rey-
nolds sono elevati. In questi ultimi casi, infatti, le fasi di pre- e/o post-processamento
diventano cosi pesanti e sofisticate da risultare, per il momento (2014), confinate agli
ambiti di ricerca.

Le simulazioni RANS, storicamente le prime ad essere realizzate, restano lo stru-
mento pit diffuso in tutte le applicazioni di tipo industriale, in cui le grandezze di
maggiore interesse sono in effetti valori medi temporali, si debbono spesso com-
piere estesi studi parametrici, e le complicazioni geometriche o la compresenza di
fenomeni fisici complessi (combustione, irraggiamento, reazioni chimiche) rendono
altri approcci eccessivamente ostici o costosi. Nell’ambito dei modelli di chiusura
RANS, si puo forse affermare - e qua entra inevitabilmente in gioco il punto di vista
soggettivo di chi scrive - che le grandi attese sollevate intorno agli anni 1970 dai mo-
delli diretti, o DS (basati su equazioni di trasporto separate per gli sforzi o i flussi di
Reynolds) sono in parte andate deluse; questi modelli restano computazionalmente
onerosi e instabili, richiedono un considerevole input empirico, e spesso mancano
il loro obiettivo principale, cio¢ la corretta predizione di parametri importanti del
moto e dello scambio termico in problemi termofluidodinamici complessi (si pensi
ai risultati di Fig. 4.18). Al tempo stesso, le riserve espresse da molti ricercatori
verso i modelli a viscosita turbolenta fin dal loro nascere sono state in gran parte
ridimensionate, soprattutto in base a due considerazioni:

* una serie di difetti delle predizioni evidenziati negli anni 1970, si sono rivelati
legati piu alla insufficiente risoluzione spaziale (allora pressocche inevitabile)
che a limiti intrinseci del modello, e si sono in gran parte ridotti quando ¢ stato
possibile fare ricorso a griglie di calcolo sufficientemente fini, a schemi alle
differenze di ordine superiore e ad un numero adeguato di iterazioni;
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* sono stati introdotti modelli come 'RNG £ — ¢ e ancor piu il £ — w (special-
mente nella sua variante SST) che superano molti dei ben noti difetti del £k — ¢
e forniscono risultati di elevata qualita anche in situazioni classicamente rite-
nute difficili, come problemi con ricircolazione, convezione naturale o mista,
regimi transizionale e turbolenza transitoria.

Non ¢ azzardato, quindi, prevedere ancora una lunga vita per i modelli a viscosita
turbolenta, in una o nell’altra delle loro molteplici varianti e reincarnazioni.

Infine, le simulazioni a grandi vortici (LES) sono uscite ormai dagli anni 1980
dalla loro fase pionieristica e hanno dimostrato ampiamente di poter diventare va-
lidi strumenti predittivi per problemi complessi. Modelli sub-grid per LES sono
ormai da tempo inclusi fra le opzioni standard dei pill evoluti codici di calcolo
termofluidodinamici come Fluent, CFX e STAR-CD.

Fra i modelli sub-grid proposti per la LES, non c¢’¢ dubbio che i risultati migliori
sono forniti dal modello dinamico, che unisce la sostanziale semplicita e stabilita
dei modelli a viscosita sub-grid alla piu grande generalita e all’assenza pressocche
totale di parametri empirici. Per il trattamento delle regioni di parete, & abbastanza
diffuso I’approccio ibrido DES (Detached Eddy Simulation) che combina la LES
nelle regioni lontane da pareti solide con la RANS negli strati limite.

In conclusione, non ¢ forse inutile ricordare che qualsiasi modello di turbolenza ¢
una approssimazione degli efferti che le scale piccole e rapide del moto hanno sulle
scale grandi e lentamente variabili, o stazionarie. Scopo di un modello di turbolen-
za, insomma, ¢ la predizione del campo di moto medio, o filtrato, piuttosto che la
predizione delle grandezze turbolente in sé, ed ¢ innanzitutto su questa base che le
valutazioni e i confronti andrebbero condotti. L’unico approccio rigoroso alla pre-
dizione delle grandezze turbolente fluttuanti, della loro struttura spazio-temporale e
dei loro parametri statistici rimane la simulazione numerica diretta della turbolenza.

4.8 NOMENCLATURA

AT costante di van Driest

CDy, funzione di taglio nel modello k — w

Cy fattore di attrito di Fanning

Cs costante del modello di Smagorinsky

Cii termini incrociati

C1,02,C,0%,0- costanti del modello k& — ¢
C31,C02,C1w,Cow,7,Cs costanti dei modelli DS

C:1,Ce0,Ce costanti per ’equazione in £ dei modelli DS
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Cp

276

calore specifico a pressione costante
calore specifico a volume costante
derivate di Oldroyd

costanti nelle funzioni di parete
blending functions nel modello k — w
tensore degli sforzi viscosi

fattore di smorzamento di parete
frequenza; fattore d’attrito di Darcy
funzione filtro; termine di produzione di pk da buoyancy
energia cinetica turbolenta

scala integrale della turbolenza
lunghezza di Monin-Obukhov
dimensioni del dominio di calcolo
termini di Leonard

lunghezza di miscelamento di Prandtl
numero d’onda

numero di Nusselt

pressione

termine di produzione di pk

termini di produzione nei modelli DS
flussi termici residui

numero di Reynolds di bulk, U D,y /v
numero di Reynolds di attrito, u, 6 /v
termini irrisolti

coordinata radiale

tensore della velocita di deformazione
temperatura

temperatura assoluta

throughput time

velocita media del fluido

velocita di attrito

vettore velocita o sue componenti
vettore posizione o coordinate cartesiane
distanza dalla parete pill prossima
spessore dei substrati viscoso e conduttivo
diffusivita termica molecolare

costanti del modello k£ — w

dissipazione di enstrofia

costanti del modello & — w

rapporto tra filtri fest e grid nel modello dinamico




4.8. NOMENCLATURA

r
A

Axi; Az, Ay, Az

AY

SIS

<
<.

ADRIT >EITODI O

S M g B Ny

gradiente di temperatura adiabatico secco, g/c,

ampiezza del filtro spaziale in LES

dimensioni delle celle della griglia di calcolo

passo temporale

semialtezza di un canale piano
delta di Kronecker

dissipazione di energia cinetica turbolenta
scala dissipativa di Kolmogorov
temperatura adiabatica

tempo di media

tempo (generico)

costante di von Karman
lunghezza d’onda

conducibilita termica

viscosita dinamica

viscosita cinematica

densita

numero di Prandtl, v/«
costanti del modello k£ — w
tensore degli sforzi turbolenti
sforzo tangenziale di parete
funzione di dissipazione
termini di redistribuzione nei modelli DS
coordinata azimutale

generico scalare

vettore velocita angolare
vorticita

effettivo, efficace
equivalente, idraulico
direzioni coordinate
energia cinetica turbolenta

punto di griglia piu vicino ad una parete solida

sub—grid

turbolento

parete

semialtezza di un canale piano
dissipazione

passo temporale
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Medie e statistiche

© generica quantita scalare

(p) valore medio o filtrato di ¢

o valore fluttuante o residuo di ¢, ¢ — (p)
Py, densita spettrale di ¢

R, funzione di autocorrelazione di ¢
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