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Decremento logaritmico

Per valutare sperimentalmente lo smorzamento di un sistema € utile/facile utilizzare il decremento logaritmico.
Misura di quanto si riduce I'ampiezza di vibrazione di un sistema un in certo numero di periodi.

(1)

le

maXx

x(t) = Xoe_gwntcos(a)dt + 0)

Dalla traccia temporale misuriamo |'ampiezza di due

CX

kx=f

istanti X1 e X2 separati da un periodo Tq

x; (%) Xye “@hicos(w it + 6)

eliminado la parte

() Xoe 2t ldcos(w (t; + T,) + 6)

armonica

Supponiamo di avere un sistema 1gdl massa, smorzamento, elasticita e forzante
Ne conosciamo |'equazione del moto e I'andamento nel tempo dello spostamento
della massa m

XOe _Ca)ntl

5 ! : XX
‘sl l+0)

= e Ca)n Td
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Definiamo il decremento logaritmico il logaritmo del rapporto cosi trovato: Td = —

x; (1) 21 21l _ 1 _ 2
0 =1 — 1, = — curva blu Wa = @ 4
an(t) e g w1 =82 A1 =2 g d \/

% 45
se ¢ € molto piccolo (<<1) si utilizza una formula semplificata:
% 35 F
éo 30 Il_
:f O~ 21C curva rossa i
39 £ I|I
@% Yt /
L. se invece di 1 periodo ne prendo m la formula diventa: | o
% 'c_g_ ____________,__—--—-'c=_______;__-___—___
§ g 00 —__011 0.2 0.13 0.4 UIS 0.6 0.7 0.8 0.9 1
es | x, (%) cosa succede se ci sono pill modi?
°3 0 =—1In >..7
35 m Xy (1) { resta costante ?
Ly >..?
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Smorzamento Coulombiano

Quanto ci sono meccanismi dissipativi dovuti all’attrito si parla di smorzamento coulombiano
La forza d’attrito si oppone al movimento,
sara in direzione opposta alla velocita... cambia direzione ogni semiperiodo!

mi + kx — uMg =0 massa avanza
mx + kx+ uMg =0 massa ritorna

Alla fine di ogni semiperiodo, bisogna cambiare |'equazione..
e le condizioni iniziali per il semiperiodo successivo!

x(t) = Ajcos(w,t) + Aysin(w, 1) nig T Al
g @ i k Si definisce il ciclo limite quello in cui la
: v, forza di richiamo elastico eguaglia la forza d’attrito
. HIVLE
x(t) = Azcos(w, t) + Aysin(w, t)
k pMg g
k W,
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..se alla fine del semiperiodo, lo spostamento della massa € all'interno del ciclo limite,
la massa non si spostera piu.. (forza attrito > forza elastica)

i Partendo da x(0)=Xo, € xdot(0)=0,
FRICTION FORCE, F con la seconda equazione si ottiene per il primo semiperiodo

uMg
s ~ A — X A4 — O
uMg - puMg
x(t) = | X )cos(w, t) |
k k
T 2uMg
A A
3uMg
g 1. 1 0
con le nuove condizioni k
=3 e con la prima equazione si ottiene uMg uvl g
4 per il secondo semiperiodo x(?) = | X )cos(w, t) | A
k k
2 4uMg
X|— )= |%—
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In un ciclo completo quindi si perde sempre la stessa quantita di “spostamento”

duMg
" k

La frequenza del sistema smorzato, non cambia in presenza di attrito!
(non come nel caso dello smorzamento viscoso)

X4l =

m

Non e detto che dopo un tempo infinito la posizione della massa
si fermi in posizione di equilibrio elastico (x(c0) puo esser diverso da 0)
(non come nel caso dello smorzamento viscoso)

xX(7)

Provate a costruire
un modello in Matlab
Simulink, Octave
Python..

t = i * (pi/omega n)
for i =1, 3, 5, 7,...
X a(t)

for i =2, 4, 6, 8,...
x b(t)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#constants

k =2 #(N/m), spring coef

m = 0.04 #(kg), mass

0 -0.1 #(m), preload

i 0.3 #(), dry dynamic friction coef. ABS-ABS
= 0.3 #(N), normal contact force

zZ 3 X

f tr =mi * N/ k #friction force/pring coef - equivalent distance
omega 0 = np.sqgrt(k/m)

#time
t = np.linspace(0,5,100)

#undamped model
X _undamp = x0*np.cos(omega 0*t)
dx _undamp = -omega 0*x0*np.sin(omega_ 0*t)

#damped model
X damp = (x0+f tr)*np.cos(omega 0*t)-f tr
dx damp = -omega 0*(x0+f tr)*np.sin(omega 0*t)

#time to x=0
t0 = np.arccos(f tr/(x0+f tr))/omega 0
print tO

#plotting

fig, (axl, ax2) = plt.subplots(l, 2)
fig.suptitle('position on left, velocity on right')
axl.plot(t, x undamp, 'r', label='x undamp')
axl.plot(t, x damp, 'b', label = 'x damp')
ax2.plot(t, dx undamp, 'r', label = 'dx undamp')
ax2.plot(t, dx damp, 'b', label = 'dx damp')

#grids, titles, legends, axis labels
axl.grid()

ax2.grid()

axl.set title('Position vs time')
ax2.set title('Velocity vs time')
axl.legend()

ax2.legend()

axl.set xlabel('t(s)"')

axl.set ylabel('x(m)")

ax2.set xlabel('t(s)"')

ax2.set _ylabel('dx(m/s)")

plt.show()
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Smorzamento equivalente

Solitamente ci sono piu meccanismi dissipativi che agiscono contemporaneamente
Lo smorzamento equivalente permette di trovare uno

smorzatore viscoso (equazione del moto piu semplice) che dissipa

in un ciclo, la stessa quantita di energia degli altri!

2
dw . dx | | |
7 — Force * Speed = —CXX =—2¢( 7 supponiamo |lo spostamento sia armonico
{ [
x = Xcos(wt)
21 2 )
“a [ dx v 20 2
AW = = — cl— ) dt =— cX“wisin“(w t)d(wyt) = — ncX“w,
dt
0 0
.
,-0'0‘000 4
ARXKKSY
da questa relazione 1 AW e A
si puo derivare il valore di Ceq: Ceq Il Y 2 -s‘ﬁzi:i:f:i:;"y' Ad x
| A=Wy KRR Viscous damping

energy
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Eccitazione dalla base t X

Consideriamo un sistema 1gdl in cui sia la base a fornire |'eccitazione m
con un movimento armonico y=Ysint

=
k .-[ . '
Vediamo come cambia la risposta dalla massa in funzione dell’eccitazione e delle

caratteristiche del sistema. L'equazione del moto sara:

mx+cx—y)+k(x—y) =0
mx +cx + kx =cy+ky
La risposta del sistema sara alla stessa frequenza della forzante (qui sostituita con la sua derivata)

mx + cx + kx = cQYcosCt + kYsinCt

| | | kYsin(Ct — 0) cQYcos(L2t — 6)
La soluzione particolare sara: xp £ |
(ovviamnte complessa) [(k il mgz)z 11 (CQ)QJ 172 [(k i mQQ)Q . (CQ)z] 172
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Siamo interessati nel modulo della funzione
di trasferimento (X/Y) (quanto si sposta la massa
al variare dell’eccitazione)

Con le solite sostituzioni

X
Y

1 + (2¢r)?

k? + (cQ)?

(I —r?)*—(2¢r)?

(k — mQ2)2 — (cQ)?

1/2
9

PN riduzione

otteniamo la formula X _
della Trasmissibilita 7 —
(quanto si amplifica lo spostamento)
10°
r=0:0.01:5;
csi=[0.010.10.20.30.40.50.8 1];
for i=1:size(csi,2) '
tr(i,;)=sqart((1+(2*csi(i)*r).N2)./((1-r.A2). N 2+(2*csi(i)*r).N2)); :
end
semilogy(r,tr) 2
hold s 10° :
un=ones(size(r,2)); ;
semilogy(r,un,'k’)
xlabel('r')
ylabel('trasmissibilita') 107
10“'0

- amplificazione
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Siamo interessati anche a quanta forza scarica
la massa sulla fondazione (attraverso la molla e lo smorzatore)

mx+cx—y)+k(x—y)=0
F=—mi=cx—y)+k(x—y)

Certiamo il coefficiente di amplificazione tra la forza dinamica
ed il cedimento statico kY

! 1/2
F 5 1 + (2¢r)

kY (1 — r2)2 — (207)?

Attenzione
all’effetto dello
smorzamento!!

forza trazmeszza

C cresce

Universita degli studi di Trieste D : . A1
Dip. Ingegneria e Architettura LVA Meccanica delle Vibrazioni

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

Siamo interessati allo spostamento relativo tra la massa e la fondazione (z=x-y da cui x=z+y)

mx+cx—y)+k(x—y)=0
m7 +cz+ kz = — my Supponendo lo spostamento y=Ysinft

m7 + cz + kz = mQ*YsinQt

: da cui deriviamo la funzione di trasferimento a5l ]

s¢ | tra lo spostamento relativo Z e lo spostamento della base Y 4 |

%z 2 3.5 -

4 r g s -

5 — = 2

Y (1 = r2)2 — (2r)2 : 25y :

%g " 2r { cresce .

§§ . : 1 : 1.5 F -

¢f | per valori d r>3 il rapporto e prossimo a 1 e :

:¢| Z=Y ...un segnale proporzionale a Z € circa uguale allo ' ———t

c: | spostamento della base... sensore di spostamento! osl : _

=

g% \ | 0 1 ] 1 1 !

iz | w dovra esser piccolo !! come? : S
Bib. mgeanera & Acnitetira. ) LVA Mecanica delle Vibrazion reaan@unts
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Piczoelectric
Crysul
—

f—" - (d,,-Quartz)

’ (d,;-Piczoccram
‘;,;‘ H v Signal (+)
—L 1_ Growmd ()

|

Volessimo misurare |'accelerazione.. sostituiamo quanto al numeratore..

e —— =

2 o "
Q
a) I I I 1 1 I

=P =

~ | N

wZ 7 |

XY 3 [T-P -y

accelerazions relativa

C cresce

Il rapporto Z/Y e unitario per valori |
molto piccoli di r (r<.3) i

¢ ! 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
‘.'I r
4.5 | /
3|

w dovra esser grande !! come?

g 3|
i /i o
! y s Da ricordare, tornera utile nella
= Strumenti e metodi sperimentali
Dip. mgegnens 6 Archietora. L) LVA SR e e e e pregani@unis


mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

Eccitazione Generica [ J 7

111

Non sempre le forzanti del sistema sono armoniche!
Possono essere impulsive, transitorie, randomiche,.. L A c

;7 77 7777

L'equazione del moto cambia, ed in particolare la soluzione particolare !

es. eccitazione a gradino

(forcella di moto che impatta sul cordolo della pista) T S I T R T A
T' | |'II - |
S I | | N1 i
mX + cx + kx = P, q \ h‘ J\l | Webedtt |
' i 4| Ll | '
— (0 < Il sistema non oscilla ﬁ
P 1< 0 attorno allo zero /\ {\ [\i |

f p=F >0 ol |
i ; | vau
g 3 P gl P 2} i
:f F Py —Cw,t I ‘\[
| x=—+e¢ (Alcosa)dt + A2Slna)dt) 1 1 Dl _
= ' | | '
ko RENEE a
§§ 0 'n: ! "j| 'Ih r'| L. ’ l‘ |b| A IJI d : |IJ |‘|
¢ | soluzione graticolare A1 e Az dipendono dalle CI e e d B w6 e
@E Qualora ci siano forzanti piu complesse conviene separarle e considerarle a pezzi,
¢¢ | stando attenti alle CI ad ogni cambio di forzante

dip. ingeonera o Archietira. CJ LVA Mecoanica dele Viprazion pregani@units
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Eccitazione impulsiva

'eccitazione impulsiva si ha quando la durata dell’eccitazione € molto breve
(in funzione della risposta del sistema)

\Jx

la
Si ipotizza di applicare un impulso unitario definito come: I = | p(H)dt =1 t, < 1,
0
T {p 0<1<yy op JXO=0
mx X = con le C.Il. A
0 1>1 x(0) =0 ;

-m -

integriamo nel tempo per la durata dell'impulso tq

mx + kxavtd =1 quando tstende a zero mx(0") =1 cambia la C.I. sulla velocita x(0™) = —

|
m ,
& L 4

D B

\J

L | 15 - _ —Co,t o
quindi la risposta diventa: X(f) = Sinw, 1 con smorzamento : X(f) = e 5 sinw,t
ma, may,
bib. masgnera e achiettrs. ) LVA Mecoanica delle Vibrazion oS i
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Eccitazione generica

Quando |'eccitazione e generica, la risposta all'impulso torna in aiuto!
La forzante vin scomposta in una serie di impulsi unitari scalati dall’'ampiezza dell’eccitazione

all’'istante considerato

p(t) | -
< p(T)dt

0 =g
i dx(1)

0 i /
0 T\/I:\/

Questo integrale e detto
Integrale di Duhamel,

e la convoluzione

tra la forzante del sistema e
la risposta all'impulso

x(t) = Sinw,!t risposta allimpulso unitario
ma,

dx(t) = Sina)n(t — T) risposta all'impulso infinitesimo all'istante T

mm,,

Va da se che la risposta all’eccitazione generica, sara l'integrale di
tutte lerisposte, create degli impulsi infinitesimi al variare di t

I !
x(1) = p(7)sinw, (t — 7)dt
mw, J,
/ ..Non e una relazione cosi pratica
da maneggiare ..
x(t) = | p(@)h(t —7)dt meglio passare
0 al ldominio delle frequenze
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Se il sistema ha dell smorzamento le equazioni ovviamente si complicano per tener conto
del decadimento della risposta ...

I [
x(1) = [ p(r)e™ " Dsinw (t — 7)dr
mw, J,

e con l'aggiunta delle C.I ...

I | . Xo .
x(1) = p(f)e_g‘”n(t_f)sma)n(t — 7)d7 + xocos(w,t) A sin(w, 1)

mw,, J, w,,

nel caso smorzato ..

| —Cw, (1—7) o; —Cw, (t—7) XO T Ca)nxO .

x(t) = p(r)e =“"""Vsinw (t — t)dt + > Xocos(w, 1) + sin(w t)
mw, J, Wy
—

forzante C.I.
O moeonen s Aot C—J LVA Mecoanica delle Vibrazion AN
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Un esempio.. 3
sistema 1gdl non smorzato, forzato da un forzante cosi definita

2.5 F

Ly

| 7 <t < N\
p() = po(l ) VSIS N

p(t)

0.5F
[ Po ) . F s ! ! ] \ e
x(1)= {sin@ t| sinw t—| — |sin® t—| — |cosw t+| — | |+ o
k f .1, .1,
0<r<L [ 1 UL N _.
[ [ :
—COoS,t| —cosm,t+| — |cos@ t—| — |sin@, t+1 |;
td a)ntd
. [ [
x(t):(p0)<s1na)nt —| —— |cosw t+| — | |+
k !, ONy
[ > 1 ; | ]
t |
—cosm t|1—| — [smaf |;
.1, _
- A in generale.. non agevole!

Luigi BREGANT
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Rotore di Jeffcot

Il rotore di Jeffcot e costituito da un albero vincolato rigidamente alle estremita

ed un volano posto a meta dell’albero.

Si considera solo lo squilibrio dl volano che sposta il centro di massa G dall’asse W
geometrico di rotazione del sistema di una quantita e

Si considerano nei piani xz e yz l'equilibrio delle forze agenti: = /
la forza centrifuga, e la forza di richiamo elastica (flessione albero)

mx + kx = meQ*cosQt A

my + ky = meQ*sinQt )

concentriamo |'attenzione sulla prima equazione, < « G
e con le solite procedure otteniamo: =

meQ” e /I

4 . . . La g .
= = IPOCritico ¢ 1per-CHtico
3 : :

k — mgz a)’% 281 QZ : ......... ....... ||| ........... ........... ........... .......... .......... ........... ........... ......... -

X

2 per r=0.. il rotore ruota attorno a C I G0 T OO WU U OO WO N
X r (centro geometrico) AU N SR N SR O NS SO S

e 1 i . r2 per r>m.. iI rOtore ruota attorno a G -g_l .............................................................................. ]
3 -3._ ......................... .Il' ................................................................................ -
(centro di massa) > AUTOCENTRATURA
o SRRRRRTTE II ....... .......... .......... .......... .......... ......... - e
Dip. mgegnens 6 Archietora. L) LVA Meccanica delle Vibrazion s s
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X
p << 1 low speed p =~ 1 critical speed p >> 1 high speed
(a) (b) vibration eccentricity (¢)
vibration eccentricity ATNYA A A "\ N .
) [ \ 7\ \ / / \ \ vibration  eccentricity
\
\ ; \ ,> N\ N \ /\ N N\
\ / / w e/ \_” .
\/‘, '\J’ \_/ ‘\‘\v/\‘ \/ ' B R
___eccentricity g eccentricity eccentricity -
: > - : \ /
\—/‘-; y, — N < E \ /
E // \\ E
vibration |/ \ vibration | vibration | ™~
/E \\\ /: //// \\\\
» ! / e N~
(p : ¢ \\\ /// : | ~
( almost in-phase ) ( lag —90°) \ // . - p -
| N : ( almost out-of-phase )
P << 1 low speed rotation p =~ 1 cntical speed p >> 1 high speed rotation
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~
S

Tranquillizzatori dina

MICI

I tranquillizzatori sono dei sistemi dinamici secondari aggiunti ad un sistema vibrante primario

in modo che questo vibri meno quando sottoposto ad una specifica eccitazione.

I tranquillizzatosi sono dimensionati per una specifica frequenza di vibrazione!

tuned mass dampers
Taipei 101

Mass gamper i the car nose
s
P N\
!/ p. \
DY
7’
’ )

SONUONNONNANNYN (h) '
primary A
k ) svswm unlv
S £
primary ! § 10 \ primary plus TMD 1
M Xn %
1 g
s
=y
tuned-mass- Ca ke . 1 ! \ :
damper (TMD) ¢ : N
L m] i : : .
l 05 0.8 1 14

(c)

E’ viet:

E esp

(d)

frequency razio

Mass damper scheme in the car nose

Clamp

ﬁ Strand steel cable

Middle face

Damper mass
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Immaginiamo di avere un sistema primario (M,K) eccitato da una

forzante F, al quale aggiungiamo un sistema secondario (m,k).

Mx,+ Kx=F sistema 1gdl =~ =———
Mx, + Kx; + k(x; —x,) = F

B sistema 2gd|
m.X2 —+ k(Xz T Xl) — O

Con le note trasformazioni possiamo trovare la funzione di risposta X1/F

e cercare i valori di ® che ne annullano il numeratore

F " (K+ k= o2M)(k — 02m) — k2
X, k
SR = k—w?m =0 Wy =1 [—

m .

120

100 +

80

60 1

A /Ast

40 1

20

quando la frequenza del sistema secondario
coincide con quella dell’eccitazione,
il sistema primario non vibra!
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Come si muove la massa secondaria m?

X, k
— =1 = P P P
F (K + k — 02M)(k — w2m) — k

X, Hy () k |
—_— = D) = —_ — —
F S (K+ k — a)sz)(k — a)fzm) — k? k

=0

Y. — se X2 deve essere piccolo...k deve essere grande
=

. attenzione ai desiderata!
A ma se k e grande, anche m deve esser grande per avere w2=Ws

Silicone o1l - - —

|

o

O

>

5

2

()

fo)

@

o

)

=

S

8

8

2 Plastic c:11i5~_..__'1___.7.;’_:; LN

%) ~L T

®© a P

S "1

) ' B - ?_“ p

E Esistono anche versioni torsionali i Y X PR

2 é @..-‘i*'f”-\@ & Eﬁ DETAIL B

2 b Q-’ _ @ _ 'xr? 3 it} SCALES:1

£ a @ 'f-f®‘:—\-' © a " ]

) X ! 4

£ (3 @ ® y o [ ~ Cover

@© \ ) T o /

e @ : o g SR T-Housmg

'8 Q\ X ! 9’3 T " ', -

- &-'@i@" . b= T~ Tnertial rin;
*j SECTION A-A )

Universita degli studi di Trieste D LVA . SCALE1: 1 Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura Figure 1. Details of TTMD bregant@units.it



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

Tranquillizzatori torsionali

Luigi BREGANT
bregant@units.it

Meccanica delle Vibrazioni

7] LVA

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

0JON| Ip 0/8 8jeloJaWW0d 0doJs Isels|enb Jad 0zzi|in,| O1e1dIA Bluswessaldss 3
SIUN® UOIZBIQIA B]|9p BOIUBDIS| IP 0SIOD [9p 8Wess,||ap suoizeledaid e| s1ualaul o||anb ep 0siaAlp 0zzi|in 1ubo olelsiA 3



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Alcune estensioni sulla trasformazione modale

Le matrici di massa e rigidezza sono sempre simmetriche! (Teorema di Maxwell)
Le matrici sono definite positive (T e V sono positivi per ogni spostamento diverso da 0)

La matrice di rigidezza puo essere semidefinita positiva!
Se il det[k]=0, il rango < ordine ci saranno anche modi di corpo rigido (V uguale a 0)

altrimenti solo modi flessibili (V diverso 0)
u2 ui
W u4 u3

Gli autovalori sono tra loro ortogonali e costituiscono una base ortonormale con cui
descrivere tutte le deformate del sistema

La matrice di massa puo essere semidefinita positiva!
nel caso in cui i gdl non hanno informazioni inerziali
(es i punti materiali hanno massa ma non inerzia angolare)

Gli autovalori si ordinano in ordine crescente, possono essere anche nulli e ripetuti  0<@’ <w: <w;..<w

Gli autovalori nulli sono quelli relativi ai modi di corpo rigido , max 6

Gli autovalori ripetuti si presentano nel caso in cui la struttura abbia piani di simmetria

Universita degli studi di Trieste D : . A1
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Autovettori ortogonali

Consideriamo due autovalori diversi wr, ws e i loro associati autovettori ©r, ., =+~ @,

Partiamo dalla solita equazione, e scriviamola in corrispondenza del singolo autovalore/autovettore

([k] = @?’[m]){X} =0 (k] — &[m]){¢;} =0

[k1{¢,} = w?[m]{¢,) [K1{¢,} = w2[m]{¢p,)
(P Tk p,} = 0*{p,} ImI{ &, )} (P M [k s} = o2 {p,} [m]{,}
(P} [kI{p,} = @2, } [m]{ ) (P M [KI{p,} = o7 {,} [ml{ )

0= (w>—w)|{p.} [mlp,)

{¢r}T[m]¢S} = () {qb,,}T[k]ng} — () g:jtslg,l;c)cr)]\;?itt!ori sSono

Universita degli studi di Trieste { ] , . B! Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura LVA Meccaniga delle Vibrazigr bregant@units.it



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Pesatura autovettori

Dal momento che |'autovalore annulla il determinante dalla matrice di rigidezza dinamica,
(rango € minore ordine N ), una riga (colonna) del sistema dei equazioni € linearmente dipendente dalle altre!

Gli autovettori possono essere definiti con N-1 elementi .. coefficienti scalaggio Bi

Gli autovettori possono essere definiti a meno di una costante moltiplicativa!

X1

X2

Strategie di scalaggio:

Assegno ad una coordinata un valore definito {¢i},, =1

Assegno coordinata con spostamento max un valore definito {quax}r =1

Assegno alla massa modale un valore definito {gb}f[m]{qb}r =1

Assegno alla norma del vettore un valore definito | {¢} | =1
lJr 1n

(euclidea, infinito..)
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Calcolo autovettori distinti e ripetuti

Partiamo dalla solita equazione,.. in condizioni di risonanza wr..

([k] = @?[m]) {X} = O
([k] = @7[m]){¢,} = 0

1x1 1XN-1 1x1

[Daa(a)r) Dab(a)r)] { 1 } B {()} .(i)r.é un 3_ut[c|>3v(alo;]e dis’ginl\’?oi
— il rango di wr,)] sara N-
Dab(a)r) Dbb(a)r) ¢b ’ 0 [Dob(wr)] € sicuramente invertibile
N-1x1 N-1xN-1 N-1x1

{#p} = = [Dy(@)] " { Dy (@)}

Partizionando la matrice di rigidezza opportunamente:

1
(1= {— D, (@] {Dy,(@,)} }

Universita degli studi di Trieste C] : . A1
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..Sse gli autovalori son ripetuti (Aw <1%) si modifica la procedura tenendo conto
dalla molteplicita p dell’autovalore.

I queste condizioni il rango della matrice di rigidezza dinamica [D(w:)] sara N-p, si partizione
la matrice differentemente

PXP oXN-p oX 1
Daa(a)r) Dab(a)r) ¢a . 0 [Don(0:)] & s fo i tibil
— bb(Wr. )| € SICUramente Iinvertiblie
Dp(@,) Dyp(@)]| \ @y ) 0
NXp N-pxN-p N-px1

{#p) = = [D, (@] [Dy(@){ P,

Bisogna fare in modo che i ®r restino ortogonali tra loro.
Si definiscono allora p ®r da sostituire nella formula precedente

2 §b 1 1 0 0

_Jhl _ )0 (o =231 1Py} =4 U

g {¢a}l’ ([ . . alr+1 = | Al "

¢ 0 0 I

> p r

2 r
Universita degli studi di Trieste : : 3 3! Luigi BREGANT
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7
£
7,

//;/j/

K K

WA W AW
//// /////,?7// 7

Un esempio sistema 3gdl non smorzato, non forzato
m=1, k=1

7,
/

f/
Z

77

///
AL

D(w)]=| -1 2-0* -l
0 -1 2-w’

_ | : 1 - | | - andamento di det[D(w)]
det[D(a)):|=(2—a)2) I B +1| e

det[D(w)] = (2 — a)z)(a)4 —40° + 2) tre autovalori distinti! \

det[D]
! :
1

..con il comando eig in Matlab | _ |

elvalue £ Y IR ..................... .................... | 'I ................... -

Calcoliamo, con le formule appena 0 5858 0 0 4 ..................... ..................... | i ................... _

viste 'autovettore associato con w> 0 2.0000 O 5| - i = - -
O O 3.4142 omsga

Universita degli studi di Trieste { ] , . B! Luigi BREGANT
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..con il comando eig in Matlab

—1

elvector =
1.0000
1.4142
1.0000

1.0000 1.0000
-0.0000 -1.4142
-1.0000  1.0000

Modol

X1 X2

Modo?2

X3

X1 X3

Modo3

X2

provate a scalare eivector in modo da avere

la matrice modale unitaria..

Universita degli studi di Trieste
Dip. Ingegneria e Architettura

7] LVA

Meccanica delle Vibrazioni

Luigi BREGANT
bregant@units.it



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

i @Units

di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

la prepara
ommerciale e/o di lucro

te

da quello ineren

vietato ogni utilizzo diverso

E!

po C

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi sco

NB la notazione dei vettori
Condizioni iniziali nella trasformazione modale e stata tralasciata!

All’equazione del moto in coordinate fisiche sappiamo bisogna
aggiungere le C.I. per ottenere la soluzione del moto

NX1 NX1 nx nxn nxT
xX(0) = 40 Bisogna trasportare quelle condizioni alle coordinate modali x} =loliq]
%(0) = x,

{X(O) _ [¢]q0 moltiplicando tutto per [Cb]T[WL] otteniamo [¢]T[m]X(O) B [¢]T[m] [¢]q0
£(0) = [$14, p p [$17Tm150) = [$1 [ml[$d

ricordando che  [¢]![m][¢] = [M]

1x1 1xn nxnN Nx1

NXx 1 N Nnxn nx1

4 = 2 [¢1m1x(0) dor =57 {} [mIx(0)

nello specifico per il modo r

do = ~-[417m](0) Gor =~ {¢,} Iml(0)

Universita degli studi di Trieste { ] , . B! Luigi BREGANT
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Da un esempio gia visto

[m] =m (1) (2)

con le formule precedenti..

S
“

K 2k

ww— o A e §

/
/

7))

ST
my,

7

s

— k.

N | — =
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Risposta di sistemi mgdl con sovrapposizione modale

Le forme modali costituiscono una base ortonormale con cui descrivere tutte le deformazioni
del sistema (NB se il sistema e continuo, ha un numero di modo infinti.. servono tutti i modi in teoria!
altrimenti avremo una rappresentazione approssimata.. )

Le coordinate modali sono dette anche coordinate principali / naturali / normali (M=1)

NXx 1 NXN NXx1

(x(M} = [Ppllg(D} = Zcbmr(t) conlegiaviste C.L.  [pl=|p; &y .. .. @y

qualora il numero di modi identificati non sia completo, la sommatoria si fermera prima

N
(2} = [P1{G0} = Y. ¢, [$1=|d1 #2 - by
r=1

1 . . 1 t . esS. SenzZda
n (1) = n.(0)cos(w, 1) + ; 1n.(o)sin(w,t) + ﬁ OP,,(T)Sln(a),,(t — 7)drt T

n r
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Un esempio di un sistema mgdl

definizione del sistema

m=[

k=800*[1 -1 0 0;
-1 3-20;
0-25-3;
00-37];

P=[100 0]},

calcolo autovalori e autovettori

[eigvector,eigvalue]=eig(k,m);

omega=sqrt(diag(eigvalue));

eigvector =
-0.5900 -0.6777 0.4314 -0.0809
-0.4597 0.0675 -0.4786 0.2348
-0.2930 0.3659 0.0759 -0.5240
-0.1387 0.2966 0.3388 0.3337

eigvalue =
1.0e+03 *

0.1767 0 0 0
0 0.8797 0 0
0 0 1.6875 0
0 0 0 3.1228

omega =
13.2935
29.6597
41.0787
55.8820

P1=cosQt
—

3
A

Il I
N

ki=800

msz=2 k=1600

k1=2400

‘§ ‘
I
W

ki1=3200

scalaggio autovettori

phi= eigvector./max(abs(eigvector))*-1;

phi =
1.0000 1.0000 -0.9015 0.1544
0.7791 -0.0996 1.0000 -0.4482
0.4966 -0.5399 -0.1586 1.0000
0.2351 -0.4376 -0.7080 -0.6369

elemento massimo unitario
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calcolo matrici modali

(disaccoppiate)

ModM=phi"”*m*phi; ModM_diag=diag(ModM)

ModK=phi"*k*phi; ModK_diag=diag(ModK)

ModP=phi’*P

ModM_diag =
2.8729
2.1773
4.3666
3.6424

ModK_diag =
1.0e+04 *
0.0508
0.1915
0.7368
1.1374

ModP =
1.0000
1.0000
-0.9015
0.1544

(F./K,)
1 —1r2 calcolo x

calcolo |gr| q, =

Omega=0:.01:100; X=phi*q;
r=0mega./omega;
gd=(ModP./ModK_diag)./(1-r."2)
semilogy(abs(q’))

semilogy(Omega,abs(x”))

102§ 102

i (L
101 - 10
10°

datai | ]
data2 | |
data3 | =

data4 | 1

| | l | | - I | | |
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 0 10 20 30 40

..provate a fare il calcolo della risposta nel dominio del tempo..
NB dovrete fissare un valore di 2 per la forzante..

50

60

70 80 20

atal= x1/F1
ata2= x2/F1
ata3= x3/F1
atad= x4/F1
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Le funzioni di risposta in frequenza per sistema mgdl

Ricordiamo quanto fatto nel modulo 2..

La matrice delle FRF e simmetrica, e tridimensionale, L adj| Z(o)

e I'inversa della matrice di rigidezza dinamica .. [H(a))]=[Z(a))] = det:Z(a)):

Ogni FRF Hi; (=xi/Fj)essere rappresentata come

(ja)—zl)(ja)—zz)...(ja)—zp)
(jo-1)(jo-2,)....(jo-2,,)

rapporto di polinomi

H(jo)=

guadagni zeri e poli
. APQ”
sommatoria di residui (complessi coniugati) 2 A . _A*)

Se ci sono Ngdl, ci sono anche 2N frequenze naturali, 2N modi..
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Proprieta matrice dei residui - Sintesi delle FRF

Ricordiamo che la matrice delle FRF puo essere ottenuta come XN XN nxn
somma di residui! N A A
Se N e il grado del sistema, le matrici dei residui, sono NxN =t ARV '

e sono quanti sono i modi del sistema!

Allr A12r Allr* AIZI’*
_ 4 ) ) Stante la simmetria delle matrici di partenza
Hll(w) le (a)) il A21r A22r Aer A22r [m]l [C]I [k]l non SerViré Ca|C0|are
= 2 = . =4 = . - = tutti gli elementi delle matrici [Ar]
H21(w) sz(a)) r=1 (]a)—;tr) (]a)—/l,,)

00, 00 .. 00y
¢2 ¢1 ¢2 ¢2 L ¢2 ¢N

anzi sfrutteremo il fatto che la matrice T
dei residui [Ar] € proporzionale all’autovettore {®:} [Ar]: Qr{¢}r{¢}r =0,

G0y 0B - OBy
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i @Units

di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

prepara
po commerciale e/o di lucro

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo ¢

te

da quello ineren

vietato ogni utilizzo diverso

E!

Si parte dall'identita basata sulla matrice di rigidezza dinamica

[Z(a))][Z(a))]_l =|1] ricordando la definizione dell'inversa [Z(a))]_1 =L =

L el

[Z(a))]adj[z(a))] — det[z(a))][]] \(/Saliluatljlan:‘lli)aI;lesaZEeesri?nn:nipe;:orrispondenza dell’autovalore Ar

' Z(4,) |adj| z(4,) |={0} prendiamo la colonna i della matrice aggiunta

E
........
P N

A
_____
-------

Rl I iy N, Dalla definizione della rigidezza dinamica,
[Z(/l,,)]{X}lr f[Z(l,,)]{qb}r::{O} valutata in corrispondenza dell’autovalore Ar
LA LR o’ osserviamo la menzionata proporzionalita
A . = \ =
{0,}=8.1Z(2)} ..la colonna della matrice aggiunta & proporzionale all’autovettore

Universita degli studi di Trieste C] : . A1
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

Stante la simmetria delle matrici di partenza, anche la matrice aggiunta e simmetrica
quindi lo stesso discorso di proporzionalita puo anche essere fatto per le sue righe!

Per tanto vale la relazione:

00, 00, .. 00y

adi[Z(2,)]=0.10} {0} =0 | P PP o OO _[4)]

¢1 ¢N ¢N ¢2 °e ¢N ¢N B ]
- - H, (o)

Ripartendendo dall’espressione della matrice delle FRF | H(w)]|= 2 (@)

concentrando l'attenzione sulla colonna k

% é 2
: H,, (a))
5 * . .
: sz(w) N {Ar {Ar} si osserva che questa dipende dalla colonna k
E 3 15 2 . £ _ 4 . n delle matrici dei residui ..che e proporzionale
ALY ]CU—/L ]a)—/l,, all’autovettore { O}
:
: N )
Dip. asonens o cnitetirs. ) LVA Meccanica delle Vibrazion piogan@ it i
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Estraendo la colonna k dalla matrice dei residui, | XY 6,0
. . 1% %2 e PPy

varranno le seguenti relazioni:
0,0, 0,0, ... 0,

( A, \ ( 0.0, \ r 0, \ I OOy Ondy - OOy

09 | _py ) 9 |

AN k ¢N ¢k ¢N

Y Jr \ Jr \ Jr

matrice Ar

.= Qr¢pr¢qr il generico elemento della matrice dei residui..

S S S S q
A A ..e la formula per sintetizzare Y
A pr M 00,2 0P, tutti gli altri elementi, anche fuori :

par Akkr Qr¢kr¢kr dalla colonna k

NB € fondamentale avere a disposizione NB2 Con una colonna (o riga) completa di Ar
I'elemento diretto Akkr e possibile sintetizzare tutti gli elementi mancanti!
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

Esempio di rappresentazione delle FRF

-1 r 3 4 A
ki, ki, X P
< > = < >
ky Ky X) P>
1 J \ J
y)
ki, —@w"m,
y)
ky, — @ m,y,
2 2
kzz — my, _(kzl —w mZI)
2 2
_(klz_w mlz) ku_w m,

AN AN\
NN\ ‘\‘ \\
N K K §
NN \ \..
N SN
\\\I\i T7 7777777777277 : ST AR

/ / "/ /, 'S/ / P / 7/ y / 4 N X
NN AN

equazioni del moto

matrice di rigidezza dinamica

(kn T wzmn)(kzz 1 a)zmzz)_ (k12 M w2m12)(k21 T wzmzl) =

(jo-2)(jo-1)(jo-2,)(jo-1,)

matrice di risposta in frequenza

polinomio caratteristico e
poli del sistema
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i @Units

di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

la prepara
ommerciale e/o di lucro

te

da quello ineren

vietato ogni utilizzo diverso

E!

po C

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi sco

2
Ky, — " m,y,

H (®0)= ~— : -
(@) (ja)—ll)(ja)—/ll)(Jw—lz)(]a)—/lz)
k _a)2m £ : c oy
o _y _ 12 12 unzioni di risposta
2(@)= H, (@) (jo—4)(jo-A)(jo-2,)(jo-2,) (rapporto di polinomi)
1o (0)- o,

(jo-24)(jo-4)(jo-1,)(jo- 1)

Concentriamo |‘attenzione su Hii1 e vediamo la rappresentazione a frazioni parziali

H (w): kzz_a)zmzz
11 . . % . . *
(]a)_ll)(‘]a)_ll )(]a)_ﬂ«z)(‘]a)_ﬂaz) C, = kzz_llszZ :A C, = k22_ﬂ“*12 m22 :A*
(A A) A=) (A -A) T T (A=) (A=A (A -a)
Cl C2 C3 C4 ( 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2
Go-7) Go-2) (o-4) (jo-z)
Q1= kzz _)«22 m, ! g k22 —/122 m,, _ 4
per calcolare o L R e R ey e e

moltiplico tutto per (jw-A1)
e valuto il risultato per jw=A1

Analogamente per gli altri ¢ e per le altre FRF,.. vale sempre la simmetria, non servira calcolare tutti i residui!!

Universita degli studi di Trieste { ] , . B! Luigi BREGANT
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Esempio di calcolo delle FRF, senza, con smorzamento proporzionale, con smorzamento non proporzionale

B - — - NN NN
5 0 4 =2 = - N 2 z 4N
[m]= 10 (k] = D matrici del sistema §W\/\/L : 10 ﬁ/wv_g\
- - - - \\\ T77777 777777 7777777772277 722 27 7l \ .
g - -1 7 - 7] - 2
4 22 5 0 1] 1 0 [k]+s [m]]‘ =10}
5 + — =10 : ' i
: . 0 10 112 o 10} problema autovalori/autovettori o _
- N N | - [m] [k]+s7[1]]=10]
% -~ _ - - 1 i
Yo Yo T's o 1aTt ol % > [ ]t
10 /10 s 0 |, 1/ 10 [|] X 101 ! s
1 0 10 10 1 X, |
%§ i %O /5 __ ] i B B 2 y
;Q %J“iz I 1l ;JF 12 1
= ’ 3 =10} ci interessa la soluzione non banale det 4 ={0}
gz . 1 1 X, 1 1
gy 3 2+—2 . y — 2—|——2
£ 3 2 s 2 s©
3Ty 1) 1 5
3 2 01 L . I 1 7 5 5
o (2 T Szj(” Sz) 5 0 equazione caratteristica o =— o0+ —g+==0 a,={ 2
> sl | -1
dip. masgnera e Archietira ) LVA Meccanica delle Vibrazion progani@unis i
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

1 j 2 poli del sistema,
A= =< 5 smorzamento nullo:
1,2 [ [ [ [ [ [
puramente immaginari, a due a due complessi coniugati

<
<

1 1 R - ={0} -X+X,={0} {9} =+ >
2 2 N J1 N y

2
A == \/: sostituisco in
1 J 5 .

|
|

e

<

trovo gli autovettori:

A =1j sostituisco in .

. ={0) —X,+X,={0}  {o},=7 1

definisco la matrice modale: [¢]=[{¢}1{¢}2]= ! 1X posso scalarla in vari modi..
1 _5 1
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di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

la prepara
opo commerciale e/o di lucro

nte

o 11X x| 1 xx
..matrice di massa modale unitaria [(D]T[m][(b]: ! _ | 5 0
0 M, X, ——=X, 0 10 X, =X,
- - | 2 |- al 2
| ) ) o . 1
Trovo due equazioni 5X; +10X; =1 e due termini di scalaggio X, =%,
3 (modol e modo2) 15
5X+=X =1 2
2 X12 =T E

2
15 V15

\E ! f {x}=[@]{q] (@] [m][®){d}+[@] [k][®]{q}=1{0}
I 15 2\15 |

)=

_ 1 9 y I
E% . r A I Y r A N 1 3 2
ik matrice modale scalata, X, \/ 15 \/ 15 q, 1 0 ! 00
2| che permette 4 | < > lgt+| 5 1q}=1{0}
=¢ | la trasformazione modale X, 1 AP 9> 0T 0 1
¢ | e il disacoppiamento 15 r\'15 - -
S € g i . .
¢i | delle equazioni del moto i - con le forzanti cosa cambierebbe?
£4 >..7?
Oip mgegner ¢ Accitire U3 LVA Mecoarifa dele ibrazigd piegan@unis
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di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

opo commerciale e/o di lucro

da quello inerente la prepara
amente vietato I'utilizzo per qualsiasi sc

vietato ogni utilizzo diverso

t
espress

E!
El

Calcolo delle FRF dalla matrice di rigidezza dinamica:

I:Z(S):Iz_ 5s° +4 -2

2 10s* +6 )
adj 55" +4 —2 10s° +6 2 Conosco gia i poli _ 10s> +6 2 _
-2 10s°+6 2 55> +4 2 5s° +4
(H(s))=— > [H(5)]=—— .
5¢2 14 ) SS +4)(1OS +6) 4 2 )
det 50{ s—j = || s+ Jji= |(s—Jj)(s+j)
|| B 10s° +6 ) L 5 5

con la rappresentazione
a frazioni parziali

& B

Alll . Alll A112 A112

H“(S)=50£s—j ijis+j\/§j(s—j)(s+j) -> HH(S):(S J\Fjl(s+j\Ejl(S_j)l(S+j)
]\F - J\F A= J A = o

15 15

111

Universita degli studi di Trieste { ] , . B! Luigi BREGANT
Dip. Ingegneria e Architettura LVA Meccaniga delle Vibrazigr bregant@units.it



mailto:luigi.bregant@momote.net
mailto:bregant@units.it

Sviluppando tutte le funzioni ed i residui

..simmetria, poli & residui complessi coniugati..

J /5 I 75 N5 I35 _ | | - -
12 2 12 12 _J T J o _J
g 15 30 15 30
j % j % j % j % . . o
S J S J Jo ] _J ]
[H( )} 12 2 12 12 30 60 30 60
s)|== = 4+ 5 . . — -
1IN (2 (s=J) (s+J)
S—JAl = N RY
JI ALY
=g 0 =+j /5 1 1 | 00, 0.0, < 0, L — 1
s 8 | =X = — : : :
ZZ 12 | 1 1 0.0 0,0, _ \ 0, - 1 J ..ritroviamo la stessa Tatrlce modale
e ] 4 =2 0.0, 0,0, ¢1 " 1 1
| 2=t i (i [0]=[{¢}, {0}, |= 1
@E 60 ] 2Ry ¢2¢1 ¢2¢2 A ¢2 x —1 X, _EXI
Dip. mgegnera e Archietra T LVIA Meocarica delle Vibrazion progani@unis.t
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro

. 1 2 -1
..CON smorzamento proporzionale [c] = E[k] = |3
_ 1 _
- - — 0
La trasformazione modale, disaccoppia anche [(D]T 2 -l [q)] _ S
questa matrice I -1 3 ) 0 1
o 2 —
R PR T
i 1 0 i g 0 % 0 Pi Supponendo ci sia una forzante..
{6']'}"' {6]}"' 5 {6]}=< o0 I modi sono gli stessi che nel caso non smorzato,
i 0 1 _ 0 l 0 1 P ma cambiano le funzioni di risposta in frequenza!!!
2 1 _ . J
adi 55°+2s+4 —5—2 10s° +3s+6 s+2
CH(s)] —s—2  10s° +3s+6 s+2 5s°+2s+4
$) 1= - ThilT 4 3 2 [
W 52170644 B Wl ) 505" + 355" + 755" + 205+ 20
| —s—2 10s° +3s+6 |

Termini dispari > poli complessi
(spostati verso sinistra nel piano di Laplace)
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i @Units

ica delle Vibrazion

di Meccan

del corso

R EVEL]
P 10710
1,2
oo | 1, A5
4774

Calcoliamo le FRF (rapporto polinomi / frazioni parziali)

j\ﬂii ‘jwﬁii

4415

415

105> +35+6 17 'z T oos 7 o0s
H — H = | | |
1(5) SO(S—ll)(s—/lf)(s—lz)(s—/’t;) 11(S) (S—ll) (S—/ll*) (S—/lz) (S—;L;)
j@ j@ jzﬁ szE
) N7
H,(s)= i : H (s)=—7 ( “ 117 _,~ 225 , ° 225
- SO(s—ll)(s—/ll)(S—/lz)(s—/lz) 2(9) (s—2,) (S—/ll) (s—A,) (s—lz)
i \ . S \E
Le forme modali non cambiano! Q == @ 4 P P = 3 1 - 0, _i]
117 0, BR 223

- 2
o
0,

N J

_1)

\
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| 6 4 phi =
..CON smorzamento non proporzionale [c] =— A 5 {5
- - 1 -1
— — ( — — ( . _ —_ ( ) (~ )
X _ X _ X D C=
5 O ) 1 i 6 4 ) .1 i 4 2 ) 1 L — 1 > 6 -4
: _010_\)62 _—4 5_\)62 _—2 6_k)C2) kpzj -4 5
: phi'*c*phi
: La trasformazione modale
gia vista non disaccoppia le matrici del sistema! 3 3
: 3 45
g Bisogna utilizzare I'espansione di Duncan Collar
E Cambiano ulteriormente le FRF
; adi 55°+6s+4 —45-2 10s* +5s+6 4s+2
EQ [H( ):I —45—2 105> +55+6 4s+72 55 +6s5+4
£ 3 S)|= = = == = =
°3 521 65+ 4 ) 50s* +85s° +84s° +40s + 20
=2 det
g3 —4s5—2  10s°+5s+6
Dip. mgegnora o Arcnietira. C—) LVA Meccanica dele Vibrazion pregani@unis
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di Meccanica delle Vibrazion

zione dell’esame del corso

opo commerciale e/o di lucro

da quello inerente la prepara
amente vietato I'utilizzo per qualsiasi sc

vietato ogni utilizzo diverso

t
espress

E!
El

e quindi i poli, i residui e le forme modali.

A =—-0.095+ j0.629 A, =-0.754+ j0.645
4 4
A, =-0.095 - j0.629 A, =—0.754 - j0.645
o ( ) 0.0037—-;0.0587 0.0037+ ;0.0587 0.0037—-;0.0163 0.0037+ ;0.0163
2 (8)= | - | | -
(s—4,) (s—2) (s—4,) (s—2;)
o < o (1) —0.0034 - jO.0501 _) 00502 -93.96 | Le forme modali diventano complesse!
perd, & ] 0.0037 — j0.0587 I 00588 —86.93° I gdl non _raggiungono lo spostamento
CTHE THIN J L J massimo in fase!
2 ( O, L f —0.0034 + j0.0452 1 0.0454 +94 30° \ (c’e chi arriva prima e chi arriva dopo
er 4 = | =1 | -
pera, 0, 2 0.0037 - j0.0163 | 00167 —T721° | in funzione dello smorzamento)
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Analisi modale numerica e sperimentale

Numerica Sperimentale

Sistema Fisico I

Discretizzazione

Equazioni del moto

A
l Problema autovalori | :
| |
I
[¢]n ,[/l]n Parametri modali | Parametri modali [¢]S ,[/l]s
:
I
l | Identificazione T
I
I
|[H|  Sintesi funzioni di risposta ! Misura funzioni di risposta |H|  s<<n
I
X | I X
Eiah = Sistema Fisico A=

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

E’ espressamente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo commerciale e/o di lucro
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Amplitude

dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

ale e/o di lucro

0 200

/V \ \/\ \j\\'\—d—w'\./ ’//\/\N\xw/ =
=

L'analisi modale sperimentale parte dalla misura delle FRF sul sistema fisico wp S

(vedremo dettagli nella parte 4 Strumenti e metodi sperimentali) et
Si deve misurare una colonna (o una riga) completa della matrice H 3
o ‘;.-'\ . ’
g o
Tramite il processo di identificazione si ricavano i parametri modali in modo tale che ¢ i et L,,J;L
FRF da queste sintetizzate siano le piu prossime possibili a quelle misurate H A
usando la stessa rappresentazione con i residui gia vista 'l; |
.................................. | — | 11

(o)) =] @) =) -

HNN(@) ____________ [ o ] 2 ] I [A,,]

Click to highlight
— Measured

400 600 €800 1,00C 1,200 *, 400 1,600 1800 2,00C
Frequency [Hz]

M| I
N T

400 600 800 1,00C 1,200 ", 400 1,600 1800 2,000
Frequency [HZ]

: (jjow - /l) (ja)—/lf)
[H(jo)]=[V][jel1]-[A]] [L]

195

matrice modale [V]

1
——
-
——
——
-
—_—

matrice di

partecipazione [L] 4] [Q][V]T

modale

Luigi BREGANT
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inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units

o
)
=)
i)
)
o)
D
©
1
: LR
E [
e
o
5)
o)
e 2
O
: Q)
‘»
©
n
©
>
. |2
-
B3 B4 Ao
N ge | Hi[4a
, A\
e-h\ / (
. \ N
Y
-
-
Force
* Arcelerometer
]

Visto che le strutture fisiche hanno infiniti modi,

teoricamente

bisognherebbe identificarli nella banda in frequenza tra 0 e oo..
E’ impossibile.. ci si limita ad una banda finita, compensando i contributi dei modi
fuori banda con dei residui particolari

| H (]

[UR|

0)]- i

Upper residual - costante

r=

4]

A

(jo-2,) (jo-1)

[UR|

| LR]

0,

Loweer residual - decrescente con la frequenza

g a: 1:2q%
H1 B
: {4 B2 B3 L
L I
) /I L% I |
i\ /N 1
 B1 / \ .l‘| '.1 hal ~
’ r)| /,
1
I
{
Force o
*,ﬁ,z;.:;eler. meter Accelerometer
= =

Force

2

Qualcuno identifica l'errore?

s L

o
|

n
=
="

FRF Magnitude
o

0.01~

0.001 -} i | i i i ) i i [
0 100 200 300 <400 SO0 600 700 800 900 1000
Frequency (Hz2)
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iale e/o di lucro

ommerc

amente vietato I'utilizzo per qualsiasi scopo ¢

E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units
spress

Metodi di identificazione si classificano:

SDOF vs MDOF: un solo modo o piu modi nella banda d’interesse

LOCALI vs GLOBALI: non tengono o tengono conto del fatto che
i poli non dipendono da i,j, p modi non dipendono dal punto di eccitazione j,
| coefficienti di partecipazione non dipendono dal punto di misura i

S excitation vs M excitation: si considera una a piu colonne contemporaneamente
MODALI vs DIRETTI: identificano i parametri modali o le matrici di m,c,k

REALI vs COMPLESSI: identificano forme modali reali o complesse

TEMPO vs FREQUENZA: identificano parametri modali dalle risposte all'impulso
o dalle risposte in frequenza ..schemino..

https://www.mpihome.com/en/products/dynamic-signal-analysis/modal-analysis.html

http://macl.caeds.eng.uml.edu/umlspace/mspace.html

https://pyfbs.readthedocs.io/en/latest/index.html
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E’ vietato ogni utilizzo diverso da quello inerente la preparazione dell’esame del corso di Meccanica delle Vibrazioni @Units
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Utilizzo analisi modale

L'analisi modale e disponibile dalla fine degli anni '70.
Inizialmente era utilizzato solo per “"vedere” come vibrava una struttura

Attualmente i parametri modali possono essere utilizzati per

pretest analysis

I'analisi di sensitivita alle variazioni dei parametri fisici di un modello
il calcolo della risposta forzata di un sistema

‘effetto di modifiche strutturali

‘aggiornamento dei modelli numeri (model updating)

a sintesi della dinamica di componenti accoppiati
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Analytical model

Defined matnx Estimated matnx (026 noise) Estimated matnx (196 noise)
900 | =550 | 00 | 00 900 | -55.0 0.0 0.0 890 £3.7 3.7 21
-550 | 1250 | =700 | 0.0 550 | 1250 | =70.0 0.0 -522 11243 | -69.2 -1.3
0.0 700 | 1150 | 450 | 0.0 | -70.0 | 115.0 | -45.0 6.6 66.9 | 1179 | —46.7
0.0 0.0 { —45.0 | 45.0 0.0 0.0 —-45.0 15.0 }.5 -3.0 -46.2 16.0

© Stable in frequency Not stable in frequency

40 * Stable in frequency and damping = Averaged response function,_ .
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Case study
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© Stable in frequency

+ Stable in frequency and damping
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Not stable in frequency

Averaged response function
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