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Exercise	  on	  GW	  

•  Find	  recent	  informa>on	  on	  the	  status	  of	  LIGO,	  
Virgo,	  KAGRA	  

•  Find	  the	  status	  of	  eLISA	  GW	  observatory	  
•  Find	  the	  status	  of	  PTA	  GW	  methods	  
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“…joy	  and	  amazement	  at	  the	  
beauty	  and	  grandeur	  of	  this	  
world	  of	  which	  man	  can	  just	  
form	  a	  faint	  no9on.”	  

µνµν κTG =

Space>me	  
curvature	  

MaTer	  	  
(and	  energy)	  
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6. Wave Equation for Gravitational Radiation   (pgs.46 – 57) 

Weak	  gravita+onal	  fields	  

In	  the	  absence	  of	  a	  gravita>onal	  field,	  space>me	  is	  flat.	  	  We	  define	  a	  weak	  
gravita>onal	  field	  as	  one	  is	  which	  space>me	  is	  ‘nearly	  flat’	  
	  
i.e.	  we	  can	  find	  a	  coord	  system	  

	   	  such	  that	  
	  
	  
where	   This	  is	  known	  as	  a	  

Nearly	  Lorentz	  
coordinate	  system.	  
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The	  Einstein	  tensor	  is	  the	  (rather	  messy)	  expression	  
	  
	  
	  
	  
	  

but	  we	  can	  simplify	  this	  by	  introducing	  
	  
So	  that	  
	  
	  
	  
	  
And	  we	  can	  choose	  the	  	  Lorentz	  gauge	  	  to	  eliminate	  the	  last	  3	  terms	  
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To	  first	  order,	  the	  R-‐C	  tensor	  for	  a	  weak	  field	  reduces	  to	  
	  
	  
	  

	  
and	  is	  invariant	  under	  gauge	  transforma>ons.	  
	  
Similarly,	  the	  Ricci	  tensor	  is	  
	  
	  
	  

	  where 	  	  
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In	  the	  Lorentz	  gauge,	  then	  Einstein’s	  equa>ons	  are	  simply	  
	  
	  
	  
	  
And	  in	  free	  space	  this	  gives	  
	  
	  
	  
	  
Wri>ng	  
	  
	  

	  or	  
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then	  

This	  is	  a	  key	  result.	  It	  has	  the	  mathema>cal	  form	  of	  a	  wave	  

equa>on,	  propaga>ng	  with	  speed	  c.	  	  
We	  have	  shown	  that	  the	  metric	  perturba>ons	  –	  the	  ‘ripples’	  in	  
space>me	  produced	  by	  disturbing	  the	  metric	  –	  propagate	  at	  

the	  speed	  of	  light	  as	  waves	  in	  free	  space.	  
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7. The Transverse Traceless Gauge  (pgs.57 – 62) 

Simplest	  solu>ons	  of	  our	  wave	  equa>on	  are	  	  plane	  waves	  

Wave	  amplitude	  
Wave	  vector	  

Note	  the	  wave	  amplitude	  is	  symmetric	  	  "	  	  10	  independent	  components.	  
	  
Also,	  easy	  to	  show	  that	  
	  
	  

	  i.e.	  the	  wave	  vector	  is	  a	  	  null	  	  vector	  
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In	  the	  transverse	  traceless	  gauge,	  
	  
	  
	  
	  
where	  

	  
	  
	  
	  

	  
	  
Also,	  since	  the	  perturba>on	  is	  traceless	  
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8. Effect of Gravitational Waves on Free Particles  (pgs.63 – 75) 

Choose	  Background	  Lorentz	  frame	  in	  which	  test	  par>cle	  ini>ally	  at	  
rest.	  	  Set	  up	  coordinate	  system	  according	  to	  the	  TT	  gauge.	  
	  
Ini>al	  accelera>on	  sa>sfies	  

	  
i.e.	  coordinates	  do	  not	  change,	  but	  adjust	  themselves	  as	  wave	  
passes	  so	  	  that	  par>cles	  remain	  ‘aTached’	  to	  ini>al	  posi>ons.	  
	  
Coordinates	  are	  frame-‐dependent	  labels.	  
	  
What	  about	  	  proper	  distance	  	  between	  neighbouring	  par>cles?	  	  

SUPAGWD,	  October	  2012	  



Consider	  two	  test	  par>cles,	  both	  ini>ally	  at	  rest,	  one	  at	  origin	  and	  the	  
other	  at	  
	  
	  
	  
	  
	  
i.e.	  
	  
	  
Now	  
	  
	  

	  so	  

In	  general,	  this	  
is	  >me-‐varying	  
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More	  formally,	  consider	  geodesic	  devia>on	  	  	  	  	  	  	  	  	  between	  two	  par>cles,	  ini>ally	  
at	  rest	  	  	  
i.e.	  ini>ally	  with	  
	  
Then	  
	  
	  
and	  
	  
	  
	  
	  
Hence	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
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Similarly,	  two	  test	  par>cles	  ini>ally	  separated	  by	  	  	  	  	  	  	  in	  the	  	  	  	  	  	  	  direc>on	  sa>sfy	  
	  
	  
	  
	  
	  
We	  can	  further	  generalise	  to	  a	  ring	  of	  test	  par>cles:	  one	  at	  origin,	  the	  other	  
ini>ally	  a	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  
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Solu>ons	  are:	  
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• 	  	  	  Distor>ons	  are	  	  quadrupolar	  	  -‐	  	  consequence	  of	  fact	  that	  	  	  	  
	  	  	  	  accelera>on	  of	  geodesic	  devia>on	  non-‐zero	  only	  for	  >dal	  	  

	  	  	  	  gravita>onal	  field.	  

	  

• 	  	  	  At	  any	  instant,	  a	  gravita>onal	  wave	  is	  invariant	  under	  a	  rota>on	  of	  	  
	  	  	  180	  degrees	  about	  its	  direc>on	  of	  propaga>on.	  

	  	  	  	  (c.f.	  spin	  states	  of	  gauge	  bosons;	  	  graviton	  must	  be	  	  S=2,	  	  

	  	  	  	  	  tensor	  field)	  
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Design	  of	  gravita+onal	  wave	  detectors	  
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Design	  of	  gravita+onal	  wave	  detectors	  
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34	  yrs	  on	  -‐	  Interferometric	  ground-‐based	  detectors	  
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Frac>onal	  change	  in	  proper	  separa>on	  

Gravita>onal	  wave	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  propaga>ng	  along	  	  	  z	  axis.	  
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More	  generally,	  for	  
	  
Detector	  ‘sees’	  
	  
	  
	  
	  
Maximum	  response	  for	  
	  
	  
	  
	  
Null	  response	  for	  
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More	  generally,	  for	  
	  
Detector	  ‘sees’	  
	  
	  
	  
	  
Maximum	  response	  for	  
	  
	  
	  
	  
Null	  response	  for	  
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Tipi	  di	  segnale	  



9. The Production of Gravitational Waves    (pgs 76 – 80) 

Net	  electric	  
dipole	  moment	  
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Gravita>onal	  analogues?...	  
	  
	  

	  Mass	  dipole	  moment:	  
	  
	  
But	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
	  
	  	  Conserva>on	  of	  linear	  momentum	  implies	  no	  mass	  dipole	  radia>on	  
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Gravita>onal	  analogues?...	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Conserva>on	  of	  angular	  momentum	  implies	  no	  mass	  dipole	  radia>on	  
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Also,	  the	  quadrupole	  of	  a	  spherically	  symmetric	  mass	  distribu+on	  is	  zero.	  
	  
	  

Metric	  perturba>ons	  which	  are	  spherically	  symmetric	  don’t	  produce	  
gravita>onal	  radia>on.	  

	  
	  
	  

Example:	  	  	  binary	  neutron	  star	  system.	  
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