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Capitolo 1

Analisi della tensione

1.1 Tensore degli sforzi di Cauchy
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1.3 Equazione di equilibrio al contorno
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1.5 Teorema di reciprocita delle tensioni
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1.6 Componenti

1.6.1 Significato fisico delle componenti del tensore
degli sforzi

Le componenti del tensore degli sforzi risultano:

Gij=e-(e;)=¢- L) .

Componente normale:
6p = & Le)

Componenti tangenziali:
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Modulo della componente tangenziale totale: 162 Significato fisico delle componenti
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1.6.3 Significato fisico delle componenti
dell’equazione indefinita di equilibrio
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1.7 Autotensioni e configurazione naturale

Si dice che un corpo continuo e soggetto a delle autotensioni
se il suo stato di sforzo, espresso dal tensore degli sforzi a, non
e nullo in presenza di forze applicate nulle. Questo significa che
lungo una qualunque superficie che divide il corpo in due parti
la distribuzione delle tensioni interne non ¢ in generale nulla,
nonostante siano nulle la risultante e il momento risultante di
tale distribuzione.

La configurazione che un solido assume quando non é sog-
getto a forze esterne viene detta configurazione naturale se le
autotensioni sono nulle.

1.8 Piccoli spostamenti e piccole
deformazioni (teoria del primo ordine)
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Capitolo 2

Analisi della deformazione

2.1 Tensori di deformazione e di rotazione infinite-
sime

11 gradiente degli spostamenti H puo essere decomposto nella somma di
una parte simmetrica € e di una parte emisimmetrica w:

H=¢€+ w, (2.1)
dove:
e:l(HJrHT) (2.2)
2 ’ )
w:l<H—HT) (2.3)
> . .
Le componenti di € e w in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
risultano:
1 (ou; ouj 1 (0ou; OJuj
L= - L= _ ) 2.4
=5 (axj Tox, ) YT ox; ox;)’ (24)

dove, ora e nel seguito, con x; si sono indicate le generiche coordinate dei
punti nella configurazione di riferimento del corpo, essendo questa, per via
dell’approssimazione lineare, I'unica configurazione in cui si eseguono delle
operazioni differenziali. Poiché H é dello stesso ordine degli spostamenti,
questo e vero anche per le sue parti simmetrica e emisimmetrica. Questo
implica che vale I'approssimazione lineare:

l+w)(l+e)=U+e)(l+w)=I+€+w=1+H. (2.5)

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

L’azione di I + H su un qualunque vettore materiale equivale dunque, nel-
I'approssimazione lineare, all’applicazione successiva di I + w e di I + € in
un ordine qualunque. La (2.5) consente quindi di esprimere la relazione
tra un elemento di linea materiale dX e il corrispondente elemento di linea
spaziale nella forma approssimata:

dx = (I+w)(I+€e)dX = (I +¢€) (I + w)dX. (2.6)

Poiché w é emisimmetrico, la quantita / + w rappresenta, a meno di infi-
nitesimi di ordine superiore negli spostamenti, una rotazione rigida dell’in-
torno del punto X in cui w ¢ calcolato (¢ una rotazione rigida dell’intorno di
X, non di tutto il corpo, poiché w é in generale variabile da punto a punto).
Per tale motivo w & detto tensore di rotazione infinitesima,! dove la dizione
“infinitesima” ricorda che cid e vero solo nell’approssimazione lineare. La
rotazione rigida dell’intorno puo essere dunque rappresentata da un vettore
di rotazione infinitesima @ tale che:?

wa=@xa. (2.7)

per ogni vettore a. Le relazioni tra le componenti del tensore di rotazione
infinitesima e quelle del vettore di rotazione infinitesima risultano quindi:

0 —Qz @y Wzy
[w]=| P 0 -, {p} =1 Wxz {, (2.8)
Py Px 0 Wyx

Si ribadisce che I + w rappresenta una rotazione dell’intorno di un punto
del continuo nell’ipotesi di piccoli spostamenti. In generale una rotazione e
rappresentata da una matrice ortogonale e non, a meno dell’identita, da una
matrice emisimmetrica.

Nell’approssimazione lineare, dunque, la parte simmetrica di H rappre-
senta tutta la deformazione dell’intorno, essendo ottenuta depurando gli
spostamenti dell’intorno da un moto rigido. Inoltre, la deformazione del-
I'intorno di un punto € nulla se il moto dell'intorno é rigido, cioe se, nell’ap-
prossimazione lineare, H ¢ emisimmetrico e quindi se la parte simmetrica
¢ nulla. La parte simmetrica € di H rappresenta dunque tutta la deforma-
zione nell’intorno di un punto e si annulla se e solo se I'intorno non si de-
forma. Per tale motivo € é chiamato tensore di deformazione infinitesima,’

L Infinitesimal rotation tensor nella letteratura inglese.
2 Infinitesimal rotation vector nella letteratura inglese.
3 Infinitesimal deformation tensor nella letteratura inglese.

15
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dove ancora una volta la dizione “infinitesima” ricorda che cio e vero solo
nell’approssimazione lineare.

2.2 Misure di deformazione

2.2.1 Dilatazione lineare

Si tenga conto che al fine del calcolo delle misure di deformazione si pos-
sono depurare gli spostamenti nell’intorno di un punto della quota dovuta
alla rotazione rigida e scrivere di conseguenza, in accordo alla (2.6):

dx =~ (I+¢€) dX oppure du~e€dX. (2.9)

Sia allora 7 il versore di una direzione uscente dal punto materiale X di
un continuo. Un elemento lineare d.X, uscente da X ed avente la direzione
e il verso di 7y puo essere messo nella forma (fig. 2.1):

er = derO, (2.10)

dove dL, rappresenta la lunghezza dell’elemento di linea. All’elemento d X,

du
r& dx,

dx,

X X

Figura 2.1: Calcolo della dilatazione lineare

uscente da X corrisponde, grazie alla (2.9), '’elemento dx, uscente da x tale
che:
dx, = (I+€) dX, =dL, (I +€) ro. (2.11)

Il modulo d¥, di dx, risulta quindi:

dly = \Jdx, - dx, = dL\ro - (1 +€)° 7o (2.12)

Nell'ipotesi di piccoli spostamenti, e quindi di piccole deformazioni, vale
I'approssimazione:

(I+€)?%=1+2€+¢€ ~1I+2€. (2.13)
Sfruttando inoltre lo sviluppo in serie di MacLaurin:
Vitx=1+ %x+o(x), x € R, (2.14)
la (2.12) permette di scrivere allora:

dly ~dLy\1+2rg-€rg =~ dL, (1 +rg-€ry). (2.15)

Ricordando che per definizione la dilatazione lineare €, della linea uscente
da X e avente la direzione di 7y vale:

df, —dL,
€ = ar, (2.16)
inserendo la (2.15) nella (2.16) si ottiene infine:
€y = ¥+ €Y. (2.17)

2.2.2 Scorrimento

Siano r( e sg i versori di due direzioni uscenti dal punto materiale X di
un continuo e ortogonali tra loro (fig. 2.2), quindi tali che:

ro-So =0. (2.18)

Due elementi lineari dX, edX; uscenti da X ed aventi le direzioni e i versi
di 7y e o possono essere messi nella forma:

er = derO. dXS = dLSSO, (2.19)

dove dL;, e dL; sono i moduli dei due elementi di linea. Gli elementi li-
neari dx, e dx; corrispondenti nella deformazione ai due elementi di linea
materiali dX; e dX; valgono:

dx, = (I+€) dX, = dL, (I + €) 1o, (2.20a)
dx; = (I+€) dX; = dLs (I + €) so, (2.20b)
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”& dx,

dx,

dx;

s
2 " ¥Yrs X

Figura 2.2: Calcolo dello scorrimento tra due linee inizialmente ortogonali

avendo ancora una volta depurato, in accordo alla (2.9), il contributo dovuto
alla rotazione rigida dell'intorno. Se y;s rappresenta lo scorrimento tra gli
elementi di linea d X, e dX; inizialmente ortogonali, I’angolo tra gli elementi
spaziali dx, e dx; vale 11/2 — y,s e quindi risulta:

. _ T _ dxy - dxg
siny,s = Cos ( > ym> = 7(1& ar, (2.21)

dove d¥, e d¥s sono i moduli di dx, e dx; rispettivamente. Si tenga ora
conto che tra le lunghezze d¥, e d¥; degli elementi di linea spaziali e quelle
dL, e dL; degli elementi di linea materiali valgono le relazioni seguenti:

d‘gr = (]. + E'r) dLr, d‘gg = (]. + ES) dLS, (2.22)

dove €, e €5 sono le dilatazioni degli elementi di linea dX, e dX; rispetti-
vamente. Inserendo nella (2.21) le relazioni (2.20) e (2.22) e tenendo conto
che I + € € un tensore simmetrico si ottiene allora:

ro- (1+¢€)°so

(1+6&)(1+e)’ (2.23)

Yrs = arcsin
Poiché ry - Isy = vy -so = 0, avendo sfruttato la relazione di or-

togonalita (2.18), ed utilizzando l'approssimazione (2.13) dalla (2.23) si

ottiene:
2(ro - €50)

~ in —————. 2.24
Yrs Baresin =m0+ e) (2.24)

Tenendo poi conto del seguente sviluppo in serie di MacLaurin:
(1+x)1=1-x+o0(x), x € R, (2.25)

risulta, nell’approssimazione lineare:
(1+€r)71(1+€5)71 :1_67_65. (2.26)

La (2.24), sfruttando l'approssimazione (2.26) e lo sviluppo in serie di
MacLaurin della funzione arcsin:

arcsinx = x + o(x), x € R, (2.27)
fornisce infine il risultato cercato:
Yrs = 2(¥g - €5p). (2.28)

Si noti che il vettore € sy ¢ 'immagine del versore della direzione sy do-
vuta all’azione della trasformazione €. Dato che la dilatazione € della linea
so vale s - € 8o, ne risulta che la componente del vettore € sy nella direzione
so vale €8¢ (fig. 2.3). La differenza € sy — €559 coincide quindi con la proie-

A So
A €sS0
€Sy
Yo R
-
Ys/2

Figura 2.3: Scorrimento tra una linea e una superficie

zione del vettore immagine € sy sul piano perpendicolare a sg. Detto ¥y un
generico vettore del piano ortogonale a s, risulta allora:

2{€so — €S0} ~1o =2rp - €Sy = Yys, (2.29)

per via della (2.28) e poiché o -s¢p = 0. Si tenga ora conto che, per I'ipotesi di
piccole deformazioni, gli scorrimenti tra due linee, cosi come la differenza
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tra il versore di una linea deformata e quello della corrispondente linea
indeformata, sono quantita piccole e che quindi ne consegue:

sinyys ® yrs, ¥ =to,  S=So. (2.30)

La (2.29) afferma allora che il vettore scorrimento y; tra la linea sq e il piano
ortogonale ad essa vale approssimativamente:

Ys = 2(€80 — €5S0). (2.31)

Se poi x e v sono due assi ortogonali giacenti nel piano ortogonale alla
direzione indeformata sy ne risulta la seguente scomposizione di y;:

Ys = Yxslx + Yysey. (2.32)

Si ricordi che il vettore scorrimento y; tra una linea ed una superficie or-
togonale a questa giace nel piano tangente alla superficie deformata ed ha
modulo sin ys, con y; scorrimento massimo, mentre il vettore 2(€ sg — €55p)
che I'approssima giace nel piano tangente alla superficie indeformata.

2.2.3 Significato fisico delle componenti del tensore di
deformazione

Sia dato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz e siano
ey, e,y e e; iversori degli assi cartesiani. Nell'ipotesi di piccoli spostamenti,
tenendo quindi conto della relazione (2.17), le dilatazioni delle linee uscenti
da un punto materiale X del continuo e parallele agli assi coordinati valgono:

Ex R ex- €€y, €y =e€y-€e€y, €;=e; €e;. (2.33)

se € ¢ il tensore di deformazione infinitesima nell’intorno del punto X. Ana-
logamente, gli scorrimenti delle stesse linee, ricordando la relazione (2.28),
risultano:

Yzy = ¥Yyz = 2(ez - fey),

Yxz = Yzx Z(ex . Eez), (2.34)

Yyx = ¥Yxy = Z(ey -€ex).

Q

Dalle (2.33) e (2.34) consegue quindi la seguente rappresentazione del ten-
sore di deformazione infinitesima € nel dato sistema cartesiano ortogonale

Oxyz, valida nell'ipotesi di piccoli spostamenti:

€x %ny %sz
1 1
[€] = | 2Yyx €y 3Yyz|. (2.35)

1 1
2¥zx  3¥zy €z

Tenendo conto delle relazioni tra componenti di deformazione e com-
ponenti di spostamento riportate nelle prime delle (2.4), ne conseguono le
seguenti espressioni, valide nell’approssimazione lineare, tra le dilatazioni
e gli scorrementi delle linee coordinate uscenti da un punto e le componenti
di spostamento:

_ou

€Ex = X’ (2.36a)
€y & % (2.36b)
€z = &%} (2.360)
Yzy = aa—l; + g—lz} (2.36d)
Yxz = % + Z%Cu (2.36e)
Yyx = g—z + Z_;L (2.361)

Poiché, per via della simmetria, le componenti indipendenti del tensore di
deformazione sono 6, risulta possibile rappresentarlo, come gia il tensore
degli sforzi, con un vettore algebrico di deformazione {€} di dimensione 6.
E usuale riportare in tale rappresentazione le dilatazioni e gli scorrementi
delle linee coordinate:

e )
€y
€z

€l = - (2.37)

{e} Yoy

Yxz

Yyx ]
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Stante il significato fisico (2.35) delle componenti di deformazione, nel vet-
tore di deformazione sono quindi riportate le componenti diagonali e il dop-
pio di quelle non diagonali del tensore di deformazione. La scelta (2.37) per
il vettore algebrico di deformazione, associata alla definizione precedente-
mente data del vettore algebrico {o} di sollecitazione, permette di esprime-
re il prodotto scalare tra il tensore degli sforzi o e quello di deformazione
€ nella forma algebrica:

o-e= {0} (€. (2.38)

Infatti, tenendo conto della simmetria di o e €:

1 1
O-€=), 0ij€ij = Ox€x + Oy€y + 026z + (Eazyyzy + anzyyz)

1 1 1 1
+ (Eo'xz}’xz + Eo'zx}’zx) + (EO'yx}’yx + Eo'xy}’xy)

= Ox€x + Oy€y + 026z + OzyYzy + Oxz¥xz + OyxYyx = {O'}T {e}. (2.39)

2.2.4 Coefficiente di dilatazione cubica

Per valutare la variazione di volume nell’intorno di un punto materiale
X si consideri in tale intorno un cubo elementare di lati di lunghezza dL
e paralleli agli assi coordinati di un sistema cartesiano ortogonale Oxyz
(fig. 2.4). 11 volume dV, del cubo indeformato vale quindi:

dvy =dr? (2.40)

Sempre con riferimento alla fig. 2.4, dove gli assi X, ¥ e 2 indicano le
direzioni uscenti dal punto spaziale x corrispondenti nella deformazione
alle direzioni degli assi x, ¥ e z uscenti dal punto materiale X, il volume dV
del cubo deformato vale:

dV = (1 + €) (1+ey) (1 + €2) COS Yy cOS y- dL3, (2.41)

dove yyx, € lo scorrimento tra gli assi x e y mentre y, ¢ il modulo dello
scorrimento tra l'asse z e il piano x7y. Nell'ipotesi di piccoli spostamenti
la (2.41) diventa:

dV =~ (1+ex + €y +€;)dL?, (2.42)

avendo tenuto conto che in tale ipotesi risulta cosyyy = 1 e cosy, = 1.
Sfruttando i valori dei volumi deformato e indeformato fornito dalle (2.40)

dL

Figura 2.4: Coefficiente di dilatazione cubica

e (2.41) si ottiene il valore, nell’approssimazione lineare, del coefficiente di

dilatazione cubica:
dv - dVy

dvy
La rappresentazione (2.35) del tensore € di deformazione infinitesima per-
mette di identificare il coefficiente di dilatazione cubica con la somma degli
elementi diagonali di tale rappresentazione.
Poiché la somma degli elementi diagonali della rappresentazione carte-
siana ortogonale di un tensore doppio A definisce la traccia tr A di A risulta
quindi:

0 = N €Ex + ey + €. (2.43)

0~ tre. (2.44)

Gli elementi diagonali della rappresentazione cartesiana ortogonale del
tensore w di rotazione infinitesima sono nulli, essendo il tensore
emisimmetrico. Risulta quindi nulla anche la traccia di w e si ha quindi:

tre = tr (Gradu — w) = tr Grad u. (2.45)

La rappresentazione del gradiente materiale degli spostamenti e la defi-
nizione di divergenza di un vettore* permettono di porre la (2.44) nella

4La rappresentazione cartesiana ortogonale della divergenza di un vettore generico a
funzione del punto materiale, e quindi delle sue coordinate materiali x,y e z, risulta:
. Jda oa oa
Diva = —= + —2 + =2,
0x k% 0z
dove l'iniziale maiuscola dell’operatore di divergenza ricorda che in linea di principio ta-
le operazione differenziale va eseguita nella configurazione di riferimento, che comunque,
nell'ipotesi di piccoli spostamenti, coincide approssimativamente con quella deformata.
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variazione di volume
che compete a dSp,

approssimativamente
di misura dSy (u - N)

Figura 2.5: Flusso degli spostamenti

forma:
0 ~ Divu. (2.46)

Per ottenere quest’ultima formula, si puo anche considerare un volume V
(fig. 2.5) contenente il punto materiale X in corrispondenza del quale si
vuole calcolare la dilatazione cubica e tenere conto che la variazione del
volume uguaglia, a meno di termini di ordine superiore negli spostamenti,
il flusso sul contorno 0V del volume degli stessi spostamenti:

V-Vy= J u-NdSy. (2.47)
vy
Risulta allora:
J u-NdSy
0 ~ lim 2% = Divu. (2.48)
Vo—X Vo

2.3 Compatibilita della deformazione

Se é dato un campo di deformazione €(X) e lo si vuole integrare in un
campo di spostamenti u(X) occorre valutare innanzitutto il tensore di ro-
tazione infinitesima w al fine di ottenere il gradiente degli spostamenti uti-
lizzando la sua decomposizione (2.1). A tal fine si noti che un campo di

deformazioni definisce il gradiente del tensore di rotazione infinitesima. In-
fatti derivando rispetto alla generica coordinata xj la generica componente
wjj del tensore di rotazione infinitesima, fornita dalla seconda delle (2.4),
si ottiene:

owyj 1
oxy,

N

X ;0x)p  0x,0x),

(s
(aa

0%u; %u; )
2u

azuh

ax

1 Puy . ’un
Xp0x; 0x;0X; 2 \0x,0x; 0x;0x;

)
IR T R
{550 52)

C 2 (1w pw)) @ (1 (o s
S ox; (2 \ox,  ox ox; ox,  0x;) )’
e quindi:
Owij _ i _ 9. (2.49)
ox,  0x;  0Xx;

Integrando prima il gradiente di w e poi quello di u si ottiene, se tali inte-
grazioni sono fattibili, il campo degli spostamenti di cui il dato campo di
deformazione rappresenta la parte simmetrica del suo gradiente.

E intuitivo che in generale tale integrazione non ¢ possibile, poiché il cam-
po degli spostamenti incognito é individuato dai tre campi scalari delle sue
componenti, che a loro volta devono soddisfare le 9 equazioni differenziali
espresse dalla prima delle (2.4), di cui solo 6 indipendenti per la simme-
tria del tensore di deformazione. Si hanno dunque 6 equazioni differenziali
per definire 3 campi incogniti. Le condizioni che il campo di deformazione
deve soddisfare rappresentano innanzitutto le condizioni per I'integrabili-
ta delle (2.49) nel campo tensoriale emisimmetrico w. Se il corpo continuo
€ monoconnesso, condizione necessaria e sufficiente per tale integrabilita,
come noto, é che le derivate seconde delle componenti di w rispetto a due
generiche coordinate siano invertibili (teorema di Schwartz):

azwij _ azwij
0x,0x;,  0x,0x,

=0. (2.50)

Inserendo in tali condizioni le (2.49) si ottengono le condizioni di in-
tegrabilita espresse per il tramite del dato campo € di deformazione.
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Posto:
2. 22 2, Ly
Rijhk = ( 0%€in - €n )—( 0%€ik - &k ), (2.51)
0x;0x;  0x;0xy 0x;0x)  0x;0x)
si ottengono le condizioni:
Rijnk = 0, (2.52)

dette equazioni di compatibilita (o di congruenza) di Saint-Venant. La (2.51)
definisce in ogni punto del continuo un tensore R del quarto ordine det-
to tensore di incompatibilita e dipendente dal dato campo di deformazio-
ne. Si osservi che, indipendentemente da €, le (2.52) sono identicamente
soddisfatte se i = j oppure h = k e che inoltre valgono le identita:

Rjink = Rijkn = —Rijnk, (2.53a)
Rijnk = Rpkij- (2.53b)

Ne consegue che le equazioni di compatibilita (2.52) indipendenti si
riducono a 6, che per esteso si possono scrivere:

0%e, 0%, 0%yzy

ayZ + 5 . azay =0, (2.54a)
d%€x 0%z 0%yxz _

e e (2.54b)
2 2 2

0°€y  0%ex  OYyx _ 0, (2.540)

ox2 * dy2  dyox

0%€x + 82)’zy BZsz BZny

0z0y dx2  0ydx 0zdx =0, (2.54d)
azey 0%yxz az)’xy az)’zy

axoz " ay?  dzdy oxdy (2.54¢)
0%€. aZny 52}/3/2 0%Yxz —o. (2.54f)

dydx = 0z2  9xdz 0ydz

Ottenuto il tensore di rotazione infinitesimo w occorre integrare le
equazioni:
aui

= €jj + Wij. (2.55)

Nel caso di corpi monoconnessi, la condizione necessaria e sufficiente
per tale integrabilita richiede ancora una volta l'invertibilita dell’ordine di
derivazione:

azui azui

0x;0x), - 0x),0x; =0 (2.56)

Tenendo conto delle relazioni (2.49), 1a (2.56) é identicamente soddisfatta ed
€ quindi a tal punto possibile integrare la (2.55) nel campo degli spostamenti
incognito.

Se il corpo continuo e pluriconnesso, le condizioni di compatibilita (2.50),
come noto, sono solo necessarie. Per poter integrare la (2.49) nel campo
emisimmetrico w occorre anche che sia nulla la circolazione del gradiente
di w su una qualunque curva chiusa che non possa ridursi con continuita
a un punto senza fuoriuscire dal dominio del corpo continuo. Detta £ una
qualunque di tali curve chiuse e con riferimento al vettore assiale @ di w,
deve quindi risultare:

f{) (grad ) tds = 0, (2.57)

dove t ¢ il versore tangente alla curva. Se questa condizione ¢ soddisfatta
per una delle dette curve chiuse, lo ¢ automaticamente per tutte quelle cur-
ve chiuse che possono trasformarsi con continuita nella detta curva senza
fuoriuscire dal corpo. Questa circostanza restringe il numero delle curve
chiuse su cui imporre la condizione (2.57) al numero delle connessioni del
COrpo meno uno.

Sempre nel caso di pluriconnessione del corpo, per poter poi integra-
re la (2.55) nel campo degli spostamenti u, occorre imporre le analoghe
condizioni di circolazione nulla del gradiente degli spostamenti:

ﬁ(e +w)tds = 0. (2.58)
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Capitolo 3

Direzioni principali di tensione e di
deformazione

Nel caso del tensore degli sforzi o, I'equazione determinatri-
ce degli autovalori ed autoversori si scrive:

on=An,

dove n rappresenta il versore normale di un elemento di su-
perficie nell’intorno del punto in corrispondenza del quale la
tensione interna é individuata da o.

Poiché o n rappresenta la tensione agente nell’elemento di
superficie di normale n, e evidente il significato fisico delle
direzioni principali di tensione. Su un elemento di superficie
di normale una direzione principale la tensione ¢ normale alla
superficie stessa e sono quindi nulle le tensioni tangenziali.

La fongions V\QMAGQR VBQR Ve t

G=1-(0n).
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7\/04\0 w\o\‘is/o %/Q,a MOWQO(\‘ ({QQ \ngo& M/bjzp G?Ciu‘
om0 e Aot Yeugion; ?rfm‘mfi.

lo dieziow Princ I)QOA c[; Mwmau‘wg, 41
onaw Mve (e PI‘Q’Q‘QVMCQ ,D( P{O‘OOJU}VJ S% Quth\/@( )

(3 QU&O\/(’, ofi pudlo d € :

€ty =\t

23



24 Capitolo 3. Direzioni principali

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Prof.Daniele Zaccaria

Si ricorda che la dilatazione di una linea ty di versore tg
vale:

€: = by - €lp.
Ne consegue che un autovalore rappresenta la dilatazione del-
la linea uscente dal punto individuata dall’autovettore asso-
ciato e per tale motivo gli autovalori del tensore di deforma-
zione sono anche detti dilatazioni principali. Se t, ¢ una dire-
zione principale di € allora risulta nullo lo scorrimento y; di
tale linea con il piano perpendicolare:

Y = 2(€t0 — Ett()) = 0,

poiché €; rappresenta I’autovalore associato alla direzione t,.

Ne risulta che una direzione principale puo subire una di-
latazione (salvo che 1’ autovalore non sia nullo), ma non degli
scorrimenti con le rette del piano perpendicolare alla stessa
direzione principale.

Ricordando la proprieta di estremo dei valori principali, ne

risulta che il massimo ed il minimo valore
?(\'V\QV\Q‘L &A h».c/\m M,O,Q'I \'\A}om di v P\M}o rgf_
fmmw n‘gfe}ﬁm i\ MASAWY 2 il mwwimo

A vk, s
s

Analogamente, la massima e la minima dilatazione nel fascio
di sostegno un punto coincidono con il massimo e il minimo
traivalori delle dilatazioni principali.

Si ricorda inoltre che i vettori ortogonali ad una direzione
principale v si trasformano ancora in vettori ortogonali alla
stessa direzione. Quindi su tutte le giaciture di sostegno la
direzione principale v la tensione risulta ortogonale alla dire-

T:I\, Liewond g,

W (\\/\U(?g’
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zione principale. Questo € in accordo con il teorema di recipro-
cita delle tensioni tangenziali, che richiede che sulle giaciture di
sostegno v le componenti tangenziali agenti in direzione v sia-
no nulle poiché sulla giacitura principale sono nulle le tensioni
tangenziali reciproche.

Che nel caso del tensore di deformazione il vettore eu sia
perpendicolare alla direzione principale ¢ invece in accordo col
fatto che eu - v rappresenta meta dello scorrimento y,, trala
linea principale v e quella ortogonale u.

Per quel che riguarda la rappresentazione di Mohr occorre
considerare che sugli assi del piano di Mohr vanno riportate, nel
caso del tensore degli sforzi o, le tensioni normali o in ascissa
e le tensioni tangenziali T in ordinata. Nel caso del tensore di
deformazione € vanno invece riportate le dilatazioni lineari € in
ascissa e la meta degli scorrimenti %—y in ordinata.

Nel caso piano, detto Oxy il sistema di coordinate cartesia-
no ortogonale destro, la circonferenza di Mohr si puo tracciare
a partire dai punti rappresentativi degli assi x e v che hanno
coordinate (0, —Tx,) e rispettivamente (0, Txy) nel caso del-
la tensione e (€y, —%yxy) e rispettivamente (€., %yxy) nel caso
della deformazione.

Si ricordi infine che esistono sempre tre direzioni principali
ortogonali tra loro e che quindi e sempre possibile, senza restri-
zioni, assumere localmente un sistema principale di coordinate
cartesiano ortogonale, sia per quel che riguarda la tensione che
per quel che riguarda la deformazione. Tali sistemi di coordi-
nate hanno gli assi coincidenti con tre direzioni principali di
tensione oppure, rispettivamente, con tre direzioni principali
di deformazione. Si noti che in generale il sistema di coordina-
te principale indotto dalla tensione non coincidera con quello

indotto dalla deformazione. Si noti inoltre che tali sistemi di
coordinate sono locali poiché i tensori degli sforzi e di deforma-
zione, e quindi le loro direzioni principali, variano in generale
da punto a punto.

Le tre direzioni principali di tensione associate ad ogni punto
del corpo, ortogonali tra loro, inviluppano tre famiglie di curve,
pure ortogonali tra loro, dette linee isostatiche. In particolare,
le linee isostatiche hanno la proprieta che una qualunque gia-
citura ortogonale ad una di tali linee e soggetta solo a tensione
normale e non a tensione tangenziale.

Per quel che riguarda il tensore di deformazione si tenga con-
to che le direzioni principali di deformazione restano invariate
a seguito della deformazione stessa e che la rotazione rigida
dell’intorno lascia ortogonali tre direzioni inizialmente ortogo-
nali. Si puo allora affermare che esistono sempre tre direzioni
ortogonali uscenti da un punto che restano ortogonali anche
dopo la deformazione.
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Si ricordi che questo risultato dipende dal fatto che il secon-
do asse del riferimento locale, quello che in tal caso fornisce la
componente tangenziale della tensione, si ottiene ruotando il
primo asse, e cioé I'asse x, in senso orario sulla faccia positiva .
del piano x7, faccia di asse n uscente positivo. In altre paro-
le la componente tangenziale da riportare nel piano di Mohr e
valutata rispetto all’asse —7, avente la direzione di » ma verso
opposto. Sinoti che se la componente tangenziale é positiva nel
riferimento locale allora induce una rotazione oraria ad un ele-
mento di volume avente sul contorno la giacitura su cui agisce
la tensione tangenziale stessa.

m N/mm?

visti dalla pagina
positiva individuata
dal versore ey x e,
(che nel caso in
esame coincide con
yr il versore ey)
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tan &g = = 2.
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Ky = — arctan v2 = —54.74°.

Y, "Qslhmh) d cosemo CU(Q)‘\NQ (,L ; ((SFL’/HO

a X WVQL 1/% Q/ANHQUCL.'

N

XC = arccos A3 = 54.74°,

SCALA

0 02 04 06 OB

G \/\aga c\m%&_

onesen i ePop
(ywweqi puri

NN 7

Cos Xy = 1/3




Prof.Daniele Zaccaria

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Capitolo 3. Direzioni principali 33

Alternativamente, utilizzando la formula che individua la
direzione principale T rispetto al primo asse (nel nostro
caso l'asse x) si ottiene:

t = = = = — 2’
an xg T ~ 7500 V2
e quindi:

Xy = arctan(—\/E) = —54.74°.

Tenendo poi conto che:

—/200
or=e-0e = |0 & —./1|1 200 } =20 N/mm?,
oo 11| Vo

si puo utilizzare invece la formula che individua entrambe
le direzioni principali. Si ottiene:

=2 = 2v2
O-x - O-y' ].O - 20 \/—’

tan2¢, =

e quindi:

1
X, = Earctan(Zx/?) = 35.26°.

Poiché I'arcotangente di un angolo € compresa tra —1t/2 e
/2, applicando tale funzione I'angolo «, che si ottiene ¢é
compreso tra —7/4 e /4. L’angolo « € all'infuori del dato
intervallo e quindi applicando la funzione arcotangente si
ottiene I'angolo che individua, sempre rispetto all’asse X,
I'altra direzione principale.

3.2 Esercizio sulle direzioni principali di
deformazione

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo,

in componenti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia
individuato dalle seguenti equazioni scalari:

u= {(1 m_2> x> -6y + (2 m)}><10‘3,
- {_ (3 m_l) x*+3y - (4 m)}><10_3’

w=-(1m2)z*x107%.

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infi-

nitesimi nel punto P di coordinate (0,0, 1 m);

2. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione

rigida dell’intorno del punto P;

3. Determinare dilatazione e scorrimento massimi (in modu-

lo), sempre nel punto P;

4. Con riferimento al sistema locale Pxyz, determinare lo

scorrimento, nel punto P, tra 'asse x e la bisettrice s del
primo quadrante nel piano yz, orientata dal punto P al-
I'interno del primo quadrante, e dire se I’angolo tra x ed
s aumenta o diminuisce.

SOLUZIONE

Il gradiente degli spostamenti vale:
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—

(3 m‘z) x> -6 0
[%rad _b_l} =|- (6 m"l) x 3 0 x1073.
0 0 —(3 m‘z)zzJ

NIJZ ?vnko (0,0,1m) & lqa quindi:

0 -6 0]
Mﬁj _(i]z 0 3 0 [x103
0 0 -3]
o -3 o]
£l = -3 3 0 |x107
0 0 -3 ]
0 -3 o]
r l= 13 0 o X107,
c o 0

Il vettore della rotazione rigida dell’intorno del punto P ha
componenti:

C

EIRRTRNG

Ix10

e ne risulta una rotazione di ampiezza 3 X 10 3 rad attorno
all’asse z .

Ulse 1 appesal o dircaions ?n’wu")apl ds
hoos on dilihcioe yn'uu'on,& paci @
¢, =~ 340"
Le alle due didaleini prucipei o determinono proads;

=N =30

det =
“307 3o )

Si ottiene:

A= 30 = 901070 = (0

A Y/2

fzg afa ¢ TXM =785

s

Enax = 4.85%10"°
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Capitolo 4

Stati elementari di tensione
e di deformazione

4.1 Trazione semplice

P die e & ha tazowe %M?w@{oe i dicion
Wllese b se g fugion, in ous %aahm di
wormal f , € o("“%w\ﬂjzl a4 ?{au’\‘t/(a v wauke
) oo i volume

, 2 5e 2 }%\9{0\&/ n

EA L="r¢&
|
l —_— -
e ‘Lt—"——r’@z
ol -
e,
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e qlinge gisohen & semo 2 o> bl
Taon Gistowa  di cileciuamto Oxy%é | fousore

T b e b oupeank

00 0
g =000
¢ O p

Naturalmente se P< ¢ 6/3 }WM Wtz MQ&
%AQCA\VR b mrm@Qﬂ Y o éx\x}@/«/\}i %QzQ’@QQAwJo

Circonferenze di Mohr (coincidenti)
relative alle infinite direzioni princi—
pali giacenti nel piano ortogonale a z

7

NF%(

Circonferenza di Mohr (degenere)
relativa alla direzione principale z
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Ad( \,‘»me e in tal caso, pill propriamente, <1 ?NQA A

G)\Mlprﬁ,%{ oue %ufi)a"% .

4.2 Dilatazione semplice

La controparte deformativa della trazione semplice e
lo stato di dilatazione semplice in una data direzione.
Se la direzione della dilatazione é quella dell’asse z, si
richiede che si abbia dilatazione nella direzione di tale
asse, mentre la dilatazione nelle direzioni ortogonali al-
I’'asse z devono essere nulle cosi come gli scorrimenti tra
I’asse z e gli assi ortogonali a questo.

R\ uncf(e&wvz\ di (ipe{iWo 017% ﬁa CW‘T?W}I

&; g r(w@'&ug:

4.3 Trazione uniforme

g"‘ CL(C@ C\ML N un Y«/\A}G C{j un @A}l‘nuo S M
uno @\’A)fo c\j }ra'a‘wt uw{ﬁom $e !% MA@{M

W ywa 1«/62»/\/\1& T‘ad\h;((\, w&';m}omd& Pwl}o

;A Ve

t=adn

QTS& or\ﬂgm/ajlmw}e 3994 %aa}wa,
Q\/Qﬂh s«‘zbm‘pl—f/.) C\pL JZ& t&,«%{wﬂ, A,(wo, avere &
direzions 180 \/\OfMﬂQJL n:

on =a0 pr w1
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3 1\&4}‘0 " ‘?y% bilk e e 499,0 e 4 'Qfmru'ous{, Analogamante alla trazione uniforme, nel caso della defor-
mazione si ha la dilatazione uniforme:
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4.5 Taglio semplice
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4.6 Scorrimento semplice

Si ha scorrimento semplice se in cubo elementare nel-
I'intorno di un punto una faccia scorre rispetto a quella

parallela.
Z A

By

X

Le componenti, nel sistema di riferimento Oxyz illu-
strato in figura, del campo degli spostamenti u, nell’ipo-
tesi di piccoli spostamenti, risulta:

u=90
vV=Yz,
w=0

dove y rappresenta lo scorrimento tra le linee parallele
agli assi coordinati y e z.

Dal campo materiale degli spostamenti si ottiene il
gradiente materiale degli spostamenti Grad u:

000
[Gradu]=]0 O y
000

La parte simmetrica e quella emisimmetrica del gra-
diente materiale degli spostamenti forniscono rispetti-
vamente i tensori di deformazione infinitesima € e di
rotazione w:

0 0 O 0O 0 O
[el=|0 0 3¥|, [wl=|0 0O 3y
03y O 0 —3y O

Si noti che la rotazione rigida dell’intorno ha ampiez-
za %y e avviene attorno all’asse x. Nella figura seguente
e illustrato 'effetto della sola deformazione.

4.7 stato di tensione monoassiale
Ca{ c\/{Ce c\u S \A/A Qh}o A.A }’Q&S{M www&;’%a/QQ
Ce Q/é }‘b\w\m , v und qw«QumIve 7{30«‘}0(2 ) ha
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0y =Ty, &
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4.8 stato di deformazione monoassiale

Si dice che lo stato di deformazione nell’intorno di un punto
€ monoassiale se gli spostamenti dei punti di tale intorno, de-
purati dell’effetto della rotazione rigida locale, avvengano tut-
ti in una direzione comune. Se la direzione comune ¢ quella
dell’asse z deve dunque risultare:

€Y = Aey,

dove r e il versore di una generica direzione uscente dal punto
in cui lo stato di deformazione ¢ monoassiale e A, uno scalare
eventualmente dipendente dalla direzione. Poiché la relazione
deve valere anche per la direzione dell’asse z, ne consegue che
I'asse z € un asse principale. Questo assicura che gli scorrimen-
ti tra ’asse z e gli assi ortogonali a questo sono nulle. Inoltre,
se x e un qualunque asse ortogonale a z, il vettore di deforma-
zione deve avere la direzione di z e quindi la sola componente
Yxz che, come gia visto, e nulla. Ne consegue che lo stato di
deformazione monoassiale coincide con quello di dilatazione
semplice.

4.9 stato di tensione piano

In B caso o riciede dla feusions aj)zu)re in

UWA quﬂ&m\(‘vk T‘Adh{é ds U2\ f@ﬂlypﬂﬂ/l 34
un piére e &y (&”)re%ﬂh 1 verse normaly

&Q. ‘)121»0 W ?v\v\L\ el
?z’@:.@):O; per o N
Poq QA Gimu&)((ia i 0 o(vessh C)\«&iu‘m c&w‘Mh

D(qg;é) =0 per 071,\,4 n

Me ol alon e 0o Teugione i una Wu‘lvra
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Capitolo 5

Principio dei lavori virtuali

Sia data una possibile configurazione B di un corpo solido,
di contorno 0B, non soggetto a vincoli esterni

Un sistema di forze e tensioni agenti nella data configurazio-
ne B del corpo é definito una volta che siano date le forze di
volume f, quelle di superficie p e il tensore degli sforzi o quali
campi arbitrari in B. Il dato sistema di forze e tensioni € equili-
brato se sono soddisfatte le equazioni si equilibrio indefinite e
al contorno:

divo+ f =0, in B, (1a)
on=p, su 0B, (1b)

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

dove n ¢ la normale uscente dalla superficie 0B del contorno
del solido e I'operatore divergenza e definito in B.

Un sistema di spostamenti e deformazioni virtuali del dato
corpo nella data configurazione B ¢é definito una volta che sia-
no dati un campo di spostamenti u e un campo di deformazioni
€ infinitesimi e congruenti. Si sottolinea il fatto che il termine
infinitesimo non ¢ sinonimo di piccolo ma di parte prima: gli
spostamenti « e le deformazioni € virtuali sono la parte prima,
negli spostamenti stessi, di spostamenti e di deformazioni fini-
te. Uno spostamento virtuale non € approssimato dalla parte
prima di uno spostamento, uno spostamento virtuale é la parte
prima di uno spostamento. La congruenza richiede che il campo
di spostamenti virtuale sia in accordo con le ipotesi di continui-
ta e di differenziabilita a suo tempo discusse e che la deforma-
zione € sia quella generata dallo stesso campo di spostamenti
virtuali. Le parti prime di un campo di spostamenti e dell’asso-
ciata deformazione soddisfano, in modo esatto, I'equazione di
congruenza linearizzata:

1 T
€= 5 (gradu +gradu ) , (2)

dove I'operatore gradiente ¢ definito in B.
Il lavoro L. del sistema di forze esterne f e p per gli sposta-
menti virtuali u viene detto lavoro virtuale esterno:

Lvez[ p-udS+Jf-udV. 3)
o8B B

11 lavoro L,; del sistema di forze interne o per le deformazioni
virtuali € viene detto lavoro virtuale interno:

Lii = J o-edV. 4)
B

47
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Principio dei lavori virtuali. il sistema di forze e tensioni f, p
e o é equilibrato se e solo se il lavoro virtuale L., delle forze
esterne uguaglia il lavoro virtuale L,; delle forze interne per ogni
sistema di spostamenti u e deformazioni € virtuali congruenti:

Lye = Lvi. (5)

Dimostrazione. Si supponga allora che le forze e tensioni f, p
e o siano equilibrate.

Tuawa¥e | accone tasfonmare WM}%@L ol super—
%‘u‘t Nidizrando Q‘qﬁm& QV\‘Q«’LHO 3 koo
e il Y@MAQQQ/A c\iquQM?/.\ :

gass-'u 45 = §% 14 zyf gy -ndf

0®

Risulta in generale:
div(A'a) =(divA)+a+A.grada,

dove A éun qualunque campo tensoriale in generale non sim-
metrico e 4 ¢ un qualunque campo vettoriale. Infatti:

“ 2
div (ATQ) = Zb %:(AT.Q)‘. = Zl() (a—x:(Aal a&) —

= Z‘J ())C‘ + Z ]l iax
_ Z* (dva)d: aj + th Aji (%(ac\ ﬂ)'{ .

Si ottiene quindi:

n
gmf.g_olg = &5 diva M\/er&c_r» aradu dV,

Tuwolkre

G grdu = @+ T E =0

?O{C\kl\/ i it &QW/& Gianghia c{/«g € i@@&] Quuisinmel(1d C[/ &/

¢ g =0 .

Tn debiwitiva -
N
ga@) Py dS = f@) div 0 QJ\/JrSO)JQ-_Q_A\/,
% QV(\/\C\/;:
uclg F VO 4T ) .
(P gﬂ udV = 6}{& o+1) gJV+fg§AV,
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Tw wirtd M\quu‘w wdshiwih 4 eqv\‘Qx\»rio ML
Wy (owe MR wone Ta (5) .

Si supponga poi che la (5) valga per ogni sistema di sposta-
menti u e deformazioni € virtuali congruenti. Procedendo nel
senso inverso si ottiene allora:

I (diV0'+f)-udV+J (on—p)-udS =0. (6)
B 9B

Come detto, la (6) deve valere per ogni campo u di spostamenti
virtuali, e questo fa si che puo essere soddisfatta se e solo se
le funzioni divo + f e on — p che sotto il segno di integrale
sono moltiplicate per il campo u si annullano in tutti i punti del
relativo dominio di definizione.! Ne conseguono le equazioni di
equilibrio (1), come volevasi dimostrare. [ ]

Si noti che in termini dei vettori algebrici {o} di sollecitazio-
ne e {€} di deformazione virtuale il lavoro virtuale interno si
scrive:

Ly = j (o}" (€} av. %
B

Sinoti poi che per applicare il principio dei lavori virtuali nel-
la forma testé dimostrata, occorre che il corpo oggetto di con-
siderazione non sia vincolato. Se cosi non é occorre svincolarlo
e considerare le reazioni vincolari parte delle forze esterne.

Si noti inoltre che il principio dei lavori virtuali non e ristret-
to all'ipotesi di piccoli spostamenti, poiché tale ipotesi non ¢
stata utilizzata nella dimostrazione. Si noti comunque che la

ILa dimostrazione rigorosa di questo fatto appartiene al calcolo delle variazioni ed é a
volte citata in letteratura con il nome di lemma fondamentale del calcolo delle variazioni.

configurazione B e quella nella quale sono definite sia le for-
ze e le tensioni che gli spostamenti e le deformazioni virtuali
ed e inoltre la configurazione nella quale si impone sia I’equili-
brio delle forze e tensioni che la congruenza degli spostamenti
e deformazioni virtuali. Se e data una configurazione By di ri-
ferimento, il campo degli spostamenti finiti che individuano, a
partire da questa, la configurazione deformata conseguente al-
I'applicazione sul corpo di certe forze non ¢ un campo di spo-
stamenti virtuali perché tale campo non € linearizzato. Inoltre
le date forze non sono equilibrate nella configurazione di riferi-
mento, dominio di definizione del campo di spostamenti finiti
di cui si sta parlando, ma nella configurazione deformata.
Infine, nell’ipotesi di piccoli spostamenti la configurazione
B del corpo puo essere fatta coincidere con la configurazione
indeformata di riferimento By, che diventa quindi la configu-
razione nella quale si definiscono approssimativamente sia le
forze e le tensioni che gli spostamenti e le deformazioni virtua-
li e dove si impongono sia I’equilibrio delle forze e tensioni che
la congruenza degli spostamenti e deformazioni virtuali. In tal
caso un campo di spostamenti reale, cioe conseguente all’appli-
cazione sul corpo di certe forze, puo essere assunto quale cam-
po di spostamenti virtuali congruenti, poiché nel caso di picco-
li spostamenti tale campo deve soddisfare, come un campo di
spostamenti virtuali, le equazioni di congruenza linearizzate.
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Capitolo 6

Elasticita lineare

6.1 Legame costitutivo

Se si deforma un solido composto da un dato materiale ne
corrisponde uno stato tensionale agente nel solido stesso che
dipende sia dalla deformazione che dal materiale che compo-
ne il solido. La relazione che sussiste tra deformazione e ten-
sione, variabile da materiale a materiale, viene detta legame
costitutivo.

I legami costitutivi si distinguono in locali e non locali. Nel
caso di un legame costitutivo locale, la tensione nell’intorno di
un punto dipende solo dalla deformazione agente nello stesso
intorno. Il modo piu semplice di ottenere un legame costitutivo
locale € quello di descrivere la deformazione e la tensione nel-
I'intorno di un punto tramite i tensori di deformazione € e degli
sforzi o.

In generale ad una storia di deformazione €(T), dipenden-
te dal tempo T precedente un dato istante ¢, corrispondera a
quell’istante una ben precisa tensione (legge di determinismo):

€(T), —oco<T=<t = o(t). (1)

Se invece la tensione o ad un dato istante dipende solo dalla
deformazione € allo stesso istante e non dalla precedente storia
di deformazione il legame viene detto elastico:

o =o0(e). (2)
SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

6.2 Elasticita lineare

Il caso piu semplice di un legame elastico ¢ quello lineare,
che nel caso di un solido si scrive:

0 = Esym [€]. (3)
dove Egym € una trasformazione lineare:
[Esym : Sym - Sym, A~ [Esym [A] y (4)

definita nello spazio spazio vettoriale Sym dei tensori doppi
simmetrici (A = A"). Tale spazio ha dimensione 6 e quindi Esym
puo essere rappresentato da 6 x6 = 36 componenti. E pero
usuale (e conveniente) estendere la trasformazione Egyy a tutto
lo spazio Lin dei tensori doppi ponendo:

E: Lin—Lin, A~ Egn E (A+AT)} : 5)

Una trasformazione lineare Lin — Lin e detta tensore del quarto
ordine e la particolare trasformazione E definita dalla (5) ¢ detta
tensore di elasticita lineare. 1l legame costitutivo elastico lineare
si scrive allora:

o=1[[e]. (6)

Questa si puo rappresentare in componenti nella forma:

Oij = zhk Eijnk€nk- (7)

Le componenti E;jnx di E soddisfano le condizioni seguenti,
dette simmetrie minori:

51



52 Capitolo 6. Flasticita lineare

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Prof.Daniele Zaccaria

Eijnk = Ejink, Eijnk = Eijkn- (11)

La prima delle (11) dipende dal fatto che E [€] deve essere un
tensore doppio simmetrico. La seconda delle (11) dipende inve-
ce dal fatto che E trasforma un tensore doppio A generico allo
stesso modo in cui trasforma il suo trasposto:

E[A] =E[AT], (12)

avendo A e A" la stessa parte simmetrica. Scrivendo la (12) in
componenti si ottiene:

zhk EijnkAnk = th EijnkAkn = th EijknAnk, (13)

e poiché A € generico ne deriva infine la seconda simmetria
minore.
Le simmetrie minori (11) fanno scendere a 36 componenti

indipendenti le 3x3x3x3 = 81 componenti E; ¢, del tensore di
elasticita lineare.

Lo (10) {%f Qc\h’& ) éu%\/w\o/ fmwc(ﬂ cow}e c(ﬂ/%
Cﬂ\w\»&}(il di t i@QzQ‘L omdiziows (11):

-dex x'l'[twy 7 Ea‘il—é"l

+29§W rZﬂszﬂ + [ yx/‘/-b

oﬂ)urt :

6(6‘ = Eaxx « T Ewyf '-()'Zi‘ Ez_ +

< () = (z) (99), (&), fy) (z,z) (v[/x>.
for (i) )= (1) (e, ) (et non & athent. wiewke di wwovo per via
A&Qﬁmmwﬂm € ek E.

In forma waticale 0g (14) si puo scrivere nella

| Lo} =[E]de

Per esteso, la matrice di elasticita si scrive:

—

[E.uzx Exxﬁ Ema ‘Exxiy Ezuz Extyz

Eyax Ll27777 Eyﬂ-% EW Eﬁﬂ Ey//x

E&xx H—:%%yy Ezm H—-:{*&] Eﬁxz [Ezzyx

Ezyu Eiyyy Ezy%’k Ezyzy E%yzz E%yyx

T
i

[Exixl Ex%yy Ezzzz H':%‘{%)’ Er;exk Eﬂyx

L[E]“" nyyy Eyru nyzy [nyxz Eyl/k
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6.3 Problema elastico lineare
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6.4 Soluzione del problema elastico col "
metodo delle forze ( Mo )
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6.6 Sovrapposizione degli effetti
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Capitolo 7

Energia elastica di deformazione

7.1 Lavoro di deformazione
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7.2 Energia elastica di deformazione

La richiesta che il lavoro di deformazione non dipenda dal
percorso, ma solo dagli istanti iniziale e finale, conduce in
modo diretto alla esistenza, per il solido, di una energia po-
tenziale elastica o energia elastica di deformazione ¢ funzione
del solo spostamento u. Normalmente si assume che I’energia
sia nulla in corrispondenza della configurazione naturale:

$(0) =0.

Si consideri ora la quota ¢ (Vy) di energia associata al gene-
rico volume Vj del solido e si introduca 1'energia elastica (di
deformazione) per unita di volume ¢, definita in ogni punto X
del solido: & (Vo)

. 0
b= hm =g
L’energia associata al generico volume V| vale allora:

¢ = ¢ dVp.
Vo

Differenziando e tenendo conto del principio dei lavori virtua-
li si ottiene:

dLg =do = depdVy = J (o -de) dVy,
Vo Vo

per ogni volume V di By. Risulta allora:

dp = o-de = > 0yjdej.
i,j
e ne consegue che l'energia elastica per unita di volume di-

pende dallo spostamento u solo attraverso il valore locale (nel
punto) del tensore di deformazione €:

¢ = Pp(e) = P(eij).
NQ ficz\/\h:
0 = tzjradEQ{/

oﬂwm, " CDW\M(:

Poiclue™ :

sy \\‘a :
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sapre stn“}ivo ol gw\ w0l % Wwn & Wa

&Q‘DMMM % Q\’hw :

/

e-E[e] =0 o €40

Ciog J Fowsore GQ/J‘ih@ dove esGeqe. C(Qﬁlvu}e Po@i}fvo
qu\c\j wvertibi® . Pocke :

C=F"
5 ot

e=Clo]

7.3 Teoremi sul lavoro di deformazione
7.3.1 Teorema di Clapeyron

Si e visto che il lavoro di deformazione puo essere messo
nella forma:

Ld=l o-edVy.

Per il principio dei lavori virtuali risulta allora:

Lq = l(J p-udSo+J f-udV()).
2 aBO BO

Tenendo conto che lo spostamento u e i carichi p e f so-
no quelli finali, ovverossia quelli che si hanno al termine del
processo deformativo, si e allora ottenuto il:

Teorema di Clapeyron. Il lavoro di deformazione che le forze
applicate compiono a partire da zero fino al loro valore finale
e pari alla meta del lavoro che compirebbero per gli stessi spo-
stamenti se fossero costantemente applicate con il loro valore
finale.

7.3.2 Teorema di Betti

Per il lavoro di deformazione non vale il principio di so-
vrapposizione degli effetti. Infatti ad un primo sistema di
forze (a), di superficie p® e di volume f®, compete il lavoro
di deformazione:

1
LY =~ ( p@ - u@ds, + J
2 0Bg By

- u® dVO) :

dove gli spostamenti u® sono quelli provocati dalle forze del
sistema (a). Ad un secondo sistema di forze (b), di superficie
p® e di volume f®, compete invece il lavoro di deformazio-
ne:

1
L((ib) _ = ( p(b) . u(b) dSO + J
0By

f(b) . u(b) dV()
2 By ’

dove ora gli spostamenti u®® sono quelli provocati dal secon-
do sistema di forze (b). Per la sovrapposizione degli effetti,
al sistema di forze (a+b), somma dei due sistemi precedenti,
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compete infine il lavoro:

L@ _ %\%LVBO (p(a) + p(b)) _ (u(a) + u(b)) ds, +

) )

1

dove:
Lap = ( p@ - u® ds, + J @ u® dVo) :
Bg

u® d8g + J f(b) - u®@ dVo) .
By

Ilavori Ly, e Ly, rappresentano, rispettivamente, i lavori mu-
tui che le forze del sistema (a) compirebbero per effetto de-
gli spostamenti dovuti al sistema di forze (b) se avessero
sempre il loro valore finale, e viceversa. Si noti che per il
principio dei lavori virtuali puo anche scriversi:

Lo=| o®.e® .= J o™ . @
B

Vale il:

Teorema di Betti (o del lavoro mutuo). I lavori mutui Ly, e
Ly dovuti a due sistemi di forze (a) e (b) coincidono:

Lap = Lpa-

Dimostrazione. Utilizzando il legame elastico lineare e la sim-
metria del tensore di elasticita si ha:

Lp=| o@.e® = J e® . [e(a)] =
By

_ J @ E[e®] = [ o€,
By By

come volevasi dimostrare.
[}

Puo essere interessante dare una seconda dimostrazione
del teorema di Betti, basata sull’osservazione che il lavoro di
deformazione L(a+b) non dipende dal percorso. Tale lavoro

puo essere allora calcolato a‘)r&mio ‘)riuuA QQ pe(‘ze M
ﬁ,{é\‘ﬁw/é (&) Fivo a8 Qoto \/a&)re ﬂMAQe/

b fom b cidewn () oo l Gore

e Sl AWA Fua ddl) " applicg sious ded
sowe (@) i Lavoro U doforusuina il
M ;Wgnmuw. (g (U wow 5000
a1 Bavore L dfonsasinas LJ) wa oo
Do andu i situa 4 P () ) due 50w 942"
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7.4 Energia complementare

Differenziando il prodotto scalare o - € tra tensione e defor-
mazione si ottiene:

d(o-€) =0-de+€-do.

Si noti che o - de é un differenziale esatto, rappresentando

I'incremento dell’energia elastica per unita di volume:
d¢ = o-de.
Ne risulta allora che anche € - do ¢ un differenziale esatto:
dy =€-do=d(o-€—- ). (1)

E cosi dimostrata I’esistenza di una funzione  della tensione,
detta energia elastica complementare (per unita di volume),
tale che:

(o) =0-Clo]l - ¢(Clo]), (2)

dove il tensore del quarto ordine C e l'inverso del tensore [
di elasticita.

La composizione tra la funzione energia elastica di defor-
mazione ¢p(€) = %0‘-6 e il legame costitutivo inverso € = C [07]
fornisce:

$(Clo]) = 20-Clo].

Sostituendo nella (2) si ottiene allora:

w(0) = $(Clo) =30 Clol.

L’energia complementare coincide quindi, nel caso elastico li-
neare, con la composizione tra energia elastica di deforma-
zione e legame costitutivo inverso.

L’espressione differenziale (1) equivale a scrivere:

oy

007

€ =grad,y  oppure €=
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Poiché in componenti il legame costitutivo inverso si scrive:

€ij = Z CijnkOnk,
nk

si ottiene: '
0%y

Ciihk = =—=—.
Y 00,00

7.5 Unicita della soluzione
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Colto Q’ifohcn‘ i Ua cwgi?juaam Bo inude on
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stplicake wolll ¢ & vinell cigli. Guindi 1 Cavora
deforuaziong. aspeiaho 8 Tl soluzione | per i1 fepraara
b (agegron, e wllly poichss o foree, o il
Son0 me}i oolo i @(ﬁsewh»m L vingls n’y‘cL‘.
Do quindi rislkRre

%fv(_?rﬁzj'ﬁg E-€]dv =0,
per ogni volume V, il che implica che ovunque nel corpo si ha:

765 Ele-a]=0

poiché I'integrando ¢ una funzione non negativa. Questo ¢
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7.6 Soluzioni deboli, soluzioni forti ed
esistenza della soluzione

Si noti che il problema elastico lineare richiede, tra I’altro, il
soddisfacimento delle equazioni di equilibrio. Poiché esistono
due modi non equivalenti di imporre 1'equilibrio esistono due
tipi di soluzioni. 11 primo tipo di soluzione, detta debole, si ot-
tiene imponendo 1'equilibrio per ogni volume estraibile da un
solido, cosi come richiesto dall’assunzione fondamentale della
meccanica del continuo. Ne consegue che soluzione debole ¢
sinonimo di soluzione. Il secondo tipo di soluzione, detta for-
te, si ottiene imponendo la validita delle equazioni indefinite di
equilibrio in tutti i punti del solido, il che poi e equivalente ad
imporre la validita dell’equazione differenziale fondamentale
del problema. Poiché le equazioni indefinite di equilibrio im-
plicano I'equilibrio per ogni volume estraibile da un solido, una
soluzione forte ¢ anche soluzione debole del problema e quindi
una soluzione tout court. Pero non ¢ vero l'inverso, poiché per
estrarre le equazioni indefinite di equilibrio dalle equazioni di
equilibrio per ogni volume estraibile dal solido occorre aggiun-
gere delle condizioni di regolarita che hanno solo un significa-
to matematico e non fisico per il problema in esame. Quindi
esistono problemi che hanno soluzione in senso debole, cioé
hanno soluzione, ma che non hanno soluzione in senso forte.



Prof.Daniele Zaccaria SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Capitolo 7. Energia elastica di deformazione 65

Solte  ondivions di (029&0'\'8\ o0 cestithive
solla fodiea OR, M oo onkiwo,
ko c{mcs\ﬂ)fo un \Veor%m L esistenza |
Wla phviowe dthole i pobRma elatic
Uiuage.

Foistows  suce Yt v secie i i BBk i
ket riquadau U goluzioui fock

T o ca ;i pokedis womecicr, fipe | walods
W LHeroue fiwle oppure | wetods e\ag)/
ki Pk ) AP0 Da soluzions in semso
Wbt .




66 Capitolo 7. Energia elastica di deformazione SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011 Prof.Daniele Zaccaria
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Elasticita lineare isotropa
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Ne Cy\/\%va,ub @a Q%«/QM}(’ Cof({f;fov\c 7] :
0GR gm\u(&b AA k&ww ;, (Owe 24-;\ éo&w\s dx

00 ¢ o 0 O

daforuioions . Durgue - O0p|—|0 60
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b Ao so doa otk e
igeadons bl Yo di wgleridle (dadkio brncare
S in oo wso) ¢ A oo wote cowe
coradi di Lamd .

Un nw\\’dﬁ MAQagp wio,a pet R/ mfe‘a'

" (\A(&ﬁm £ ¢ Il .Imo“r(’/ in vich w ‘ \‘?o}ec.{ cL‘
ol VAT iw?%w)m oWliwans ad egece

W(L r\ Qe }\,{ T&P,{ (is«/n\q\i en ()P%P\w cowf\%:
&33& M/U?!Z Cﬂr(ts‘iw&&nw :

& (0 (e 0 0
g=oc) —ld| 0 Ay 0|

] ¢ 0o O 0 A

¢ oo g 0 0]
[EJE ) E«L 0 — [(_5]5 0 [Apr.){,l 0 )
o0 0 0 Ay

00— [gl=l0 xe o0 .
O f; 50 0 (A{.ZN'){S_‘

Commamty ¢ 3 P Wﬂwb OWM*VW i off ious fing

00 ¢, 00
(6] = Algi) 0 4 O+ |G g0
001 S

oWwe/m CO(M MA’;FMMQ L4l Ciq)fw i coordinate:

T= AbeENL +p €, (%&M)

M MW() M un %\&M aa(\un‘m or}ﬂ:)pm,@n
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OPVV(‘Q )&)?J' ?Q}QSO :
5, = AMEr ety Tl b

6=,\(€x+£7+€)+2/\4€
61 r\(f +¢ +Q) 2/45;

—

7¥: Lt 2 = /"L
T = (M by = M Gy
L = M Ex] = M 3/
le watiia & ashial®™ 6% | dvwge J&L@«»{)M
A+ A A o 0 0
LA A ¢ 0 9
- A AoApe 0 0 0
LEJE ( o 0 w 0 0
0 U0 0 k0
60 0 0 o0 p

[;/[ V\O\' \& faﬂ’r‘%kh“m € rvxc\xs)m&mhm

519\%% & PU M o, inaccordo con lipotesi di isotropia.

8.2 Moduli tecnici

\/@5)2[ w9 o JQXMMW&(& O/A MJ)/Avw Q;,«“q\“wh.
ta (s ok di Lawd e i walull foonici E, Ve
& ‘”Jw@)\" Nm’— prove & fazowe < C{A
forgione
F o omodods d) Q&Q}idh‘ Qov\ag{h({iu/&fl
0 ,VY\UCLUQ9 CL*. \/0\/1\8/,

J coelbicionte & ontaviont (el
0 WWJUQOC‘A‘ Bison ,

moduly i eashio \'w?,waaﬁz :

o modulo di Coulomb .

%;; @) 'g\'gxo \‘wqiwan_. Q" \AWAW'&QJL (9{\\13740«%
A o Coth i rJ?(oAurrz, V\@@/a f(DW(L‘ \‘T&z«'ow?«) )

e dfwizione &i modeld di \/o«m%),. risvlh

6% = EEE , e '7653%@2 % (pi»/\u‘c(!l CO\AQ/A Chrwo‘l(l

WO
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MQ/A foucrong Tolke ,Pe(c(dlwum A
wmodolo di Voissou /QJL Llakazions szp 2/6 I’

p4 ﬂj/o(ﬁw' 3 %,«G«Q%p«m %:—V&@

9:"/& . Deve JNVU?\)Q ‘/&QM La Npé)-u'w:

r‘l/fz 0 O- E 6 0 0
O 7% 0l =10 0 0
KO 0 ?‘Zr 0 o EELJ
3 g

Wilizzanbo e (?% b Hooke , 51 gue' domgue serivece:
gy = A(=rty ~vE +6 )+ 2 fy
O = A-ve v+ )t (-v&) ;
da cui o olhema:
E=(1-2)A #2p m
A=)\ =2uv =0 | 2)

Ricavando A dalla (2) siha:

vV
/\:Z/\»(m’ (3)

Ricavando ( 1=2v)\ dalla (2) e sostituendo nella (1) si ha:

E=2M(4+V) . (4)
da cui:
_ £
M= 1+V )

Ricareuds mn (la & o odibvdo B 5)llla )

o °HW \po«‘@ud?mm ba e N

?faf\a od £ [\ -
E

M= C(4+V) “
vV E
A= {1+ )(-2) 7

Ricavando invece il modulo di Poisson v dalla (3) e
sostituendo poi nella (4) si ottengono i moduli tecnici v
e E in funzione delle costanti di Lamé A e u:
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A
( VS AR— (8)
2(A+m) | ij: }Lé/ﬁ }
£= 3/\+2MM (9) 0 \/(V\&A’
CA+M 1
(10)

G=/w,

Por Qu& C\UL (i"(bNE(C\Q {ﬁ \M.Oclqu ch @Pﬂs'h'u‘\h\
Qo‘;‘\ﬁumb Q/J (10) uQD/& (3) 41 oH{ow;

\@M%QM«GQR G, noligws oo B shate di feusion
¢! c\j hﬂoklo WM (@mﬁ G e red cLi r{‘;(oc{m(tu&% f\ 20—2); . (11)
frova & *‘”‘C’{W) ; difiuiviowe isulfa Poiché, per le (10) e (11), risulta:

{"7 =G(Y’y /({SYR»o 3 c(ue oﬂ)oﬁuw' I orfox’om&' 5 +r& Y .y, )
X e 7 Tn AQ&\M'}{@/W s 0s @m‘srwiw%): /u 1=2v

Q/J W/dk(;& bxb cb\ Q&‘%a\b\ Fuo\ cluquQ Cervedsr:

0% 0] g [0 6k O]
%K,y v 0] = 0%y O O
0 C 0 L0 C 0]

£ d
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M-y v Y 0 0 0] (6, = %ZG {(4 e, + /(¢ +gz)}

T
[R]
X
-~
&
X
T
™o
X

5, - 126 <@ )%y 1 /(6 +8y) |

- v e 1-
EJ=20 402 4; 1OzV Lo o ) 2008 - (6]
O 0 ¢ 0 % 0 Ty = 0 £y =C’2Gz
0o 0 0 0 0 %J ey = 206y =Cly
| ‘ fp) =066y = 9337
La QQWA’\ Hooke s o' Pt cerivert wlla
Csowa + Vor qv& M f(ﬁvaﬁi/é b diwonsion, 2 ook

L\/{ Leme \ @ cosi come | JNQA E <
_o_”: 2G4 €+ %—/(Hﬁ)z} ) 8umg /M) m )
- L\Quup Qﬂ c\)mc.iem‘ A/« WA \‘w%-iouuz. W ®

e (isu\\'i\ U NV WRAO \)v(o :
-2

(A =[n]=[E]=]C)=FL,

[V:l = wwldo FU{O .
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8.3 Direzioni principali di elasticita (isotropa)

La M/af‘)(((&, A, OQAC,)HCJ\*G\ i%g}{ogﬂ (\'WHQ
M(&xwwﬂw M czicbfwbﬂ di rirﬁrfuwk}o, e qvﬂs\‘o
& i acordy ow L l‘)f’\uﬁ d fvhwf\'a, poicua® X
%%\QAM/A C\A r(&JQMQ CWk%h (\f \"ri o\i&n‘w' O(}NJCH
V\/r&}\ é\&\@ fvea'a'o ) D! th.&g 7d0\ W 2 iw
o\iq&(@(&) N &/J {1fCA (X, /'A,{m[m' ‘m'wu‘()&i ”uj(&
Wsﬁq c&b \’mSOf( ) ((%?ﬂ)ﬁ‘o Q/Q&Q ?WJ?J Q/J \u@)((cu,
AJ Q&/As\iu{h\ Auvmh AJQ?W&@QL : ?o«‘c\u& /Q/J
éc,J\'l 3(\>(\ff&(i3 Au 3 asn M\QPJOV\G&-A C\): (KR(QML\A}O
\/\Q\)\W bolhe Qﬁz ?o%\oit bass vuzQQo %(?am‘o ({JD\
hw\gori &QW\

e 14 (aWr‘zwA)R A &)’cww \)mu'faﬂﬁ

d F doa ¢ isumdm:

Ele]=xg,
dove si & indicgto on of L 'wloalbe di E pec non owlonded
on ung AP-QQD. (bshm}{ c\; L&mcf D’&hwlp, se & &'un
toncore Noioo ciavlla E=¢1 ¢ qvfnc\i (ff_i)l-'-
=3¢ = 3£ . Utilizzando la legge di Hooke si ottiene:

El¢]= A(trg_)£+2/4§ =(3A+2p )E

75& re%am mos)fra che 3,\4—2/% e un au}wa@re
Cij E Mrigfwj&»\fa QC& un ?vaﬁum}\/a )fméore SPeri@

Nohﬁzwg WQ’M c\(\Q le (6) e (7) permettono CLI ')Of(e Jf&ﬂe

OWQNQ V]QW/A POfméJ

&HZM— { ﬁg} EZV'

¥ oveidea poi ww qv&ﬁvv\q% fewsore € 2 Facus

ol o Yousot dusiahei . outa g 4 Ve
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n h& Aso g1 ofttiene:
Ele]=Allg)I+opf =2m E

Comue 2 sl o ahonalle & E
ok ad un palowgue Tousoe devishorico.

Se & 0 @ s T puenes h
deforwasions o i Yeugioue | 5 R

a9 MO, T fauh shorica od in ona farb loviakoria:

.
0=6,+4 {' 3<f0')
g

|
~3 (tr e)r
La linerita del tensore di elasticita FC(MQHQ cl,« Scrivele:

Elc] = EL&]+ELL]

da cui:

= (3A+ou) g, + 2kl .
PQ,( Q{UMO\Q\AQQQA A-wakfg%am CL' Q— n vnd I’&(b

§PQ{:‘%I Qo\ iwunld Aﬂvf&kﬁw J(WQ qu\c\j‘ ﬁsvmm:

=(3,\+%)fs - &rg:é/\+gﬂ)}f§/

§ =My
Ut ngm&o; moch/QA' }Qam‘o{ {394 beé'oiOm" S16¢givono:
fro = % brg
01 =2G¢

Oservidmo \V\PHQ C\AQ rE e {)mgw}a 04 dilatazione
cubica wtz@ \r\}o(y\o A}LQ Pun}o Q :71) rg 4 4 tensione

normale media, quantita che, a meno del segno, si presta al ruolo

di pressione nell’intorno del punto nel caso in cui la tensione

non sia sferica.
I@ @Qpp\o«w)m, %1 ) che ’2‘ Cofﬁ?jd @P‘)rWA c[uvwlve

on modoly di ashii S volometiica .
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8.4 Legge di Hooke inversa T4 Fensere di, mverso 4{4 E) ﬁ‘suﬁh 8@@;

KA waaw Qa raﬂ)mwhuo\u. F(murian oHe/vwh [ (e d 0 0 |
C‘Q@W\{)OVM({.O G ed £ nun ?a(}e qu.oa ed (n ung -/ 1 =/ 0 0 O
%’a&a GUWA}OHCA) per nvertire g @2&?1 i Hooke : [(ﬁj]:jg RNV 0 0 0

(e - 4_52/ - (¢ 0 2w 0 C
0 0 0 ( 2{14-1/) 0
1 / |
])_5,,,=2—Gg0,=4E oy ¢ 0 0 0 0 )
L)O\LX\WQN\&O Qﬂ f‘\( QPQ{:C\M Clﬂ’Vla}OIIC\/\Q g 1% QQA‘QSO/ Q/& QQLX?_ AJ Hoq k'e, InVeA§a 8l serive
N oﬁ«w : A r
= —+{ 0, —V[ 0, +4
L= -5{} VI +£) 2 45{” (7+%>}
g1+ 2 g o] i z'f—m )
_ L( o)1 + -__{ fﬁg{@%‘\/(c&wﬂk
= - Urg)l F , o

- b= 7 Uy o= &

ed wMine 1
Ly = E_G'{%Y: g = g;{q

1
EZ—{MV)O/— Il . I e = L
= ( V(H_T)_} g“l e Lj? Xx?—(} )
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8.5 Limitazioni delle costanti elastiche
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’I-z/z>0
1—21/>O % —1<1J<—2/1-b
1+ >0

byt

Gli usuali materiali utilizzati nella pratica tecnica hanno va-
lori positivi del modulo di Poisson, almeno finché si compor-
tano in modo elastico lineare.

Tuttavia recentemente sono stati prodotti dei materiali po-
rosi, sia polimerici che metallici, che ben si adattano ad esse-
re descritti dalla teoria dell’elasticita lineare e che presentano
valori negativi del modulo di Poisson (anche fino a -0.7 per i
materiali porosi polimerici e -0.8 per quelli porosi metallici).

8.6 Energia elastica di deformazione ed
energia complementare elastica

\A(QJZMAQ Q/J Qm%;z ik Hooke ¢ w&s«/a WV (R

I Q\Hfm .

Poiché:
— o2 2 2
2
= ((rg + oy + 0‘;) -2 (0‘;0‘,7 + og0¢ + (7,,05)
=(tro)? - 201,

e analogamente:
2
g'g— - (({Tf_) - Z(QH >

dove on e £ i sono il secondo invariante di tensione e di

deformazione rispettivamente, risulta anche:

%2 G{% (hﬁ)l,_zgn }
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L
Y= Zﬂ_Groﬂ)Z_ A+ - (Hg)= 6"Z+G]L+G’:+2/@@+@0E*@@).
E = i

3 RXSJQ/\Q qu(m&/i :
4 z
= —(lra) - —=a =Y el ot ot
ZE( —) °G T/ %:G o (€x+g]+gz)
in termini di invarianti di deformazione e di tensione. Q[ no,’,' 2V (E . )
. +— ¢, + Ex f}z + &
ch \\ hd?,o im/e\(i&hh?/ i\determinante, WO Puo\ e 1-2v ¢ A

ol speession | dpuomdy ?ng"e essere oo Forwe t(rpr ey )+ (6 t62) + (€ i+£}ﬂ)}
ARy

qradakicu quakh osRJuemza (e Livescizzazionn |

W obue dadio ~6{ 2 (g sd)

1-2v
Vediawo 4 espriug @ Rl elasiow in LQULFO\M“: +1__’;,V (66 6ty 16 & )
£f = b+ ‘3]2 r +({z;*%)*Qiﬁ’“{é)*(%;*g% + %( ?&;Hﬁi + in> }
= ?xz*ffl*gzz*%(%”’&w’i) L olssion
(be)= eleel v&t 2 (60 + §60), 0ij = g;z ,
-0 =06, *djl”%z* @72*32) +(ﬁzz *’g&)*(@i“L@) e i @ scatta ol piva fowa | dove Gupions

:6zz+67z+622+2(1’7§+’(x72+(x;)} fbe ¢ 9 &MW‘J\ ¢ . 2 seondd fowa JM
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aget uh&‘wah @ S Owsidesane e ¢ 74@' w“*o(i 8.7 Esercizio su un campo di spostamenti

Ai 6 waouw}. : Sia dato il seguente campo di spostamenti:

u = 2kxy + kz?

Ox
a E v =2kxy + kz?
/ 27 y
{_@92 f’[} , {Q}E f1 : w=-2k(x +y)z
4 &
T ; ;‘ / 1. Determinare le componenti dei tensori di deformazione e
X
{ % di rotazione infinitesimi.
1x g yx
2. Nell’ipotesi di elasticita lineare ed isotropa determinare le
Tn \”qQ CR™0 * componenti del tensore degli sforzi.
5) d 3. Nei punti del piano di equazione x — y = 0 determinare
0. = . i .
. o - inoltre:

(a) L’asse e I’'entita della rotazione rigida locale;
) . . N
L Gl %3 CGMFQQmw}B& ( \%x/]/h ‘)m : (b) Le direzioni e i valori principali di tensione;

(c) La tensione tangenziale massima.

tf/_ _4_ ( 612 Jrgz 1—0:) . ’_/ ( Oy 6 +6,05 +04 ) 4. Infine disegnare i circoli di Mohr relativi al tensore degli
- x
lE / E ¢ ) % 7 sforzi, sempre nei punti del piano di equazione x — y =0,

1 A 7 L L ? ed indicare i punti rappresentativi degli assi x e y.
G
V[ -
= E%—(ze«—qyz +0‘£ )_ _E_(t)j(’)‘,z “‘chk +0¢6)>

+ Z_%:(I;JWLT:% +’fyi) .
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Per risolvere I'esercizio occorre innanzitutto determinare il

gradiente degli spostamenti:
2ky 2kx 2kz
gradu = | 2ky 2kx 2kz

—2kz -2kz —2k(x + y)

I tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi rappre-
sentano poi rispettivamente la parte simmetrica e quella emi-

simmetrica di grad u:

2ky kix+vy) 0
€= |kix+y) 2kx 0 ,
0 0 —2k(x + )

0 k(x —y) 2kz

w=|-k(x—-y) 0 2kz

—2kz —2kz 0

Il tensore degli sforzi si ottiene applicando la legge di Hooke:

v
1-2v

o=2G {e+ (tre)l}.

Poiché tr € = 0, risulta quindi:

2y x+y 0
o=2kG|x+y 2x 0

0 0 -2(x+vy)
Nei punti del piano di equazione x — y = 0 il tensore di
rotazione infinitesimo e quello degli sforzi assumono 1'e-
spressione:

0 0 1 110
w=2kz| 0 0 1|, o=4kGx|1 1 O
-1 -10 00 -2
Il vettore di rotazione infinitesimo ha quindi le componenti:
®Qx = -2kz, @, =2kz, @;=0.

L’asse della rotazione infinitesima nei punti del piano di
equazione x — ¥ = 0 giace nel piano xy e la sua parte
positiva coincide con la bisettrice del IT quadrante. II suo
modulo vale:

|| = 2v/2kz.
L’asse z rappresenta una direzione principale di tensione
a cui corrisponde il valore principale oy = —8kGx. Gli al-

tri due valori principali si ottengono risolvendo I'’equazione
caratteristica:

4kGx — o 4kGx
det = 0.
4kGx 4kGx — o
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.
S
y
8kGx
/ 4kGx
g . 2 n
4kGx |8kGx g
X
=

Si ottiene:

og=0

0?2 -8kGxo =0 =
oy = 8kGx

I versori delle direzioni principali risultano quindi:

1 1
iﬁ iﬁ 0
- 11 — 1 —
0 0 1

La direzione principale € coincide con I'asse z, mentre le di-
rezioni principali & e n giacciono sul piano x7y e coincidono
rispettivamente con le bisettrici del IT e del I quadrante.

La tensione tangenziale massima risulta infine:

Op — 0,
Tmax = 1= 5 S = 8kGx.

Si noti che lo stato tensionale nei punti del piano di equazio-
ne x — y = 0 € uno stato di taglio semplice. Infatti, si conside-
rino gli assi 7 e s nel piano nC che si ottengono ruotando l'asse

A
s
45°
45° _
£ G y
45° /" 45°
45°
'\ n
-

n di —45° e di 45° rispettivamente. Nel riferimento O&rs le
componenti del tensore degli sforzi valgono allora:

00O
o=8kGx |0 01

010
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9.1 Superficie di snervamento
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9.2 Snervamento isotropo

Fonormalmente  acoltahs ) (Po}eg{clm ; matesialk
Abbidne  un Com M\TWQ sotopo cispelto & @sin-
%A‘mem\o dll Q/iwi\\'Q di @pf&ha\a\ﬁ Peﬂ W

Questo fatto Gm?or}a che 00 Ponzione di
5vervamonto diq?mﬂg da g 5ol altraverso ¢ suol
v&QarI ?(mcjf& 5;, 6’1 , Oy Eo{c\u‘,{:ﬂf Qr(?o}a@{
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c’e simmetria rispetto al piano passante per un asse coordinato
e per 'asse idrostatico. Ne consegue che
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Si noti che tali distanze individuano sul piano deviatori-
co i punti rappresentativi della parte deviatorica di o*. Stati
tensionali aventi la stessa parte deviatorica sono rappresen-
tati quindi da punti che stanno su una retta parallela all’asse

idrostatico.

9.5 C(riterio della massima tensione normale
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9.5.1 Criterio della massima dilatazione o di Grashof
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9.6 C(riteri di snervamento per i materiali
metallici

Nel caso dei materiali metallici, le prove sperimentali mo-
strano che, con buona approssimazione, il limite di snerva-
mento non viene modificato dalla sovrapposizione di un mo-
derato stato sferico di tensione. Si assume allora che il limi-
te di snervamento sia indipendente dalla parte sferica dello
sforzo, oppure, in altri termini, che dipenda solo dalla parte
deviatorica. Poiché gli sforzi su rette parallele all’asse idro-
statico hanno uguale parte deviatorica, ne consegue che se un
punto appartiene alla superficie di snervamento allora anche
la retta parallela all’asse idrostatico per il punto appartiene
alla superficie. La superficie di snervamento puo allora esse-
re generata da una retta parallela all’asse idrostatico che si
muove usando quale direttrice I'intersezione della superficie
con il piano deviatorico. Si puo quindi affermare che la su-
perficie di snervamento é rappresentata da un cilindro con
asse coincidente con I'asse idrostatico e che é quindi comple-
tamente determinata dalla sua intersezione col piano devia-
torico o con un qualunque piano parallelo a questo. Inoltre,
dato che ai fini dello snervamento conta solo la parte devia-
torica della tensione, un tensore degli sforzi si trovera sulla
superficie di snervamento se la sua parte deviatorica si trova
sull’intersezione della superficie con il piano deviatorico.

I materiali metallici sono in genere anche caratterizzati da
un ugual comportamento a trazione e a compressione, ov-
verossia da un uguale valore per i limiti di snervamento a

asse idrostatico

\

O

retta parallela
all’asse idrostatico

superficie di snervamento

trazione o, e a compressione o :

4

r’
Os = 0Og = Og.

Tale proprieta equivale a dire che per uno stato di tensione
monoassiale il cambiamento di segno della tensione non in-
fluenza lo snervamento. Estendendo tale proprieta, si richie-
de, piu in generale, che la superficie di snervamento sia inva-
riante sotto un cambiamento di segno della tensione, ovveros-
sia che se una tensione o appartiene alla superficie di snerva-
mento allora gli appartiene anche la tensione opposta —o. Si
consideri allora I'intersezione della superficie di snervamento
col piano deviatorico. Se una tensione o sta sulla superficie
di snervamento allora la sua parte deviatorica o4 appartiene
all'intersezione col piano deviatorico, cosi come —0gyg, parte
deviatorica di —o. Le parti deviatoriche o3 e —0q sono polar-
simmetriche rispetto all’intersezione dell’asse idrostatico col
piano deviatorico, cioé si ottengono I'una dall’altra tramite
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una rotazione di 180° attorno a tale intersezione. Ne conse-
gue che la superficie di snervamento e invariante per rotazio-
ni di 180° attorno all’asse idrostatico. Essendo gia invariante
per rotazioni di 120°, se ne deduce infine, combinando due
rotazioni di 120° con una di 180°, che ¢ invariante anche per
rotazioni di 60°.

O |

gq

Si consideri ora che la superficie di snervamento deve pas-
sare per i 6 punti rappresentanti lo snervamento a trazione
e compressione. Si ricordi che la parte deviatorica ogq di un
tensore degli sforzi o vale:

1
O4=0— g(tr(r)l,

e che i suoi valori principali sono:

S d_qg 1y S

Og —05—3 ro, oy —0',7—3 rao, 0;—05—3 ro.
Per quel che riguarda lo snervamento a trazione, un valore
principale vale oy e gli altri due sono nulli. La traccia coinci-

de quindi con o e un valore principale deviatorico vale %0'5
mentre gli altri due valgono —%O’S. I tre punti corrisponden-
ti sono dunque posti sulle proiezioni degli assi di riferimen-
to, nella direzione positiva, alla distanza \/g (%03) = \/gas
dall’asse deviatorico. Stessa considerazione per quel che ri-
guarda lo snervamento a compressione, per cui i tre punti
corrispondenti sono posti sulle proiezioni degli assi di riferi-
mento, nella direzione negativa, alla distanza \EUS dall’asse
deviatorico.

Si noti che esistono due esagoni regolari passanti per i 6
punti corrispondenti allo snervamento monoassiale, uno dei
quali contiene l’altro, e che soddisfano tutte le condizioni ri-
chieste per la superficie di snervamento. Il criterio di snerva-
mento associato all’esagono interno prende il nome di criterio
di snervamento di Tresca, mentre quello associato all’esagono
esterno prende il nome di criterio di snervamento di Hill. Si
noti poi che, sotto I'ipotesi di convessita della superficie di
snervamento, un qualunque criterio di snervamento accetta-
bile deve essere rappresentato da un dominio di elasticita che

Jios K :
circonferenza
di Huber-von Mises

~__ esagono di Hill

0

esagono di Tresca

)
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contiene il dominio di Tresca e che e contenuto nel dominio
di Hill. Una tra le superfici di snervamento intermedie é quel-
la che interseca il piano deviatorico in una circonferenza di
raggio \/gos. L’esagono di Tresca risulta essere inscritto a ta-
le circonferenza mentre I’esagono di Hill risulta essere circo-
scritto. Il criterio di snervamento associato alla circonferenza
prende il nome di criterio di snervamento di Huber-von Mi-
ses e rappresenta il piu semplice criterio di snervamento per
i materiali metallici.

I risultati delle prove sperimentali eseguite su materiali me-
tallici risultano a favore del criterio di Tresca.! D’altra parte, i
tre criteri (di Huber-von Mises, di Tresca e di Hill) differiscono
di quantita che da un punto di vista ingegneristico possono a
volte essere trascurabili. Ne consegue che la decisione di qua-
le criterio applicare puo a volte dipendere anche da ragioni
di convenienza, e, come gia detto, in molti casi il criterio di
Huber-von Mises e senz’altro il piu semplice da un punto di
vista analitico, sopratutto se si deve studiare ’evoluzione del
flusso plastico susseguente lo snervamento.

9.6.1 Criterio di snervamento di Huber-von Mises

Si vuole innanzitutto ricavare I'equazione della superficie
di snervamento individuata dalla circonferenza del criterio di
Huber von Mises. Se la parte deviatorica o4 della tensione
sta, nel piano deviatorico, sulla circonferenza di raggio \EUS
e centro l'origine degli assi deve risultare:

1 2 1 2 1 22,
O'g—gtra' + (T,,—gtra' + O';—gtra' :§0'S.

LTale criterio fu infatti proposto da Tresca nel 1864 per interpretare una serie di
dati sperimentali.

Sviluppando si ottiene:

2
(0'5 + 0oy + O'g) tro+ %(tra')2 =—o¢

2 2 2 _
O¢ + 0y + 07 3

wlnro

cioeé: 1 )
o-0-=(tro)° = =0l.
3( ) 3 0%

Si tenga ora conto che il secondo invariante di tensione oy vale:

0 = Og0Op + Og0¢ + Op0%,
e che quindi:
g 2 2
0:0=0¢ +0,+0¢
2
= ((f_g + oy + 0;) -2 (0;0,7 + o0 + O'nO'g)

Z(U' 0')2 - 20'11.

Ne consegue la seguente equazione della superficie di snerva-
mento del criterio di Huber-von Mises:

2 2
(tro)° — 30 = 03

Il criterio di Huber-von Mises ha una interpretazione parti-
colare, dovuta a Hencky! e riportata nel seguito:

Criterio dell’energia di deformazione distorcente (Hencky).
Lo snervamento viene attinto quando l'energia di deforma-
zione distorcente per unita di volume associata alla tensione

Iper tale motivo il criterio & a volte citato quale criterio di Huber-von Mises-Hencky.
Esso fu introdotto da Huber nel 1904 per le sole tensioni principali negative e nella
forma completa da von Mises nel 1913. L'interpretazione di Hencky risale al 1924.
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uguaglia 'energia di deformazione distorcente per unita di vo-
lume che si ha all’atto dello snervamento nella prova monoas-
siale.
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9.6.2 Criterio di snervamento di Tresca

Per ricavare ’equazione della superficie di snervamento as-
sociata all’esagono del criterio di Tresca si consideri la coppia
di piani paralleli contenenti due facce della superficie, I'uno
passante per i punti (0,0, 0s) e (—0s,0,0) e I'altro per i punti
opposti (0,0, —-0%) e (05,0,0). I due piani sono ortogonali al
piano deviatorico o + 0y, + 0¢ = 0 e hanno quindi equazione:

Og — 0g = — 0y,

Og — O¢ = Os.

Infatti tali piani passano per i punti predetti come puo facil-
mente essere verificato. Inoltre, dato che il vettore di compo-
nenti (1,0,—1) e ortogonale alla coppia di piani e il vettore
di componenti (1,1,1) al piano deviatorico risulta verificata
I'ortogonalita tra la coppia di piani e il piano deviatorico. Af-

6 ur Cw?elrmm N
3 Hobes- vou Mises

finché la tensione o si trovi nella striscia individuata dai due
piani deve quindi risultare:

‘O‘g—O’C| < Os.

Procedendo in modo analogo per le altre due coppie di piani
paralleli, si ottengono le seguenti relazioni:

| o — oy | < o,

Ne risulta la seguente condizione di appartenenza al dominio
elastico:

—O‘§|}SO'S,

max{|(rg—a',7|,

e la seguente equazione per la superficie di snervamento:

ot} - on

max{|0'g—0',7|,

Si vuole ora mostrare che il criterio descritto sopra coincide
con il

Criterio della massima tensione tangenziale. Lo snervamen-
to viene raggiunto quando la massima tensione tangenziale
associata al dato stato tensionale uguaglia la massima tensio-
ne tangenziale che si ha all’atto dello snervamento nella prova
monoassiale.

Riodiawo e Do wasws toueioue &Aj;waaQe
u%vasg.ia i (&g%io AQQA% w (‘/O—r&v\&ﬁ u(%@ﬂwm
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Gwin

(&l Mo\l\(‘ :

e quindi:
1
=700 16|, 16- 6,1, 16- 1]

U %wgim \ausﬂuuaﬁzxz WA s’ ’@ A G \:\a
g&Q\ &“0 0 S‘MfWe n@/A fl{o«/a ‘A»woa%\’ézQQ %/QQ

TAVE(R s

circonferenza di Mohe Mpahva GD% Pfo\/é WWQ%Q«QL

3 Cvri\fu{o C\.A S Wo L‘LA Trescd
{W = /Cé/
(M\AM(Q QU{V\L\A( QQQ/J QQBA/%\\‘Q Gv?%ﬁ‘.cie tb Snlr Vaww\)\jb '
nax{ 155,156 1, 19-6,1f =1,

in accordo con quanto gia ottenuto.

9.6.3 Criterio di snervamento di Hill

L’equazione della superficie di snervamento associata all’e-
sagono del criterio di Hill puo essere ottenuta in modo analo-
go a quanto fatto per il criterio di Tresca. Si consideri allora la
coppia di piani paralleli ortogonali al piano deviatorico e con-
tenenti due facce della superficie, I'uno passante per il punto
(0,0, gg) e l'altro per il punto opposto (0,0, —oy). Tali piani
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} o piano per il punto (0,0, o%)
u‘((‘,qu%m &
Huber-von Mizes
S S
O; €889\A0 AA H‘M
0

piano per il punto (0,0,-0%)

devono avere versore normale n con componente \E rispet-
to all’asse o e uguale componente rispetto agli assi oz e 0y,
Poiché n deve anche essere ortogonale al vettore di compo-
nenti (1,1,1) (vettore che e ortogonale al piano deviatorico)
si ha:

{n} =1

Le equazioni dei due piani possono quindi essere messe nella
forma:

1

O¢ — 5(0,, + 0%) = O,
1

oy — 5(0',7 + 0g) = —05s.

Affinché la tensione o si trovi nella striscia individuata dai

due piani deve quindi risultare:
1
or — E(U,, +0%) | < 0s.
Procedendo in modo analogo per le altre due coppie di piani

paralleli, ne risulta infine la seguente condizione di apparte-
nenza al dominio elastico:

1
maxﬂag - 5((7;; + op)

1 1
oy —s(og+0¢)|,|0c— 5(0,, +0%) | < O,

2

e la seguente equazione per la superficie di snervamento:

1
maxHag - 5(0; + o)

1
Or — (0 +0%) | ¢ = Os.

1
‘Un——(agwtag) >

2
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9.7 Cenni suli criteri di snervamento per i
materiali non metallici

T wakeriadli naw wehlllci (w?j@gwra} | Gonhizi )
rolCe , mezed Wamup/ar-‘ , Yecce ) cono (o Merizzals
da vuoki o da wictofesuraziow cl roudono | Cpof=
Mo &QQ Wui&QL MMQ &A?QAMQ
Lalla WQ e?‘am Ao)?fb sPorzo.

Saranno nel seguito descritti i criteri di Drucker-Prager e di
Mohr-Coulomb.

T(& i AMQ C(*(’/-(i EQQUQ)W&)({, QUQ/Q,Qo C\ML ﬁ%d“’& P\'u\
ace fauke of 4k Q?ymmm R qu@% i Mohr-
(aquw\\: . Tuthwvia ,J/a M pw\}o di \/\'S\’a frah‘w,
{ Aue C(*Q/([. Uy Qﬂzv" Ie

9.7.1 Criterio di Drucker-Prager

RA'\?W e e cha'w A crtecio do
Flober-vom Miges . (o \‘@Qg. coiteio 6 a%{uw%
a@ﬁ qu\aomb QV\.Q/{MQ di Huber- vou Mises
U mm\& &A?RM&MQ, QAM(WQ aaQQ/J

@wmu}e Necica 4l oForzo ottewsu do

oéffgﬁr/t/(frg)z— 3o, =(+1)g;

Tn }BJRJL Qéffegqim , ol mwrﬂw)\h i (’&fan)ffOCOQH\/}NO
ix@i\iVo 36\,‘“&0&)\%1‘0\)\3‘&9_ /\/MQ C\JL S un
plano V&{BDQSLQD aQ ‘)(Jw c[@w'd}of:'(b ff[ e
@gml ) W2 r\’su\\k e £1: \‘Mmz«'m. M@A
%\/i)l’/(y{ul AA QWWO A&?jﬁwh C\@ DQQ C(v‘}@,(l‘o
o vn \)Ra«w ?MR/QQSLQO d ?uﬁ,@g M‘a}orf(‘p (‘9{%{&{
(o Gieomberonza  di faggio /'

f= V5 {esnNs—ha ) .
@wg\‘o ?e{c\w‘ e A= H_J , Q{Oﬂzmﬂw :

()= 3q = K+1)a - A,

o 0, wadecate oodante sudie A & Pror def
Pidwo CM%M‘O, QWM , (Pwig ‘2;4‘&\ visho 0'e=
olwuwx c\) U anw&(o IL Q%A’o @{@z+4}6§~o<a}_
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ML svwahe 4 b gl Regic i occlio

i 152 . La QVG}UPU_Q di SWWO @\c{vnc/ve
( ?(e%&)gk}\ da o ovo  ow vertie in (pms"m{Qukm
Ag& ‘)W\Xo QO’%\YO GV@)MX idrOQ\[A)f"@ mc\jm‘c[(/:}\B

CW(&)\?/‘O\UL /=O :

a%se | clrosh’} e,

T&QQ Vvvx.}o h’a CQ"(CL‘\A/&)Q,

G =01=0y = 3¢ %,
2 &AS‘VR AGQ Cw)ﬁo c@y@ 1< M&)?«/&u}fb‘:
C) _ oL +1

— O
B 3

PO'fCV\NL\ ll (QPJSA'O AQQD/J o‘((buféreuza ‘;l/“@ [)!‘o'luo
A&\/\"&\o{i@ \/&QQ :
/Z/ = /—g-_(o{—wf ) G /

co w dedve e Qa @sma?er‘rua /& &l o
sidish Ja (el ziont

, J
o b= TJ =17« .

9.7.2 C(Criterio di Mohr-Coulomb

%«‘ doume e QQQWWA}Q c&LQ wAjze:lev.

S %viQ}/?\)i qua«,c\o Q/a *U)@A\(w&. \’Mcauxa (d%xun
in&m/\oum %480%@ VY\V&QQFQ Q)\wu\e, CLA%QMMQ/ ‘?@
Q)v&arwt MM/A \m%io\m no(ma,Ql &Qpﬂ lafi&c{}uﬁ:

‘gfn‘: C—Ofn{8¢ .

i @Q?(Cim}a G G g V\QM pO/M —I
2 ¢ ¢ d9)ijfo &39?9 cli ah‘n}o iv\\@mo -4 (AM\Q
¢ o W Cosong. ed o QQ c\immc,iowc & vwa
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tonciond . Suooma fa/\'ad}t@c{){ V\va\wﬂ‘l, n (-'suua:

G =1n:910
{\_m?: [Cokgn)-

IQY Cfi\fario S f)mﬁh a(J ocse e (gvffcg.wmo
eWm@wmm&a nd W&wch r%kr. Ltk in

hiﬁ?iz;; Q)iigiziiﬂiji%u¥a ;ﬁgvx¢ud3
Uwa inc | ¢ iﬂ\h
b Q‘M‘k. AMQQPI |

7l

c—m%%

\ M -
70,
%‘/ C/lg’d N

G?J th; \'QAAQXNGQX [)jm\e.,7\/l'mc\i afrﬂr}w"
N @u\w&ae & snedvaunsndo , dovono avere A Citon=
Yerenza di Mohe ?«‘v\ esterna \E&AWQ &Q/; oh
Q/(\MA\YQ.

9.8 Tensione ideale

wo wn tUA%orL O{% JOTD' 81%*04"(,0 :

B L
Cl=]T & e
Tor 7]% Ty

Q} Ca \IUOQJL \QC)YO{W\A({ M oun kWA/\S_O{'( Jﬂéﬂ,«
QQML{ vv\qvxoa%(a/QL //@IVV&QQM}&// CX@M(g un ?mQJQ
“eciteco & C;WMO”;

G 0 0
g)=]0 ¢ |,
¢ 0 64

dove ¢ wdica la (pc,;i;z)&h Foucious V\MVMQL
M o, %‘Z&WQ) "Tomcions {CMQI'/.
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IQ cr]\erio Ai Q&V\K{v\g (&FWQW{Q vho C(QA ()r{m{ c‘/r\\’Q,(\o di Huber-von Mises Q9 \/HQQ,L poi f)o((g Q@

crl}o/(i e\) ((L%{%}M%J ?fo\)os‘“(  view) awn 0.4 /w% W orwA :

J‘(Qﬁzw\o 2% Ua vesifica di resistouza di Wa}er\‘aﬁ' 2
"y 4= Y(tra)’- 30,
gt

In accordo con la superficie di snervamento gia descritta, g(,/(;\.\ a i G F 0 h Mo W" © 6/‘9} %

la tensione ideale vale: r
eli U?"/f;m ° °r\r°%’°‘ka/QQ ’ Q@ 0.4 c\/i\/QMb :

oy = '“@’(’j\ %, sz G laziour),

64 =5 G~ 0.0 -6.0- G, +3(f,,;+'zﬁ%+‘%) :
mmg‘\o‘ GSII (v cwfresqi%)-

it

4
W e 210 &) Gm,.(Wo olA Trescd @mdiuca
invece SQ/Q/J §O§)¢%\\VQ twcfim icbﬂQﬂ, :

Nel caso del criterio di Grashof risulta invece:

&) A+ o —vbeg
—?'LJ\ J 6;4=w»6><{\65—6“,\5;-6;\,\%“6;”-

= e o f@re -vbee ],
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Capitolo 10

Analisi della sollecitazione nelle travi

10.1 Caratteristiche della sollecitazione

Si ricorda che le caratteristiche della sollecitazione rappre-
sentano la risultante F e il momento risultante M delle forze
agenti sulla faccia della sezione retta di normale uscente posi-
tiva, ridotte al punto O intersezione tra linea d’asse e sezione
retta. Nella decomposizione locale individuata dalla normale
alla sezione retta (coincidente con la tangente alla linea d’asse)
vengono generate da una parte la forza normale N e il Momen-
to flettente My, risultante e momento risultante della tensione
normale, e dall’altra parte il taglio T e il momento torcente M,
risultante e momento risultante della tensione tangenziale. Si
noti che le tensioni normali sono un sistema di forze parallele
e quindi equivalenti, se N # 0, ad un’unica forza perpendico-
lare alla sezione retta. Analogamente, le tensioni tangenziali

N

€z = versore tangente alla linea dasse
versore normale alla sezione retta

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

sono un sistema di forze piane e quindi equivalenti, se T # 0,
ad un’unica forza giacente sulla sezione retta.

Il momento risultante M e le sue componenti My e M, dipen-
dono dalla scelta del punto O, mentre la risultante F e le sue
componenti N e T ne sono indipendenti. Detto P un punto
posto sul piano della sezione retta distinto dal punto O posto
sulla linea d’asse risulta:

Mp=M+ (0O —-P)XF, (1)

oppure:
M} = Mg+ (O — P) x (Ne,), (2a)
MFe, = Mie, + (O - P) x T, (2b)

dove si sono indicati con il simbolo P i momenti valutati ri-
spetto al generico polo. Scelto infine un sistema di riferimento
Oxy sulla sezione retta della trave le (2) diventano:

, — | asse tangente alla linea d'asse
| asse normale alla sezione retta

105
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X 0
Ipi
p#\*p]
T
Yy
M? = M, - Nyp, (3a)
M} = M, + Nxp, (3b)
ML = My — Tyxp + T yp. (30)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel dato sistema
Oxy.

Si noti che, allo stato attuale, la scelta della linea d’asse e,
almeno fino a un certo punto, arbitraria e che quindi non esiste
nessun motivo particolare per la scelta del punto O quale polo
per il calcolo dei momenti. Si noti anche che i sistemi delle
tensioni normali e delle tensioni tangenziali che si generano
dalla scomposizione delle tensioni agenti sulla sezione retta
sono indipendenti I'uno dall’altro e non esiste nessun motivo
particolare per la scelta di un unico punto quale polo per il
calcolo dei momenti dei due sistemi di forze, se non quello
della semplicita. Per non perdere generalita, quando e se sara
necessario, ci si riferira a due poli distinti, G per il calcolo del
momento flettente e C per il calcolo del momento torcente,

distinti a loro volta dal punto O posto sulla linea d’asse. Se
questo e il caso, dalle (2) risulta allora:

Mg =M+ (O —-G) X (Ne;), (4a)
Mce, = Mie, + (O — C) X T, (4b)

dove M ¢ il momento flettente valutato rispetto al polo G e
Mc il momento torcente valutato rispetto al polo C.

Si noti che essendo 6 il numero delle componenti scalari del-
le caratteristiche di sollecitazione, risulta possibile rappresen-
tare la sollecitazione nelle travi tramite un vettore (algebrico)
di sollecitazione S di dimensione 6. Si noti che le (3) defini-
scono due gruppi di tre componenti di sollecitazione ciascu-
no, (N, My, M,) e (M, Tx,T,), tali che le componenti di solle-
citazione di ogni gruppo siano legate tra loro e indipendenti
da quelle dell’altro gruppo. Per tale motivo nel vettore di de-
formazione S si riporteranno per prime le componenti di sol-
lecitazione del primo gruppo e a seguire quelle del secondo

gruppo:

dove in generale My e M, indicheranno le componenti del mo-
mento flettente di polo G mentre M, indichera il momento tor-
cente di polo C.
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10.2 Equazioni di equilibrio Eo{m‘@‘brco s rolgeions ( q)o@ Q aw:m)
10.2.1 Equazioni indefinite di equilibrio S
Sia O un punto sulla linea d’asse dove non sono applicate forze e K
coppie concentrate. + (O(Gz)— Q)X Fly) — (0(61) ~Q) ’(_F/S'):Q
EC]VI.QA'L/"O 8% k@gg@ﬂm : 5
E g “—4 fu +(Q—Q>x<0\‘E‘+E>+ ‘igxf}afs:O
o Lds T ds -~ oS 2

Fp,(ab,w 51 ¢ S5 e quir\(h:

E‘% +exE +m =0

(-(il—?' =€, %5 fEﬂ)recmh la lunghezza d’arco della linea d’asse)

10.2.2 Equazioni di discontinuita

PJV\}:. A, aff@wdw& d fom ¢ Uﬂ;ie @uwmh
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10.2.3 Equazioni di equilibrio al contorno

Le coalordhide dlla solbeitaoins i affioauo
e esrconil devows uawaa,&a‘c b ferg awﬁm)m.
Nl piwa seviont & echremild Lo canlteistio della
looRions cae aWQAc/a)fq o cocione & normsll
s pssitiva M‘i”"’ b ot spplicate
@@mm Yo caatedshidns canbishe i Sopns

10.2.4 Componenti scalari delle equazioni indefinite

di equilibrio

Si ricordi che:

ds = e
€
js =%
%%:cgz—fgx
Poiché:
= E§x+7}_'j+'\’§%
e:
M= ngx“LMje +M Ly,
r.’%ulh
AF_ &e c(_rg.@ E{_'\.’
Is-— d% =x + 0[3 =y ds §z
de de de
T, .= oLy Lz
[ -
= 4% ,(rﬂ> (A’y
k_g T )8 s
+ (C{-N +ch e, ;
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e analogamente:

ie,
“e.
X
= w;)w)m Wa e d ' asse
y = V\O(M/J«Qi p(mu?&QL
X = loivwmdpk

(&%Ao L ovrva}ura

ora yrg a%la Wﬁ(ﬂ iﬁ%
C= loftiow M dege %ﬂu&}n@ A@QQQ é@ve

o
fl

/

Inoltre:

§%XF =§%X(7;§;+T§ +N§¥/)

= Egj“rggx

Le JA/Q 17\/81;0«@ iV\Jeﬁw‘}@ cLa qv:'@'krfo (V@Hona&)

3 v Mo @QQQ S?vw}n Qf\/a-u'Ow‘ ealon

E {yﬁ'ﬂx—o

dM
E’_thJrM/C + T +my =()
G(Mt
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L énallsl preced.ent-e e valida sotto I'ipotesi (.:he la tangent.e or}o QQJL aQ F‘ no JLQQ/,} H(WQ e LI\/MCL' (isU |b .
alla linea d’asse coincida con la normale alla sezione retta, altri- ‘a'W\

menti la binormale e la normale principale non appartengono

al piano della sezione. Questo é senz’altro vero nella configura- 7[.‘ = o] e+ F e
e . ’ . _ A =z
zione di riferimento, dove I'equilibrio viene scritto nell’ipotesi J ( /pwze)
di piccoli spostamenti. Nella configurazione deformata, dove m=me 7
- =x

in generale deve essere scritto 1'equilibrio, le sezioni rette della
configurazione di riferimento non restano in generale ortogo-

nali alla linea d’asse anche dopo la deformazione, salvo che non 9
si assuma l'ipotesi di trave inflessa, ovverossia non si ipotizzi F
esplicitamente tale circostanza. S

m

10.3 Statica della trave piana

_E =Te y + N €2 _‘
10.3.1 Equazioni scalari di equilibrio indefinito , / &V&Hw%}i che dﬁé&l
M=Me x Y u’}ga’%q)

Lu forze applicate (sidotte ot ponli il Bivea dlase ) «
QQ Car&“erie*iC\!\z &QQ,QQ So@&d}ado«\e JWA{\’(MWO GI«Q [}félmo

e qindi non vi sono momenti torcenti.

(' asse (o zvfa(\wao«\o bolte ad wn pidno 0 cao Olace T
MQA Frave sig feH{aneo >

Poiche~ & forze gjdciono nel] pidmo
idla trove momendi hamwo gsse momendo

]
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Le sei equazioni di equilibrio scalari si riducono allora alle

tre seguenti equazioni scalari:

dT _ . =
y» N+q =0
(—3?,\/+ CT—Q—F:O
%—? T+m=()

In 8:»%892// 0! xee doformate dlla tave o curvo
andhe e asse indeformate o ra,Pr;J&'neo/ ¢ Hwnque}
Se @Q‘ eﬁocw( Sowo 3@“&,«’, 3 29 va-viow et A
miviQ,i\b(io &'Fm&no&a@a corvatun W asge doformato,

Se. e soshasdh sono gl £ 'ame lformabo i
comfonde on €' ase indeformate o 5 qw&}o e
WHJQAW@/ 73 Oatious tndaViuite &A\/w%wo

(c=0):

%— +2=0
ii}%+q=0 »
Mo -T=0

Tali equazioni di equilibrio potrebbero essere ottenute in modo
diretto scrivendo QQ eyw—do«m‘ AA Q%M/Q{L(io u& ?19»0
@wc &QQA H&s%v‘m ed vws JQDA mbv‘wﬁ) cL' VA

}(W A HAA/Q, di lunghezza &’k) brase (aw&9 2124 mgw"}&m

y

di o(&'w& %u?uio& 89\ privo in &Q:
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—N+N+c\N+Fc{% -0 Uik per dE=0 5 omllaws , ot b forze ononhate

—T AT+ dT qd = 0 i inacste.

~M+ M+ dM-Tdz+ mdf = 0 T ,__,_P et
/ dt

.
e R
N \ mdy Pk / N+dN _

L
7%
P

TLTHQ=0 = AT+Q=0

10.3.2 Equazioni scalari di discontinuita

Se in @n.‘s?wioum & on ?uy\fo clla Liuoa dl asse agisce
wa forza PP g @YF\"Q @w«w}/aﬁ, Y 'Qr[vs'@‘lon'o oline l k ] ) >
boeno del wako pous: e incua mr(“sfzwiﬁuzxa o capt= J
foqishidhe dolls @Q&c{hm’m suh‘smwrbzpﬁﬂ disonhiwuilR Tn
h:b@a Qfm‘ﬂx]orio G forze disteibeite now M}uvw\apno E@fC[&\ el M +_M'+ ,Yl= O = AM.HQ: O
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10.3.3 Diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione
(asse rettilineo)

10.3.3.1 Convenzioni di segno

Mg M
N _LN
/ > L
_____ V"r
Y
[\/ N La Cgrza up{m/;Qz 2 pc-%\}" va

<_— —4 Se uécwh A/&QQ @DQwQAu}o

Qe P] (uo)'o’lfg ?’Mo

W $2uSe orafio
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Capitolo 11

Analisi della deformazione
nelle travi

11.1 Moto rigido relativo per unita di linea

Si consideri, nella configurazione di riferimento ¢ di una ge-
nerica trave, una sezione retta fissa A(s) e una seconda sezione
retta variabile A(s + As), individuata dall'incremento As del-
la coordinata curvilinea s che individua la sezione fissa. La
posizione della sezione fissa nella configurazione deformata
{* sara individuata dallo spostamento u(s) e dalla rotazione
@ (s) mentre quella della seconda sezione dallo spostamento
u(s + As) e dalla rotazione @(s + As). Si ricordi che la de-
scrizione della posizione spaziale di un qualunque corpo ma-
teriale e sempre relativa ad un osservatore, nel nostro caso un
osservatore esterno alla trave, che definisce lo spazio in cui la
trave stessa si colloca. Poiché ad ogni corpo rigido ¢ possibi-
le associare un osservatore, con lo spazio ad esso connesso,
la posizione della sezione retta variabile A(s + As) nella confi-
gurazione deformata puo anche essere individuta dai parame-
tri di moto rigido u;(As) e @(As) della stessa sezione relativi
all’'osservatore definito dalla sezione retta fissa A(s).

Se la trave non si deforma, il moto rigido relativo prima de-
scritto € nullo. Ne risulta che i parametri del moto rigido re-
lativo rappresentano la deformazione associata alla parte As
di linea d’asse compresa tra le due sezioni rette. Rapportan-
do i parametri del moto rigido relativo alla lunghezza As della

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

A(s +As)  A'(s +As)

(s + As)

A*(s)

A*(s + As)

parte di linea si ottengono lo spostamento relativo per unita di
linea d(As) e la rotazione relativa per unita di linea k(As), detta
anche curvatura (di deformazione):

u.(As)

d(as) = P02, k(As) = Pr(45)

As (1)

I rapporti (1), dipendenti dalla parte di linea As, definiscono
una deformazione media nell'intorno della sezione A(s). Lo
spostamento relativo per unita di linea e la curvatura in corri-
spondenza della sezione retta A(s), ancora indicati con i sim-
boli d e k rispettivamente, saranno allora definiti dal limite per
As — 0 di tali rapporti:

d(s) = Tim %89 ) - g PrES)
As—0 As As—0  As

119
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Si vogliono ora determinare le equazioni di congruenza, ov-
verossia le relazioni che determinano il moto relativo per unita
di linea in funzione dei campi degli spostamenti u e delle ro-
tazioni @ individuati dall’osservatore esterno. Il moto relativo,
descritto dal punto di vista dell’osservatore esterno, si ottiene
dalla differenza tra il moto della sezione variabile A(s + As)
e quello della sezione fissa A(s). Poiché il moto della sezione
variabile, relativo alla sezione fissa o all’osservatore esterno, ha
quale polo il punto O (s + As) della linea d’asse appartenente al-
la stessa sezione variabile, mentre il polo del moto della sezione
fissa coincide con il punto O(s) della linea d’asse appartenente
alla stessa sezione fissa, si ottengono i seguenti parametri di
moto relativo:

U (As) = u(s + As) —u(s) — @(s) x (O(s + As) — O(S)),
(3a)
@r(As) = @(s + As) — @(s). (3b)

Sostituendo le (3) nelle (2) si ottengono infine le equazioni di
congruenza:

du
d:E—erz, (4a)

_do
k_ds’ (4b)

dove e ¢ il versore tangente alla linea d’asse indeformata nel
punto di coordinata s, coincidente con la normale alla sezione
retta. Si noti che la (4a) vale sotto la condizione che s coin-
cida con la lunghezza d’arco. Si noti anche che le (4) valgono

esclusivamente sotto I'ipotesi di piccoli spostamenti e piccole
deformazione, avendo utilizzato il vettore rotazione in luogo
del tensore rotazione.

Il moto relativo infinitesimo di parametri dsd e dsk e di polo
O(s) porta la sezione A(s + ds) in una configurazione interme-
dia A’ (s + ds) che a sua volta il moto della sezione A(s) di pa-
rametri u(s) e @(s) e di polo O(s) porta, a meno di infinitesimi
di ordine superiore in ds, nella sua posizione finale A*(s + ds),
ovverossia nella posizione che la sezione A(s +ds) occupa nella
configurazione deformata.

11.2 Componenti di deformazione locale

Nel seguito ci si riferisce allo schema di figura, che rappre-
senta, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo in
ds, la deformazione nell’intorno della sezione A nel piano indi-
viduato dalla normale e, alla sezione retta e dallo spostamen-
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to relativo d. Si noti che I'angolo tra la normale e, e il vet-
tore ds (e; + d) individua lo scorrimento massimo y tra la li-
nea d’asse della trave e la sezione retta. Nell'ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazioni risulta:

d-e;=(1+€)cosy—1=e. (5a)
ld—(d-e;)e;| = (1+¢€)siny =Y. (5b)

La componente del vettore d sulla direzione normale alla sezio-
ne retta nella configurazione indeformata coincide quindi con
la dilatazione della linea d’asse, indicata nel seguito con il sim-
bolo €, mentre la sua proiezione nel piano della sezione retta
coincide con lo scorrimento tra linea d’asse e sezione retta, in-
dicato nel seguito con il simbolo y. Dalla (4a) si ottiene quindi:

e=d-ez—d—u e.. (6a)
ds
y:d_(d'ez)ezz (3—?—682) _(pxez. (6b)

In funzione della dilatazione € e dello scorrimento y lo sposta-
mento relativo d risulta quindi:

d=1y+ece;, (7)
e ne consegue:
ce;+y= d_u —-@pXxe (8)
z y - dS (p Z-

Il vettore y giace nel piano della sezione e lo si puo quindi
scomporre in due componenti:

IR & T Ge
bve ¥, e by raﬁmwhw s sorrimenkt |
i ¢ %A 3n @oabwg)r( e j (aq'Qc,QM)fl
solls senion iy . Twolk

_ o\\A
= T x
dy .
2{7: ds RN
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11.3.1 Trave piana ad asse rettilineo

Se la trave piana ¢ ad asse rettilineo risulta poi:

11.3 Deformazioni nel caso di trave piana v

£ = ’
Nel caso piano gli spostamenti avvengono nel piano yz della A
trave e le rotazioni attorno all'asse x ortogonale al piano della dur
. = - +

trave : ¥ o 7

4=ve +we, f=Ye,. e

: : - de

Ne consegue che il vettore scorrimento ¥ hala sola

componente in direzione y e Q/() wvatuca K Q/A GOQQ e,
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Langolo di rotazione della tangente vale:

dv
oL = -y = — i

Cor \Q\Tv(«i ‘}Q,OW'@* (C4 M' I5%e ;&pormf,\}‘o ) V\QQQ‘;P"}QQI‘
de p,‘Qpr 6\>o9‘7&mfwk 1 e piccole deformazioni:

do 4
C=a¥="o}zz'

11.4 Dilatazione e scorrimento della generica
fibra longitudinale

Nella descrizione del moto relativo interviene quale polo il
punto O della sezione retta posto sulla linea d’asse. Lo spo-
stamento relativo per unita di linea d e le sue componenti € e
y dipendono dalla scelta del punto O, mentre la curvatura k
e le sue componenti kr e @ ne sono indipendenti. Si ricordi
che, come gia detto, allo stato attuale delle cose la scelta della
linea d’asse &, almeno in parte, arbitraria e ne consegue che la
scelta del punto O quale polo per il calcolo dello spostamento
relativo d non e obbligata. Si potrebbero anzi presentare delle
circostanze particolari che potrebbero suggerire la scelta di un
polo avente un significato fisico ben preciso. Per non perdere in
generalita ci si riferisca allora ad un polo P distinto dal punto
O posto sulla linea d’asse. Lo spostamento relativo per unita di
linea d’asse dp, di polo P, valutato per il tramite dei parametri
di moto relativo di polo O, risulta:

dp=d+kx(P-0). (1)

Si consideri ora la fibra longitudinale della trave passante per
P, ovverossia un elemento di linea per P ortogonale alla sezione
retta e avente quindi la direzione della linea d’asse. Se 'asse
coincide con la normale principale alla linea d’asse, ad un ele-
mento ds di linea d’asse corrisponde un elemento ds’ di linea
longitudinale per P tale che:

ds’ = Mds = (1 +cyp)ds, 2)
b
ds a4
ds’_a+yp
cds
\ e
a
a
G \\ (-46
- 1
¥ :
P\| © d¢
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dove a e il raggio di curvatura e ¢ la curvatura della linea d’asse.

La dilatazione €p e lo scorrimento yp della fibra longitudina-
le passante per il nuovo polo P della sezione retta soddisfano
allora la relazione:

1 d
€Pez+)’P=m{<d—?—(l’xez)+k><(P—O)}, (3)

dalla quale si ottengono infine i valori di €p e yp:

€pe, = l{eez + k¢ X (P - 0) } (4a)
1+cyp
YPZ:HC:)/P{Y"F@BZX(P—O)}. (4b)

Se la trave e snella, che poi € quello che una trave deve nor-
malmente essere per essere una trave, cioe se cyp < 1, si ha
1+ cyp = 1 erisulta:

€pe; ~ce, + ki x (P-0), (5a)

Yp=y+@e,x (P—-0). (5b)

Le (5) valgono in modo esatto, a parte naturalmente ’'approssi-
mazione dei piccoli spostamenti e delle piccole deformazioni,
nel caso di trave ad asse rettilineo. Scelto infine un sistema di
riferimento Oxy sulla sezione retta della trave le (5) diventano:

€p = € + kxyp — kyXp, (6a)
YE=yx—0Oyp, (6b)
Y5 =¥y + Oxp, (6¢)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel dato sistema
Oxy.

Le equazioni (5) e (6) mostrano che la dilatazione €p della
fibra longitudinale dipende dalla dilatazione della linea d’asse
e dalla curvatura flessionale cosi come lo scorrimento yp della
fibra longitudinale dipende dallo scorrimento della linea d’asse
e dall’angolo unitario di torsione. Ne consegue che dilatazione
e scorrimento sono indipendenti tra loro cosicché nulla obbliga
a scegliere lo stesso polo, e quindi la stessa fibra longitudinale,
al fine della definizione di tali deformazioni. Come gia nello
studio della sollecitazione, per non perdere generalita, quando
e se sara necessario, ci si riferira a due poli distinti, G per il
calcolo della dilatazione e C per il calcolo dello scorrimento,
distinti a loro volta in generale dal punto O sulla linea d’asse.
Se questo é il caso risulta allora:

€ce; ~ce; + ki x (G-0), (7a)

YcrY+0e;x (C-O0), (7b)

dove € ¢ la dilatazione della fibra longitudinale per il polo G
mentre yc € lo scorrimento tra la fibra longitudinale per il polo

C e la sezione retta.

Si noti che la traslazione relativa ee, dovuta alla sola dilata-
zione € della fibra longitudinale, ortogonale alla sezione retta,
e la rotazione relativa dovuta alla sola curvatura di flessione kg,
di asse giacente sulla sezione retta e passante per il polo G, si
combinano, se k¢ # 0, in una rotazione relativa k¢ di asse pa-
rallelo al precedente e ancora appartenente alla sezione retta.
Analogamente la traslazione relativa dovuta al solo scorrimen-
to y della fibra longitudinale con la sezione retta, giacente nel
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piano della sezione retta, e la rotazione relativa ®e, dovuta al
solo angolo unitario di torsione O, di asse ortogonale alla se-
zione retta e passante per il polo C, definiscono un moto rigido
relativo nel piano della sezione e si combinano, se ® # 0, in
una rotazione relativa ®e, di asse parallelo al precedente.
Essendo 6 il numero delle componenti scalari delle caratte-
ristiche della deformazione, risulta possibile rappresentare la
deformazione nelle travi tramite un vettore (algebrico) di defor-
mazione D di dimensione 6. Si noti che le (6) definiscono due
gruppi di tre componenti di deformazione ciascuno, (€, kx, k)
e (0,yx,Yy), tali che le componenti di deformazioni di ogni
gruppo siano legate tra loro e indipendenti da quelle dell’altro
gruppo. Per tale motivo nel vettore di deformazione D si ripor-

teranno per prime le componenti di deformazione del primo
gruppo e a seguire quelle del secondo gruppo:

)
[

(8)

dove in generale € indichera la dilatazione della fibra longitudi-
nale per il polo G mentre y, e y, indicheranno le componenti
di scorrimento relative alla fibra longitudinale per il polo C.

11.4.1 Integrazione delle equazioni di congruenza

Nel paragrafo 1 si sono dedotte le deformazioni, ossia i pa-
rametri d e k del moto rigido relativo per unita di linea, dalla
conoscenza del moto rigido delle sezioni rette, ovverossia dei
loro spostamenti u e rotazioni . Si vuole ora fare 'operazione
inversa, ovverossia dedurre gli spostamenti e le rotazioni delle
sezioni rette supponendo note le deformazioni. A tale scopo,
le equazioni di conguenza:

dp
du
5—(p><e2=d, (1b)

si possono interpretare come equazioni differenziali nelle fun-
zioni incognite u e @.

Si consideri allora un generica trave, o parte di trave, di linea
d’asse £ compresa tra i due punti A, di prima estremita, e B,
di seconda estremita, di coordinate curvilinee s4 e sp rispettiva-
mente. Integrando la (1a) lungo la linea d’asse si ottiene:

sB
@5 @a= | kds, ()
SA
dove @4 = P(s4) e p = P(sg). Per integrare la (1b), si tenga

conto innanzitutto che e, = dO/ ds, dove O é il generico punto
della linea d’asse. Si tenga quindi conto che risulta:

cper:%<q9x(O—B))—k><(O—B), 3)
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avendo utilizzato il polo B per rendere piu agevoli gli sviluppi
seguenti. Integrando per parti si ottiene allora;

quoxezds= [cpx <O—B)]z—ij><<O—B)ds

— @ax (B-A) —J:ka(O—B)dS, 4)

avendo tenuto conto che O(s4) = A e O(sg) = B. Integrando
la (1b) si ottiene infine:

up —us— @ax (B—A) =fgdds+ka><(B—o)ds, (5)
SA A

dove uy = u(sy) e ug = u(sg). Sinoti che al primo membro del-
le (2) e (5) compaiono i parametri u.(£) e @ (£) del moto relati-

vo associato alla trave di linea d’asse ¥, ovverossia il moto del-
la sezione retta di seconda estremita descritto dall’osservatore
connesso alla sezione retta di prima estremita:

ur(6) = up —us - @ax (B-A), (6a)

@) = g — Pa. (6b)

Si noti che se la sezione iniziale in A ha rotazioni e sposta-
menti nulli rispetto all’osservatore esterno i parametri u.(€) e
@:(£) del moto relativo forniscono rispettivamente lo sposta-
mento up e la rotazione @p della sezione finale in B rispetto
all’osservatore esterno.

Si noti inoltre che le (2) e (5) hanno una semplicissima inter-
pretazione fisica. Infatti per calcolare il moto relativo si tenga

dsd + dsk x B O
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fissa la prima estremita della trave e si sommino al limite, cioe
si integrino sulla linea d’asse, i contributi allo spostamento e
alla rotazione della seconda estremita dei singoli elementi di
trave ds che compongono il tratto finito di trave £. Poiché per
I'ipotesi di piccoli spostamenti il contributo di un elemento e
indipendente dal fatto che gli altri elementi siano gia deforma-
ti oppure no e poiché la deformazione del generico elemento
di trave ds genera un moto relativo, del tratto di trave che se-
gue '’elemento di trave, di parametri dsd e dsk, ne conseguono
immediatamente le (2) e (5).

11.5 Trave inflessa

L'ipotesi di trave inflessa richiede alle sezioni rette di conser-
varsi ortogonali alla linea d’asse. Questa ipotesi equivale a tra-
scurare gli scorvimenti tra linea d’asse e sezioni rette. Ricordan-
do I'espressione dello scorrimento, il vincolo di trave inflessa si
scrive:

du
<P><ez=§—eez, (1)

e rappresenta un legame tra campo delle rotazioni e campo de-
gli spostamenti. D’altronde se le sezioni restano ortogonali alla
linea d’asse allora il campo degli spostamenti determina i piani
delle sezioni nella configurazione deformata, in quanto deter-
mina la linea deformata a cui tali piani sono ortogonali. Ovve-
rossia viene determinata in modo univoco la rotazione flessio-
nale, restando indeterminata la sola rotazione torsionale della
sezione. In componenti la (1) fornisce infatti:

du du
@yzg'exa (Px:_a

cey. (2)
Nel caso di trave piana ad asse rettilineo resta significativa solo
la seconda di queste e risulta:
dv
P=—q 3)

Si noti che senza l'ipotesi di trave inflessa le sezioni “rette”
sono ortogonali alla linea d’asse in generale solo nella confi-
gurazione indeformata la cui descrizione risulta dunque parti-
colare e non conforme alla configurazione deformata generica.
Questo fatto non crea problemi nell’ambito di una teoria del
primo ordine che permette di confondere la configurazione de-
formata con quella indeformata, dove le sezioni “rette” sono
ortogonali alla linea d’asse. Ma gia nell’ambito di una teoria del
secondo ordine, quindi ancora basata sull'ipotesi di piccoli spo-
stamenti e piccole deformazioni, I'’equilibrio viene scritto nella
configurazione deformata dove in generale la normale ad una
sezione “retta” non e tangente alla linea d’asse.

Lo scorrimento y tra linea d’asse e sezioni rette, insieme alla
dilatazione della linea d’asse €, compone lo spostamento relati-
vo d per unita di linea. Questi, in base all’analisi del paragrafo
precedente, provoca in generale degli spostamenti relativi tra
le due sezioni di estremita di una trave trascurabili rispetto a
quelli provocati dalla rotazione relativa k per unita di linea. In-
fatti la quota degli spostamenti provocati dalla rotazione rela-
tiva che si sviluppa in un elemento di trave sono proporzionali
alla distanza dell’elemento dalla sezione di seconda estremita,
a differenza di quelli dovuti alla sola traslazione relativa. Piu
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la trave e snella maggiori sono gli effetti amplificanti delle di-
stanze in gioco sugli spostamenti dovuti alle rotazioni relative.
Si tenga comunque conto che tale analisi ¢ qualitativa e che
I'effettiva trascurabilita dello spostamento relativo per unita di
linea nel calcolo degli spostamenti di una trave o di un sistema
di travi dipendera da varie circostanze che andranno valutate
di volta in volta e che in ogni caso dipendera dal rapporto tra
curvatura di deformazione e spostamento relativo per unita di
linea.

Tornando all'ipotesi di trave inflessa si consideri che intuiti-
vamente la rotazione relativa per unita di linea ¢ associata al-
I’azione dei momenti flettenti e torcente mentre lo scorrimento
tra linea d’asse e sezioni rette a quella del taglio. Le prime due
equazioni scalari di equilibrio alla rotazione mostrano inanzi-
tutto che il taglio € nullo se ¢ nullo il momento totale salvo il
caso particolare in cui agiscano delle coppie flettenti esterne
distribuite lungo la linea d’asse. Escluso tale caso particolare,
ne consegue che gli scorrimenti tra linea d’asse e sezioni ret-
te sono sempre accompagnati da rotazioni relative per unita di
linea e gli effetti di queste ultime sono in generale predomi-
nanti su quelle degli scorrimenti. In secondo luogo le prime
due equazioni scalari di equilibrio alla rotazione permettono
di determinare il taglio dalla conoscenza dei momenti fletten-
ti e del momento torcente, ovverossia il problema del taglio é
staticamente determinato dai momenti flettenti e dal momento
torcente. E quindi escluso che I'ipotesi di trave inflessa, che cor-
risponde ad un vincolo di rigidita interna, renda indeterminato
il problema del taglio.

Si noti che un tale risultato non vale per la dilatazione della
linea d’asse, associata intuitivamente all’azione della forza nor-

male. Infatti la forza normale non compare nelle equazioni sca-
lari di equilibrio alla rotazione ed e quindi indipendente dalla
presenza di momenti o meno. L’effetto della dilatazione del-
la linea d’asse sara spesso trascurabile, ma ci saranno in ogni
caso delle situazioni in cui il trascurare i suoi effetti rendera
indeterminato il problema della forza normale.

11.5.1 Eercizio: Determinazione diretta del vincolo di
trave inflessa e della dilatazione della linea
d’asse nel caso di trave piana inflessa ad asse
rettilineo

Si enoideci vnd YUSICA Reitue ks,
0a witacaa @ wdieata wlla ﬁx'c)ura L ed on Somauto
dlage b ndl swo intorno. Porchads L' olowmbo d% dove
castace or\"o%pvxaQﬁ M evcone ory o v deve




Prof.Daniele Zaccaria SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011 Capitolo 11. Analisi della deformazione nelle travi 129

Q\/\o.‘m *Q/ul C)YQQ% (ohu‘m b? Aﬁ% NS re\t)féﬁ qufnch‘
n‘sJWa :

—cl\f=<4+£)dz s[n\P,

poich> 03 borghosea doll domenko . dopo € dofor-
nisiow vl dx+ £4%, per defiuiziont di dilabwion
SZJ'\V\Q,Q(Q . Si ottiene quindi:

(4+5)s{nh?=—j—g.

Ce g& %?os)féhmw\/\)‘{ Sono rf(co@ S ?uo\ ?o(rz %(n«-f@hf) e
M%u(am | termine AQ,Q se@néo ordine étf OH@V\QAJO:
dU

=% -

Si onoidec poi vn Pm}o Q Aﬂ% Ginea A‘&%ﬁe ed wn
(&Qﬁ»«v\w}o c“asge JZ M& $vo fﬂ*o(no. Con riferimento la

figura, sulta -

W+ A+6)dE e = dY +w+dw/
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Capitolo 12

Principio dei lavori virtuali per le travi

Sia data una generica configurazione % di una trave non
vincolata. Tale configurazione puo essere una qualunque
configurazione deformata che, comunque, nell’ipotesi di pic-
coli spostamenti coincide con la configurazione indeformata.

Sia \)0{ C\/cl/}o on q{%\i%&/«) e po(ze ég\re,me, f(s) ) m(s),
oMy, My, e M (=40) ¢ di caaMerishiie

A.&QA ng@@ou\au’w F , M . 1l dato sistema di forze ¢ di
C/M&H@h%ho\m AIUQQ/J 6”@0 U¥QYJM ¢ equilibrato se sono
soddisfatte Y fo\fauw M(LQ&W"\WC‘L( Qc\vi&zj\o(io )

(L‘ & V{Q;( \on'o g,Q conforno e di discontinuita in corrispondenza
delle forze concentrate )3',' ,ﬂ_\i :
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11 Qavoro virtuala &QQQZ [oca esleme per gQA |
Qfoé\‘w{ V\Th/@?/\' vdgﬂ.:

Gia infine dato un sisewa i sraoshzm@nh‘ vichvaly + r_ﬂ{,.nf(ﬂ) + M, (o]
u, 4 onmle sssociate deformacions victvali N % (4 ule:) + M- o, (g;ﬂ

—

g) f} K. Uneo %FOS}MO vfrh/a,QL Q\/ Fp/
1l 0/3"/0(0 vaa& &!J)QZ p@(‘ze interne per le

A&Wﬁw)&\ ?a(\ﬂl Q&V\Wi (0 MQ fdw} AA “no deformazioni vfr’rva&' deJL:
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g = 45 Y
’ - | s™D ds.

(6]
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ISZ ?(mu?go&n Q/ar\loﬁ v{(‘v&QX Puo\quinAA SenverSi
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}
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/)2’ (l (‘p
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!
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Capitolo 13

Teoria tecnica delle travi

13.1 Elasticita lineare

Con riferimento al caso di un legame costitutivo locale, la sol-
lecitazione nell'intorno di una sezione retta di una trave dipen-
dera solo dalla deformazione agente nello stesso intorno. Il mo-
do piu semplice di ottenere un legame costitutivo locale é quel-
lo di descrivere la deformazione e la sollecitazione nell’intorno
di una sezione retta tramite lo spostamento relativo per unita
di linea d e la curvatura di deformazione k e, rispettivamente,
le caratteristiche della sollecitazione F e M.

airt),k(t), —-co<T=<t = F(t),M(t). (1)

Se la trave ¢ elastica la sollecitazione F e M ad un dato istante
dipendera solo dalla deformazione d e k allo stesso istante:

F=F(d,k), M=M(d,k). (2)

Con riferimento ai vettori algebrici di sollecitazione S e di de-
formazione D la (2) si scrive:

$ =S(D). (3)

Il legame elastico lineare piu generale possibile si scrive allo-
ra, in forma matriciale:
S=ED, 4)

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

dove E e la matrice di elasticita di dimensione 6x6. Per esteso:

(N)] | Bt EL, EL, | EM ER Egty_re“

M, Ef. EL EL,|EL EY ER, ||k«
A AN | T
M; EY EY EY, | EL EL Ei, ||0]|

Ty EY, EY EY, |E.. EX E%, ||y«

[Ty ] [ By BV EY |Ey: Eye Ey | (yy)

Nella (5) si sono usate delle opportune linee orizzontali e ver-
ticali al fine di ritagliare in due parti, una assiale e flessionale e
una tagliante e torsionale, i vettori algebrici di sollecitazione S
e di deformazione D. Precisamente, le parti assiali e flessionali
St e Dy sono:

N €
Sf= Mx Df= kx ’ (6)
My ky

mentre quelle taglianti e torsionali S; e D, sono:

M; e
Sie=1Tx Di=yx¢- (7)
T, Yy

Si € visto a suo tempo che al moto rigido delle sezioni ret-
te, che descrive approssimativamente la cinematica del solido
trave, corrisponde innanzitutto una dilatazione della generica
fibra longitudinale che dipende esclusivamente dalla dilatazio-
ne della fibra di riferimento e dalla curvatura flessionale, ovve-
rossia dalla parte assiale e flessionale D¢ della deformazione.
Analogamente, al moto rigido delle sezioni rette corrisponde
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uno scorrimento della generica fibra longitudinale che dipende
esclusivamente dall’angolo unitario di torsione e dallo scorri-
mento della fibra di riferimento, ovverossia dalla parte taglian-
te e torsionale D, della deformazione. Si tenga poi conto che
nella prova di trazione semplice, che genera uno stato di ten-
sione monoassiale ed una dilatazione longitudinale omogenei,
si ¢ messa in relazione la dilatazione con la tensione normale,
mentre nella prova di torsione, che genera uno stato di tensio-
ne di taglio semplice ed uno scorrimento omogenei, si € messo
in relazione lo scorrimento con la tensione tangenziale. Si ri-
cordi infine che alla tensione normale corrispondono la forza
normale e il momento flettente, ovverossia la parte assiale e
flessionale Sr della sollecitazione, mentre alla tensione tangen-
ziale il momento torcente e il taglio, ovverossia quella tagliante
e torsionale S;. Risulta allora realistico un legame costitutivo
elastico lineare in cui la parte assiale e flessionale della solle-
citazione non dipenda dalla parte tagliante e torsionale della
deformazione e, viceversa, la parte tagliante e torsionale della
sollecitazione non dipenda dalla parte assiale e flessionale del-
la deformazione. Il legame costitutivo si scinde allora in due
parti, una assiale e flessionale:

(N Ef EL, EL, (e
1Mep=| Ex. Ex Exy |{kxp, (8)
My E. By, E, | [ky

e una tagliante e torsionale:
[ M; EL E. E, (@
1Txp=| Exz Ex E;tcy Yx (- 9)
[Ty E\, Ey B | |Vy

13.2 Lavoro di deformazione

Si ricorda che il QA\/O(Q &.« c(drﬁma‘u% ( QW{‘QW}]
{ "OWQHM Q,@No(o c\>& Q& po("&, @WP)\%‘(@ @Wiwo W
Q,PFQ,HO % 9\)9%&«»%][ ' L\UL L S\‘U&se, &(za (rovoc&uo.

Sotto I'azione dei carichi E/ m, 35, q.ﬂc' (i=0,1,...n,1)

Ua tave  asowt wa @u%«/@a‘m e(iust\ors,h
ém\wm e oluzQD/x na\fur&x di (ipenmw}o .

TEQ,Q Wﬁi?fur&v‘m e’ l.V\C(A‘\/l‘dA/an 4147/61 4f7ﬁ=)9ww}l'
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g solo ke ferze
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e quindi:
52
Eij = (l) .
L’integrazione ¢ possibile se e solo se:

2P P
0D;0D; ~ 0D;oD;’

cioé se e solo se la matrice di elasticita € simmetrica:
E=E', Ej=Ej.

Si integri allora dallo stato naturale allo stato finale caratte-
rizzato dalla deformazione D e dalla sollecitazione S = ED.
Uno stato intermedio vale AD e AS, con A € [0,1]. Ad un
incremento dD = (dA)D di deformazione corrisponde l'incre-
mento d¢p = A(STD) dA dell’energia elastica di deformazione.
Integrando si ottiene quindi:

1
¢ = J A(S™D)dA = %STD,
0

avendo scelto di porre ¢(0) = 0. Inserendo il legame costituti-
vo elastico lineare si ottiene infine:

¢ = %DTED.

M n‘clu'es\a c\u; q «%xm(o cL Moruwv'owt 611
{)ocli\ivo (él W/f\l‘(e MQVA WL%V(A%M nah/ra/Qe) "“\PQA“%I
la C{Qviw‘f@zm \704\{\@ L Eeln Sud invo,(\a‘laiQﬁa\.

Detta C la matrice inversa della ¥ :
—
C-E™,

si ha quindi:

D-CS.

£ anche assicurata  esictenza &LQQ ’ Mﬁ/‘ a WM <

Ea( umb\&&v&q che vale:
v=77'CS,

o

D= % !
oppure, per esteso:

- ¥
£= %‘,\7 b ~ My

o kK = W
= m § £ OMe

oV %
é{ = k =
Y=o 9= o,
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13.4 Teoremi sul lavoro di deformazione
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13.4.3 Teorema di Castigliano
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Si ricordi inoltre che
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e fornisce lo spostamento a partire dalla configurazione natura-
le per effetto delle forze applicate, ovverossia ¢ escluso il calcolo

di spostamenti dovuti a distorsioni ( 0 &l mpmiows MZ

%%rwa. (U&Q.Q AA?@\M&Q\W cos™ dalle sole sollecitazioni
(@/&Q}\ ) v

13.5 Centri di flessione e taglio

Nel seguito si suppone che esista I'’energia elastica di defor-
mazione e che quindi il legame costitutivo elastico lineare sia
invertibile e le matrici di elasticita e di elasticita inversa siano
simmetriche. Come gia detto si suppone inoltre che la parte
assiale e flessionale sia indipendente da quella tagliante e tor-
sionale. Si faccia poi riferimento, per il momento, al punto O
della linea d’asse per il calcolo di tutte le quantita che inter-
vengono nel legame costitutivo. Si scelga infine, nel piano della
sezione, un generico sistema di riferimento Oxy.

Ci si domanda ora se esistono due poli naturali, G di flessione
e C di taglio, il primo per il calcolo del momento flettente e del-
la dilatazione della fibra longitudinale per esso e il secondo per
il calcolo del momento torcente e dello scorrimento della rela-
tiva fibra longitudinale, che scinda ulteriormente ognuna delle
due parti del legame costituitivo in due parti indipendenti. La
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risposta € positiva e il legame costitutivo, previa scelta dei due
poli, risulta scisso in quattro parti indipendenti. L.a prima ri-
guarda la forza normale N, di direzione assiale, e la dilatazione
€ della fibra longitudinale per il centro di flessione, ovverossia
di una fibra di direzione assiale, e costituisce quindi la parte
assiale del legame costitutivo:

N = .']VIEG. (1)

La costante di proporzionalita M, rigidezza assiale di un ele-
mento di trave, ha dimensione F e puo essere misurata per
esempio in N. La seconda parte del legame costitutivo riguarda
il momento flettente M valutato rispetto al centro di flessio-
ne e la curvatura flessionale k; e ne costituisce quindi la parte
flessionale:

Mg = Jkr. @)
Poiché Mg e k¢ sono vettori nel piano della sezione, I'operatore
lineare J che ne definisce il legame elastico lineare ¢ di con-
senguenza un tensore del secondo ordine piano, il tensore di
rigidezza flessionale di un elemento di trave, e le sue compo-
nenti hanno dimensione FL? e possono quindi essere misurate
per esempio in N m?. La terza parte del legame costitutivo ri-
guarda il momento torcente M valutato rispetto al centro di
taglio e I'angolo unitario di torsione @ e ne costituisce quindi
la parte torsionale:

Mc = J:0. (3)
In tal caso la costante di proporzionalita J, rigidezza torsionale
di un elemento di trave e detta pit comunemente fattore torsio-
nale di rigidezza, ha dimensioni FL? e puo essere misurata per
esempio in N m?. Infine la quarta parte del legame costitutivo

riguarda il taglio T e lo scorrimento yc¢ della fibra longitudinale
per il centro di taglio e ne costituisce quindi la parte tagliante:

T =Tyc. 4)

Poiché T e yc sono vettori nel piano della sezione, 1'operatore
lineare I' che ne definisce il legame elastico lineare ¢ di con-
senguenza un tensore del secondo ordine piano, il tensore di
rigidezza tagliante di un elemento di trave, e le sue componen-
ti hanno dimensione F e possono quindi essere misurate per
esempio in N.

Dimostrazione dell’esistenza del centro di flessione. A tal fine, si
inseriscano le formule di trasformazione della dilatazione delle
fibre longitudinali e del momento flettente nel legame costitu-
tivo della parte assiale e flessionale, scritto con riferimento al
centro O sulla linea d’asse. Lo sviluppo del legame costitutivo
fornisce:

N = Eg(ec — kxve + kyx(;) +EL kx + EL Ky, (5)

che si riduce nella forma (1):

N = Eleg, (6)
se e solo se si pone:
EL, Ef
B e (7)
z z

Si ha poi:

Mg + NyG = Efcz (EG - kxyG + kyXG) + Ef(kx + E;f(yky (8)
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che con le (6) e (7) diventa:

2
w (EL,) EfEL,
MS = | Ef — i kx + (E};y - Z"; ) ky. 9)

Analogamente si ottiene:

2
EfEf E!

MS = [EL, - 2252 ke + E§,—< Zi) ky, (10)
EZ EZ

come volevasi dimostrare. [ ]

Dimostrazione dell’esistenza del centro di taglio. Conviene utiliz-
zare, per la parte tagliante e torsionale del legame costitutivo,
il legame costitutivo inverso scritto con riferimento al centro O
sulla linea d’asse:

2 cr ¢, ¢t ] [m
yxf=|CL C. C.y [{Txt, (11)
Yy Gz Gx G Ty

poiché si ottengono cosi degli sviluppi formalmente analoghi
a quelli della dimostrazione precedente. Infatti, si inserisca-
no nella (11) le formule di trasformazione dello scorrimento
delle fibre longitudinali e del momento torcente. Lo sviluppo
della (11) fornisce innanzitutto I'analoga della (5):

0 =C! (Mc ~ Teye + TyXC> + CixTe + Cy Ty, (12)

che si riduce nella forma inversa della (3):

0 = C!Mc, (13)

se e solo se si pone, analogamente alle (7):

C;y Céx
Yc = C; .

Xc = (14)

t
z
Si ha poi:

Y$+0ye=CL, (MC —~ Ty + Tyxc) + Cy Ty + CLy Ty, (15)

che con le (13) e (14) diventa:

t \2 Ct Ct,
yS = C;—(CZ’g) Te+ | CLy - 2| Ty.  (16)
Cz CZ

Analogamente si ottiene:

2
Ct,Ct Ct

y$ = CL - =5 ) T + Cty—( Zf) Ty, (17)
Cz z

come volevasi dimostrare. ]

A seguito della scelta dei centri di flessione G e di taglio C
quali poli per la descrizione del legame costitutivo delle travi
occorre verificare che I’espressione del lavoro virtuale interno
che compare nel principio dei lavori virtuali, e quindi le espres-
sioni dell’energia elastica di deformazione, restano formalmen-
te immutate.

Infatti si ha:

Ne + Mg - k¢

= (Ne;) - (eaez — ke X (G - O))

+ (MG +(G-0)x (Nez)) ke
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= Ne€g + Mg - ke
e analogamente risulta:

M@O+T-y
= {Mce; +(C-0) xXT}-(Oe;)
+T-{yc—0e; x (C-0)}
=Mc®+T-yc
+{(C-0)xXT}-(Oe;) —T-{Oe,x(C—-0)}
=McO+T-yc.

Ne risultano allora le seguenti espressioni del lavoro virtuale
interno, dell’energia elastica di deformazione e di quella com-

plementare:
Lyi = J{)(NGG + Mg - kf+MC@ +T- yc)dS

= L (NeG +MSky + MSky + McO + Tiey$ + Tyy§,> ds,

(18a)
1
</>=E{M6é+kf-1kf+h@2+yC-FyC}, (18b)
_1fd e e Iyvzer.r }
(/J—Z{MN tMg-J" Mg+ ME+T I Tp. (180
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Legame costitutivo per la trave inflessa

Si costruira nel seguito la teoria di Eulero-Bernoulli della trave elastica
inflessa, innestando una semplice assunzione costitutiva nel quadro cine-
matico sviluppato in precedenza. La prima versione di tale teoria € dovuta
a Giacomo Bernoulli.! In seguito Eulero,? su suggerimento di Daniele Ber-
noulli,? risolse basandosi sulla teoria di Giacomo il problema della determi-
nazione della elastica, cioé della forma che una trave elastica molto snella
assume sotto diverse condizioni di carico.

Le piu ampie applicazioni in sede tecnica della teoria della trave inflessa
si riferiscono alla sua versione ristretta alle ipotesi di un legame costitutivo
di tipo elastico lineare inserito nel quadro cinematico valido sotto I'ipotesi
di piccoli spostamenti. Tuttavia, come vedremo, nello spirito della teoria
delle travi inflesse risulta possibile considerare anche altri tipi di legami
costitutivi, per esempio elastici non lineari oppure elastoplastici od anco-
ra viscoplastici. D’altronde spesso non e possibile prescindere da tali tipi
piu generali di legami costitutivi, per esempio se si vogliono eseguire delle
verifiche agli stati limite ultimi.

La teoria della trave inflessa si presta bene ad affrontare lo studio delle
travi piane, travi che non sono soggette a deformazione di tipo torsionale.
In tal caso si potrebbe anche considerare, senza problemi, un quadro cine-
matico di riferimento non limitato ai piccoli spostamenti. Nel caso di travi

IGiacomo [Jakob, Jacob, Jacques] Bernoulli (1654-1705), nato a Basilea. La versione de-
finitiva della teoria della trave inflessa fu da lui pubblicata in “Histoire de I’Académie des
Sciences de Paris,” 1705.

2Leonardo [Leonhard, Leonard] Eulero [Euler] (1707-1783), nato a Basilea. I suoi prin-
cipali risultati sullo studio delle travi elastiche sono riportati in appendice al suo libro
“Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive propietate gaudentes”, pubblicato nel
1744, nel quale le soluzioni di svariati problemi sono ottenute sistematicamente con metodi
variazionali.

3Daniele [Daniel] Bernoulli (1700-1782), figlio di Giovanni [Johann] Bernoulli (1667-1748),
fratello di Giacomo. Daniele propose ad Eulero il problema della determinazione della forma
di una trave inflessa con una lettera del 1742.

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

spaziali, si presta invece ad affrontare lo studio della sola parte flessiona-
le della deformazione. In tal caso l'ipotesi di piccoli spostamenti diventa
indispensabile, o comungque di difficoltosa rimozione, per la necessita di se-
parare la deformazione nella parte flessionale e in quella torsionale, agevole
solo sotto l'ipotesi di piccoli spostamenti.

La versione della teoria ristretta ad un legame elastico lineare, alle picco-
le deformazioni ed alle travi ad asse rettilineo omogenee e a sezioni rette
costanti (solido cilindrico) € in accordo con la soluzione flessionale del pro-
blema di Saint-Venant. Osserviamo subito che le due teorie si intrecciano
senza che 'una sia compresa nell’altra, dato che il problema di Saint-Venant
e ristretto a tali assunzioni e quindi, da questo punto di vista, meno genera-
le della teoria della trave inflessa, e nello stesso tempo risulta piu generale
in quanto ¢ in grado di descrivere anche le parti tagliante e torsionale del le-
game costitutivo che invece uno schema analogo a quello della trave inflessa
non ¢ in grado di descrivere in forma accettabile.

Si conclude osservando che un pregio della teoria delle travi inflesse ela-
stiche lineari € anche quello di mostrare esplicitamente le analogie esistenti
tra la deformazione di una trave elastica inflessa ed il moto di un corpo ri-
gido. Risulta allora chiaro perché la flessione di una trave dipende, come si
vedra piu avanti, da un vettore dei momenti statici e da un tensore di inerzia,
analogamente al moto di un corpo rigido, da cui la necessita dello sviluppo
di una “geometria delle masse” nell’ambito della teoria delle travi inflesse.

151
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14.1 Legame costitutivo nell’intorno di un punto

Al fine di implementare le parti assiale e flessionale del legame costituti-
vo si suppone innanzitutto che il moto rigido delle sezioni rette, che come
detto descrive mediamente la cinematica della trave, dia una descrizione
sufficientemente accurata delle dilatazioni puntuali delle fibre longitudina-
li. In secondo luogo si suppone che un elemento di fibra longitudinale si
comporti come una barra sottoposta a trazione semplice (fig. 14.1). Questa

dz
H’—‘% linea d’asse

G-

elemento di fibra

fibra longitudinale

Figura 14.1: Generica fibra longitudinale

ipotesi caratterizza dunque il legame costitutivo nell’intorno di un punto
per il tramite di un diagramma tensione-dilatazione. La dilatazione e quella,
calcolata nel dato punto, della fibra longitudinale passante dal punto stesso
mentre la tensione ¢ quella agente, in corrispondenza del punto, sulla giaci-
tura di normale la direzione della fibra stessa. Naturalmente la dilatazione
delle fibre longitudinali, cosi come le corrispondenti tensioni, varieranno in
generale sia lungo una data fibra che su una data sezione retta.

Si ricordi che nell’ipotesi di piccoli spostamenti I’equilibrio viene scrit-
to nella configurazione indeformata, nella quale le fibre longitudinali sono
sempre ortogonali alla sezione retta. In tale ipotesi la tensione ¢ dunque
ortogonale alla sezione retta, e ne consegue che alla dilatazione € di una fi-
bra longitudinale corrisponde una tensione normale o agente sulla sezione
retta in corrispondenza della sua intersezione con la fibra stessa.?

4Nel caso di spostamenti finiti, ovverossia se gli spostamenti non sono piccoli, le tensioni

Nel caso piu generale possibile, la tensione normale agente in un dato
punto ad un dato istante dipendera dalla storia della corrispondente di-
latazione fino a quell’istante (legge di determinismo). Qui ci si limitera a
considerare due legami costitutivi particolari, quello elastico, e in particola-
re elastico lineare, e quello elastoplastico. Nel seguito si sviluppera poi in
forma completa il solo caso elastico lineare.

14.1.1 Legame costitutivo elastico

Se il materiale € elastico il diagramma tensione normale-dilatazione é uni-
voco e viene seguito sia durante la fase di carico che in quella di scarico
(fig. 14.2a). In altri termini ad una data dilatazione viene a corrispondere

o o
A o= o) A

|

—— o = Ee

n~nY
~Y

(a) Elasticita non lineare (b) Elasticita lineare

Figura 14.2: Elasticita
una ben precisa tensione normale. Dette € la dilatazione, in un dato punto,

della fibra longitudinale passante dallo stesso punto e o la corrisponden-
te tensione normale agente sulla sezione retta nello stesso punto, il piu

devono considerarsi agenti nella configurazione deformata. Le tensioni sono allora ortogona-
li alla sezione retta deformata solo se le fibre restano perpendicolari alla sezione retta anche
dopo la deformazione. Per la trave che soddisfa il vincolo interno di ortogonalita tra asse e
sezioni rette questa condizione ¢ senz’altro vera solo in assenza di deformazione di torsione,
come si verifica per esempio nel caso cinematicamente piano.
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generale legame costitutivo elastico si scrivera pertanto nella forma:
o = o(e). (14.1)

Si noti che tale legame rappresenta il comportamento del materiale di cui e
composta la trave. Se la trave non ¢ omogenea tale legame variera da punto
a punto.
Se il diagramma é lineare il legame costitutivo (14.1) diventa poi
(fig. 14.2b):
o = Ee, (14.2)

dove il coefficiente di proporzionalita E rappresenta il modulo di Young
del dato materiale. Se la trave non ¢ omogenea il modulo di Young puo in
generale variare da punto a punto, sia lungo una data fibra che nella sezione
retta. Casi tecnicamente importanti di travi non omogenee si hanno, per
esempio, nel caso di travi in cemento armato, realizzate con una gettata di
calcestruzzo di cemento all'interno della quale sono annegate delle barre
di acciaio, oppure nel caso di travi laminate, composte da strati di diverso
materiale. In tutti questi casi il modulo di Young é costante a tratti.

14.1.2 Legame costitutivo elastoplastico

Se il materiale ¢ elastoplastico il diagramma tensione normale-dilatazione
non € piu univoco poiché allo scarico, una volta superata la tensione di
snervamento, viene seguito un diverso percorso elastico lineare. Il caso
piu semplice possibile & quello di un diagramma bilineare, elastico linea-
re prima e perfettamente plastico dopo lo snervamento, con uguale limite
di snervamento a trazione e compressione (fig. 14.3), utilizzato per model-
lare sia gli acciai per cemento armato che quelli per strutture metalliche.’
Se in un percorso di carico viene superato il limite di snervamento la ten-
sione normale non é piu determinata univocamente dal valore attuale della
dilatazione della fibra longitudinale, ma viene a dipendere dalla storia della
dilatazione stessa precedente l'istante di tempo attuale. Si noti che risulta

5Al fine di eseguire verifiche agli stati limite gli eurocodici 2 e 3 permettono l'uso di dia-
grammi bilineari per gli acciai per cemento armato e, rispettivamente, per strutture metal-
liche. 1l limite di snervamento in tali diagrammi é riferito allo snervamento caratteristico
Jfyk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo « e oppor-
tunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza ys: 0s = ofyk/ys. Analogamente a
qualunque valore caratteristico, lo snervamento caratteristico rappresenta il livello tensionale
al disotto del quale ci si aspetta di trovare al piu il 5% delle tensioni di snervamento relative
a prove di trazione su provini del dato tipo di acciaio.

| €p €e
|

g I
>

Figura 14.3: Elastoplasticita

possibile scaricare una deformazione permanente sviluppatasi per il supe-
ramento del limite di snervamento per esempio a trazione, scaricando prima
e ricaricando poi fino a superare il limite di snervamento a compressione.

Le dilatazioni elastica €., permanente €, e totale € sono legate dalla
relazione:

€ = €e + €p. (14.3)

Ne consegue la validita della seguente relazione elastica lineare allo scarico:
o=E(e-¢p), (14.4)

relazione che coincide con la (14.2) nel caso di provino vergine.

Un altro esempio di diagramma elastoplastico puo essere quello riguar-
dante il calcestruzzo compresso che, allo scopo di coglierne la forte non
linearita, puo essere modellato con un tratto parabolico nella parte elastica
seguito da un tratto perfettamente plastico,® come indicato in fig. 14.4.

61’eurocodice 2, al fine di eseguire verifiche agli stati limite, permette I'uso per il calce-
struzzo compresso di un diagramma del tipo di quello indicato in fig. 14.4. 1l livello di sner-
vamento 0y del calcestruzzo compresso, come gia per l'acciaio, é riferito allo snervamento
caratteristico fk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo
« e opportunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza y¢: s = &fck/Yec-
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Figura 14.4: Calcestruzzo compresso

Occorre a questo punto precisare che un diagramma del tipo di quello
riportato in fig. 14.3 risulta valido se sulla sezione retta non agiscono ten-
sioni tangenziali, ovverossia se sono nulle le azioni taglianti e il momento
torcente. Nel caso cio non sia vero il diagramma é ancora valido fino al rag-
giungimento dello snervamento, quindi in fase elastica. 1l livello tensionale
che provoca lo snervamento dipende invece dalla contemporanea presenza
della tensione normale e di quella tangenziale, cosi come il comportamen-
to che ne consegue a seguito dello sviluppo delle deformazioni plastiche.
Comungque tale dipendenza ¢ spesso trascurabile quando si tratta di tensio-
ni tangenziali dovute ad un’azione tagliante, almeno se il valore di questa
azione é contenuto.



Prof.Daniele Zaccaria

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Capitolo 14. Legame costitutivo per la trave inflessa 155

14.2 Legame costitutivo assiale

}w}eﬁfr&néo Q/n) m&‘m \I\O(mﬂQ(L SUQO/A oo [ ?H‘él 4 OH'\'?)/)Q
Q& po(zxﬂ worm&QL:

N_@%:S 5.@5«JA =
A

= ¢ _e%g EdA + K XJE(P—O>AA.
A A

U\(QA‘ZZQM\O [Q Qinézvﬂé%fo L‘RQQ/J 'a»QOmb}(fﬂ AJLQQQ masse,
(;?*Q{QA/\CLO%\ GQ MOCLV“QO CL YOUV\% CIUQQQ/ //C[A‘S\\(l‘l)um'owlit‘

W\&QGQ/’} s ‘704/)6:

W\'—'J}\ EdA, (M@m %o}:&Q)
b= EP-0)dn, (Ve i wouh dskci)

§I/a Waw)ffo G % SRIUDIR rQ/H“& QN Pm

defivite owe quo/Q

A&Q/c\ Geuone bl e

Gia MQ,Q? i‘ 4vo w/Hom

i W.‘ tho\‘:
. ry
| E(P-G)an = Q.

Notiawo ce a¥ baricaudro views <o wieco
&WW@GQ Qim&@/a%wm 3
W &QA GRUAMS gﬁm . @n&s}o e~ QMMW
seqke pichet i ko r:za4'c§\9 W svioe
oot eenderes 3t il quo pisus,

Fe 0oz il tam e b omidoe om
Uase dai ook i othione Qa ceguonke
qw@&a espressions. por Qa Pocca normalle -



156 Capitolo 14. Legame costitutivo per la trave inflessa

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Prof.Daniele Zaccaria

N=") ¢,

o £, rAW@w\h la dilekaciows 4ol 'asse
bacatow. T ﬁvi}o)q&vo awvise owliario, £'ase
&QQQA bawe (y‘w‘t&m‘ %w‘)re, O Qlisse chh ba(\'(w}n‘.

Nel contesto del particolare legame costitutivo che si sta svi-
luppando il baricentro assume dunque il significato di centro di
flessione e la massa totale quello di rigidezza assiale.
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Il tensore di inerzia assume quindi il ruolo di tensore di rigi-

dezza flessionale.
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14.4 Travi omogenee a piccola curvatura
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14.6 Legame costitutivo tagliante e torcente
dedotto dal campo di spostamenti rigidi
delle sezioni rette
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Si noti che in tal caso il centro di taglio coincide con il bari-
centro (del modulo di elasticita tangenziale), il fattore torsiona-
le di rigidezza con il momento di inerzia polare rispetto al cen—
tro di taglio e infine il tensore di rigidezza tagliante ¢ sferico.
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Se la sezione non € omogenea occorre che in posizione sim-
metrica ci sia la stessa massa elementare, ovverossia in posi-
zione simmetrica devono essere uguali il prodotto della distri-
buzione di massa per la misura dell’elemento geometrico. Se la
sezione ¢ omogenea occorre che in posizione simmetrica ci sia-
no elementi geometrici di uguale misura. In quest’ultimo caso
e quello che succede in un generico triangolo rispetto ad una
mediana.

Ma se si considera una sezione sottile di linea media triango-
lare, con lo spessore concentrato sulla linea media, gli elementi
di linea media in posizione simmetrica rispetto ad una media-
na non hanno in generale la stessa misura. Se allora lo spessore
e costante la sezione sottile non é in generale simmetrica ri-
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spetto ad una mediana. Questo ¢ in accordo col fatto che se la
sezione sottile omogenea la si considera come area, per avere
simmetria rispetto alla mediana occorre che gli spessori siano
uguali in posizione simmetrica ma valutati nella direzione della
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th qvﬂQQ& by Voerowo P4 p\“?fv(a Sm7p %é?@éf &\

h?a»rf, I wa c(wavvxa(ua et (dc{ﬂM}k X
O(Iwm stume, A e MPRj m\f(w}e \wQ/
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15.3 Tensore di inerzia

Si definisce \VUASO& AA efad y (IUQG/‘NVO ao‘ un W:

i Fw\ko O dd piaws, i Ql?«/w}t feansore pro;

]’zj/(L{OD_Q).(P—O)L —(P—O)@(P—O)}JA ,

Si definiscono poi, relativamente allo stesso punto O del

piano, i\ \»WSO(Q cL« EuQQfO :

] - j,b (p-0)e(P-0)dA

A

eil MMO AA meud ‘PWQG(C

I = J (P~ (- O)A :L*‘ vl

A
dove e fa disfawea Ml pneics ?wko dalk QoQ.o O.

Con uns\m oMV O | ensore AA nerua (u'wlfa:
1=L1-d .

I MW{, M un cfféfwz/(] e or}aapwagg
O‘X/j) ({Sdu-a:

ol

[(P-0)s(P-0)] = {ﬂ [x y1= E; J;sz/
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g( Q\Y)t\.QML qviv\&/{;
[szcm —fAMI/jJU
1] /

gk [ prtdn
| EAMX?AA J;\MKJAA |
i

)uoycl/\ j\/ﬂyzif\J

k= fA}L(xZ—’_yZ)JA .

15.3.1 Momenti di inerzia

DR wwa m)‘h now sciou IR x.\p,Q prawo J&LQ
WAsse od Lwa  didious g pmﬂﬁdh W x o
dofimece  mowando & iwerzia Al adows &
WAKSL ((%()2)*0 W 'ase 2 Lo somun sl gm.%;QQ
WAAGSR mﬁ@%‘wh grwa per | Mdrﬂ‘ocﬁ’f&\

Y
ﬂ o

/
X

LsRuza dall ' acse » m&/b/h MJ&A i< vious_ j:
L= A

Ce m TX & indics il W\Q\MMQ L weed c[AQ
5 otriews w/AQJ)Dw(Lo QL Ajsh«ux, wzﬂ)@ A-irﬁ*alwuh
or\oc()w/&%\ 86\ X e OH\'M FO{:

1, =J/*@5‘M)ZAA= Jesin®oL
A

AWAQOLU’AMQ) dabi dve asi 7 ¢ Y orieuh by
Q#UMMQ A&QQA (QHQ or-'wbhb j/ e x/

(%W\‘WQ) G ARV«\M‘@@ Mo CD.M}G'R\IB,Q
dxﬁ e;s\ewe\ Qi WASHY rispe)*\@?z‘ asyn X ej &1
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oo
A

p /7/

/ /[ *

Somwmn c&&pﬂ %ina,opl waSS V\M)“\P’QAMQ Onglw f"r
b Aishanze M?Q % x ey WQVMQ/M 52,
ma% chre@owz Cl./l y/e ,t/ {{QMIMQ:

—? :JAMI///O{A :

Mo WL %iCa%UM CA(}Q%\‘M Of/j ,n M Ow‘ﬂl\/o/

Cigstung A_Q}b/Q« 355 o(iwh QS‘WQ 2 IJ”(O. VJA/I'&W{#
i\ Wﬁ Cﬂu}rigvgo Wc a \'&9'« Onozu)’éww

5 OH@\&:

I"?:LM&%A ‘

\faQA)WA&O Q91' q M@ M(’iﬂ\/gﬂ iy %a\haQQsL

E&irﬁw‘ow' or\oM éf{%« N X ey ) Ow & On'eu\"3=

Ziows  indothe Aa(AQAHA‘/C/I ha :

= X Sih Sin JA: sz
L, - | sy = oy s

Se 4 serione ?OS?Cecl,q on 355¢ da Qimmah[& o%/lcbg

oLquugl L momeuto cwhipuao r.'sFeHo o asse du
cimmet (14 ¢ ad un qualngque sse svente U dicezione

dRa simmebria o an,Qo.

Eﬂp&“\ %4 j vn QQS(CL' S(mmﬁffa &M’&r@a Pf&ﬂa
AN e ga x undse ?we;nke % cl,«‘r%{ouu& c\; %(mmeh{a e
S5 (D\/\C,{c\uino QQ ({uz dfee A/ e A// M (it Q‘ama A

¢ divisa c\aJ?,Q‘aeeaj. Poiches ad ooﬁw' Pvﬂb Pl di N
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PO =P
P B/ P//B//
(7] = ()
tlk(fu‘m i stwwehria
LI

com'%?owC\Q | punto siametrico P avewbe shesss wassa

uganL Listanza o S0 dallasse 1 o distanca o
%&B/\Ao ompoﬂ}m M,\AGSIL j risu“&l:

da wi 9%,«/& imqu/ia\ramw}c che I%:O.

Coo™ f(m!&go le @gy(esm\aaw: C(,QA }wsw{ i
nerzg3 ] AA Folboo "3 C[Q/Q MM AA meuad

P’ P Siwmmehrics :

VR

P"Qﬂfe- J>o in un %l‘ﬁ}ﬂwx/d A» ([&(iw}o (/drhsfa»wo

O%M ij divenkano :

Ix _Ly
I): ,
|,
ri L,y
[*ﬂgmj Te |7
]O:Jac“"Jj /

CLQ\/Q i W[ c\j M4 A Jx e jj e il mowm}o
anwbp Souo ativ &2& 3 (;oorc(»u/o?}f ,
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15.3.2 Formule di trasposizione o del trasporto g (O) =Y ( C) N (Q (C —0)® (C—O) i

(teorema di Huyghens-Steiner)
T4 bessor & iwaceia T e 1 escore di Ebero ) 1 5()e(@-0)+@-0)25(Q).

o emo bot i ousocsi dafruibs m b i ﬂ*@%ﬂ, se &i fa comeideae | pahe Qo0
- ' o G, 4 ofhi :
?m’\}(i &Qplmmwm et i e
. 1 (0) = §(6) + M (6-0)s (c-0),
A Va{c\/\x\ é(G):Q .
O : No\ﬂ | vwwmki c\'inem'a Sﬁa/JSO ¢ W\o«mw\‘o
M((CU%O qujo (QQ/A}M ad und cona Gﬂﬁojo U gsi
Se O ¢ Q somo tve puuti doll 8o L4 baricembics cm?«ww}i Aol tomso@ di Evbero _B_(G),
Mh\ H‘ &@ P P / ¢* quindi Foy;{]o{J&L &*@rwu'ware N momm)‘\' Iac/]j 2
| | versnet: 3;3 (Q—Q/&};VQM@\A\C a:\ wna COY‘MQ AA S Ojej VQ(@QQ&QA M
P'—O = (P"‘Q> +<Q~O); Preww() Mo«m}. M }W)u.QOrQ (L‘ EUQMQD(O)
f‘\"?‘/u'a : A \@Q S;\‘vuz b@sb md‘)fe(e, in (DW\FOV\Q/W\‘f Q/A %@éﬁm-.
(P—O>®(P—O> '—‘(P—Q)@ (P—Q)+Q’O)®(Q'O)+ Pfewwe,,tenendo conto che:
P-Qle (Q-0) +(Q-0)8(P-Q), [ xe
’f‘( )Q( +( ( %<G~O)J _ ’
Ne consegue: A



Prof.Daniele Zaccaria SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011 Capitolo 15. Geometria delle masse 173

EJT Jo f}x:&"_‘_m%r
It {IJI30+ Xy

DA q\/t%\\‘e PM(W»QSL > e CLW}Q ()r\z wm N p&su'o ch rsz)r’r e

@) U e eaanML 1 inime mompuFo 44 za o Wa (;g()gﬂo
) asse. bacedrio s ndl caso & sistow do

2 MASIL ?o‘}fhve,.

X I({yé

[(G—O)@(G_O)] = [ L ]’ Somm’&ﬂ&o QQ (Luq QO(WWQL &A "QS‘W%\‘?A'OUIL FMWVQ

By Jo
8 womati M inerzia o1 ottiene L Bawoly & basposi-
Aom X, e Y, Sono Qg @orolma\z AQ,Q baﬁMm neQ Lo PUGQ MOWM}O ?09/.3(@:

g«‘g\w now \;a(icwh(co Oﬁy, ((wa :
FJ " J 5, T%J rG “k
- _n - b Womzl eyl il quabate dll distanca ol
L T L. T 2 Jo 14
§ Jx > % e e porte O dall bacicobto & dove 51 ¢ heusko cono ke

51 on%ov\o o b QO(MMQ&L h \'(él%\)o%{a'ow@. pes
| MWI C\A e ud ¢ C&Ak(ituapz

>

o= J.t g ,

JO:IQC+J5 ¢ JG:I.UO*‘I% .
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15.3.3 Direzioni e momenti principali di inerzia

Le direzioni principali & e n del tensore di inerzia sono dette
direzioni principali di inerzia, il sistema principale O&n ¢ detto
sistema principale di inerzia, mentre i valori principali di inerzia
coincidono con i momenti di inerzia rispetto agli assi principali
Je e Jy, che per tale motivo vengono detti momenti principali
di inerzia. Nel sistema principale di inerzia la rappresentazione
del momento di inerzia polare e dei tensori di inerzia e di Eulero
risultano:

IO=J§+ITL/
L 0
o o

'y 0

[

|

| G|
i

0 J;'

Sinoti che nel caso di un sistema di masse positive i momenti
principali Jg e J, sono entrambi positivi e il determinante del
tensore di inerzia J ¢ quindi positivo:

detJ = JeJ, > 0.

Ne consegue che in tal caso il tensore di inerzia J é simmetri-
co e definito positivo, in accordo con I'analoga richiesta per la
matrice di elasticita.

15.3.4 Formule di rotazione

Signo OE(L ¢ Oxj F(S&)@\“riwmwﬂ \ sistoua
?(ino{Y@QA ¢ un g sisuwg di ciferimento,
scambs & owlro O.

Noti i momends \)((nu‘[)&& Ig 12 J,Le
4 \éW\%oQO oL e 0\asse Forma om ve,é?%i’- E,
?0%{}{‘(0 Qt&v\\‘"o(a{io, QQ QO(NW—QJL AA (o\‘&a'OV\Q, fornisco-

no in tal caso i momewki di inereia Je e Jj o il momente

C?Mh ( pugﬁ *L‘j in funzione dell'angolo o/ :

\L‘ = j; cog2<>< + J—t S\'Y\ZO(
]j = Uz sinol + I’Lcoszi

J,,y = (J;z *j,[ ) sin ol 050l
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15.3.5 Circonferenza di Mohr \ ﬂ

Per costruire 04 cicconforenzd 4 Y@AI(Q dai moudk: |
de merzd  J, ejj ¢ A&Q Mwm}o W(;Cvgp Jpj (Mivi
ad on gamerico sistou O;tj occorre considerare che
Al QmYo 2 & individvato dalla Gppia (L, Jx;) %,
mouhre 3\ \M\}O : dalla oppid (Ij;‘“]mj) oL
Unondo | dve. Pw\}. ol oftisne un digmetto , U sua inter
ceuons (w0 ase &QQQ qseasse determna iQ coulio ¢ in=

ye

Fae Q) iR (s ziome ddla ww?emza on Lase A»@QJ?JZ A5ue
mdividua | \)v«\}\ £ e YL coméfwdw}{ &y&' sy [)(.‘v\of{)aﬁi, Lo; A
Tonondo poi oo cle b olaviow ned piano dlle masse L
Sou9 onodi in segme ¢ pan QQQAJ wets di qveﬁga nP/Q«
pidmo i Mo\nr, 2 ?083{\5{91 ndividvare Lo direziows
Qr;mg&x % e !L a Qar\.‘re dagdi 4% x o Y -

D@Q,O—A ci(Coprrwza i OH[M MOHTL ch:

— 2
R =1/(&2 1)

B Ix'f'Iy
= =
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e St (foH?M%W\o i momw}{ prmu‘?ak (L nerzid

SQAW‘WL ASQ,Q/A C((CO\AQWL% 51 oH\'QV\Z. Mf:‘nz cL\Q :

_ gfxy
fan20<°— ];_]} J

AOV@ o indica uno qv&e\‘as\' dey due éMBoQA che indi=
vidvamo & cUrQu'ow' P{Mo{‘)@DA‘ oL\ ez d.
Si noti che la circonferenza di Mohr associata ad un tenso-

re di inerzia ¢ sempre situata dalla parte positiva dell'asse dei
momenti di inerzia, essendo questi sempre positivi.

15.3.6 Raggi di inerzia

Un W\Mq&( inUzia Jx , valutohs (iq(ﬂ‘)m a M
B»W«‘Cp e x, ha O dimeusions & wna MQGG
pu vad mea\mm A quai@k. Se QO ai divde ‘2&( Ua
masva Yoldle ¢ o ootae o cadice qvmlmhv o offveue
ona qm\rih\owwamw ad wna ‘Qun?fhe_zza an F(wiq 3

nome AA "@%Q A\A melud (f(bQ/»]h\fo gQQ'Q%%):

! %{Wy:ca\o Foico di ra%?f‘o di inerzia A z\qve@o
AX djS\Y@nza_ oXQQQ\ % X 4 cur ol mNrare Ca
wossa Yol I\ per oMewore () ctesso momete di nerzia
ﬁS‘)o/\’h\ 0 lasse e

Dividendo le due formule di trasposizione e le due formule di
rotazione relative ai momenti di inerzia per la massa totale N\
si ottengono le analoghe formule di trasposizione:

7
J, = }i* 4y
o

e di rotazione:
2
[12 = /;—cogzoé + /"L S\'nzo(
fyz - /;ZSW‘ZO( + /qlz COSZOL

per i raggi di inerzia.
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15.3.7 Ellisse centrale di inerzia (o ellisse di Culmann)

Lellisse centrale di inerzia o ellisse di Culmann ¢ la curva di

equazione:

W (-6 Y (p-G) =1,

Aavﬂ 9_—1 o L Ve [6o cULQ ‘P!MQore i Ev&(‘o
ibhivo & bascoubro.

Infatti, in W ' MQ ‘Si%\w \m\ku'raJZQ Gxy

[;'g\)“‘é]:
Rj_ JE 0 %,x ’ {P_C'}= y )

e f’qw}u'wﬂ. (12) (&XV{W,O. :

£ o -1

o |l

1/1), O X

PO&C\'\L\ [Y](/]’y:1/fyz e M/Ix = sz o OH;W M&'M:

s
/yL x?.
T saion aw&se«h Q‘ez,va'am di ow zw{s%,
da s MQi Seamsi d e i /} ?N\%g Llase x ¢ i
Q/\H\fag) Q’m V.

=1

Y

Occorre prestare attenzione al fatto che il raggio di iner-
zia p, rispetto all’asse x € calcolato con le distanze valuta-
te nella direzione dell’asse y. Coerentemente con tale circo-
stanza px coincide con il semidiametro lungo l'asse y. Un’a-
naloga considerazione vale per il raggio di inerzia p, rispetto
all’asse y.
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Capitolo 16

Sezioni omogenee

Nel @e,gw\‘\q s comsidecano delle seziowi onegoner. (wedo
gf%wvdw e i C/GrQ(QQA vengone Bt @ mewo dod mo&u@ ds
\/ow\%/, e ned vosko caso rawmsw}a o distebyzions
i waga. Tn definitiva o amsiden una ”(ojaov\\o}n‘a Aol
awe’, in o ‘masa’ e csitoil dalla shega ares o
U dictaborion & wegs @ dimevaionale ¢ vale 1.
Ne cisulli e i mowsuh shabied hamee dimemsioe L
¢ i wowsuh di {Wa‘a,wx}{[ﬂ/a%‘ e ?o’h({ L*,

Nek csso ddlle govions gottill {3 lnghezza ddfla s
fica (orda o concentra ; &Wm%im\iw"f/ sullla

b u=b

{
QLTINS son‘QK

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Ceviome csm?aﬁa

Divea media . N risvlha dwe balle caso viene studsato
ome qv@% di una wasa distribuiba su i oma
linea pioud b om bistibvzioe i massa paci o
gprssore b. Qunds Uy isfrbaas di WAS 3, in Fal caso
SV una «Q,(ma, ha Og Aiw\wsio\;\q cL K Q«mgkuzg.

Swpo Mo hlio i na sezions & imanaibitto
qua&b dlla dererminazione ded bacicoudro, W sichewa
P(.‘vxu“ka L inerzia bacianXico o dd collolo dad momonki
prindipali i inecria baciankau.

La onosomza dd badeoukro o ddla masgy
hﬁan ?ermzﬁe di deteruuace i\ momewks shahico r(sf?):
to ad on qualimgue ase, qevie K teorema i \ﬂan‘a»«\ov\.
La onosomza & sictewa ¢ do mowsuk: V(.m'p&‘au
Mera ?erw})fo_&x dreroinars i momen) di inerua
e auk Qu%\u\' U oppie di ass: or\b?jom@@' «a;wufu' ,
?f@u‘a a% pofvaL L rebsuone o &QQ Hﬂeyorfo.

NI &WQ,(cam s po(muQJL de| l‘ras\)or\fo St fwaa
C!M\fo che W\omw}o & ine(wua & wminuista ge da
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A% nowm \oadwﬁa N @@a ad assi \mnc,w}({ci mewhre
MW\M% vu& e GMhar{O. Q( hb\\% ?Oﬂ' (‘,W}o CJULe,\
iv\&‘:pum&( ({ﬁ&r(rsf &QQR COO(&MQ\_& MEQ(JW}(O 16.1.1 Rettangolo

(acc,,\jo) w&%s\“wa ij now Eazicwh{co oppvre Un (@Hm%oQo P A siw\mah-‘a. 10 bo=
\af& Cj}o{&wah (2, f}cﬂl‘f ﬁ‘;@o C &“@Q\f"\tma Geko oinade on 24 o interseziot ¢ i dve assi
e (ico Cnro jo ) Po{c e \ Coolduwale somo v= c ool ({4 . . Co 2o @ &MM
- | o pr nu?gQA inefzd . S Jo PP
84/&/» n modolly o owogh in 409/\/\0 e onducno rﬂfbﬂ: %)@ S Y(mu“m@x di inerzia si ha otuimh’:
o g svess risoRbali. L, =0

Gy (‘/&Q(OQ,( (nwanz«‘}uHo i\ mmmfo&j welud r{erd’:

16.1 Sezioni tipiche

! : 2 _
=% , Y =5 , xf}j(;_XCBC .

\

H‘\ ’ljo Hk ‘Ljo Azbk J’ _ l)h;

Y eon

/ A | K Zh J bh
xo = 5 o= W

( 76 / > G Lo T2 Ij b3
h =3

> 3

o7 ) Y= b_}b
O X féz_h?_

Kxj- 4
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bo ad wa base :

W 3
J;Jﬂﬂ\ =W&ﬂ = %h '
A 0

}

.—54

Uhiizando Qﬁ Ro rmuds AQﬁ trasporte o Fon‘ Fo%itn‘v&
CSQCOQQ(Q ;] mOmMo F{{nu'rzb& cL nelud L}o 3 [l
W\Wo M({puao Ifﬁj r\‘s&w}l‘o a»@g basi ¢

3
L (TS TLAE Uy

; oS
b h
Ixﬂ= 0 + (M’\) "z = T

Tnvectendo infine il cvols da base ¢ albezza o hanno &
&na@pghz ?c»(vvaQ ?e( Ej (3 I\jo:

b'h _kh
=% v T

16.1.2 Rettangolo sottile

NGL cese di om ceﬁc’mao@ §0H‘ia, 1 mowamde & inerwia
Ij, fég&}{vo aQQ’ AR CL %\‘mwxehi& e COV\\CQMQ QA
,Q,{nea wmh‘a/ @\ V\UQQO/ s S Comcw}ra QO SFerwe Qm\ao

| J %
T A=Lh Lco:%
R Py
1 I Xo Jo 7 Y L\;
b
b =20
e =4
, R
O 7
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Qa Qinea meAXd, £ cwaro che per un e@@e\‘}s‘vo
(e\%amaa@ sohtide 03 quamma\ bhHZ | ande

% Y{cco«%, & D owica die ontibuise & momenko

& inezia Jy - T Fa caso g ?om\ ifuere ]j:O
solb 52 92, QPPEH[ p@@@{mﬂj&' i ne (L‘Pomlono 50w
\‘(Aﬁwra)o(p,«'. Se invee il (eHamaono goH'C*QQ i

Faf}z i una Seiout SOH‘NQ(L COW\?QQGSQ la c’VM«h\
}33\0/12 ol una delle Vamie iy condibuisce a2
C&QwQO 4&9& oluaw\)ﬁ\a\ ivxda’aQA‘ ¢ coml MQL o ta=
ccoabife s b=<<h whpwdw}ewm)re C‘Q#A‘
QCPQH‘{ dhe \'SQQ quaf\/k\(‘\’a‘ viehbe per \ %infao@ ( oHane
o,

d

16.1.3 Triangolo rettangolo

Poi cher B wedigne & on Ve a«n%c@? Goung QS5 i sim=
m\n.‘a o\oQA'Quél

\oar;cwn\‘(o‘ Lo'] WLQA»SSV\Q viene ACV\‘QQ ﬂQQQQ P(o‘)o{z{ow{

VWJQ Qofo ?un\o &X wmlomfco & f(ova [l

/

13 < 2/3, come si pud dedurre dallo schema seguente.

NQ cmse?ua c\/\k M/Q Qf%h\m& cL (igu.‘mjm}o Oxn
ndividvale &&Q/QQ basi | % ordingte c\Q&» baricentea

\/a/Q%cyv\o :
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b *
:ﬁ*
O G| W3
§ > L
Jho Bt bh? O ),
L \jo Jxojo_— 72 Jx{): @ i @ 3 N
a
J.= ﬁ ] =ﬂ‘
) 24 b 3
h X Lo A= bzh T = EB
\ . o b " 12 T%%Ao a@om (Low)fo che 0 quav&;ta\ (aofelhve &Q
- [ -, (’_
N o If ]j = b,'_;' (Q/\‘)T@V\BOQOI %,;a\ nO\‘Q} WQSW\O CBQCOQEVQ[ 9°mm9'm10 )
L—;-l o= 3 Cﬁn\(ilw\f} Aowh 31 due \‘(iawaog{ Gi |/\a :

bh'

B hy [ h\2  [bhy (2 )2
==Y (P =
3
Gi Yenoa o cowke e d‘af&a Sowmf:-l d; dy‘c, s J’t=%(%+%—%)bhgz%,
k’riSN\(aoQA' (Q\*&/\%o@( AA u?f\/aQ« A}M\QAAC:;OW o1 ot
: e 2) L b bhy 2
un (-Q/H.a’ﬂ%OQO 0\4 \IBAJSQQ bQSQ 4 Q’“T zzd., COV\ QQ, _}34._L\ — Z]'xj_(%k_)g— -2— —f—("z‘)gb%h =
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16.1.4 Arco circolare sottile

| larco u‘rcoQam soH{QQ Poesa‘ac\a wn XL JA' Csi\mvnehfa c[m&
Conhione quindi i\ barieentro ¢d o anxu'FaQuU nereid, Por
caﬂ@%m 7 posizioue AQJZ baricwko o1 congideri il C,is}e=
ma di (i ferimento Oxy, ox 4 wnudenle con 0! ase di

%imma,\Tria Q §\ va’t}o O oo il O?/w}'ro C}QM 'arc. D@Pfa
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/ f{) bRZCOSoUJo( =/ bKZSIV\UL
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E I “ 4 Te=bR (0 + 5'22[})
5 Iy=bR(8 - sin 20




Prof.Daniele Zaccaria

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Capitolo 16. Sezioni omogenee 185
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16.1.5 Settore circolare

Andne \ %@Ha(@ circo@are Foss(eia un e AA‘ &M=
webid, e risulta (iv(nch \)(md‘?axol di inerzia ¢ contiene

1 bariconlto. Tewomdo ombe che || cetore poo’ pentsasi

guM,{v;go m t(.‘gm oQ,{ inp{m’\‘eeimi c%e b\avmo Ear{m}(o

a @/%)R AGQ M(o (Jfﬂ- %HOM, El quo ba({cwfro
Fuo\ c&Qf.oQ@(g( cwwx)frama\o 24003 ded }(iam%o&' nel.

Qg(o bar;wJ(o OHQA&\AAo coSt un drco u’(m&)(e C{A f&j,=

%40 (2/3) R
sm(}

2
= 7 R & 7
y A= et
? hn'lﬁ
%_395&
G 4 .
0. R = %(0_{_8122{)')
R4 sin 2%
0 s = - %)

dove ¥ o aneom Qa %Mam?{azza ¢ avemdo awndae
n queg\‘o CaSo &S%ﬂh) own %\‘g“m cﬂ ((?u{mm\‘o
Oxj on £ lasse y oincidmhe on Lage i
smmelid o il Punh 0 on il eubro ded geMrore.
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dc

R

wlr\:
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Come cas, F’“”}‘\Q’Q/"”‘. g OHQM%Q“O | swcerdiio 16.2 Sezioni composte di parti semplici
wendo (4 = T/
i Le (]VSMX*G\ inoju‘ap»l oMo QAAJ\[\/Q, 0vvefo$$1a
A j A W‘Rl POSSOM Qs3e(e C&Qwﬂa}e gowwawolo ) Cov\\‘( C\;u}{ JQ/QQ,L
L %naof&t PSAC c\»\q waovxaov\o QA e, Se anQofa Q@
4 : . .
ol e jc.= FR Seuouny ¢ cowvfosh di Far\i gw?QacA, d&ﬂg 7anA Sr 8o
‘ < 7/‘¥l4 no\‘t Qo. ?VJM}\*&\ el u’&k’ \/Q&a Yro?({a)fa\ Pe/mzH‘e,
SR &

év{ canoQ/m o qua/v\fi\‘a‘ mua‘&@‘ di boita Ug sezioue,
o il cuc\n(o Po/v\Q/V\c‘O Q=7

16.2.1 Esempio 1: Sezione composta di due rettangoli
'

2 YA
A=TR 80 cm N
4
P
x 10 cm
G >
/ 40 cm

30 cm

Sy

i 4

20 cm 20 cm 40 cm
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P = 0x80 =800 em?
P8 = 20530 = 600 em?

A :1400 OML
Sx@: A@X 35 =23000 ¢’ S
39 = A% 15 = 7000 em’ b= A T c6430m
S 2% 40 = 32000 om’ g
g@ p&x 30 = 12000 om’ zC_—K’——ZS.Hm
S) = 50000 om?
y 40em |
_____ — Q)
Beom
_I;‘Som
@ | -
O_ 30 oy
3
I = f%@ + R(35—y,) = 65442 car®
N 2 4
Ii?; *2%2—3@—1“/\ (15"/"6) =103 367 om

Te, = 18810 0m*

3
- B omse s
j)o 33220 A©(30—:c(,)2= 39592 cm*
Ijo = 490 952 cm®
]y_ A (}5 ~9,)(40-1%;) = 29388 cm*
Juy,” o (5= 4, ) (30-%) = 37184 em”
Toy, =685% on’
JAN A,
G /‘Z‘D
2643 o
; —
O .
3531 om
J, Ip. +7
51 2 T 1 ¢ 2
j = ” T EV(S&_J}Q) + 43_;0)4
|

{436241 o

1$3515 o’
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16.2.2 Esempio 2: Sezione rettangolare con un intaglio

La seeious 3@8kahz. son & da sows wd 4 C\;PPQW=
zd cL ziut Far}( WF/QA'(L(, una FQ/H&V\BQQA)(Q e und n
Qorma di %H'are c;rCoQ/m cl« smﬂw‘xuw Fan’ 4 77'/4-
(ads ali . Quindi bk i oukabuli dofl cobtore ciredare

y A

40 cm »\

=T /A =18.83 o
f’L://J'l/A =113 o

-1 Ixo_ji _ o
°<f: 5 {—J’xo/wo } = — #7.43

] A \ 0 B }x
M\
| —7
¢ \ vanno cottrath da c[uewx el rQ/H‘gv\%oPo‘ Tn R cae
P ],L fg a VOHQ G Fa(@& & mase nzgya}(m e 1 C&QG?‘?A S svoL
= \ Wy - jone, in C"'/'S‘Zﬁ“ww, ass0ciamdo  una distibuzione 4
E\i missa —1 ol Varfe de va cottrtha,
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Questo ultimo modo di procedere ¢ senz’altro indicato se si 0
. . . A = 40 %60 = 2400 om*
deve scrivere un programma di calcolo. Nel caso si debba ma- om
nualmente risolvere un problema ¢ piti indicato sottrarre diret- ©@ T, ¢
d g A= 20 = 31446 o’

tamente le quantita, come fatto nel seguito.

A= A @058 o

Rettangolo
TG
— i (7/4
_ 0 | 20m BG, = % 20 *—STSZ// = 12.00 em
] |
60 om Gy . J _ -
7 1 764 - 30 om yozz BGa CDQZ = 8_488 om
30 em

@ @_ @ 3
. .3 > S, =A g, = 72000 e

40 um “l Sg: A@jGZ =2 656; ()m%

Settore circolare (da sottrarre) S/x _ S,ED— Sx@ — 93 e s [ = % - 3304 o

L
5}@: A®JCM = 28000 om

Sj@: A@x(,z = 9897.;/ OW\%

9 S0 y
5}—,%7—% = 38100 an _;xé-w_m.zzom
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72 BUr Lsne )] - 488, —¢r5.2n®
]}? ﬁ _—%sm(f%)} 416 om

2
J _ 40xé0 A®(%‘jo1)=?45170 et

B ot Bl i

To=J2 - 1% = 523940 on*

@  60x 40g
J,= Tz

@ )
Ty =Tl )1y e ) oA (o )'= 385 o

2
+ A(D(xG—ch.«) = 327210 om"

_ -0 0_ 4
J,= Uy =, 2350 ca

@
Ty, = A () (9= ) = = 1362

@
Igya :(Jx/ —jy@ Sin (“;,4:7— )Cﬁ (‘ZT,F )+~ (fc-‘fgg)(%;){,z):~’?00 %0 cm”

@ @ 4
jfo."o xoj I’(ajn: 26880 O

4
| Lth . V( =y . 568660 cm
b VA ? ) %y 238600 om
1

. |
|
(,Lem {Zé\fO)z % - 0<5= 15.88° ér&r:’o)
2o }a
Oﬁ)urt :
Toeo 5 .
oy = éan"{“"} 4 }: —15.88°
%4,
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16.2.3 La sezione a C sottile
f,= )%/~ = 1651 on

La ceziour 4 C \J\a un A3 da %{W\W\Q\'NJ che u-
f:éZ/J A = 1070 om
1 1/ }im i\ baricwho eJ '3 V(M(A‘P&Qx cL mefzd.

La cerionr (isulba inoltre cowFO@h & b (@H&v\%a‘()..‘
SOH;Qﬁ i PJ ripuimMo &QQQ Q«'wea mect‘a A&Qﬂ sezUMe

QOHI-QQ dove viour &«Mrafo & S?EQSo(e.
ﬁj—c’»
L
da ]
G
3 H
&)
y !
] B ~
A=268+6,H

D"/}MV‘MV\AOM ow\ buimro (Q :O)

ngo\c —2 BSA% —(J(‘,> =0 =
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MOMM)(\' di inerzia:
3 2
L=l (7))

3
Jy=¢ {‘%TB +{4, B)(‘E‘ ‘Ao)z } +5Hds |

\(;uwmc[,‘}m[b(}«
O BHT s
Jx: 12 " iz’
3 2
= 85 o34 i
PU Q@eﬂ\?io:
‘}I_-(—Cl(-’— A'—'ZSZO mmz

Z LN . d,= 3044 mm
: 200 men

{
Y T&5mm

> ]f} = 3.10"5X106 —

100 mm

[, = 207310 mm’

Si ot ClNL 0! df?m%iu&&'a'w & seuUoMe SOHJQ b\él
CO'V\C]OH-QQ fouere C(M}o Jue vo“’{ C(A due fe\“'ﬁv\aOQA' i

C\XMQM‘;(M —é‘x% e d nom \'M(z Chd}o A; JW([ due

m}maoﬁ' di u%vé&i dimeusions. Tnolkre

el calols dai memenki di neruia s sowo Yascorahi i
woankl b8/ e W& b W asi bacns
b dw %MSQQX r@pféua,o&', c\vz\w\}.‘\‘i e sou0 flt@?L
({%%@H'o o terwiw meo(h.

AT

NN Sono SOMD MRS In
wmessi in Conlo conbo du volle
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16.2.4 Sezione a Z

60 X ‘
Ay
Y
|
A
9
7
120
) >
X
9
misure in mm |
60 ’

Sir {sona Q a seuone cmM féW\Ao Qo S?ESSO&/ QUQQA
Qinea media. La ﬁ‘%ura ?reswjf 2 ona simmel(ia ‘»pa(e,
i \)099 O (ivwa({éw\za per ohaziow i 120° alormo
3l Yunhx O>. Qucghﬁ owli zioue. o wmc{@\d‘e f@f <?Pp€f=
mare che i1 baricle winude con il \)027 o, Po{cl&\ |
o vettore dui wowani ofatic

5(0) = L(P—OMA /

Y=

111
-
misure in mm 56.5 |

et S%z‘é&ho V\UQ.Qp AQ{'O c\/\rz gcl ofarM \/eﬁom ?oc:‘a‘o&
(P"O) ne CDH@FO«MJ»Q vho uau:&k ea\ O?Pos\“o por Pa an=
lizowg di ?oQér el (4,

Quantita inerziali:

A =17.94 cm® { Jg = 464.419 cm*
— 4
Jx = 393.040 cm?* Jn = 36.838 cm
Jy = 108.217 cm* {pg = 50.88 mm
Jxy = —159.453 cm? pn = 14.33 mm
20 = 48°.23
o = 24°.12
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Tay

464.419

108.217

y

Scala:

1 em = 50 em?

36.838

393.040
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Capitolo 17

Problema di Saint-Venant

17.1 Schematizzazione della trave
nell’ambito della teoria matematica
dell’elasticita

Qe wlslls cosplifreats di bave o
Plapowi B & q‘ruzliafe, w0 snbile dlly teoria
odmmgl». w‘&fé*fd\’x‘) ow - onpe «Lindcico
nonvincolato e ke ol Wl dve  emiows
& eshrenuld Cﬁow)fd(/am»)m; o Op élindrio
Gﬁ)%h vwng h&vc 2d age m»ﬁQA‘wu U( E
GRTANL coSbaJ'e,

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

La linea d’asse della trave viene scelta coincidente con il bari-
centro, mentre gli assi x e y sono scelti coincidenti con gli assi
principali di inerzia. Questo significa che i momenti statici Sy e
Sy, cosi come il momento centrifugo Jy,, sono nulli.

VL

G _/%A Sx:gj = Q

Ay

Jo=
@ pd
i AA

()

Poiché la trave non e vincolata occorre imporre le condizioni
di equilibrio globale. L’equilibrio alla traslazione richiede:

podA + pedA =0,
Ag Ae

da cui:

Fo+Fpr=0,
dove F, e F, sono le risultanti globali sulla sezione di pri-
ma e, rispettivamente, di seconda estremita. L’equilibrio alla
rotazione richiede invece:

J (P—Go)xpodAJrJ (P —Go) xppdA =0.
Ag Ay

Tenendo conto che su Ay risulta:

197
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P—Go=(P—Gy)+(Gp—Go).
si ha infine:
M() + M,g + (G,g — G()) X f,(g = 0,

dove M, e M, sono i momenti risultanti globali sulla sezione di
prima e, rispettivamente, di seconda estremita. Ne risulta che
la risultante F, e il momento risultante M, agenti sulla base di
prima estremita dipendono dalla risultante F, e dal momento
risultante M, agenti sulla base di seconda estremita:

.7:0 = _.TE;
My =My — (Gp— Go) X Fy.

17.2 Caratteristiche della sollecitazione

Siano Fy, F, e F; le componenti della risultante ¥, agente
sulla sezione di seconda estremita e, analogamente, My, M, e
M; le componenti del momento risultante M,. L’equilibrio del
generico tronco di trave compreso tra la sezione retta generica
e la sezione di seconda estremita conduce ai seguenti valori
delle caratteristiche della sollecitazione:

N:Fz, Mt:MZl
sz.MX_Fy(g_Z)’ TX=FX1

G%—G ;@_%)gz
3 N

T
b,\‘, G@

#Hy M
v i

]-¥

|.4

1

Si noti che lo sforzo normale e le componenti di taglio sono
costanti lungo l'asse della trave e che tali valori uguagliano le
corrispondenti componenti F,, Fx e F, della forza risultante
agente sulla base di seconda estremita. Analogamente, il mo-
mento torcente é costante lungo I’'asse della trave e tale valore
uguaglia la corrispondente componente M, del momento risul-
tante agente sulla base di seconda estremita. Le uniche carat-
teristiche della sollecitazione in generale variabili (linearmente)
lungo I'asse della trave sono dunque le componenti del momen-
to flettente, componenti che per i risultati precedenti possono
porsi nella forma:

Mx=Mx—Ty(’g_Z)’
My =My + Te (£ - 2).

Ne risulta che occorre tenere distinte dalle caratteristiche del-
la sollecitazione le sole componenti My e M, del momento
risultante M, agente sulla base di seconda estremita.
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17.3 Principio e ipotesi di Saint-Venant
v f)/owﬂwﬂ o .\wrggb)ﬂs % (pr@wh c[; CL/ZQ’&
goﬁm‘m G WA e {;w.gpno wau" ) aﬁ&i c(A‘s’fﬁ)wa‘M

dod can (,\M uﬁmﬁ (f,uz Seziomn di &s“}w’}a\ 95(9{&/ |

¢ R gmfoq\ro) 1 principie & Gaiok-Vousuk. T34}
prniipie Flerwn el due divese diskeibosiowi ol

forze by poiow i ehewita  avenk: ulauﬁdg[ I
L monante ot poverau e Mtk cousibil wnouke

Lienti ool i V(ocﬁn‘m\? S seziow & eshaua
e ew&%@?m\ai& apliest Fr e diverse: coluiow
(9{(\(,,?,»&”&; 2 distaboiowt & foree s/ de s

M u?(\/aQA {iw\bw)l Q Mu ciw[Me/ vy
goluion (/A(\Kcﬂpf&{wl %AfoJCQ.
P((U'QMQ/ § Cethw 7«0021 solutionn du

goic&i%pw Q@ 92}\/0\1,1“ CMAA’&OW\ fﬁS}ﬁH\l‘vf S\/é
ku,\o,g,e &F—j&/\ SPora‘ ((fﬂ}w‘ & Q@MF——VM}‘) :

6;0 =¢j = IL/Zy ———O/
ovverossia:
0 O T
[g]=]0 0 & |, (1)
/(l«‘t Tj% 6‘%

Tale richiesta e giustificata innanzitutto dal fatto che le
componenti della terza colonna del tensore degli sforzi de-
vono essere in generale diverse dallo zero per poter generare
delle caratteristiche della sollecitazione generiche sulle sezio-
ni rette (di normale z). Se poi le altre componenti sono nul-
le il problema delle tensioni tangenziali viene drasticamente
semplificato dal fatto che queste (come si vedra nel seguito)
diventano indipendenti dalla coordinata z sulla linea d’asse.

Si noti anche che la (1) equivale fisicaweute 3
cidiedee d B R 4y bare (shese pm/Q@,QAmM}e
M ) wheyiscav b di oo ol Heaves
oo Mo Ax tugioe di dirzioe ¥ . whlh e
no=(ngn 0) o fa wonueledi o St di 30

1/],
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rlo e E a

0 O 1 Ne 0
ezl
LTz Tﬂ 0’1, o %nxf&ﬂji

/kw MQM/A o ise ¥

7

Y

A — — — — ,\:,7
%«Auh/@ faawl&z a0 ¥

E\ fiu:&ro (,LA 4 Vn'on' yon ¢\ J!Z/H‘o CL(!L L‘R »QL
QQ@W‘M //z«fuiaoﬂm)ﬁ’/ m/Q WAzQ fﬂ‘w&y){o i fwt%nanf
W o $4a wA WQ Q/a Porm/& (1) , ao cle
rﬁxu&%c& O fwowsinaciona di ipotess dah ol

i ot ().

17.4 Problema di Saint-Venant

Peesiawo 3 questo ‘M\Xo , ewnaae il f{uly@uu/.;
L Sainh- Veman: |

"Dabe o oo alindrio (3 anb sl ol odhomiy
Vetuinge v Coipe & Towsiow & 4 defecwasion
¢ o L ospuonki u tl e saw soddisHe

Lo seégw)ﬂ' Q4UATOM MQ volume R -
div S =Q (quau’ouﬂ .m&&?«mb & @Zu.’@‘kr{o)

£= %(f@«adg +acdu’) (WUQM%}
t= jé {(Hz/)g— /(f(g)g % (@?@M @s}iuivo)
Ce=6y=Tay=0 (ipoesi di Saia-Ven )

QQ %QQNWXB MO 24 oW QQ (onlarag locali Q\/QQ/& %‘LUQOQ
Cateds -

Fn=0
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e le seguenti condizioni di equivalenza statica nelle sezioni
rette delle travi:

F:J oge,dA, MzJ (P-G) X (ogey)dA,
A A

dove F e M sono le caratteristiche della sollecitazione. Si noti
che tali condizioni scritte per le due basi del cilindro equi-
valgono alle condizioni globali di equilibrio al contorno sulle
stesse basi. D’altronde le condizioni globali di equilibrio al
contorno sulle basi del cilindro insieme alle equazioni inde-
finite di equilibrio impongono la validita delle condizioni di
equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi.

\/Q&,‘am di %fdw\pm N WTM ) Qx vare ﬂq\/cla‘ow;
ancora assumendo che ase ¥ coincida £ lasse difllg
fave 2 Q‘om&m\ con il \mmcwk(a L WG GO &
AT P

Bypvioni dofiuite i guibao (of 6y ="Tuy =O ) :

%—Tf‘ =0 = Ty= %(w)

Oty _ - Ty T
ey My 96k _
x N ¥ ?

4 00w [g 0
'[§J=EQ+/) 0 0 Tui-vi( &

T Ty Op 0 0 GZJ)

e quindi:

=0 0 ()]
1 4

EEJ =z 0 V0 (G

_(1-&1/)@l @W/‘fﬂ_ Oy
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Eqv(Qij»'o Cu% Qulpe(g{o{e eélh@Qﬂ

0 0 T || ™ C
(Gol=l0 ¢ T n, 4! 0
G,
T Tn % e Tog e+ Ty )

|y

1>
]

|
4

T " Ty y=0]~{€ -0 =0

]/ >}A no{WxﬂQﬁ. n Als
x ( G cvfw);‘a‘e. Ostels -

\ ; /4%& {11{?

YJ
Lo Tensiow h’Ma,maBQIL ko\répi T in un V)\m}o P

=

&W@(\Wz X odormo N & we fuscica geziout

s de et \AA%M)M W odaens dila SRz .

Equivalenza statica nelle sezioni rette

la fewioww e e g W(WO“M“:
‘Txl
{crezg =
a

IQ W)Wo ALWA Eb\/eﬂow, ge; n'tr\)r)‘}o &Q
b{yi(,@u*(o fl@v{b:

ex €y gy
(P-Gxoe.= | x y 0 |,
T Tp O
¢ czv{n(\j s hawo UMFM
oy
{(P—O)xoezj =4 -0, 7
’[ﬂx—fxw
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Si ottiene quindi: 17.5 Energia complementare elastica

XA Gdh= N Colte €' ipokess di Gint- Veugak ( oy =6, =6y =Q>

Q\Wﬂ M‘Q@MQ(& O/QGQA.‘(/Q [JQ[ uvtl.}ﬂ\ch
} Vonv& UL Q‘:lg?d)fo:

Oy XA =— M, — T (£ - / Ve 4

Lo L Te(e-2) Vo= Llieo) - 222

[ (f; ”Ci +fl
IA({/:@I—%JMA“ M = “Z-E—* -+ EG J
) ) . ' . ANt .
&’E%&A=Tx . L o chQo,wm)ra& dadion ‘quhf! & s
A

% o“;m M\Q-bz(d«ub \AQ/QQ\QIQ,Q 8/3 kV\/:

N L
= 0y zm"TYI
K &A JE dh + SA —c
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Capitolo 18

Problema della torsione

18.1 Funzione di ingobbamento

S oha sollboiterion i torsion quands
clindro & Saint-Verant 99%%&0 Mo doe eshromita
ad una opp2 toramke M, .

Poiché il momento torcente dipende solo dalla tensione
tangenziale ¢ lecito ipotizzare che pon vi siano {'QAAQ,\'O\U:

V\ormf&,( aam}i Sv wng O(«AvQWctvk 32U 0oNng W)fh d.&
QQ}hA(o . Rxc,ulm (wd'&m}o MQ»QSL 0 o\n%haw
AQ&QI ijnu, 8??@(‘@:\%}{ &QQ/A SeTUone (0)‘\‘& . Vﬂ‘o

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

e Lo ondiione Ty =0 iwpous 5;7 =0, somo
ol ande P sorcimki i i e . Quasho
%‘w‘?m de non vi @ diformazions 44 coniome
al peprio pidws . i tenga conto che cid non escluds un
\‘wégkkamw}o Wa seviows 8L & Pori dol propria piamo.

Si assuma allora che la sezione retta generica, quindi dipen-
dente dalla coordinata z, subisca un moto rigido di rotazione
nel proprio piano pit una componente di spostamento nella di-
rezione ortogonale alla sezione retta variabile da punto a pun-
to, componente che in generale provochera un ingobbamento
della stessa sezione. Quindi, se la componente di spostamento
ortogonale alla sezione non risultera nulla a meno di un moto
rigido la sezione non si conservera piana.

Assumendo quale centro della rotazione il baricentro G, il
moto rigido della sezione nel proprio piano si comporra di una
rotazione torsionale 3 attorno all’asse z baricentrico.

Poicue A Yousiows yormali  sono nulle per ipotesi
dove esee wille Lo dilaheviowg €, dlly fibee
V&GQQLQJL a %

G- =0 = w=w(xy).

205
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\/A Cm?wwkk da éfos\}m} W c(/vmiva m(LPoy\-
&m\e Aa l LQW\ c\,«“vgs o(c,ubwr

u= Uy,
v= UYx,
s \x/(x,y).

Le uwiche Mo«wx}; & defomacions v wille
Sono (ngw. Aﬂ/\/& QS%) g& g(pf(\'mw}\' b/l?: @ k/j’lv:

‘B’QZ —@j+—-
ij: @x"f‘,_aj

dove :

0= ‘j.)g : (%&o@) um‘b{fo di *w@iowa)

lﬁ, @ffispww'\ \'%\C,\w \'&v\gmuél?/\ 1Y, u?mo:
x; = G< @j + — >
Ty = G ( Ox+ 'ng—)
Po{o\l@ &QA }W%«ow wo e%e (e \«\&AFW&M\ CL/A z

dove essefp -

© =ost,

Quindi la rotazione (! pud porsi nella forma:

F=0y,
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A wow & iwﬂé%u’i&j woli rK%J&' A rofazout e di traslazione

glloodli,
hohun on g & @ prache poi di serivece
W =@ W(x,ﬂ) )
do b o w(xy) viee doMa fuvciow di-

iﬂ39\>\o’&M0MX° . Il campo degli spostamenti diventa quindi:
U

-@ vE,
V= @x%,
W = @w(x,«j) .

U

Si noti che nel moto rigido di rotazione attorno al baricentro
la generica linea longitudinale passante per un punto C si incli-
na di un angolo @ |C — G| nella direzione ortogonale al vettore
posizione C — G. Risulta quindi possibile raddrizzare tale linea
longitudinale, rendendola in tal modo centro della rotazione
torsionale, aggiungendo al campo degli spostamenti precedenti
un moto rigido di rotazione attorno ad un asse passante per il
baricentro della sezione di prima estremita caratterizzato dal
vettore rotazione:

@ =060(C-G). (1)

Si ottiene il seguente campo di spostamenti:

u 0 0 Yo |l X —y ¥
:@ O O =X ﬁ +@ x&
w e e O \Y W
e cioé: L _@(y_yc),’g,
V= @(x—-x)¥,
W = @wc(x,g) .
dove:

W = W — }VCXercﬁ,
¢ la funzione di ingobbamento relativa al centro C.

=0 7={

l asse longitudinale per C

\ AQS@QQQQA foldzious. (ig.‘c\e
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Utilizzando, come visto senza perdita di generalita, il campo di
spostamenti relativo alla scelta del baricentro quale centro di

rotazione delle sezioni rette, si ottengono allora i seguenti campi

di deformazione e di tensione;

r

| ax ‘—'@(% —j>
{Xﬂz @(%(;i +x/)

oppure, in forma vettoriale:

T =GO (‘%% _7)
Ty =G@<(9§3- ) /

_Q( =0 {%(GC\(U +B§ (P_G) k y

=G0 {yac\w +Rz (6) & y

T
2

dove Rz o il beugoe (Ohﬂm di 907 n c\irtvlwgl Au,\‘:ar&(\'ﬂ.
-2

Lo Yocaa equazious mbeliwia @lvig{lar\'o richwede s
-{a-f& + a—{ﬁ =divt = 0
Q> oY /

c\/d)“’ C\U\. ();':O R @N\'V\(L‘« :

o' :
G@(%}I T %’C{/—) = GOdiv(gradw) = 0,

eweroi 2
Viw = div(gradw) = o0

Mo Sumtions & iwgobhamouke & dungue richiesko di

coddivhce € quaions di Laglie . Le condiciont ol

oerne sl supecficie Qatedle ciduiedmo mvece:

qvm&/\ (UJ\/L risth(Q:

Con = T+ Ty 0y =0,

66 (gedw-n +[Rg (o)) = 0,
¢ in debwitiva

Y[Ry 6] = yne iy
Tn onclusione 06 fonsios @ dve sodlishee i€
skt peblua & Nevmawn (dipondutke s
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A@QQ/& ?orm:; gﬁwﬂ)fﬁr@ &QQD/J Sezioun. m}’fa):

72‘U ‘—”O in A

S=yno-xa s O

La sggwo'm Aﬂ ?m\aQQJWA & Neuvnamf\ esisb,
¢d @ unica (3 wmewe & una \m%i)ﬂ-@l*lﬂ}e&(b}%)
s & soddichth 0o wdizions

ggA %—(j}i ds :O

\/@/‘lﬁic\)\i&wo c\ML th (Q\A(Liﬁwﬂ- A SodLUSPQH}\:
g gwd% = g (f) N — XN )c{% -_‘E\(Emwf/; cUGrQQn)
oA dn an j

N EA(%% - g_;jdA =0

La relazione tra funzione di ingobbamento «/ relativa al baricentro
e quella @, relativa al generico punto C permette poi di affermare
che w, ¢ soluzione del seguente problema di Neumann:

2
{awc 4 %ZCUC O

oxt (avl B
%% = O—yc) N —(x—x;)n]

Inoltre, dato che la sezione circolare e I'unica nella quale
il modello costitutivo locale dipendente dal moto rigido della
sezione conduce a delle tensioni tangenziali soddisfacenti le
condizioni al contorno, ci si puo aspettare che questo sia I'u-
nico caso in cui la funzione di ingobbamento si annulli, cioé
che risulti w = 0, naturalmente a meno di una costante ad-
ditiva. Infatti nel caso, e solo nel caso, di sezione circolare il
termine non omogeneo

[Rs @6)]

nella condizione al contorno si annulla, le condizioni al con-
torno diventano omogenee e il problema di Neumann ammet-
te di conseguenza la soluzione nulla, come volevasi dimostra-
re.
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18.2 Fattore torsionale di rigidezza

A CI\/Q%\‘Q vi\ko (esh 99Q9 c{‘/(l .'Mf;s:(m Q& mdm‘we ?Pﬁ\mﬁﬁ

Al.‘ Qﬂvi@ik(io QVQQL b@t,\':

gA (T x =T g AR =My

G; oHi@nQ:

O@ﬂ )z (8 -)yjdA=n, .

Definendo il pé)f)wf& or%onaQQ di riai&zza:
w J
=18 e B )

(B S e,

mth H

NQ,Q % i sezioue arcpﬂa,& in wi,@uu V\‘S%o)
w=0 , (f@ul\%'-

SE = SA (332*7&)‘% = IG ;

dove IG eil mgmsw.}o & inerzia p@%& (f%?e,Ho L
bacicewto .

LasoQuzim& &9&- V(o\aQQ\WA t{ﬂmﬁ }om«'m& (v(&
Cmﬂ'm c\j W“é?\DWO) risulta quindi:

_ M(; ’f —._'\:1_(7_ ﬁ—a)-—f—
V= o i R (Sj &
oppure:
— wlx
= Gﬂmﬂ) T%{?‘&\“’*&%(‘)‘”&‘

(Si \ﬂo§ C\\AL Q@ pku’o/vqa AA i\/\gaLLBWlQM}o W e i—Q,

YQW cb (\%A(Lu?/c\ WS’IMD,Q &APJZM&W\O SoQo c[@Q,Q/A
lorma Oxeowo)rrw/a dgly seziows refha .
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18.3 Energia complementare

Wa a’,MAm fer um'}’&\ da Q.«'uzaz
Yy = o S ‘ff+fl)c{l—\ =
L ZG A( t I%

2@3 H 3) ("”}

I vaa/ia WAYMML assume |’aspetto:

18.4 Funzione delle tensioni

La terza condizione indefinita di equilibrio richiede:

0Txz O0Ty:
ox * oy

= 0.

Una qualunque funzione scalare F(x, y) tale che:

oF oF
Txz = @! Tyz = —7_2

0x

0, equivalentemente:

T = R% grad F,
2

ove al solito R% e il tensore rotazione di 90° in senso antiora-

rio, rende automaticamente soddisfatta I’equazione indefinita
di equilibrio. Una funzione F cosiffatta e detta funzione delle

tensioni.

Dal confronto con la soluzione in termini di funzione di

ingobbamento si ottiene:

grad w = ]{%T +RL (P-G) = {AgradF +(P-G)
t 2

f
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oppute, in We«Mf :

w_ e 9F
o M 9y +J
ow _ e gp
0y M ox

Dar.’van)o Q/d prrwd ff‘;fleo HA 7 e &J %wf/a. (isreﬁo
JC{ X u[ U(a,vaazp,xau&y o onW &J OMCL'U'DM neRe$a i

(@ quﬁ{o{wg Y .4% S eziul Q\MD\AD(}’YWVI'E“Q) C{A M\Yﬁ‘f&bl’v&‘}.a\

nz% puwa'm&_ w & inag%ﬂmw}o (@u%uwza),&“ oftious .

oF 1 oF
e T e

owerossia b (b/vq SQAA;‘SY%(Q la seguente qu@u'm c\i PMQSO“!

ViE - o M,
Jt

Per quel che riguarda la condizione al contorno:

T-n=0,

th

=

RN

N

questa diventa:
(R?T gradF) -n=0.
2

Applicando la definizione di tensore trasposto si ha poi:
grad F - R% n=0,

e poiché ruotando il versore normale al contorno della se-
zione retta di 90° in senso antiorario si ottiene il versore
tangente s si ha infine:

oF _
os

(_Qw'ﬂgu F et @sMQ WJQ O)\A}O(na /Q/Pg,{(,h)‘\
YA (ﬁ‘bmé o W«L‘&w Qg dako }mc.{owap_e/ Fuv\
2327} Afvva/A)( d.

gradF-s=0 = 0.
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LA C\/MA'M &Mﬁ %QM%OW\ e duw?vﬁ QVQJZ"M
M Wﬁ F(o‘g@m& & D{({ckwi

VZF=T—%E n A
4

F=0 sv OA
No\iaw\p Ao e i cecionn 2 Fp,ur;wmwespa/
S ?Vo‘ FO{(,Q F:O QWQ, (gu}orf\a Qg\a(no ) WA now

gu?}& a\\f(i pr\o(‘v\l 7dave a otvq%\o ‘)uv\}o o SQQ()
?ogc.i\o{vQL dire cae e o

oA

La condizione di integrabilita in una funzione w di ingobba-
mento richiede che sia soddisfatta la condizione di circolazione
sui contorni interni:

S gradw-s 4 =0 .
0A;

dove l'indice i si riferisce all’i-esimo contorno interno.

Towtdo ko &LQQR (eﬁ,gu”wi Qc,is‘NM\H bo w o F
a; c)r)rim iv\[/ivu;. :

Sl) Ii grad F +(P—G)}.R¥275Ag :O.

M
0Aj

@uiv\(‘i\j ofx\ni M\orw wmierwg ¢'v\}(ocluce wvld l'v\CaB/w‘\‘a
(iQ V&QQ(Q AMA F c;uQ cw\}arw) od vy Qﬂ\é}v"oub .

Con n cirewiti infcrﬁi o ?vo\ ffoatiere f\'SOQVQMO)O |
pro‘oQﬂw/a di Diiehfel i (uneione do valori F {n(pym‘f{
sui conforni inferni, 4ofod,‘d/\a\ % n wdiziow di circolazione
diventano 1 egudziom il iwwaxvvi}a Fr.

Per determinare il fattore torsionale di rigidezza J; per il
mezzo della funzione delle tensioni F, si imponga la condi-
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zione di equivalenza statica:

M; = :A (TyZX - szy) dA

= (an a—Fy)dA

JA _E _a_')/
_( fop a(Fx)+8(Fy) dA
JA ox ay

~

- | {er-aw|[rp -6 |}aa

J

:2JFdA— F(P-G)-nds-> | F(P-G)-nds.
A 0A ; 0A{

Nel caso generale di una sezione pluriconnessa, tenendo con-
to che sul contorno esterno 0A si ¢ posto F = 0 e che sui
contorni interni 0 A; risulta F = F; = cost, si ottiene:

M, = ZJ FdA—ZFiJ (P - G) - nds.
A i 04{

Dato che:

F(P - G)-nds = 2A4;,
0A

dove A; é 'area racchiusa dal contorno interno d A;, ovverossia
I'area dell’i-esimo foro, si ottiene infine:

M =2 (JAFdA - ZF1A1> : (1)

Nel caso di sezione monoconnessa la condizione diventa:

Mt = 2 JAFdA (2)

Lo sobwziows i F 4 FIOLQQ,‘M L Dicichbal o dahs
in termini & Mg di @ oo e di It du @ mcpj/vu'fo.
La ondizione (1), oppure (2), P@(mo)r’ra & debormivace X
Falbere i ﬁg&iuza borsionall Iy

Veihichiawo infine du U aoluzione oHoncts
sodbish U ondiziowe T=0 .

Wt da T= Bmamd F oo ofias:

T =LBT((>I@JFJA = KTL %/(JJFJA =
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- R' J
( aAF nds +§ MiF nds)

:RTZFL." 1 nds

i JO0A;

R' S F nAgradldA: 0,
i J

come volevasi dimostrare.
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A

Y

- 0 lgedw +Rs (61|

divf_ =0

>

A

R
=< | |
I I

O
1 [ 1=

=

o

|°<
Iﬁ
ol
=
S\,
||
(_B\
il
| 2
Noa
3
M

rotjlé

A

2 ,
ViF+2C0 =0 @
Campo vettoriale 0A
V plano S
Area piana A h

Circolazione di v sul contorno 0A di A: c(A) = j\a V-t
N A

Rotore di v (circolazione per unita di area):

[ OF )
T oy
ox
- _
Eg(P—G)&; .

Vetds
_ o c(A)
oty =lm =



Capitolo 19

Estensione del problema di
Saint-Venant

A odende ol oo ddla Ve oy
pindi andie A ase corv, cacicaly «lla su‘w%@
Dafede ¢ 8 covionn \/aa‘a\m'QL , “Q‘éffe%‘/\'ow. dall
@MDG\Q &@ehw wam per unita di linea
che si ottiene wefl case A prblwa di §. Vowauh:

Gy ’fz+’sz
V= z e R
% §A Ze ang -

&ovc si suppone che ’fq e Tj‘{ Du9 Q/waom 90@
CL: 7;) r; e Hl’ .

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

19.1 problema di flessione, taglio e torsione

Come prima cosa si determinera il centro di taglio quale
centro che renda ortogonali energeticamente il momento tor-
cente M, e le componenti di taglio Ty e T, e atale scopo sara
necessario impostare, anche se non risolvere, il problema di
flessione, taglio e torsione.

b Mactening, & Moo, folio © furons
s 0o seume U otmil® ¥={ o smphta ad on
egllio T puscics, non wessacswsnte pasae
e | o

Y S dunque P(Qw}( Lo due
oupousaki Toe T dolla forea & agbio o

217
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nonaie Yorauke My dove s ecukiibs ol
Corza \‘%jo (;s‘m)&o A hwewo. Se ¢ e(zc,yc)
& on puide: sppadonske Wa ol Al dzioue ddl \%)?jo
1 wowsade Fecade ciaulls:

Me=Txe— Tof |
Leliee | per (equilibrio sWa ohiowe dofl ciindro |
ol base 1=0 o pesae un memendo slomo

_mg U st({w'm:

o= —(Ge-Co)x T,

¢ A (IMKYO\W\)\‘:
‘ Miz '73& ( M‘f‘w“}' M'&z«m
| o €sy nu
{mojz — 7l %s%‘;m"cf;wmg?[) a)
Ll 04 coeathecichica dfa «oldoctaziows "
Q%QMXQ \(\a MW,‘ .

TR e )
Hy(g)= T (h-x) Nl sollewoion

19.2 Centro di taglio

Gorciowo | ke di talio € qulle pate
pec Vol sore for pasace o Kotz &
mz(@o T dbndes i e problowi dellls boious
o tllla Possione, teghio e tersione sismo orlegpndl
w%ﬁamﬁm.
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Folebinls 1 ciolVati oWewki allla fooria

M ‘o attaves sz di- doformacions
(s Torms uplluautace ), ol auhite e 5o
Wbl il Yeora i fave | ouke
nﬁ&m oot debiwlo  gegume il c.-;w‘ﬁcmo unemghicr
G essere quil quiko pe il quall dove rasm@a
M e Yy Foer & taglio ol Ping A

fon Gvere deformazions  YorGioual,

Si considerino allora i due problemi (a) della torsione e
(b) di flessione taglio e torsione e siano 7@ e T®) le tensio-
ni tangenziali associate ai problemi (a) e (b) rispettivamente.
Per la sovrapposizione degli effetti al problema (a)+(b), som-
ma dei due problemi precedenti corrisponderanno le tensio-
ni somma e l’energia complementare ¢ per unita di linea
dovuta alle sole tensioni tangenziali vale quindi:

W= %J Ta+h) | pa+b) ga
A

1 1
(@ p@ogas L[ +® .0 ga
ZGJAT T 2G AT T

1

(a) (b)
+—=| ™% .17 dA
GJA

(a)

(b)
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Quindi il problema della determinazione del centro di taglio
richiede di annullare il termine mutuo dell’energia:

J 7@ .t dA = 0.
A

Ricordando la soluzione nelle tensioni normali, nel V(o\vQQAu/A

AEM/J pQL%‘mi {'arﬂ;‘o e \Nfioca Vo JKQMQ\'M wrwmQL vale:

i o I v
T-8) TR (0-%)
= — _J]x j,——Tr, .

Le T® sono @S’W\L\[ on ¥ e devows 50&&&%?’34{ Q/Q

k@{m eqﬁyw \V\CLQY'\\AA\_A di Qgiv(&kﬁba

9{;(2) . ('()@(%3) _ Qﬂ B _’r/-—,i
9% Y PR PR
ovverossia:
div v®) = — Q}——Tix
Je Jj

Le T® C{I,\/O’\A.P inoltre Soc(&,&%hte Q/Q MATAM é\Q CO\A}ON\OZ

T®.n=0,

Q &QQ/& owdiziow g@;\a@& c{;a{v{Q{Bn‘o wﬂx sezioni rette:

( TN = T
JA /

4“ (P-G)x T(b)AAk.ez = 7;’%- Ty, .

JA
Lo JKQAAQ{M.' &%oda}e 8QQA ;b@zcib-a'm, W?Q«‘ce Au

bocsione valgono invece:

02 M fgql
rio) = _If{gca\wg%(%)g.

L’aqmjm llermivatcie dd ol i h)af?xo
risulh C\uvxqvq’.

_MIf N {%ac\w + E% (P_G) 5 TP dA =0.

Poiché:

div(wt®) = %@c\w- 70 + W div ™,

Rz (®6) = ex(P-0),
2
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come ¢ facile verificare, si ottiene:

T dA

| {gedw + Rs (-6)

- L\{div(w-r(m) - wdivt®) dA

+ I{(P—G)x’r(b) re; dA
A

7" 7

[x
LAWT nds + | w J,xy

dA
Jy

+ ,gzc— 7;,%
T T
- 7f)iLwach + J,—”Lwy dA
j X
+ ?‘Zc- Eyc

L’qu’avjm dlerminatcie dd ol di hy&'o

(i%ulb infine -

T (x + J% Sij JA>

e 0 acbitacode AQQQL CO\MFOMAL}! T, ¢ ’7} 59

on%cmo iﬂﬁ\l@. Qﬁ coorc\)v\ghl AQQ &u}bcb l‘&g@b:

1
x, =—— |wydA,
IC J-IXA_"
1
= — | wxdA
i IJJAW

Si v\a\i C\UL \'AQA (porfb‘wa\‘k CLFPMJ‘WO so@c(@%

?em\l C(!@Q/Q/A SeuUonL r@)fh .

Verifichiamo che, nel (8o ckA Qe ziouL ég\‘a/b cL( un a5se

du gwmdkeia ako di \‘Z%Qjo duve AH)RA‘WQ

a b & cimuakeia . Tubabti tn 10 caco i\ wouwanho Yoccauke
(;c,u\ka VWA goQQﬁd\nu'm omisimndhrica e W‘m\i \‘32«

((su\\zw\o aa b dferwariows e Un Clmu‘o«m,
CU iw?\)\omo.
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g\e *Q]m i waﬂ}ﬂ'& Cmvw\(&o. ow Q‘Mj Q/cl gvvw/«'M
IS (,Uj r(%umh WQmwz)rm/z

A 4 c\/vvxliw. \ ave M}Ugfa)t;
QM\@KQ et MQQA

OWVpQ; & ac,wa,f»r\' Q/,\
Ruowne 3 yn h%jo T')
Vj quc,@)& per 1 b3 i eareo

v G. T oollectasione <

C/Mw)f(ic/i '3 A/uvw‘lva amw)mc\u n‘s\)n'&w QL \'(M.{mi

meiﬁx 7™ | Invece le tensioni tangenziali T @ dovute

al momento torcente sono emisimmetriche. {ﬂ Qu\/\um

T®, @ |, esprivg i termine mutuo dell’energia

complementare g AW\‘)\VQ QAM;“MM}'(M ¢ il 4w M}QSQ,QQ,
9/91\34@'8 z‘m@@o. Rl:évlh clwvd,( W»QQﬁ iQ termine

whc dell’energia complementare ¢ cﬂuvui Ve ¥ rdh j

W)fim A\ am)iro di \‘fi?QAo

19.3 Energia complementare

Esprimendo I'energia complementare associata alle tensioni
tangenziali in funzione del momento torcente M¢ valutato ri-
spetto al centro di taglio C e tenendo conto della soluzione del
problema della torsione, si avra:

2
¢ Tz Tyz) = % {g—ft +aT? +bT2 + chTy} ,
dove G e J; sono rispettivamente il modulo di elasticita tangen-
ziale e il fattore torsionale di rigidezza mentre le costanti a, b
e ¢ dipendono dalla soluzione del problema di flessione, taglio
e torsione. E prassi di porre tali costanti nella forma x./GA,
Xyv/GA e 2Xxy/GA rispettivamente, dove A ¢ I'area della sezio-
ne retta e le costanti adimensionali xx, Xy € Xxy Sono dette
fattori di taglio. Questi rappresentano le componenti, nel siste-
ma Gxy, di un tensore doppio piano X, detto tensore dei fattori

di taglio:
Xx Xxy
X1 = [ ] |
Xxy Xy

Si noti che il tensore dei fattori di taglio X coincide, a me-
no del coefficiente GA, con l'inverso del tensore di rigidezza
tagliante I":
X =GATI !, (1)
Come ogni tensore doppio simmetrico, anche il tensore dei
fattori di taglio ha in generale due direzioni principali, in tal
caso di taglio, ortogonali tra loro che diagonalizzano la matrice
delle componenti. In generale le direzioni principali di taglio
differiscono da quelle principali di inerzia. Un asse di simme-
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tria, come gia noto, contiene il baricentro e il centro di taglio
ed ¢ principale di inerzia. Inoltre risulta essere anche principa-
le di taglio. Infatti un taglio diretto come 'asse di simmetria
e simmetrico e non puo quindi generare uno scorrimento nella
direzione ortogonale all’asse di simmetria, essendo tale scorri-
mento emisimmetrico. D’altronde un taglio diretto come I’asse
di simmetria ¢ simmetrico e genera delle tensioni tangenzia-
li simmetriche, mentre un taglio ortogonale all'asse di simme-
tria é emisimmetrico e genera delle tensioni tangenziali emi-
simmetriche. L’'energia complementare mutua ¢ dunque nulla
e quindi é nullo anche il fattore di taglio mutuo, come volevasi
dimostrare.

Mettendo in conto sia le tensioni normali che quelle tangen-
ziali, 'espressione dell’energia complementare risulta allora:

1 (N2 M2 M, M
Y=+t =+ =+
2 |EA " EJ. EJ, G

T2 T2 T, T
XX Xy + 22Xy y},

GA GA Y GA

oppure, in forma indipendente dal sistema Gxy:

1 (N2 1 9 MZ 1
W_E{a—i_EMfJ Mf-l-G—Jt-i-aTXT .

19.4 Legami costitutivi
Derivando I'energia complementare si ottengono i legami co-
stitutivi:
1. Sforzo normale:

LW _N
~ ON FEA

U

N = EAe,

dove la dilatazione € é quella della fibra baricentrica;

2. Momento flettente:

(a) forma algebrica:

_ oy _ M. _
ky = oM. = EJ, = M,y = EJxkx,
v My

= = M/:E k,
y oM, _ EJ, = b! Jyky

dove M, M, sono le componenti del momento flettente
valutato rispetto al baricentro e il sistema di riferimento
Gxy e principale di inerzia;

(b) forma vettoriale:
| -
ke = EJ My => Mt = EJ ky,

dove il momento flettente My e valutato rispetto al bari-
centro;
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3. Momento torcente:

_ oy _ Mc o
@_SMC_GJt = Mc = GJ©

dove il momento torcente ¢ valutato rispetto al centro di
taglio;

4. Taglio:

(a) forma algebrica:

y T T
C _ X Yy
Yx = 31, T Xxga X Ga
ay T T
C X ¥
Yy =51, TXGa TXGa

dove gli scorrimenti y§ e y§ sono valutati rispetto alla
fibra longitudinale per il centro di taglio;

(b) forma vettoriale:

yc = G—AXT = T = GAX ' yc,

dove lo scorrimento yc € valutato rispetto alla fibra
longitudinale per il centro di taglio.

Dalle relazioni costitutive inverse si ottiene la seguente ma-
trice elastica inversa:

;4(1)0000
OE?OOO
Czoomtl)oo
T

GA GA
_oooo%{é—i_

Inserendo invece i legami costitutivi diretti nell’espressione
dell’energia complementare, si ottiene poi I’energia elastica di
deformazione:

¢ = {EAeC + Ekp - ke + GJi0° + GAyc - X ycl.
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Travi elastiche lineari

20.1 Equazioni della teoria tecnica delle travi

Equanow di UGN Vo 24

¢
Bey +Kp = 35:

fgwg)/c—@ﬁy(C-G?:ij—ﬂ_f’sz ,

poiche Yy =yc—-0e:x(C-G).

I Y

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 4 agosto 2011

Si ottiene:

Equazioni di equilibrio

:fjg(N@z*T)*f:Q

>

(s =0T iy fom s e =

poiche Mie, = Mce; + (C-G) xXT.

225
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Legami costitutivi

N=EAE M =Gl @
{‘fﬂr= EJ & {I =GAZY
Principio dei lavori virtuali
(L=t vmt)s
Equasini 4i_equlibio &l oukerve | Bt s 24 14, )
Ney+ T ‘SZO = -, L =j£(w + My Kp + M0 + 7 )ds
M+ C-GX T +MD£‘SZO = — W Energia elastica di deformazione

d= %(EM#\EMJ ke +GJp 0+ &Aﬁ'l—l&)
N@.‘/ﬁf ‘s=& = ;2(

HCEN(C—G)XT*M}‘ L= 11

s=

Equaiou di disoubiwsike® 2
(ANgg +AT). + % =0

(AMeey +C~Gx AT+ AMp ).+ Mg =0
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Diagramma teoria tecnica delle travi

_q¢
@Qzﬂ*i{?-—gs—
o/w
Eey +8~Begx(~G)= 5 ~fxEe

Q‘Im 9-—|<>

(N%+T) f=0

- (Me&rt - G)wT+MH

|FC>

N
*
3

I
1©

et

r

e —

~_>( v®
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20.2 Trave di Timoshenko

Trave piana elastica lineare ad asse rettilineo.

Forze as}emz

Fore diclibate = 9, p

Mongdhi diskiboibi = m

Fore oneodale: @, P

Monaki oucenkati s M|

Forme ¢ momauki . due esfenals::
Co, B, Mo @, B, M,

Qa QL 9 m
[l fj}jﬁ P. P My RN
m\’T i

\/a/(\'a)o(& o(uwua)ﬁc\!.t
%W{ du pwli Wla livea dlase v, w/
Rohm‘m s sezions ¢

Deformazioni
Dilhivoe e (iea dlasge. ¢
CU(\/AXVG %NSQQ. K

Scorrimento tra linea d’asse e sezione retta: ¥

Equanow di Owgven zd

C o dw

d%
4
dx

dv
=94

1 k=
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fjmm iwhp\'m‘\m AA Q?\ﬁ&b(io

N

i T //\
T a2 &
d—iﬂ =0

M

e

Eg‘ya'uiovj 4 QQMQX\MO GQ(D\A}OMO:

~

N(O)=—E, ( J\/(Q7= P&
4 T(0)= o

\M(()):—'Tﬂo i M(4) =Mg

Equadiow di disoukiwiks®

(AN);‘%‘ P; :O
(AT)I-—\- le O
(prym -0
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Principio dei lavori virtuali

{
Le= Rﬁw +qu+mg )dg

+ R+ @, vo + M, + Fo e+ U+ §y

+ Z(f’ w; +@;v.-+m(-«g~)

L. :jq(we MK + Ty )d

Energia elastica di deformazione

4= %(EAﬁ ETKY %“-a*)
Eneria dashea @W&&M&

N=EA¢
M=EJK
= GA
T xé(
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EC‘EQZIIO»U' powciﬂmm} HQ(

E@%z«'wi ce peraettows i UL POr G (owdizioun al comtormno
T T o

N= A%
M= EJ%“%

GA /g, SV
T=7‘(‘f )

20.3 Trave piana inflessa
\/a(ia)e\‘?;i d\m.ua)nc\tt
QM\‘ dui penki Wa ivea d'wse = v, w/

\/fncﬂfo M}Mno sulla rotazione LP della sezione

&
Deformazioni

Dildhvoe e ica dlage. ¢
Covabva Plgioale: &
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4 dt
ﬁ “Tap T

Taglio in funzione dei momenti esterni ed interni
T
O A
E_c‘fmru'w\' MLQP\'\MJTQ L\A e.lqvi?,fbrio
AN -
( i p =0

M dm
d¥2+al! +9 =0

Principio dei lavori virtuali

{
= [ frempix +,)-00t) -

Quindi:

{
[_Q=f (QU—kP\X/Hmf)&Z

+ Q)+ Rw0)« M, 4(0) + QUi+ Py weft) iygld)

t Z.‘@c Vit P+ M) =

{
({630 o
+{Qu 10}l ) + 1 400)

"’(@‘JE - m(@))u’({) +le \X/(O + m( t{’(’b)
+72; (Q(Ui +RWE+MM() /

R
L =S(NE +Mk )dL
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Energia elastica di deformazione

#=1 (ens*+E7<)

Evmaq‘a dashicq @W RS

Egudziom fw&ﬂnﬁ@m}a@
Cl ( Adw/) +p= —0

o|2 "
A%Z(EIAZZ>::<Q jz)

W= -*-(-“—1 ) ,
2 EA EJ _Ejlﬂ/dziov.i cle Ipuvvw/H‘O«w d iugorrer G (oucliu‘otd ajz Comtorno
E .. . . _0_’_
Gquauoum AJ (;ZU%M.Q Tom dz (E] dz )
_ dv
{ N=EA¢ M=—F] %
dv
M = EJ K Lf - — Ji
dw
_ ) = EA
[ OAuai o iw\fov%pm V=0 o M=0 N= EA dg
s £=0 ¢ k=0 goer o L bawe o indefomal. ndizioui ol comtorno
eaw/(0)=-7

(uesko c,\-GuLc/a de R qw.\v'owi Gove anjc\L ot
Q\i?y\m A (mffivyvadm \ f}f'q{mm}o &WU‘AA
Con M (_y\&(zfu@vm/ m}v(&lb LLL/Q'QA \'Q\/Q, 5 e

EI V//(O) = mo
(ET v/)(0) = Qo+ m,

eaw’ () =R

@W&M W@ ciVEQQ/A Cawpiyuraﬁ.cuﬂl m (M(ig?wm?@ T V//(Q) - _ m%
i MQ,L & goQQQd\Aﬁow{ ineme o JMWQQ@MO. (E]' V//) —(Qy —my)
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Se m=0 Q,Le(ivaz,(m c’\NQM%,W\O: Ce qu:O
] L L
%(EA%)W:O !
| o
) Ja 08_%4:0
o (EJO,—Zﬂ:ﬁ
In @Aham\)i [ Cdsr
A (e d
="k (EJ@H N:EA%
?
== _ v
gt 1= g
dx _ o dv
N=eady T
3.
T Eji—g

T !@pﬂs)ﬁc\u P lesse omospuae d seziowns cﬂs}dmj@ (m:O)

EAi—i”% +F:O
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Diagramma [rave CIA TI‘MOQ%Mb

m
I

- - A6 ) ,
l
R IE-105 ) S
- 3kt
=Y
A
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Diagramma trave piana inflessa ad asse rettilineo

VARIABILI CINEMATICHE

VARIABILI STATICHE

d
e

i ] |
s?ostamw i w dr’?(EJ dZZ) ? dZ / P #2@
%&Mﬂ@éﬁ’ ('{) v Equiziow fondamenrdls dw m estecne
Ry
p v S
2 .
d_tf:_‘? Eqv;umu Q({\/«QA 1o
Equaziow | ., dur g___f\_"Z dz M - _ w dM
T e | T ydy w T &
Cona ruenzd dt j
2
K= o K=—A2—1{ AA% (EJ dzz> ~THm &z_q_d_’“ 2{1—: -
% dy ndiziows . comtorno dxt dz d't <1
Y ,J
%I&H@({S\Tc‘he Y O £ \l N = EA £ m - C&(&H@zrf%hche
defarmazuone B u | M=EJK ‘_"\ " M
o go&zcj ok

ya%émi ookitut vt I
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D(&% awa ative al ‘DfoUZu% Ll forn asiala Diaspramnd ibativo ol 'Pro\YQQ»W Flussionalh

dw TN
f=55 T
l o]z T AZU'I 2
dev| 'M=-e75%; d°™
T [ CTORS g
%E ~N
vaiabidy b vaqabidy MTET K
m jm Coq‘h Aive s*ah&w.
__dv
Onibitin G
N
e )
| = d? FJdg I
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20.4 Sovrapposizione degli effetti

Sia dala wma fove, vn priws sistuus di furze
@Q?Qm)m & oudizions  onborne ¢ e
sl it & forze sppllidte o di odizious
R comerno. Lo sokvaionn (n Fermis il cagherishide
W oWsalscionn il cantenchide della defocmgaione
3 J&XP,«‘ spfanadi ) orispndanle o doe istou
U fom ageali cudouporauasunbe e s souwa
W oalizions §9\ wtorna ugvz&k My
sowwn e sluaion, cprri%gw&ﬂu}; & dve gifow
b Fon gym\\' eqaaiauane | oquumo e o popde
contivos X gnlormo ( it ).,

Tnoltee , Lo ol zioun. Grtisper lade 2 on

Gitan A focze ¢ conbiziont ﬂwﬂmo aw!l&cab

wdowbe 44 one salae oL achitare, v oltient
W{(Q)&m&g/wm Frawile ok, U sobozioue
du rispaude o ciglown & P e ordizio
A pakerne  ron amplifcate (omoéw\“%\clj 3{349 1),

(Gashe due ffo\vr.‘da\ om0 LA Ousuzs Aoy
Gisadhy ddle equazioni ot gone 1 V{c\bﬁm «
Wt bo B eqavons wlohuite equilibeio
et dlle proote difermacioni)
il ouhgorazione alaformata | die dungue non caulbi
W vaae o Gdrewn A feree ;»WJ&%LQ,

£ diise e @ (wdmm A w}w\o/ i due

%i%\w, &WW\O XS Y &QQQ9 e\esw }{Vo ‘)@( ?Q}U Ll ¥e)

ng\wﬁkow
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Gistwa 4 . —
Ak F
B e I I T S

& {

L1 solvrion vq(%)} EK%),M(?) coddish Lo

Q«:I\/A,ziowl :
i dN
T of NMEEAG Smen=(,

e QJL Cw\c\AuQW 8?. Coﬂ\orno:

w(0)= =5, N(t) =F

%’M . Fz{a
==
S e

La shvime (1), 5,(x) , Ny (1) soddish &

3 N,
i_\z:?z, N, = EAL, %ﬂ-&:o/

¢ B owdizd oud aQ onterno

w(0) =5, N,(#)=F, .

Cilowa 1 + Gelowa 2

Lo hmeiot (0w (1), (L)L),

N (N soddislove Lo equamions -

d d dw
E(W4+WL);—01_ZL + ;f = { +EZ

NitNy = ERG +EAG = EA(6+6,)

000 (5 ) (e )0

3 QQ Cw\&jz‘ow\ aJZ (57\)}0(1\01

/

{F (V</1 HXQ)%:O = \)%,(O) + 0w (o) — JZ—§1

Ny +N),_y = N (4) +M (1) = Fr+F,
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2 ANV\((\;JL Souy Q/J Sd@va‘m @r(l‘svm &Q
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20.5 Integrazione dell’equazione della linea

elastica

20.5.1 Esempio: Trave incastro-appoggio

+——1
J.
1

O R

de*
U{=~3£422—2£LZ— bg

M= —ET (bt +2b; )

T=-6bEJ
G""‘i“w““ ) W°’\9 %@M)ml& (eseu a£4> :
v(o)=0
v({) =0

Goudizioni ! Cw}on\g Gb)n'(h (M}Dr&Q‘J):

d*v -0 — (U: b1zg+blzz+bgl+b4

N(0) =0 @tAdz =0 = a,=0
w(ll=0 = a,=0
vlo)=0 = b, =0
v()=0 = b0t eh 4 b I =0

gle)=0 = — 3 40— 26, d—1b, =0

=M= _Z‘DzEJ:W\:” EZZ—ZT:J‘

SR . 4
= ”
1%@“3—”\? bgzi“;
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Soluzione del problema assiale:

{\x/=0 m%’___,/ Ijg

3
N=0 -

Soluzione del problema flessionale: m W M
3 l
oo MMt e

Cdefd o 2er T 4E] %% =TT T
I U (Y
17X e arg
M=(
Int
= -l > =
Q-&-m jé’o} = 7 ?2
_ 3
=7 !
UMQM_U(Sﬁ):%—E:—
A
§=0 » ol Lo
_ MY
S Y= _%%f/_;_%z_%gz Lf(O)‘—éLT.J_
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20.5.2 Travi caricate solo alle estremita
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