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Capitolo 1

Tensioni nelle travi

Coerentemente con l'ipotesi di Saint-Venant si suppone che
nell’intorno di una sezione retta A, di normale I'asse z, la ma-
trice delle componenti del tensore degli sforzi nel riferimento
locale sia almeno approssimativamente del tipo:

0 0 Tuz
Tzx Tzy Oz

Ne risulta che la distribuzione delle componenti di tensione
Txz, Tyz € Oz SU una sezione retta ¢ tutto quello che ¢ ne-
cessario conoscere per avere il quadro completo dello stato
tensionale nell’intorno della stessa sezione retta.

Nel seguito si studieranno le distribuzioni delle componen-
ti di tensione su una sezione retta generica conseguenti ai vari
tipi di sollecitazioni semplici, ovverossia di caratteristiche del-
la sollecitazione, che possono trovarsi ad agire sulla stessa se-
zione retta. Si consideri che in ogni caso la soluzione conse-
guente all’applicazione di piu caratteristiche della sollecitazio-
ne si puo ottenere in generale per sovrapposizione degli effetti.
Cio non toglie comunque che a volte sia auspicabile anche lo
studio diretto della distribuzione delle componenti di tensio-
ne conseguente a piu caratteristiche della sollecitazione agenti
contemporaneamente.

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

1.1 Tensione normale

La tensione normale o, ¢ determinata dalla relazione costi-
tutiva locale:

o.e, = Eee; + Eks X (P — G), (2)
dove e, ¢ il versore ortogonale alla sezione retta, € € la dilata-
zione lineare della linea d’asse baricentrica e k¢ ¢ la curvatura
flessionale. La semplicita della relazione (2) rende possibile svi-
luppare una casistica completa delle possibili distribuzioni di
tensione normale.

Per individuare le distribuzioni della tensione normale cor-
rispondenti alla forza normale N e al momento flettente Mg
occorre associare alla (2) i legami costitutivi assiale:

N = Me, (3)

e flessionale:

M; = Jk;. (4)
Si ricorda che la validita delle (3) e (4) richiede la scelta del
baricentro G quale polo per il calcolo sia del momento flettente
M; che della dilatazione €.

L’asse baricentrico m, avente la direzione di My, € detto asse
momento, mentre I'asse baricentrico s ortogonale all’asse mo-
mento é detto asse di sollecitazione. Si noti che I’asse di solleci-
tazione e individuato dall’intersezione della sezione retta con il
piano di sollecitazione, piano baricentrico contenente la coppia
flettente Ms.

L’asse baricentrico n, avente la direzione di k;, ¢ detto asse
neutro, mentre 1'asse baricentrico f ortogonale all’asse neutro

1
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e detto asse di flessione. Siricordi che ks ¢ il vettore della rota-
zione relativa mentre €e; e quello della traslazione relativa. Ne
consegue che in presenza di sola flessione, cioé se N = 0, la se-
zione subisce una rotazione relativa attorno all’asse neutro e ne
risulta che le fibre longitudinali individuate da tale asse hanno
dilatazione nulla e quindi, in accordo con (2), tensione normale
nulla. Questa doppia circostanza, statica e cinematica, giusti-
fica il nome di asse neutro (della flessione). Si noti infine che
I'asse di flessione é individuato dall'intersezione della sezione
retta con il piano di flessione, piano baricentrico ortogonale al-
I’'asse neutro e quindi contenente, nell’intorno del baricentro, la
linea d’asse deformata per effetto della sola flessione.

1.2 Tensione tangenziale

La distribuzione della tensione tangenziale T, oppure delle
sue due componenti Ty, € Ty, ¢ determinata dalle soluzioni
del problema della torsione e del problema di torsione, taglio
e flessione. Si ricorda che tale distribuzione é “esatta” se la
trave soddisfa le condizioni del problema. Poiché queste solu-
zioni dipendono dalla integrazione della equazione di Laplace
con opportune condizioni al contorno, integrazione in generale,
per non dire quasi mai, eseguibile in forma chiusa, non solo non
€ possibile uno studio esauriente come nel caso della tensione
normale, ma anche lo studio di un singolo caso puo presentare
notevoli difficolta. Per tale motivo si preferisce, quando pos-
sibile, utilizzare dei metodi approssimati. Tenendo poi conto
del fatto che il taglio, per via delle equazioni indefinite di equi-
librio, si presenta quasi sempre in associazione col momento
flettente a cui corrispondono dei valori di tensione prevalenti
rispetto a quelli dovuti al taglio stesso, a volte e sufficiente che
i metodi approssimati forniscano delle indicazioni di massima
sui valori delle tensioni tangenziali dovute al taglio.

Quello che si fara nel seguito sara uno studio di alcuni casi
tecnicamente importanti. Per quel che riguarda la distribuzio-
ni della tensione tangenziale conseguente ad un dato momento
torcente, non € possibile prescindere dalla soluzione del pro-
blema della torsione, indispensabile tra I’altro per la determina-
zione generale del centro di taglio. I casi particolari che si svi-
lupperanno nel seguito saranno quindi basati sulla soluzione,
eventualmente approssimata, del problema della torsione.

Per quel che riguarda invece la distribuzione della tensione
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tangenziale conseguente ad una data forza di taglio, i casi parti-
colari che si svilupperanno nel seguito non saranno basati sulla
soluzione del problema di torsione, taglio e flessione. Ci si ba-
sera invece sul fatto che una semplice equazione di equilibrio,
nota col nome di formula di Jourawski, associata alla soluzione
(2) nelle tensioni normali, sara in grado di fornire, nel cilindro
di Saint-Venant, la tensione tangenziale media lungo una cor-
da qualunque della sezione retta, anche se solo per quel che
riguarda la componente della tensione in direzione ortogonale
alla corda stessa.

Allo scopo di ottenere la formula di Jourawski, si conside-
ri una generica corda b (di lunghezza b) e sia T,, la tensione
tangenziale media su tale corda, relativamente alla componente

nella direzione v ortogonale alla corda:

_ 1
Tyz = A Jb Tz db. 4)

[+ B

N

Nella (4) T,, € la componente ortogonale alla corda della ten-
sione tangenziale puntuale. Si consideri poi I’equilibrio alla tra-
slazione in direzione dell’asse del cilindro di una sua porzione
che si ottiene sezionando un elemento dz di cilindro (intorno
della generica sezione di coordinata z) con un piano longitu-
dinale passante per la corda b. Delle due porzioni si sceglie
quella avente la direzione * positiva entrante e che nel segui-
to sara indicata con A*. Le componenti in direzione dell’asse z
delle forze che agiscono sulla porzione di trave cosi individuata
Sono:

—0;, sulla porzione A* della sezione di coordinata z;

0 + 22 dz, sulla porzione A* della sezione di coordinata z +
dz;

—Ty2z, sulla sezione longitudinale, avendo tenuto conto del teo-
rema di reciprocita delle tensioni tangenziali.
L’equilibrio si scrive pertanto:

—J asz+f (az+@dz) dA—J (1,.dz)db = 0, (5)
A¥* A¥ 0z b

'Cw
'(\
b %,
a® ZE
o’£+ 5 %

z\;‘ p¥
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e cioé:
J r.db= [ 2%qa (6)
b A% 0Z
In virtu della (4), la tensione tangenziale media T, risulta per-
tanto: 3
T, =% p aiz dA. 7)

La relazione (7) e le relazioni (2) e (3) relative alla tensione nor-
male rendono determinato il problema del calcolo della tensio-
ne tangenziale media T, ;.

1.3 Criteri di snervamento

La distribuzione delle tensioni normali e quella delle tensioni
tangenziali dedotte precedentemente dipendono strettamente
dall’assunzione di un legame costitutivo locale elastico lineare.
E gia stato detto a suo tempo come implementare altri tipi di
legame costitutivo nell’ambito del modello della trave inflessa.
Se si vogliono effettuare delle verifiche di resistenza agli sta-
ti limite ultimi puo essere indispensabile mettere in conto lo
sviluppo di deformazioni plastiche oppure di danneggiamenti
del materiale. In tal caso occorre quindi valutare il livello di
snervamento, o di danneggiamento, corrispondente al dato sta-
to tensionale, livello a partire dal quale iniziano a svilupparsi
le plasticizzazioni, oppure i danneggiamenti, del materiale. Se
si assume un comportamento elastico lineare nella fase prece-
dente lo snervamento del materiale, come é sempre lecito fare
per esempio nel caso di acciaio strutturale laminato a caldo, lo
stato tensionale precedente il raggiungimento di tale limite é
quello dedotto al paragrafo precedente.

1.3.1 Tensione normale

Per quel che riguarda il limite di snervamento, si noti che se
sulla sezione retta della trave ¢ presente la sola tensione norma-
le allora la tensione nell’intorno di un punto risulta monoassia-
le, ovverossia dello stesso tipo di quella che si ha in un provino
soggetto a trazione o a compressione semplice. In tal caso lo
snervamento nell’intorno di un punto avviene quindi quando la
tensione normale agente sulla sezione retta in corrispondenza
del dato punto coincide con la tensione di snervamento. Se con
o4 e o siindicano i moduli della tensione di snervamento,
rispettivamente a trazione e a compressione, lo snervamento
viene quindi raggiunto quando la tensione normale o soddisfa
una delle due uguaglianze seguenti:

o =0y, o= -0, (8)

mentre per la stretta appartenenza al dominio di elasticita si
richiede che sia:
-0, <0 <0y. 9)
Se il materiale presenta un uguale livello di snervamento oy
a trazione e a compressione, come nel caso dei materiali me-
tallici, e sufficiente confrontare con tale valore il modulo della
tensione normale. Il criterio di snervamento e la stretta appar-
tenenza al dominio di elasticita si esprimono quindi rispettiva-
mente come segue:

lo| = o5, lo| < O%. (10)

Poiché la tensione normale varia in generale da punto a pun-
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to della sezione retta, la verifica del raggiungimento della con-
dizione di snervamento va eseguita nei punti maggiormente
sollecitati.

La conoscenza del livello di snervamento del materiale e del-
lo stato tensionale dedotto nell’ipotesi di materiale indefinita-
mente elastico, con la sola aggiunta di un “opportuno” coeffi-
ciente di sicurezza, permette anche di effettuare in modo mol-
to semplice una verifica di resistenza alle tensioni ammissibili.
Basta a tale scopo sfruttare la condizione (12) di appartenen-
za al dominio di elasticita, e richiedere quindi che la tensione
normale ¢ soddisfi la condizione:

— 05 O-s+

<g <=, (11)
Y Y

dove y & un coefficiente di sicurezza maggiore dell’unita. E
opportuno a questo punto ricordare che la semplicita della ve-
rifica (11) e figlia delle stesse ragioni che hanno reso obsoleto
il metodo di verifica alle tensioni ammissibili.

1.3.2 Tensione tangenziale

Nel caso che sulla sezione retta della trave sia presente anche
la tensione tangenziale, non é possibile confrontarsi diretta-
mente con la tensione di snervamento, definita nel caso di uno
stato di tensione monoassiale. Introducendo la tensione ideale
0, ovverossia la tensione monoassiale equivalente, dal punto di
vista dello snervamento, al dato stato tensionale, la condizione
di appartenenza al dominio elastico richiede, analogamente alle
(8) e (9):

-0, <01 <0y. (12)

Limitandosi al caso dei materiali metallici, ovverossia dei ma-
teriali duttili, ed utilizzando il criterio di Huber-von Mises, nel
caso in cui sia presente la sola tensione tangenziale si ha:

=131,
dove € &l moduly dellla Yousions \'Mﬁ%d&«@ﬂ» che
jsce gl seviown cetta. Noluralmeuke (a teusiouse
M\chjzw&t vaaa da ?w}o 3 \)w}o ¢ qu.‘v\&& Y2 veiBica
del raggiungimento della condizione di snervamento va eseguita
e punki m:%{ormw}e colicitabi . Qe ol gl taglio e al
nowane Yoccake Byismo andis doi mmomeudri Pkt o deflle
borze norwal  wellA sevione o aache ?resm\‘& ma Feusione
normale 0. Ta P caw €a Yousions ideale ) Seupe iliz=
zandy il ceifocio i Hober—von Mises, i colla ome Sepue:

g; = % 55+ 3 AR
Si nori ch Wl Formla , ows d'altouds o precedouke,
ﬂorw\'ccm Sﬁmfrt o vdbre Fos(}i»/o , il e aom & Linilakive
?o«‘ckm\ i m@}qiz&/{ W\JEQQ\CA hanwo va«/@@t snervamento 4

\r@am '3 ow»LFmscn‘ch .
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Capitolo 2

Forza normale centrata

Si dice che una sezione e soggetta ad una forza normale cen-
trata se I'unica caratteristica della sollecitazione che agisce nel-
la sezione ¢ la forza normale, avendo scelto quale polo di ri-
duzione il baricentro della sezione stessa. Essendo My = 0O la
tensione normale vale:

N
O-Z = Eﬁ. (1)

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

2.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea, la tensione normale e costante
nella sezione:

O-Z:

1’ (2)

e rappresenta dunque la piu semplice distribuzione di tensioni
normali sulla sezione retta.

N/A

Siricorda che se la forza normale é positiva e detta di trazio-
ne, se negativa di compressione.

2.1.1 Integrazione in un campo di spostamenti

Si consideri ora un cilindro omogeneo soggetto al campo di
tensioni sopra descritto. Si vuole mostrare nel seguito che ta-
le campo di tensioni rappresenta una soluzione particolare del
problema di Saint-Venant. A tale scopo si trasforma innanzi-
tutto il campo di tensioni in un campo di deformazioni appli-
cando la legge di Hooke inversa, per poi integrare il campo di
deformazioni cosi ottenuto in un campo di spostamenti.
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e W qu-’omQQ 90&7/(% (iwn'a;
G=L, =0
IQO%To&ﬂ&AdwmAﬁwkqs&%waAJ&Q(A%amm

invesSa AA HooKe.:

£= —g—{@w)g— ltea)1].

riquka :
[ 0 O ]
oy N
- - 0
)| 0 - ©
o 0 1
Gra&;wke d&% (ahdw Urcalls r«ydﬁa :
£Y)
% _ J¢:x B 9£’:3’|< -0 (o) = {gk%) .
% x i ’ (4,2

A W9 C\) una MQW&'@OR ra\'az(m rfaa‘cl/a 89958«91 (L‘ }v\‘}o
L ilindro ciaolla -

w=0 .
{8{&1 W= £ ’ M={:‘;i v

Integrando si ottiene quindi:

u—-VﬁX+ﬁ( ).

Risulta:




Prof.Daniele Zaccaria

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Capitolo 2. Forza normale centrata 9

u-d% g o g cost
/A

Una costante rappresenta una traslazione rigida, in tal caso nella

direzione dell’asse x. A meno di tale traslazione rigida, la compo-

nente dello spostamento in direzione dell’asse x vale:

M:—/E/“&z .

P(OCQ(LQM(L’ MWL ‘ﬂ/f U e wo, s olemy

iﬁp‘l‘\)\i\ﬂ'\/&»\ml«k}k | (?‘vgi(o (‘m‘)@l}o f{&QQ('QW-FALQM}'AA GFOS}ZM«@V\}O?

N
V) :*ﬁﬂ/
_ N
W_EAZ

TQQ!L (;ﬁwvo & S‘Jo%\SW\QM} : ‘7\10\ e%ere Sar’clﬁl)fo in Ade
ofe ;
qu ¢

1 )

t

0
s N NN

x

u y
EA

¢ = Q

oppure, in forma vettoriale:

N N
u= Zrtey ~ oa(P-0) .

Il primo termine & wls ?M vl Y e qm&x rappresenta

una fasizion (;o@c\w MQQA ol (in direzione dell’asse z).

4 P
jc G {P_G} = Z
_Vﬁ{\/@‘é /PPI

v/

Il secondo termine ha componente w =0 e dipende da x e
da y. Rappresenta quindi una deformazione della sezione nel
proprio piano.

Tale deformazione sposta un punto P in direzione della
congiungente di P con G, e poiché il rapporto:

IP—P’I_ N
-6l = EA

¢ costante, cioé non dipende da P, tale deformazione rappresenta
una omotetia.

Da tale decomposizione del campo degli spostamenti risulta
evidente che la sezione resta piana.
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2.1.2 Condizioni di snervamento
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Capitolo 3

Aste compresse

E esperienza comune che un’asta flessibile compressa non re-
sti rettilinea ma subisca invece un’inflessione laterale. Questa
inflessione compare fin dall’inizio dell’applicazione del carico e
aumenta all’aumentare del carico. Questo tipo di problemi si in-
quadra nell’ambito degli studi sulla biforcazione dell’equilibrio
e sull’instabilita dell’equilibrio delle strutture.

Lo schema tipico di riferimento é quello dell’asta di Eulero,
un’asta elastica lineare con un appoggio fisso ad una estremita
e un carrello all’altra estremita e soggetta ad una forza normale
P di compressione in corrispondenza del carrello.

A 2 B P
~——1—7h

| 3 N

< 7]

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

3.1 Biforcazione dell’equilibrio

Si consideri allora un’asta elastica lineare soggetta ad una
forza normale P di compressione, per esempio I'asta di Eule-
ro. Nell’analisi di questo tipo di problemi viene normalmente
trascurata la deformabilita assiale dell’asta. In tale ipotesi la
configurazione indeformata é equilibrata sotto ’azione del ca-
rico, qualunque sia il valore del carico. Viene cosi definito un
percorso di equilibrio fondamentale o naturale nello spazio delle
soluzioni che si ottiene aggiungendo la dimensione P del carico
allo spazio (infinito dimensionale) delle configurazioni.

Il percorso di equilibrio fondamentale o naturale ¢ I'unico
percorso di equilibrio determinabile dalla teoria lineare, nel-
I'ambito della quale la soluzione € unica. Se il problema del-
I'equilibrio di un’asta compressa, ancora considerata elastica
lineare, viene affrontato mettendo in conto una cinematica fi-
nita, le teoria che si ottiene e non lineare e si ottengono altri
percorsi di equilibrio alcuni dei quali, se non tutti, interseca-
no il percorso fondamentale e per questo sono detti percorsi di
equilibrio biforcati o diramati. 11 valore del carico corrisponden-
te alla intersezione di un percorso diramato con quello fonda-
mentale ¢ detto carico critico. Dal punto di vista strutturale il
carico critico piu importante € il primo carico critico, ovveros-
sia quello piu piccolo, poiché all’aumentare del carico a partire
dalla configurazione naturale ¢ il primo che si raggiunge e quin-
di il primo che segnala la comparsa di un nuovo fenomeno, nel
caso oggetto di studio l'inflessione laterale. Il comportamento
post critico dell’asta ¢ individuato dalle caratteristiche del per-
corso di equilibrio che si dirama a partire dal carico critico piu

15
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piccolo, la piu importante delle quali ¢ rappresentata dal fatto
che lungo il percorso diramato il carico sia crescente oppure
decrescente.

Senza entrare in complessi dettagli, si segnala semplicemen-
te che il post critico di un’asta compressa, tipo I’'asta di Eulero,
€ a carico crescente e questo significa che un’asta indefinita-
mente elastica (che quindi non si plasticizza e non si frattura)
puo raggiungere stati di equilibrio corrispondenti ad un carico
superiore al primo carico critico, anche se al prezzo di grandi
spostamenti. Per disegnare in un piano il percorso di equilibrio
fondamentale si scelga uno spostamento significativo dovuto
alla flessione, per esempio la freccia f in mezzeria della trave
nel caso dell’asta di Eulero, per rappresentare lo spazio delle
configurazioni.

 plroe Aiﬂw»a}o

Uhercaoge |

_f}ﬁﬂfso"/ ﬁ \A\ﬂﬁﬁ}/’a\m\ A «qviQ,{Ln‘fdh E
£120_ SNV \
FON&AMAZ M vivny M?u

Dal punto di vista della stabilita dell’equilibrio, il percorso di
equilibrio naturale viene separato in due parti dal primo carico
critico, la parte inferiore comprendente stati di equilibrio stabili
e la parte superiore instabili, mentre il percorso di equilibrio
post critico é invece stabile, almeno nella prima parte, che poi
e I'unica importante dal punto di vista strutturale.

Si tenga poi conto del fatto che una struttura “reale” pre-
senta sempre delle “imperfezioni” rispetto al modello “perfet-
t0”, preso come base per i calcoli e per la realizzazione della
struttura. Risulta quindi importante la valutazione del com-
portamento della struttura “imperfetta”, sia che queste imper-
fezioni riguardino la configurazione geometrica della struttu-
ra oppure le forze applicate. La configurazione naturale della
struttura imperfetta differisce da quella della struttura perfet-
ta se I'imperfezione riguarda la geometria della struttura, come
la presenza di una freccia iniziale nel caso dell’asta di Eule-
ro. 1l percorso di equilibrio della struttura imperfetta presen-
ta fin dall'inizio le caratteristiche del percorso diramato post

critico della struttura perfetta, dove invece compaiono solo al-
I'atto della biforcazione dell’equilibrio. Per questo motivo ta-

le percorso si presenta normalmente regolare, a differenza del
passaggio tra il percorso fondamentale e quello diramato attra-
verso il punto di biforcazione dell’equilibrio. Poiché il percorso
della struttura imperfetta si schiaccia al limite su quello della
struttura perfetta, nel caso di piccole imperfezioni la qualita
del percorso imperfetto ¢ decisa dal percorso post critico. Per
tale motivo strutture che come I'asta di Eulero hanno un post
critico a carico crescente e stabile sono dette non sensibili alle
imperfezioni.

Se invece il post critico di una struttura ¢ decrescente, e quin-
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di instabile, si dice che la struttura stessa e sensibile alle imper-

fezioni, poiché in tal caso il valore del carico critico non puo es-
sere raggiunto, sul percorso di equilibrio imperfetto, nemmeno
teoricamente. Tale situazione non si presenta nel caso ogget-
to di studio, che é quello di aste compresse che subiscono una
flessione laterale, ma si presenta invece in altri casi tecnicamen-
te molto importanti come, per esempio, quello dei cilindri cavi
sottili compressi che possono subire, oltre alla inflessione la-
terale come una qualunque asta compressa, una deformazione
ad onde lungo I'asse del cilindro, asse che resta rettilineo.

CB p

VR
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da ricerche sperimentali i cui risultati sono riportati nella nor-
mativa internazionale, tra cui quella italiana, e in particolare

nella parte 1-1 “Regole generali e regole per gli edifici”
dell’eurocodice 3 “UNI EN 1993 (2005) Progettazione delle

strutture di acciaio”, in termini del GWD( \‘o X trala qum

v\oruAAQ(L WA IWE Gb ' QA \-Q)\)&.im AA C;\AQ(\/MO Fy

3.3 Calcolo dei carichi critici col metodo
statico

Un carico critico é caratterizzato dall’esistenza di configura-
zioni equilibrate inflesse nella vicinanza della configurazione
equilibrata indeformata. L’intorno di tale configurazione puo
quindi essere esplorato tramite una cinematica linearizzata, ma
I'equilibrio deve essere scritto nella configurazione deformata.

Tale metodo di calcolo dei carichi critici € detto metodo sta-
tico, mentre una configurazione nell’intorno della configurazio-
ne equilibrata indeformata, descritta relativamente a questa da
una cinematica linearizzata, ¢ detta essere una configurazione
adiacente la configurazione equilibrata indeformata stessa.

3.3.1 Asta di Fulero

Si sceglie una configurazione deformata generica di tipo fles-
sionale, adiacente la configurazione indeformata equilibrata.
La configurazione deformata definisce il piano di flessione che
viene fatto coincidere col piano yz.
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:F M-%)

4 @vsv\c\,« %1 sxz%dw}Q IWM

U= C sintl + Geoselt + F(Q-z) .
Le oudiziow & owlerw npongon9
vl)=0 = G+ = Jﬁ O=>C———Q
U0)=0 = o<C—~—O - (=X

P P

UH) =0 - FS[M&Q — —P-'Qcosod e

L ) Q.-C?k/&'bim M}UMM@\\(ice &Ju wric\»( ui}.’a‘ n‘w“‘(\
C\N“fiue :

sin (o Q)— oé? COSQCQ) = ,

Sinoti che se cos & = 0 allora sin «¥ # 0 e 'equazione non ¢
soddisfatta. Dividendo allora I'’equazione per cos &£ si ottiene
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la condizione equivalente:

t&n(od{)——— o('Q .

lAM\‘QM‘S\QcI; Q r(VD(\MQ dwqdadpm CA%’“&CA‘{Q,Q/A co@ww F{u‘
p{(‘(QS?A rfsu\h:

Aop | = 4.49341 =1.4%020 T,
Tomm(o am}o che @43030)2_—_ 2.04535 1] F‘,U\
PI'CCQQO G319 Crf‘h@ V&QQ:

_ e EJ
P, = 2.04575 T Dok

19 vu9</\9 Cx.’\i(p Cp((isrmctsw\'ﬂ (.'svlh 5)01':

2
= oy { sin(olg %) — Oicrgcos(o«a%) +ol,, («[—Z)}
dove
=2 < 143030
u EI = 4 3 ’8 )

1 \M\}l{ & Resco Soug c[ﬂﬁ!w}' CQA»Q/QA C,WLL’W'M
’\7'//=O , c\& ((Q,\/Qhr

tdn (o(qz> = ogr’f .
Dalo che Aer Qac{cL‘SP'a { UBxy&%/QX&&%‘

fanft, ) =, 4
¢ evidmbe e 2=Ja (d?\arﬂwh wa radice . La
Setmaa radice (oot ' idecdll 0<F <) e
q\‘oﬂim OQQ&(V&NL(LQ che Fam (&—77')-:%’81/70( ¢

C\& AN“QUQ :

an (e L =) = o {

oLl T

olerd

1430293 T

e 1=1.430293 T

Ao =T =0.430099 T
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Wvinds - /

er X = ol d (1.43030 —1)7; e
it = =-T = — 0,30084 {, B | Wz.oa575 ’
; 7

O?VV{Q/ m Aﬂ.i\'vw}l%] :

1.43030 —1 . Vwa qiuv‘m c,u@{uux)(wsm}e QWfo«n'u«A)fa 2 g,&
1.43030 Q = (0080 it Q“‘“[j‘M‘g“\f/A)h\/tz) Ve o Wa YW\WL(Q (

Rigssumendo /Qﬂ sbzioui cisulltaw. l.= 2/1/2_

7=

!
Tz_ - 3.3.4 Trave incastrata
1,43030 —1 | — -7 { _
1.43030 ~1.43030 La siwwehria ﬁ%%@,\*o ) Vasse verkical per % oot
PO{C‘\UL\ (4'430?)0)12 2045}5} RE\ {)A/(ﬂ QA\O@(A JJ« C AU wazzend AILQQA hd/\m ww‘?O\AJL C\UL QJL [od2ious
\IV&QQQSAW (chsbwa }Q due p@%’)(fsu[b: e Eé >
L= 1/ PoAL c B P
— . 4% 7 =
0 12.04535 ﬂ\jl\__/*/l !
e quindi il carico critico risulta: [esso Plpsso
oot EL |,€/4,_% e U | s,
(¢ eoesis) L=l

YWI
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vu\i%&i iﬂ)f& iwcac,\(i G1du9 WWJL ¢ c\m Uy senioue c\,(
W22 d qow fuoli . Welle | mowato wiwiwe di s
oﬂQDA wsf{%mw‘w, adismude @ Jm, i \ogcn'a'w,e,
ﬁ,,iw\wﬁffm‘; . e % Zioud da WRZZe (18 o i dwe ﬁ@eﬁﬁ(

é\Kv\é\O\lv QA Quoc M@A fave iw 4 P’M}f eﬁvi\/dQQM}i

ad vwa MY%W/G@{W\Q aé’u‘aw& ao( ma M@O&.
IQ Ko C((\'i(‘y L{d% \"ﬁ.wt AWQ coimﬁt‘il(e (iv\'v«LC
o 2 Cri}i@ Aﬁ&e www;ogz G MMFMCL(-Z
| gw)(i éu w@s&o e &\ §R oML ¥ VAL 222418 c(i\/\‘c[smo
Ua U AJ&Q/A hwa w 4 {?arh uraua«Q» 3 che

(ic,u\\i 1

po=mEL _4n? E—Lf
ey

La PN(E QAL)UA CU Mp&%{m rfw{b fo=f/2

Qc\ @R Quo\ 5CAVeAGA -

3.3.5 Trave incastrata ad una estremita ed impedita di
ruotare all’altra estremita

7’&91 Fave n‘wUﬂ aci\/l‘/a/QM}m ad VMW
'was\m)'a QQQQ due Q%‘(w\x & Qo Jﬂﬁ;{a :

ﬂ

’EZ
¢ Q/J Lo Qﬂm A iw P Brssiong (y‘mu‘c(ﬁ on % @/w
MQQ/A \T&Nx .

2
PC(: 7

>

facso
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3.3.6 Schemi riassuntivi

b= 772% 1, = Yo Dbe dj inblassrone

- —9—
& oo
"
(a4

pa =
b\\-p
]
N
oo
-

ANNNNY
Eg
N
<
12
~o
e
u

5=

d
4

P
) o _ 4T ET
l Qo:‘?/l l o= {Z
! 4 !
P A
= p = TEL

‘ %:@4
—t 4

3.3.7 Portali con traversi infinitamente rigidi

! 1
\ '
1
\\ A
\ 3

?u\u‘nuuuu\\ i, ! 2B
T | b=h 2 e
! Y
3i
:2']7-2' _—
wer 7 ]‘1{ an
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LF 3.4 Limiti di validita della formula di Eulero
= Erage £ o feonsll & Ebeo
y (1) L.
jah D=ty
I > 1/2_ cl el 7
77 LFC( = 477_2 E—ﬂ ’
TF/Z TF/Z h V“\ L5 99%\2 MLJZQA poM/d :
2
Gy = &:ﬁ—’@m:# Juin_
_F \ ‘ A Aezzz E foz ’
\‘.\ E Jw( O'M e\ &J }’MCA'M WO(M@QQ ng(%i)owgﬂu}‘l d/Q
_ . E
Zh Ty % For= WEZT; CAriy ui\ 19 POQ\‘O :
- Xo 2
\(\ - %in.lﬂ /\\ /}W J
Y cr 2
, T W%q h AOVQ (\ ' M& %ne@lzw M\ }\Sh , @J ﬁOfWW@A
£F +F
3 _W?’ . %€ l3 (&)‘ FUQJL(Q Aj\/{m :
[ i ] ?
I —7 (1 ) 60( = 4 E

SL §1 (i?o(}&»\o in dsussd .XZ eal n Gr‘cljuﬁ}él Ocr



30 Capitolo 3. Aste compresse Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011 Prof.Daniele Zaccaria

e'eq\/c\u'w U) L(,QQC{fVQ un ]irle[\w& C(Q,H:] u&{LO& L TZE

k\ 0 = 77 /‘Z/ dE; .
\
7E (;e A > Ac 1 Ch(z c,\m Q/J tave e QM,DP/J QH(\'WM}"
c\’& N \-OM .

A

‘\’2‘»"’@‘ Ui Bl & =

A A

| ‘
o Erav __svw/wm
@an

La Roowlda & Eolero o wa\’&h w alidi ({4,%
(i&wz_%\\ c\&QA Ger wow C,v\')l/f; | \QQO{Q Jo A&Qﬁ
\mo/\‘m V\orwv&t QQ Q.Awu\'e (&,4 Y(o?o(a'ma&ih\. IQ
alore ddlle swlhaa @r(i%Y%WQ, N0, doth

QVMSQ?/A QA'M\VL/ o otiewg wwvwwfb e 4a




Capitolo 4

Flessione retta

Si dice che una sezione € soggetta a flessione retta se 1'unica
caratteristica della sollecitazione che agisce nella sezione € un
momento flettente di asse momento agente lungo una direzione
principale di inerzia. Se I’asse momento m coincide con 1’'asse
x del sistema principale Gxy, risulta:

ki = kcex = Mxex, (1)
Jx
e quindi:
0. = Xy, )
Jx

LX=m=Nn G
-«_
Ma

Y szEF

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Si noti che nel caso descritto ’asse di sollecitazione s coin-
cide con l'altro asse principale y, I’asse neutro n con l'asse

momento e 'asse di flessione f con I'asse di sollecitazione.

4.1 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea risulta:

My

- , 3
ny (3)

Oz

sottintendendo che in tal caso con J, si indica il momento di
inerzia della sola area. Si ricordi che con tale convenzione il
momento di inerzia che compare nella (2) vale EJ .
L’andamento delle tensioni normali e lineare e queste si an-
nullano sull’asse x. Se M, > 0 le tensioni normali sono

poc,i\ive per j>o ¢ Mﬂ/a}i\/e 9% 3<O , vicevelSd

V4

e T h//

M, =0

G — —3—
—~—— hl
Ma ®
- )
I

YY

M\

31
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se M, =<0 . Tnewitabilmeude ¢ cacanno el Youcrows
YOQ[\'{VL o Jollo Feus owi n%s}{m. In Corr{sFomeza dei
punl piv Ponkan dall'asse x si awanno L2 massime
teusiowt (in medvls). S b e h" indicano tali di=
donce ndlla diceziowe dell y positive ¢ n%mhw (i=
g(w,H(vameﬂ\'e ) wrrisYom)?Mh h»@iow', in modu@:,

V&Q%OV\O :

6/—‘—‘ iMrI h/ _ lMac/l )
S)c «<

O\0\& :

Vo

sono debh wodvli & resistouza dellla sezone |

Ui osservi dhe B dimemsione A un madulo di resisouzs,
D Mok coesto i ceciou omaence, o & ona Qone
gheszs R cho (L2).

4.1.1 Integrazione in un campo di spostamenti

Si consideri ora un cilindro omogeneo soggetto al campo di
tensioni sopra descritto. Si vuole mostrare nel seguito che ta-
le campo di tensioni rappresenta una soluzione particolare del
problema di Saint-Venant. A tale scopo si trasforma innanzi-
tutto il campo di tensioni in un campo di deformazioni appli-
cando la legge di Hooke inversa, per poi integrare il campo di
deformazioni cosi ottenuto in un campo di spostamenti.
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*
h//
4_
M XL=EN h/
v
S=d9R C{A @%qhﬂm
N= age M/UITO
G = Ly&ﬂ'w\)}fo A&Q/J
L 2UBUL

Twwo‘o coul'o c\t,L :

Vy=s

=G
0 0 0
0 ¢ ¢

4

N 'y 0 0]
D509 0f,
00y
N ousegue £ e,«zjdw}e fengore di o feraauione. i«ﬁ'ui)&m:
r—/j 0 0]
[g]——-[!g; 0 ="y 0
0 0y

ol e ¢=0 &j_{@ oA a 6/&39 {lase nudro.

RA@(C&A&WO Q\{Q 04 (ohﬂ'f()v& {(8/{3/& Moﬂ‘(m}awchvn ruv\}o
et Qwﬂm dal Fecor di (o Zioue @ itk
appurL dal vl rohazion g -

— r 0 - d/yx 28 | [\w;y
L= ] w0y L {%%
S
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Gadiad & @/

QWi 96k Ok

X v Dx;

Si noti che le componenti non nulle di £ sono Ex )& £Z. e che

queste dipendono solo da y - Ne consegue che per avere derivate

diverse dallo zero occorre che 18 =

(k) z
B 0
r M
@] = B0
B v
e quindi:
My
L
¥OEL
cUx},—-O:'
Mz
W =V —=
A=

j oppure X; = j . Risulta:
Y g ()
0 1 | #¥
0 0 | =% ,

O 0 | fx

a meno di inessenziali rotazioni rigide complessive di tutto il

cilindro.

In definitiva;

e quindi: )
—1/& —Vx OM
- e
¢y

¥

oY _ M, My

= =gt +£(3,%)
v My My 9£___ M 9?_
oy VELY T '/E&“aj SRR T Ty
o ot

ﬁzo = ¢ =0
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QM\WLI /a ey éu wn iwegma’dp,t mobo r{g,(cio CVW\?’QQCIA‘VO
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Qv M Y My 2
— = V- V=k—Lx +p(_‘j)E)
o He CEL & taslazion , 5 MHiee | geﬁyw}e, Cowps (w)“‘wo d
v M A M V Me _
BT VEEY T by TR T hiepinal)  spedemedi
W te, Ayt _ 1My e
R ™ JEnt ’
Mx, { L 2 1
= -1 +1/(x )}
2€T, J
\=zgi{z%%ﬁy§ﬂgl
V=g, 1

QW&O i vaai ot bob , € ?oesaL(QL SCeivele ta& campo
da s‘)os’ramadi i forma vvw‘rr.‘aaQQ. MQ modo eejvm}ei

% ElL  Ek
oW Mx Mx d_E =l’b_ AE_
5 ~ g, ) e, ) T T ) T 0
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f 0 o 0 0 = .
M2 L ~ j
Jul=9-7e0t (o 0 —%iz Yy {P—GA‘ 5
0 ~O g—ii 0 | 0
f(&%Q/AZ\‘Ou.aL Qoh«im MQ/A 5o o awmya LeUnL
: &%M oo W 'asce
in diteciont L mf{afél Me % /ET,
¢ () _Vg—g; = O]( 0
Mg Me \
+ 22511 + /e O 0 Y
0 ¢ ¢ 0\ )
} Davious 119 . “& . . -
&gmwﬁxo o(‘b‘a%@vﬁ c\mma “%?fg&%i}%&“o /{P—XL— {j
doe Gy al pW\}o X intergeziong M%&mw\}o 0
3 o ¢ A& awpiezza llx
Us diitnioa 9 O L'dse x ¢ g Vﬁx
0
4 g g%f&m“f%
1 & o
o) %‘Q)rbufﬂbl i)rornﬂ
. VJ
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De/pormﬂm o %zione wel proprio prano:
L

IR,

E Foesi\;fgk Strivele | Vmw?o s sfo%\'a,mm.“
in forma vd‘*oﬁaﬂt, V\‘QQ mocLo %Uyw}e:

_ L) e :
U= -ty v rex(PG)

+ Tix &+ ugi‘;x_e%x(P—Xﬁ

X
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4.1.2 Condizioni di snervamento

La condizione di appartenenza al dominio di elasticita richiede
che Yo wassime fewsion 4 f(éa‘we e 3 M(egs{owe non

superino, in modulo, QIL of SPO’V\A@U\}I &ws{om’ di snerva-
mento:

M + M
W;i =65 e Vjiﬂ_ se Mx>0
x
—-% <067 ¢ —%‘—,56;‘ se Mx<O
&) x

Se il mﬁu(aﬁa Fmgﬁw}a Qo Sblsso Q{VQQQO (L SNEva men=
to 4 }(&a'om. e vawfress{me S @np(om\'e(&\ SMQ«'L&M%/\E

Qﬂ WAsSiwa \'ngl'ome N modﬂpo on Qa %m%iomdi snerva-

mento:
ax { M| Ml } _
Wx/ 7 \)Vx’// —_ S

Se Foi Qg sezione @ Qx'mme}({cﬂ ((Q{)&H’O &QQ'QQQ

. # .
X, ovvefe%id Se M/—’—' Wy = W / b Fous i ow

Massiwe 3 ‘r@a‘ovmz Q(pwf(ess{cme somo ugu&% in modulo
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¢ occorre richiedere che:

M=]
= Jg

M $

4.1.3 Esercizio su una trave IPE

Sia Aﬂh’a und }raw awo%l‘a)ﬁl &JEQJL eshewu'b\ e

So%%@\)fa ac\ un carico concw\'(ab n wmezzelid di 60 erf.

leéokM

b B

jﬁzll-m
e

Lél \'(3\/6 518 (@&Q(ZZQ}E F(’.r fQ \'fQWU-}Q, AA un F(OC(Q&}O
commerciale in acciado \'iro IPE270. 1 pro P(Q&\h' |PE
Smo AA Seu ome 50\'\\'9& a C)OPP{O T Mun%&b, cioe di

altezza prevalente rispetto alla base, e sono adatti ad assor-
bire le sollecitazioni dovute ad un momento flettente.
Una sezione sottile a doppio T é la stessa cosa di una sezio-

ne sottile a I, il che spiega la iniziale della sigla IPE. Il resto
della sigla sta per profilo europeo.

Prof.Daniele Zaccaria

Le misure riportate nella figura seguente sono tratte dalle
apposite tabelle riguardanti i profilati tipo IPE. In tali tabel-
le € consuetudine indicare i raggi di inerzia con il simbolo 1.

/€=10.2
T |
Il |PE 270
M2
A= 459 mt
3().2’" = +
E G J,=5710 cm
X W, = 429 an’
e N =64
Y | | NLO/QQ p-‘zur& QQ A=
j Sul€ Sono in  mm
| |
T L=1%

T4 wassimo mmMO ﬁ@zﬁ%\a ag{ece m@él Seuone
A,{ wmezzend ¢ \/dQO. :

= KN X 4-m
Muaw = 23— = & 7 =60 KN m.
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Fo T

F/2

D

72

F
= - F/2 @

La massima tensione normale vale quindi:

M max
Wi

Opax =

"

X

60 ><10é f\{ mm
4.29%10* mm>

 I—

=140 N/wm®.

Gmax
—

A

Gmax

4.2 Sezioni composte di piu materiali

Se la sezione é composta di pit materiali, la tensione normale
nell’i-esimo materiale vale:

M
o: = E—. (4)
Jx
Nella (4) E; é il modulo di Young dell’i-esimo materiale mentre
Jx, di dimensione FL?, & il momento di inerzia generato dalla di-
stribuzione nella sezione dei moduli di Young dei vari materiali
e vale:

Jx =D EiJxiy (5)

dove Jx; € il momento di inerzia della sola area A; dell’i-esimo
materiale, ovverossia calcolato a meno della massa:

Jxi= I _.’)’2 dA, (6)

4

4.2.1 Omogeneizzazione

In alternativa é possibile omogeneizzare I’area rispetto a uno
dei materiali, per esempio il primo di modulo di Young E;.
Si definiscono allora i coefficienti di omogeneizzazione n; degli

altri materiali: E
i

ni =—, 7
iTE (7)

I’area omogeneizzata A°:
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A° = Ay + > A, (8)

1

e il momento di inerzia omogeneizzato J:
Jo = Jx1+ > NiJxi, 9)
i

dove la somma e estesa agli altri materiali. Con queste defini-
zioni, il momento di inerzia generato dalla distribuzione nella
sezione dei moduli di Young dei vari materiali vale:

Jx = E1J3. (10)

In un punto di coordinata y appartenente all’area A; del ma-
teriale rispetto al quale ¢ fatta I'omogeneizzazione la tensione
normale vale allora:

M
02 =—, (11)
Jx

mentre in un punto di coordinata y appartenente all’area A;
dell’i-esimo materiale si ha invece:

M
0z =Ni—5Y, (12)

X

4.2.2 Sezione rettangolare in cemento armato

Come Qsem«?\'o di sewione Com?o%“& & P\'u\ma\‘eﬁ'aﬁi ,
o0 congidera LUna Seuone reH&n%oQQre, m Cevv\@anh3 armake

3 ssuplice scmahora,
ter if calloos LQ%A cfoshwwh , & quindi

e 4ol mwbmh ;gus\;\ao\u,uug ebva in
o dmate e equi‘zara‘ra id wna ghu}’rwwmawg
(esistende 3ucks 2 Foune ¢ om medulls d; Yo""f fgn‘aQ wodufo
M ol . Lo bage di aralura | assechouds
e Yonsios & taziowr e il calcostzze pone
n %r&io bi wsrbic ¢ Qinitoudo od ininaudo
B ool o sulloppe el Fesraniow, dssicorns
W Cowpectaupao.

I dsore caubia quauds 4 wilia verbicare,
cppure ?mgy)f‘(ace/ wma st in cweuhs 3wk,
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T R a0 pow ol o Fraca'vw(ﬂl‘i Lailla Preseuzs
W et ¢ 4ol S\/(Quﬂ)s & ovemhali
fscvazows. TL wode pio %‘;&m(xf fevee @k
W scaa cidnza 3 hazione def ez, 30
bl veaifica di resisluza, o unLQQ_o Li taseorad
WY S B aloa ciPriwanto ad un models
feborwakive wl ol & sesioue M re3gise
o in com‘sfmiﬂma W Fibe Oupresse in
ooty o wow & qualll tese . Ve gisdla dee
0 52 nevtte divide iw due wwe 4 sevioue
M ad o Soll quate cmfﬂ)& | wadvde E,
Woaloderwe wede 0 lla cwufv}e 1 waodulle
wllo (E<0). All 'ara di acwskua, che ot onsi=
doaesi concentiata nei baciamki dela singolk barre,
ompehe [ nodolo E, W accizio. L positicus.

| b N
| l ,
z B -
% f E R
x / A \ 1
A\\/E:O L\ \
M \
\
Ap i \ \\
000|000 e
E%/ C 0;/(]
‘ ﬁ C Egofriﬂum

c\ = drawe¥o bae di acdigio

W e npubeo il on’ incopuit A pro bRoua
Nabordmente. i suppone Q?MMA derouzg 3ciaio-
cdiosbrzzo ¢, in acordo am U asuntons cinewaliche
fatbe, clie Lo seioui rechine fiane - T2 wowauko dtatio
rispetfo 2l asce o valk ;

l
——E E A (h-y’).

x
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NQQQ@ QQQSQ(O‘N, reH& Qlé%& nw\fo Aeve egere ba(iazv\:
bico . ImPomcho b onds ziome o offiene un! equa=

Zone i C)eConAo %(aclo T j/:

J=0 = 7/L+ZnAF/ ZnAPh =0

dove n=E,/E, ¢ il coefhiciente di omoqneizedzione
cu@’amzuo (I'SQQHO &Qcanaghuzzo e he g &Ql'ezza uhﬂl

AQ,QQQ Seuome ol Qﬂ A,{Qbmz,a A& \Da(icwho AQ&Q& ‘oa(m
A,{ av ma\vra As& Q@M\)O Su?uiora J?JZ CanQg\ruzzo covvxfra,sSO.

DQO,QQ Jue Qogua'm AQQQ\ eqvaz{m A4 sQComlo taraclo» Q’VV\S,
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L& @P‘}i@ im\uwa “\’& dA/nczUQ 1 valore s
_
M-z O/cbj/}lo = O&Afl\ﬂo ,
éva Lur G opﬁm}m aQ’tma}iva :

M LM
(qu =
Aho o Ty

U:zuaz,?,:a‘k&o G Vcluq diverse es[)r&%fwu: A o e

4 g, o oMiene ;
Mo M) o
A o =N Jx(k—y) > %0 ”Aﬂ<h—7’) ,
M B i y h = 2 Jx
e T T T ey

Le due es‘;‘cs'&iou& sowe seur allbro Q?vi\/bQ)M.h , PO\'%\

la gbiziont. S =0 ese e wlla focma:

A
~ % +nAr_(%~y/) =0.

4.3 Cenni al calcolo a rottura

Quante detfo Frnora vl anQ'iFo\rQS( & Qeaél/me o=
chitutive Hastico Uneace
s=E¢ |
Come gia detto féjzl Qqaa,,m Qfmare, Sunp e W&Ql ambito

AL@JL iFthf cinewaliche della trave inflessa, Puo\ essefe o=
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&&ShF&SHCO. E cwaro c\,\a am{&kzzaa‘m‘ i C(u@,\'o
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A%%tv\who of\focapvaQ QW{ASSQ AA So%d}av‘ome . Qe Q/g
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X
% O
Y j

La condizone che individva @'&gse ne,u}(o et N=0:
E cdh =0 .
A
Sinoti a tale proposito che | Cov\&”[ di baricontto 2 cb a%t
fnnagak' Ai inorzia o chrePamaute comessi gl Q&%S«M@
neACe € non possono essere utilizzati in un contesto pit gene-
Q,va b lizzati piti g
rale. Assumendo un sisl‘o»ka o riP@(imwj'o O)cj/ on

0Vasse 4 omcdenfe on Qase di cimmeriia, Ca Coppia
p&Hmh risu”:: poi:

sz fo/jo//\.
A

lnq”&/ }] eﬂz&ma PG’! Qa A/{@abz{me £ cQQQQ Wn‘ca
C{‘o{g @w?‘u&n&%&gﬁcaﬂﬁm’%kc\m AQQQQ c(ﬁp()fma'u'om&
fo o Ky sulty

f=£o+1<xj

Per es., nel cdso J}Q CA/Q(,QStru 220 armato si puo utilizzare,
come gia detto, un AA'c’lara?mwta §g-¢t Fm&kog{co neoﬂa Fa(h

d&s}‘;ca 9@3\,{}0 Aa un fQPro PefpeHam@nl'e FQQQHCD/ Fzr
qvJZ che rc'gvdcha i, capczshuzzo LOMAPreQSo, mw(e \w( 73
Larre AA armabra puo essere scelto un dxa?jrawwa b{QAE

neare

[ dsse ramLc?a

calcestruzzo compresso

bace & armabora

La distribuzione delle tensioni normali nel calcestruzzo com-

presso € quindi non lineare nella parte di calcestruzzo in fase
elastica e costante nella parte in fase plastica.
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£ o

®

@ fase elastica non lineare

@ fase perfettamente plastica
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Capitolo 5

Flessione deviata

Si ha flessione deviata quando la sezione ¢ soggetta a solo
momento flettente, di asse momento m non coincidente con
un asse principale di inerzia.

In tal caso I’'asse neutro n e quello di sollecitazione s sono
sempre distinti e mai ortogonali. Infatti sia «,s I’angolo com-
preso tra l'asse neutro n e quello di sollecitazione s. Se My
e k; sono rispettivamente il momento flettente e la curvatura
flessionale, la condizione &, = 0 & equivalente alla condizio-
ne M; - ks = 0 e quindi, tenuto conto del legame costitutivo
flessionale, alla condizione kf - Jk; = 0. Dato che il tensore di
inerzia J e definito positivo ne risulta che & sempre o, # O.

/e, Y\

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Inoltre non puo che essere o, # %, poiché se fosse o5 = g al-
lora k¢ avrebbe la direzione di M e ’asse momento m sarebbe
principale d’inerzia.

Gli assi n e s, sempre distinti e mai ortogonali, sono detti
assi coniugati e costituiscono un sistema Gns baricentrico di
assi cartesiani non ortogonali detto sistema coniugato.

Il momento flettente M; e la curvatura flessionale ks si pos-
sono scrivere nella forma:

Mf = Mem; kf = ken- (1)

5.1 Relazioni nel sistema principale (formula
binomia)

Si consideri ora il sistema principale di inerzia Gxy. Siano
poi oy, e o, gli angoli che determinano rispettivamente I’asse
neutro n e l’asse di sollecitazione s nel sistema principale. L'an-
golo ;s compreso tra I’asse neutro 7 e quello di sollecitazione
s vale allora:

Aps = Kg — Kp. (2)
L’angolo «,, che determina 1’asse momento m nel sistema prin-
cipale vale invece:
T
&m = s — 5 (3)
Le componenti del momento flettente e della curvatura fles-
sionale nel sistema principale di inerzia Gxy risultano allora

rispettivamente:

M, = M sin «;, M, = —M cos «s, 4)

47
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ki = kcos oy, ky = ksin &. (5)

Valutando '’equazione costitutiva flessionale nel sistema prin-

cipale di inerzia:
MX JX O kX
= , (6)

M, = Jxkx, My = .]yky- (7)
Dal rapporto tra le (7), tenendo conto delle (4) e (5), discende la
cosidetta relazione di coniugio tra gli angoli «;, e & che deter-

Si ottiene:

minano rispettivamente la posizione dell’asse neutro e dell’asse
di sollecitazione nel sistema principale di inerzia:

2
tan o, tan o = Ix _ _Px (8)

Jy P%
Si noti che il segno negativo a secondo membro della (8) in-
dica che gli angoli «;,, e &; hanno tangente di segno opposto.
Da cio consegue che le due direzioni coniugate appartengono a
quadranti diversi tra quelli individuati dalle direzioni principali.
La tensione normale o, puo poi essere calcolata consideran-
do che:

e e, e;
x y 0

Utilizzando le (7) si ottiene infine la seguente formula binomia

della flessione deviata:

M, M,
o, = E—>y - F—x, 10
2TELY TR (10)

equivalente alla sovrapposizione di due flessioni rette, una se-
condo l’asse x e l'altra secondo I'asse y. Il segno negativo del
secondo addendo dipende dal fatto che invertendo I’ordine de-
gli assi x e y, la coppia di assi diventa sinistra. D’altronde un
momento M, positivo tende le fibre dalla parte delle x nega-
tive. Con l'ausilio delle (4) la (10) si puo anche scrivere nella
forma:

(11)

sin & COS X
(rzzEM<1 vy + Sx)

Jx Jy
Annullando la (10) si ottiene '’equazione dell’asse neutro:

M. M,
=Xy V=0, 12
ny Jyx (12)

5.2 Relazioni nel sistema coniugato
(formula monomia)

Si consideri ora il sistema di riferimento coniugato Gns. Es-
sendo tali assi obliqui, si considerera anche un sistema ortogo-
nale Gxy non principale di inerzia avente 'asse x coincidente
con I'asse neutro n e quindi I’'asse v con I'asse di flessione f.

Le componenti del momento flettente e della curvatura fles-
sionale nel sistema non principale di inerzia Gxy risultano
rispettivamente:

M, = M sin &y, M, = —M COS Oys, (13)
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kx = k, ky = O. (14)
Valutando I'equazione costitutiva flessionale nel sistema non
principale Gxy:

M sin oty Jx  —Jxv| |k
= , (15)
—M COS Ky =Jxy Jy 0
si ottiene allora:

M sin &y = Jxk, —M COS &5 = —Jxyk. (16)

Dal rapporto tra le (16) si ottiene la relazione definente I’ango-
lo o, tra asse neutro e asse di sollecitazione nel sistema non

principale Gxy:
Jx
ny )

tan xys = (17)

Proprieta del coniugio. L’asse n é I’asse neutro corrisponden-
te all’asse di sollecitazione s se e solo se J,s = 0.

Dimostrazione. 1l generico punto P della sezione ha coordinate
(x,y) e (n,s), rispettivamente nel sistema non principale Gxy
e in quello coniugato Gns, che soddisfano le seguenti formule
di trasformazione:

nzx—i, s = 'y . (18)
tan oy SIN Kns

Il momento di inerzia J, rispetto agli assi n e s vale quindi:

Jn,c:JAEnsdA:JAE(x_ Y ) y

tan oy / Sin oy
1 J
= . (ny - —x) ’ (19)
Sin oy tan oy

da cui discende che J,; = 0 é equivalente alla (17), come vole-
vasi dimostrare. [ |

Si consideri ora la formula di trasformazione tra i momen-
ti di inerzia J. e J, rispetto all’asse neutro valutati con di-
stanze rispettivamente ortogonali e in direzione dell’asse di
sollecitazione s:
Jxc = Jn SI0° s (20)
Utilizzando tale trasformazione, dalla prima delle (16) si ottie-
ne il legame costitutivo nel sistema coniugato:

M :Jnksin(an) (21)

dove, per quanto detto, J, = [, Es?dA é il momento di iner-
zia rispetto all’asse neutro valutato con le distanze prese in
direzione dell’asse di sollecitazione s.
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La tensione normale o, risulta:

0ze; = Eki x (P - G)
= Fke, X (xex + yey) = Ekyex X e,. (22)
Dalla (22), con I'ausilio della (21), si ottiene:

M
O_z = E_ B y ]
Jn 81N Ky

(23)

e per via della seconda delle (18), si ha infine la formula mono-
mia della flessione deviata:

o;=EF Ms. (24)
Jn
Le quantita che compaiono nella (24) si possono calcolare nel
sistema principale di inerzia che nel seguito, per distinguerlo
dal sistema non principale Gxy, sara indicato con G&n. Tenen-
do conto delle formule di rotazione, il momento di inerzia J,
rispetto all’asse neutro valutato con distanze ortogonali vale:

Jx = Jgco8% oty + Jp sin® oy, (25)

dove Jg e J, sono i momenti principali e «;, e 'angolo che de-
termina I'asse neutro #n nel sistema principale. I momento di
inerzia J;, rispetto all’asse neutro valutato con distanze in di-
rezione dell’asse di sollecitazione s, tenendo conto della (20) e
della (2), vale allora:

_ Jecos? o + Jy sin® oy,

Jn =

sin (s — &) (26)

dove o e 'angolo che determina I’asse di sollecitazione s nel
sistema principale.

Si consideri poi che tra le coordinate (&, n) principali e quelle
(x, v) nel sistema non principale Gxy vale la seguente formula
di trasformazione:

Y = 1COS &y — & sin xty,. 27)
Tenendo allora conto della seconda delle (18) e della (2) si ot-
tiene la coordinata s nel sistema coniugato Gns:

_ NCos o, — ESinxy
sin (s — &)

(28)

Dalla (26), utilizzando la formula di coniugio (8) nella forma:

Je  sinay, sin o (29)
Jn COS (X}, COS X5~

e la relazione trigonometrica:

sin (s — &) = Sin o5 COS Xy, — COS K SiN Oy, (30)
si ottiene:
cos? s sin® o
Jn +
Jn JE

v (e 2 2 . 2 2
= — COS” &y COS® (X5 + SIN“ Xy COS™ X
sin‘ (ots — o) \Jn

. Jn . .
+ cos? oy, sin o + J—” sin? o, Sin® o
3
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_ 1
- (
sin® (s — &y)

+ cos® &y, sin

— Sin &y, Sin o COS 3, COS K5 + sin? on cos? o

2 ™ — Sin oy, Sin &5 COS Ky, COS o<g>

1 . . .
= _2—{— COS O Sin oy, (Sin ot COS Oy, — COS K SiN Ky,)
sin” (s — dy)
+ sin o coS &y, (Sin &g COS Xy, — COS X SIn (xn)}

_sin? (o — o)

T sin? (o — o) 1B

Ne risulta allora la seguente relazione alternativa della (32):

1 cos® . sin® o

32
Jn ]n ]E ( )

5.3 Sezioni omogenee

Nel caso di sezione omogenea la formula binomia (10), valida
nel sistema principale Gx vy, si scrive:

_ M, My

_ _Mx 33
.0 (33)

Oz

dove ora é sottinteso che Jx = [, y>dA e J, = [,x?dA sono
i momenti di inerzia principali della sola area, ovverossia cal-
colati a meno del modulo di Young. L’equazione (33) ¢ lineare
in x e . Nel caso di sezione composta da piu materiali, quin-
di omogenea a tratti, la tensione normale ¢ invece lineare solo
limitatamente alle aree dei vari materiali.

Ancora nel caso di sezione omogenea, valida nel sistema co-

niugato Gns, la formula monomia (24) si scrive:

O, = %5, (34)

avendo sottinteso che J, = [, s2dA ¢ il momento di inerzia
rispetto all’asse neutro della sola area, quindi calcolato a me-
no del modulo di Young. Dalla (34) consegue immediatamente
che le tensioni normali, che si annullano sull’asse neutro, sono
costanti su linee parallele all’asse neutro.

Siusd o\&%e%m& | AA‘&WQ AQWJL Yeugiowi wormali
?(@wd%c&o qquQ Con&&mwh&x und {Jarg&wa QPQ\JSSQ
éu' QO%U‘\‘Q@{OAQ, 0 \M,Q/V\(la/\/\AO QQ ?a(dQQLQQ 8@‘&%

nho. Lo rette radonti 4 coriows VQ(M 0 ace
mu\‘ro iv\(l,{v{cluam N pun\‘( dove Feangiown v\ormaQX sono
MAHIME & MWL mowkre Qase nevte individva | ?w.,\r:
dove Qo fmsfow‘ Somo nu@QQ.

¢ s¢gmo 1o momeuto s¥a)>fﬂ4"9& da qanr. farha rfs*n}\‘o
0\ gz eutro b Yeugious normalkc sono Fos;hm. Nella
Ciaura & Wudreate il caso ds vna sevione a AO‘)‘N'O T.
Dota {a a\oﬂ)\}a simw\a}ria B Teusiow ﬂo(mav,«' md%ime

¢ Wiwime hanwo Q,o %\"QQQO mocla/?p e \/&QB(MO:
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My H M My M
= T2 8 2

x y * J
s - Mxﬂ_ﬂﬁz*ﬁi_ﬂ!_
zmin——JL . f] L Wi \)VJ

Se Qa seyove £ 'n acc\'&‘o) &V@V\\Q u(a»uapl Cn@rvamwo d
bradone o cpwxfraﬁgionel la condizione che assicura alla ten-

sione di essere interna al dominio di elasticita si scrive;

L
=%

Ss

\A\o SO‘L@H" AQQQ watwa
bwe,\cw.l worW\aQaV\Q va d;
coordinake J&

BH\(
\\./

" \ < ke sopalt ol wassiun

fwe\ouo_ nofm poe\hva

l‘@“_—"’ & oodivae (— )

5.4 Proprieta dell’ellisse centrale di inerzia

L’ellisse centrale d’inerzia, definito nel capitolo sulla geo-
metria delle masse, racchiude in sé le proprieta di coniugio e
inerziali delle rette baricentriche, proprieta che sono alla base,
come visto, dello studio della flessione nelle travi.

Proprieta delle tangenti. La direzione n, coniugata di una
retta s che interseca l'ellisse nei punti P e Q, é fornita dalle tan-
genti all’ellisse negli stessi punti P e Q (che, per la simmetria
dell’ellisse rispetto ai propri assi, sono parallele tra loro).

Dimostrazione. Infatti, siano e; e e, i versori rispettivamente
della direzione orientata del vettore P — G e della tangente al-
I'ellisse nel punto P. Derivando I'equazione dell’ellisse rispet-
to alla coordinata lunghezza d’arco n definita a partire da un
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punto arbitrario dell’ellisse, si ottiene allora:
2MPGeg x (971 en) =0, (35)

avendo tenuto conto della simmetria del tensore di Eulero J,
del fatto che la derivata del punto g—fl uguaglia il versore e,
e avendo indicato con M la massa totale e con PG il modulo
del vettore P — G. Se &, e o sono gli angoli che individuano,
nel sistema principale di inerzia Gxy, le direzioni orientate dei
versori e, e e rispettivamente, la rappresentazione algebrica

della (35) nel sistema principale si scrive:

1
E 0 COS Oy
[cos o sin as] =0. (36)
0 1 sin oy,

X

Lo sviluppo della (36) conduce alla relazione di coniugio:

Jx
Jy

tan o tan o = — 37)

come volevasi dimostrare. [ ]

Proprieta dei semidiametri. Il generico semidiametro dell’el-
lisse, individuato dal generico punto P, ha quale valore il raggio
di inerzia p,, relativo all’asse n coniugato dell’asse s contenente
il semidiametro stesso, raggio di inerzia calcolato con distanze
valutate in direzione s.

Dimostrazione. Infatti, se e; ¢ il versore della direzione orienta-
ta del vettore P — G, la rappresentazione algebrica dell’equazio-

ne dell’ellisse nel sistema principale di inerzia Gxy si scrive:

1

— 0
COS X
MPG” [cosas sin(xs] Iy Lo, (38)
0 1 ] sin o
Jx

Lo sviluppo della (38) conduce alla relazione:

— 2 o i 2 N
PG’ (COSZO(S + Sul 20(3) =1. (39)
Py Px

Tenendo conto che moltiplicando la (32) per la massa totale M,
nell’attuale contesto in cui il sistema principale ¢ indicato con

Gxvy, risulta:

1  cos?o sin® &
o = > 5 + > S, (40)
Pn Py Px

dalla (39) si ottiene:

PG’ = p2, (41)

come volevasi dimostrare. ]
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tan o, tan o = —§—§ = On= 3414,
n

&vw&o Mw}o cav\\‘o CM:
I = 568 660 om”
g

I’l = 238600 cm”
Le COW\?M\W}I ol Coﬂm‘a Ptrowte nel riferimonto
P(Md‘?&Qﬂ. VanO“O :

M,l= — Maingox,= —1%.33 kNm

L)Qquadov\ﬂ. cleQQa bMSiOM@ norma/QQ S FUO\ SCrivera
V\QQQ,Q ?orma :

Mz My,

LT

Uguagb&nclo 3 zeto 6 DHim —Q\ QTU&?A‘W\L M'AS‘&Q/

6%:

V\Q,u\’(o Q inl,( , 1N ac@rdo on Qa PO(WQQ AA com'u?f{o:
My Js
My ],l

£an on = — a, = 34, 14"/

é\VQ)\)\(&() t@\/w}o Cov\\‘o c\'\a Se i\ Pun\‘o da COOIAA’V\Q}'Q
(%,q) sta sl lacse nevtro awora fL /g = Lan o

Il punto con la massima tensione di compressione e il
punto A, di coordinate:

XA = 0
ya=60cm
nel sistema di coordinate Oxy. Ricordando che le coordi-

nate del baricentro, sempre nel sistema Oxy, valgono:

xc =18.27 cm
ye =33.24 cm

si ottengono immediatamente per traslazione le coordinate
del punto A nel sistema baricentrico Gx,V,:

XoA = XA — Xg = —-18.27 cm
VoA = YA — V¢ =27.76 cm

Per determinare le coordinate del punto A nel sistema
principale baricentrico si consideri il vettore A — G di com-

ponenti:
_ \Xoa| |-18.27cm
A-Ch= {yoA} N { 27.76 cm }
rispetto alla base e; associata al sistema Gx,V,. Detta ez‘ la

base associata al sistema principale G&n risulta:

e’ = Ro(g e;,
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dove R"‘E ¢ la rotazione di oz = —15.88° dal sistema Gx, Y,
a quello principale GE&n. Si ha allora:

(A= G)-€f = (A-G) - (Rugei) = {RE(E(A— G)} e,

e le coordinate di A — G nel sistema principale coincidono,
come gia si sapeva, con quelle di Rg(g(A — G) nel sistema
GXoVo-

La wxa}(;cx (obz{cmz -&ag 369» C,{S"ma GI"‘Jo ﬁQ
QI‘QM G’gq/ VfizQSL:

cos oly —sinog 0.9618 0.2%#37

_&'—_— =

&N O(g cosS °<s

e clun(iut QSL CoO(AA'WQ}Q, (gA, QA) \/Q«Q(}W\O-‘

—0.213% 0.7618

A 0.9618 —0.2#34| | -18.27 cm

I

la 0.243% 0.7418 27.76 cm

—24.89 ¢m

20.14 ¢m

La heusione N \/aQa Mﬁme :
Mq/ l
h=7, - I—qu = — 3181 Njim

Se & vquQ inve® anicare Qa PO(WQa monowua
ocorre cidare | momowka di inereia Ja mPeHo R ss=
52 newlo. UHQX%&M& O pomw«Qa i (o\‘azfome, g o}’.—_—
bone

Ig cost e, + Jy sin 20t

_ =5 0 cm”
Jr\— sz ey 1528 cm

con on=3444° o dove o ¢ tonto onto che 0a for=

wla & roVavione formise | mometo & inercia valukal

on AA%the, of}oawnapi mM(z nQQQa pormuQQ mono=

mia imferviene | momento & inefua \/a/Quhﬁo on di=

stavze nolla dicezione del'asse da sollbatanione . L'an=

89(20 o Ve ase b sdloutsmon o asse nevkrs valk -
15 = (90" — ton) = 71.74°,

255N AO :

o= Y0 —gx, = 3414"—15.88°=48.26"



Prof.Daniele Zaccaria Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Capitolo 5. Flessione deviata 57

La coodimatd di A in direcione < nel sisfewa Gne v :

A
S;\: — (60Cm ——jc’) - DCC, th\ XN :—'32¥?Cm

Q;{Su H& liu mcL :

8
B E—S L 5x10 Nwmm 197 Imen —
O JIn A 5.1528% 40 mm* ' B

— —34.81 l\//mmz)

mn ac(oc,;]o Con [\ (igun’a\“o AQP,QQ Formvea l:fnovma.
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Capitolo 6

Forza normale eccentrica

Si ha forza normale eccentrica quando la sezione ¢ soggetta
ad una forza normale N con retta d’azione non baricentrica. Si
ricorda che il punto C intersezione tra sezione e retta d’azione
e detto centro di sollecitazione.

m
My
B @
C
g vy

La forza normale eccentrica si compone della somma di una
forza normale centrata di uguale valore N e di una flessione,
in generale deviata, dovuta al momento M; di N rispetto al
baricentro:

My =Me,, = (C—-G) X Ney, (1)
dove e, ¢ il versore normale alla sezione retta e m quello del-
I’asse momento. Dalla (1) risulta che M; e ortogonale al vettore
C — G, il che comporta che la direzione di tale vettore individua

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

I’asse s di sollecitazione della flessione dovuta alla forza nor-
male eccentrica. L’asse coniugato di s, cioé I’asse neutro della
flessione associata alla forza normale eccentrica, nel presente
contesto sara indicato con il simbolo 7.

6.1 AsSse neutro

Si assume come riferimento il sistema baricentrico coniugato
non ortogonale Grs definito dalla flessione associata alla forza
normale eccentrica. Il moto relativo della sezione retta rispetto
ad una sezione vicina si compone di una traslazione nella di-
rezione ortogonale z di ampiezza € ds, con € dilatazione della
linea d’asse baricentrica, e di una rotazione k¢ds attorno al-
I’asse neutro v baricentrico della flessione associata alla forza
normale eccentrica:

ks = ke,. (2)

La dilatazione della fibra longitudinale per il generico punto

P della sezione vale allora:

€p =€+ k(ssinoyg), 3)

dove s sin «,; € la coordinata f del punto P nel sistema ortogo-
nale Gv f individuato dall’asse neutro della flessione associata
alla forza normale eccentrica. La (3) si annulla nei punti di una
retta n di equazione:

€
- 4
s k sin oty @)

che assume quindi il significato di asse neutro della forza nor-

59
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N
ks
X
"
%
P
G e
s s o
c 3 G/
/ >
F / —s"sin o,
S vy .
K45

i ¢

male eccentrica. Si noti che tale asse risulta essere parallelo
all’asse neutro » della flessione associata alla forza normale ec-
centrica. Si noti anche che globalmente la sezione ruota di kds
attorno a tale asse. Inoltre l'intersezione X tra asse neutro »n e
asse di sollecitazione s ¢ individuata, sull’asse di sollecitazione,
dalla coordinata s’ che per la (4) vale:

, €

S = —m. (5)

Da quanto detto e se si assume quale riferimento il sistema non
ortogonale Xns, consegue che:

e€p = k (s sin oty5) . (6)

Si faccia attenzione al fatto che ora s indica la coordinata del

generico punto P ancora in direzione dell’asse di sollecitazione
ma nel sistema non ortogonale Xns.
Valutando la relazione (1) nel sistema ortogonale Gms:

e, e e
Me,,=| 0 sc 0], (7)
0O 0 N
si ottiene:
M = NSc, (8)

dove s¢ € la coordinata del centro di sollecitazione C sia nel

sistema ortogonale Gms che nel sistema coniugato Grs. Dai

legami costitutivi assiale e flessionale, tenendo anche conto del-

la (8), si ottiene:

N M N Sc
k C

€=— =—— - __ ¢
M Jrsinoys M p7sin &y

9

dove M ¢ la massa totale della sezione retta e J, = [, Es*dA
il momento di inerzia rispetto all’asse v con distanze valutate
nella direzione coniugata s. Inserendo le (9) nella (5) si ottie-
ne infine I'intersezione tra asse neutro e asse di sollecitazione
nella forma:

2
o =_Pr (10)

Sc
Si noti che il segno negativo a secondo membro dell’'uguaglian-
za significa che il centro di sollecitazione e I’asse neutro sono
da parte opposta rispetto al baricentro.
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6.2 Tensione normale

6.2.1 Formule binomia e monomia

Nel generico punto P della sezione retta la tensione normale
risulta o, = Eep. Dalle (3) e (9) si ottiene allora la seguente
formula binomia della forza normale eccentrica:

OZZE(%—'_%S). (11)

Dalla (6), valida nel sistema Xns, si ottiene invece:

0, = E (ksin o) S. (12)

Detta o} la tensione normale in corrispondenza dell’asse neu-

tro v della flessione associata alla forza normale eccentrica, as-

se definito da s = 0 nel sistema Grs e da s = sg nel sistema
Xmns, si ha, come si evince dalla (11):
N

o) =E—. 13

pe M (13)

Valutando allora la (12), valida nel sistema Xns, per s = sg e

ricordando il teorema di Varignon, si ottiene:

N N

k. = — = —
sin oy Msg S,

(14)

dove S, = [, Es dA rappresenta il momento statico rispetto al-
I'asse neutro n della forza normale eccentrica, con distanze va-
lutate nella direzione coniugata s. Inserendo la (14) nella (12) si
ottiene infine la seguente formula monomia della forza normale
eccentrica.

N
= E—s. 1
o Sns (15)

6.2.2 Formula trinomia

In componenti nel sistema principale di inerzia G x j

r{su\ha :

f\_C Xe Yo 0 |= Nﬁch-Nxcgﬂ’
0 O N

Ex Qj gz

I
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e
3.3/
C | — \ e
3 ’ j
e qumcl{ :
Me= Ny,
Mj = — NJCO

La \‘QA/\S\'O\ML normaaQQ puo quindi essere espressa ; (ZQQH =
vamoﬂ\)’a all it G'Xj ?(Mdfa&t AA nerzid , tra-

mite la seguente formula trinomia:

N M

j—E—%/’—‘”—ac : (16)
J

Questa puo poi porsi nella forma:

N N N p )

6%25(W+ LI,

ANt ® )
E{n(’l+£¢j+@)€) (17)

dove /;:':__Jx/m 3 /32= JJ/N\ f&FF&s@nhﬂﬂO i
quac\fa\ri doi ra‘a%rch el 44 Frindf:&{.
NQ} (450 Omo?fm\ao Qa (16) F(W\i& | nome C{A porruu@@

AA_\_N&\/;U e dSuwwe Q/é porw\g;

_ N
%A 5, <
J(WQ arg L ¢ ]:’ coup 1 mamguj‘{ A.A inefza C&D,Qo’!
o1 area (wch‘%\({l)uu'm 4 wasss /%=i).

6.2.3 Diagramma delle tensioni normali nel caso
omogeneo

Le teusion normdli si amylane sulllasse nevto
¢ Gowo cog\‘wh s reffe Faramqpa A" asse nevto. ENoll=
lora consvetudine i f.‘Porhare b valore costonte nella
c\jrwfo«m AIL&Q‘&%& O fbrhm da vna eta PMM
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W asse d; soffhcitazione , presd 1an¢ rifecimento. Le
rete cadoni farAQQQQL a/QQ‘ésst et individvano 1
\Nv\)'{ & Masst w3a Fensione V\O(W\S/QJL a *Gu‘owze a (om=
pressione, nd case 2lase naro ¥35«QA‘ a sezionn. Se

mve Q,\ dex nw}ro ot }&2&'3 Ca SRUML , aJ?,Qora QQ

B | ?uﬂ}o e Sy Wwa (a

]‘ ’I massiwid “Wg(m AA

&\‘ \;l //_c_mfg(essfom

H

va}o ovR G
ha fa

WAL WY

fwgod 7

A

fugions worwali sowo obte dell shesso semo, posi Yo
5e C sForzo nomaQi et {JQQI}R\/O e vxafaah\/o MQ c4Se
OY?OQ\'O. In Vo case 0o Yomsione wormale massima s
ha in Cor(JSFuAAmza A@Q Pvn\’o (o dos Punh) indi vidvahi
dalls retta cadouke piv) Qonkang LB axe neto.

Dappartenenza al dominio di elasticita richiede 30 W3ssiwg
beusiou, di taione ¢ d; coupression, & esere inbecion alle
cispettive feusioui di snervamento.

6.3 Antipolarita di inerzia
6.3.1 Equazione segmentaria dell’asse neutro

Lequazione dell’asse neutro nel sistema baricentrico G« j

si puo ottenere uguagliando a zero la (17) ottenendo cosi la

%%N%}& gquduone Szg(mejnk&ﬁa AQQQ’a@SQ muho :
i Y

X J
2 + 2 - j—
__)?/:rc _[j‘c/yﬁ

Lz iﬁw}u{m x’/ Q,j/ A@Qﬂ‘assz n@U}To m?f& assy

x (‘b Qfudziont j=0) ¢ 4 (& guaciow x=0) (iSPa\\;=
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YJ
VQAAU?M}Q ) \/&30"’\0
2
1= — /j
b
fz
==

6.3.2 antipolo e antipolare

Si V\o\'; C\(\Q/ 43}3 wg fﬁﬁa N pon t)&(‘lC@\U\f(l‘Caj
e ?0994\;;& (veavare Qt @orchwgh, [JLQ M(e cL

@oQQﬂﬁ\Y%vIw. c & qua,QQ @((;.«,rmh n qu@QL Rse

Ww\f (o

x/
VA )
zx
E,jc_ - j/

dove awoa X o Y/ oo Lo inberceions com
%JZA' X oy " xse

Gi vele ot che qgiste wwa laziowe  bimivora
Fa e o iche nom baricadvicwe dof pigao €
b M}; ol pidwo (esobuse i@ basiceutre) .
Quecta (or((S‘)Onol())nZéi Ha Fun\h o telle o delhg antipo=

Qa(i Q AA merza . \_a reHa n @erSfonc)Qﬂh &A un Pun\'o
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C é\&“& _@_r\_\l?gAQj_rgcb C 5 mentce | Punh C coari~
%\)owétw\‘e & una reHa n < AQHO @b’YO& o C@/l}(o

f(LQQh\/o A&Q& feHa n .

6.3.3 Prime proprieta dell’antipolarita di inerzia

Una ?ri\ua Y(O\M(O}a\ AQQ&\ &vw}IpoQa-({\b\c&X Meza G
ha V\ohm}o C\r\o, QQ {r\hrgeﬁ(m‘ £’ e j' AQ&‘&%%neu\‘m

\/\aV\V\o gszm?(q_ gQOO/v\o oP\)o%“o ( {%?q,\*o QQQCL CoDnL‘v\Q\“Q
Yo e g, 4 o & solleitacione | per cui 0 dose

neutre o Seup re sitvate  dalla Fgth owos‘ra 4 C
ric,?z“o al baricw}ro, Come A‘anrowo\!L Qcd 3»\5 %}&}0

chabilito in precedenca.

Tnoltie, come g3 visko, €' aese ko n comc,rm(wh
A oo di oelodone € ha Qe diceziowe dold oge
¢ mu@o&m‘&@ b el s ( direzioar
focnite 4o vallore C =G ), Dsltonde €' asse naukeo

V\a Qriuafu'w&:

N MM 0
m " Jx j I)
W(Q L3 6ua ?amwa ké \xf il L)an'uw\}ro (u's\/“_B:
Mo, My
Exj Tj L 0 )

Qquavouﬁr AQM)&SS& n@u\'(o ,@Q (ASO M i aaa‘soz A
¢9Q9 me&‘o ﬁF .
Una CMSQ%\/QMZ&AJ qu%\‘a Pm‘)rie}a\ & CL\L‘VH‘QPQ

rethe. Parm ad T hanne conbre i cdbcitazione
SuQQ‘ Jd%6e § covu‘uaa\”o a\,« X.

6.3.4 Teorema di reciprocita

Gi V\IOQQ \70« mog\f(aca_ c%e vﬂQL i\ teocouna i (eci=
‘D(o 0\*8\1 " St ona dh cm}iw i an(ro rqﬂa\\\/o

C/AX o e eudien ) @k mQa\ivo C// dn
g\'ﬁ qm‘wlh Y\// vna @Wn‘cg (&3 Pa%” e Pe[(/

o st iwlersezions X’ 2 j// o~ ?/b 55 x <y la
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wvd Q:?\/alaou& SQaVv\lanrfﬂ \429. :

X Y
EZRT

e ‘1\/\':\4& per i?o\msi an@ {a owdizioue

/
Xe + Yo
=t

Po{c\\L\ Y\// Cot»\)-\'w& C/, IQ M)To erQ}\'VO (,// i Y\//
\Aa COD(AiWQ}Q :

L

x! = ﬁi

Cc X
1 [

7 2x

4 j//

Poiche :
-_/f.;-/_’f// _ﬁcZ/// xé 9C/
o T T = o T
— )@ /xc —~/;/jél x J
Le (_ooro\/«'wa}a AQQ pvn*o C// eonL'eﬁamo Q’Q7u3dm
Cl/t‘ n/:

‘ZZC/ +_yz— :i
_@/xc —gc/yc/

7

Vi
e la reﬁa n’ (ov\)'{m C ; Come onﬁ,vasi o\,{mog\“(a(“a..

6.3.5 Polarita di inerzia

Tabine , o cndizione o/ = —/22/% moatra che
e Se=f, , ciord st C sitova soll'ellisse conkralk
di wervia, allora /= fy o Ovve(ossia Pa s n
Q" ‘Y&vae A\ Wisse ndl ?m}o 0f?0%¥o in duamelo
1 C. S dl \)\m}o C facuiamo (or(igfov\c\ua_ 02 coitha
0 simmdrica alla n rf%‘%“o a bacieowkro , {a @t

0 onbiens il Pun\‘o C. In quesb nuova cor(.‘eFomcleMza,
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detha VoQari\‘a\AA‘ inezid, i Punh contonhi nela
rehta cor(.‘c,?owéwh individvano 01 elisse comtrale o
e 8 @/\L a8 quindd 1 rools & comea fouda=
mﬂ«k}&i nla ?ngr{\‘a\ & im(z{a).

Nown g0l ma Qo cudiciong o/ = — /,Z/sc o infor=

MR awdie &Q Pa\r‘ro de se Se >)OZ (C es"érno a?ﬂ!&

Qissz) aQQora s'<= ’”Z (n Hx?«e‘a Q\QQQMS@) e

vicevessa .

6.4 Esercizio: sezione composta di due

rettangoli
YA
60 cm -
|
A C
10 cm
B F )
40 cm
30 cm
>
0] E D X
40 cm J 20 cm N

La sezione in figurae soggetta ad una forza normale di compressione
di 200 kN, applicato in corrispondenza del punto C.

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana (baricentro G,
assi principali di inerzia § e e momenti principali di inerzia Je e J,);

2) Disegnare in scala la circonferenza di Mohr e I'ellisse centrale di iner-
zia e determinare graficamente la posizione dell'asse neutro;

3) Determinare le intersezioni dell'asse neutro con gli assi principali & en;

4) Disegnare il diagramma qualitativo delle tensioni normali;

5) Calcolare le tensioni normali massime a trazione e a compressione;

6) Determinare 1'inclinazione dell'asse neutro ¢ la sua intersezione con
I'asse di sollecitazione;

7) Calcolare la tensione normale massima a compressione utilizzando
la formula monomia.
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j‘ “50

o B)

8

G G,

YR

O

Are © momewki dhalved (s.'shw.a Ox«j):

A/sz Xy fom j(’/cm S'x/cm3 Q] /cm3
Q) 400 20 | 3 14000 8000
© | 800 | 50 | 20 |16000 | 40000
Tor | 1200 | 40 | 5 30 000 | 48000
Co orAjv\a\l A& \)aricw.k'ro .
3
48000 cw”
Xe= 700 om — A00m,
30000 ecm® _
ﬂc,: 1200 om 25 |

Mo»mw\‘i A,, wmeluad ¢ OZA«)'(( puao (-'QPQ/H'O a/a)(,\ 91 Lo

) baricw}({cj:
® _ 400m X(’\OCW\)3
SX:O - 1?_
®  20cm*(40cm)’
Jeo = m
3
[0) 10 om x(40 Om) 0]
Iy, = 12 A
3
©  40emx(20em)” @
by, = 12 + A
0

Trg, =

* A(D( & _jei)z

® 2
+ A M(,‘ﬂ&)

(xG “101)2

(Io-xc-z)l

A®(70-701)(15' ~ 1)

Ifyo = A® ( o -Js2) (26 -%62)

?

s

et | Ty | g o
® 43333 213 333 — 80000
© | 126667 106667 | —40000
Tor | 170000 320000 | —120000
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Ty A
T 3.2 x10%cm* s
~12x10%em* %
1.7x10%cm* _|
|

Momenti principali di inerzia:

Jé} _ ot T, 386510 cm’*

Iy

Raggi principali di inerzia:

e _ 17,05
=.,/—==17.95 cm,
pe =1/~
Pn =4/ , cm

Posizione degli assi principali di inerzia:

Jyo—J
o = arctan{u} = 61.00°.
JxOyO

1\/(,0_],0)44]2 = -
2 2V Y x0y0 103 490 cm*

n 83.16°
W
n P
n
\ N
S >
12.27 N/mm?
0 _
Y
+
7.33 N/mm?2

Rotazione dal sistema Gxgyy al sistema G&n:

cosws —Sino
R=|: & &

sin o

0.4848 —0.8746

COS e ] - [0.8746 0.4848 ]

Coordinate dei punti C, B, E nel sistema principale:

{C—G}:RT{
{B—G}:RT{
{E—G}:RT{

60 cm — 40 cm
40 cm — 25 cm
Ocm — 40 cm
30cm — 25 cm
40 cm — 40 cm
Ocm—25cm

22.81 cm
—10.22 cm|’

—15.02 cm
3741 cm |’

—21.87 cm
—12.12 cm|
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Intersezioni dell’asse neutro con gli assi principali di inerzia:

- —p

£=—" =-378cm,
éc
2

ﬁ:ﬁ =31.51 cm.
nc

Caratteristiche della sollecitazione nel sistema principale:

N = —200 kN,
Mg = Nnc = 2044 kN cm,
M, = —N&c = 4563 kKN cm,

Tensioni normali nei punti C, B, E:

N M; M, )
oc=—+ —nc — —& =—12.27 N/mm?,
c=- + 7 ne 7 &c /

N  M; M, 5

=—+ —ng — —&g = 6.93 N/mm~,

0B = — + 7 7B 7, & /

N+M§ Mng 733N/ )
op=—+ —np— —&=17. mm-.
E N ],E NE Jn E

Inclinazione dell’asse di sollecitazione nel sistema principale:

oy = arctan:n—c} = —24.13°.
&c

Inclinazione dell’asse neutro nel sistema principale (due calcoli al-
ternativi):

J,
75} — 83.16°,

o, = arctany—
Jy, tan o

o, = arctan:— } = 83.16°.

MRS

Angolo compreso tra 1’asse di sollecitazione e 1’asse neutro:

sn = 180° — (o, — ) = 72.71°.

Momento e raggio di inerzia rispetto all’asse baricentrico paral-
lelo all’asse neutro (distanze valutate nella direzione dell’asse di sol-
lecitazione):

)
_ Jpcosta, + Jysin’a,

r— . o~
Sll’l2 sn

Ir 9.91
. = — = Y. cm.
Pr=y"a

Intersezione tra asse neutro e asse di sollecitazione:

= 117920 cm*,

CG = ,/S%—I— 77% =25 cm,
GX = — =393 cm.
CcG

Momento statico rispetto all’asse neutro e tensione normale nel
punto C (coordinate riferite al sistema Xns):

S, = Asg = —4717 cm?, dove sg=-GX,
N .
oc = ¢ = —12.27 N/mm?, dove sc=—(CG + GX).

n
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6.5 Esercizio: sezione circolare composta di
due materiali

Data la sezione circolare di figura composta di due materiali
5 D; =80 ‘
I |

D; =40

A

lunghezze in mm

yy

di modulo di Young:
E; = 70 GPa, E> =210 GPa,

e soggetta ad una forza normale N eccentrica di compressione
di 250 kN applicata nel punto C:

1. calcolare il momento d’inerzia rispetto a un diametro (even-
tualmente omogeneizzato all’area di uno dei due materiali);

2. calcolare il raggio dell’ellisse centrale di inerzia;

3. disegnare I'asse di sollecitazione, I’asse neutro della flessio-
ne associata alla forza normale eccentrica (quotando la sua
inclinazione) e I'asse neutro della forza normale eccentrica
(quotando la sua intersezione con I’asse di sollecitazione);

4. valutare il momento statico rispetto all’asse neutro (della
forza normale eccentrica);

5. disegnare il diagramma quotato delle tensioni normali.

1. Tutti gli assi contenenti i diametri sono di simmetria e inol-
tre la sezione é invariante per rotazioni generiche attorno al
centro comune delle due circonferenze. Ne consegue che tutti
gli assi contenenti i diametri sono principali di inerzia e che i
momenti di inerzia rispetto a questi assi sono uguali.

Siano:

R1=%=4Omm, R2=%=20mm,
i raggi del cerchio esterno ed interno rispettivamente. Il mo-
mento di inerzia della sola area J; della corona circolare 1 si va-
luta per differenza del contributo tra il cerchio esterno e quello
interno:
T (p4 4 6 4
h=7 (R —R%) = 1.8850x10° mm*,
mentre il momento di inerzia J, della sola area del cerchio 2
vale:
Jo = %Rg = 1.2566x10° mm* .

I1 momento di inerzia J rispetto ad un asse contenente un
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diametro vale allora:
J=>Eii
i
= (70x10°) (1.8850x10°) + (70x10%) (1.8850x 10°)

=1.5834x10" N mm? .

Se si omogeneizza all'area del materiale 1, il coefficiente di
omogeneizzazione vale:

n_ P2 _ 210
E; 70

Il momento di inerzia J° dell’area omogeneizzata rispetto ad
un asse contenente un diametro vale allora:

JO = J1+nJ2 =1.8850x10° + 3% (1.8850x10°)
= 2.2619%10° mm* .
2. Le aree A, e A; dei materiali 2 e 1 rispettivamente valgono:
Ay = TR3 =1256.6 mm?,  A; = TR{ — Ap = 3769.9 mm? .
Ne risulta la seguente massa totale M:

M= EiAi = (70x10%) x3769.9 + (210x10°) x1256.6
i

=5.2779x108 N,

oppure la seguente area omogeneizzata:

A° = A; + nA; = 3769.9 + 3x1256.6 = 7539.8 mm? .

L’ellisse centrale di inerzia nel caso in esame ¢ una circonfe-
renza di raggio:

_ L e
p= Mo A()—17.32mm.

3. L’asse di sollecitazione s coincide con la congiungente il
baricentro G con il centro di sollecitazione C ed é principale
di inerzia. L’asse neutro r della flessione associate alla forza
normale eccentrica € baricentrico e ortogonale all’asse di sol-
lecitazione e quindi inclinato di 45° rispetto all’asse x. L’asse
neutro n della forza normale eccentrica e parallelo all’asse 7, e
situato dalla parte opposta rispetto al baricentro e taglia I’ellis-
se centrale di inerzia dato che il centro di sollecitazione C ne é
esterno.

L'intersezione X tra asse neutro n e asse di sollecitazione s
¢ posta alla seguente distanza GX da G:

2 17.322

ox . P _ -
GX—T 10 7.50 mm ,

dove GC é la distanza del centro di sollecitazione C dal bari-
centro G.

4. Per il teorema di Varignon il momento statico si ottiene
concentrando la massa totale nel baricentro:

S, = Msg = (5.2779>< 108) x7.50 = 3.9584x10° N mm ,

dove s ¢ la coordinata del baricentro G in direzione s nel
sistema Xns, che con le convenzioni di figura é positiva.
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e quelle t} e t; radenti all’area del materiale 2, sempre parallele
. all’asse neutro, di coordinate rispettivamente:
lunghezze in mm

tensioni in N/mm?

Sé=G—X+R2=7.5+20=27.5mm,
sy =GX—-Rp,=75-20=-12.5mm,

Tenendo conto che N = —250x10° N, la tensione normale in
143.68 corrispondenza di tali radenti vale rispettivamente:
N 250%x103
0] = E1 5] = — (70x103 ) x —— " 47.5
S ( ) 3.9584x10°

= —210.00 N/mm? ,

250%x10°
—9><
3.9584 %10

= 143.68 N/mm? ,

’ N rr 3
of =Fig s = (70x10%) x 32.5

210.00
e:

Se si procede omogeneizzando, si ottiene il momento statico , N, _ ; 250% 103

Sy omogeneizzato all’area del materiale 2: 02 = EZS_nS? - (210>< 10 )X 3.9584 % 10° X27.5
_ 2

SO = A®sg = 7539.8%7.50 = 56549 mm® . = —364.73 N/mm~,

250%10°

o AN — 3

5. Si considerino le radenti t; e t;" all’area del materiale 1, T2 = EZSHSZ (210X10 >X3_9584X109X12'5
parallele all’asse neutro, di coordinate rispettivamente: — 165.79 N/ 2.

$1=GX+R; =7.5+40=47.5mm,
s{=GX—-Ry=75-40=-32.5mm.
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Se si procede omogeneizzando si ottiene:

, N,  250x10° . )
07 = G081 = = “zgoag X47-5 = ~210.00 N/mm?,

, N, 250x10° ,
of = 5os1 = g9 X32:5 = 143.68 N/mm? ,

e:
N 250x10°
= Mm—sh = —3X T x27.5 = —364.7 2
O, =N %32 3 6549 X27.5 364.73 N/mm-* ,
250%103
of =N gy = 3220107 s 5 165.79 N/mm? .

n 56549
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6.6 Nocciolo centrale di inerzia

I8 nocciolo contedle di inerzia caﬂaresml‘a 34
l cudei & colllcilazione | i s wewtro
now Hg&‘a La p{g«/ra .

Ne oisege e oe o Torzs wormale ke
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o di insa aloa 3 sezion & Flha Cowpresa
(vieeverss o brzs vormale o di Yaziouz, allbg
Ua eaions € fUYa Yesa ).

La gusomea dd nowiole edaly di inecsia o
wgoctadie ol caso i maleqiali A hawo scarsa (esicfouza
4 Yo . KA%\&})SL | dimongiowananbo  di wna shecthua
2 QSQ?A\'O i owdo R da far eadere il o
colly cYazions. (o\q)ﬁo amto i presome il case A
N eNore Gapresse ) M idterno R woccioke conkeale 4
ez, be o Wa % wdesza e aom o sviluppaug
SOQQQO‘QM & taziowe .

6.6.1 Contorno del nocciolo quale luogo di punti

I oo e rotciokh & osttude ds e lotivi
QQQQ. YQ,\T\Q. (,\ML }oftafw '94 ﬁ%u/a A *8%2&( Q,ﬂ <(Q\Y‘TQ

(a&»)ﬁ).

Tafalti, sia v una cella wdode ¢ sia x O WGQQE»QG
80 per il baricawko G. Deth ¢ La elha (wu'ub@"&

4
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&i X a%ra 1 oo (@%h\/o C cL N o tova su
5 ddlla racke OPYJ& di n (ispetfo al bariceitro.
Se 0o ihh 0 view Mowkauata dalla p.‘%vrg | purbo
C pecorre il SLWO CG < ?umch' kala Wo
éIWg(\im R VloCoio«QO \)m‘o\/@\ e N s Q),QMMJ&AQQJ
figun allon vou g hz(h'a. Vieversa, se n o muove
verso il bariewhto, faﬁ@‘:m)o 7um<b‘ 04 Qc'%vra, C si
wove v 5 dfoutanaudesi dal baricunt o WJO ™
\'(&H‘o Ci/\ 5 che non afra(hema an\oco{oQo. @vl'mL(
i wa\‘o C & ol owlorno &Q nocu‘oQo/ ome vollovas
éu‘mo% rare,

La Qun%‘mua w, ddl QWO (G o dedhs a3
A nacc(op,o S w Qa Ajg\‘auza /n&Qa di lezione.

3 e di solfhcitazions < , {lla wetta cadente 1y dal
bacicato , risulka .

6.6.2 Contorno del nocciolo quale inviluppo di rette

I nocciods coutall & inerzia raVFW'e\ ancve R invi=
Q_)JWO An,QQa aw\{QoPéfi des Pw)({ ol ivwif&u“o AQJ&. ekbe
MB‘@ ,_owersssia s S un Fm\ro d0 inwvi=
Dpe dlle ot raduoki la P{B«/m Wby G s
Mivo%(e S e hAWe aﬁvxoéao@).

bl sia v wa retha er J radde £a Figuea
e 3ia R il suo aw\{?oh. St Fr@w{é wud seouda el
faM& v e ano T @ sua inkersezions cow € ¢ R/
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. AN . Q T . . di generalita rappresenta un rettangolo, siano R e S i cen-
f(u?(ou ¥, 2 ¢ M\.‘Pa It M PVW}O ’ 9 f&cua tri relativi delle rette v e s rispettivamente. Nel caso del
hwhm Y/ 3 . A{)’Qo@ T }%AQ d d S e ?w’/lch Qa rettangolo di figura i due centri relativi precedenti sono

posti rispettivamente sugli assi y e x rispettivamente, ma
| . . .
m»‘cl k kw\&i SQQ Q«A}lPQPAm N CL* ‘Sv Ma fO'C\Ul\ cio é inessenziale.

([%u\h dnda Au R/ \@le aa\ R) fa elta b tude

I P\m}; R ea| S {V\AX\/IC{UZW&) Per &C/‘PKOU’}Q\,Q/&
QJQQ/& \'@wasw)l QJL V\ocu‘ogo n , (ome on(Lvas{ cumo:

rb\'h ]f @Mufaah JQQ ver}t'& T. ch pes (;U,{P(o:

sheare . :
u\@, OW\M (Z/\'h MM& \'Q verh @ T ha antipolo che
. . NN
6.6.3 Corrispondenza tra vertici e segmenti Wa% v t ) MUW@"‘& ’A,Q,Qy{g n w}‘w'h W8
[ l L
Si supponga che sul contorno della figura di cui si vuole ( ‘Lh Vv &QJL M}U no AQQQ 34/(80@0 oL “’\d/u VLJA/QJ‘ °

determinare il nocciolo centrale di inerzia vi sia un vertice

T e siano 7 e s le due tangenti in corrispondenza del verti- (&4&91 ( Q/\'\\‘Q ?&( T O\V\L non }Jﬁe« Mo @A p{gu @Q

ce. Conriferimento alla figura seguente, che senza perdita

. 4 (m\im R | ke U cauthro

A (QQ/&)Wo GQQA w\h Ui nwod , d P’a/hfe J/a/Q P\MJB
R direziows ol pado Tl woviwgals ¢
i wwe goic)kl\ 1 baenkco ap@(‘rim aw’mviﬁuwo
A&QQ e radudi ¢ qv;v\&i ma @ v pr T e

W\WXZ&& Y %u(a ron owlera™ wmar [ baricedo,
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S M{a au}o c\ne D wica A»iscov&\'vwfb\ Sy Ma O(Vav\Ao
0 cdh passa Pzr.‘l ban‘cwl‘ro/ Pm‘c]m\ i T caso Qa di=
Janza dofa Pa dgh bacewko i annulla u’u\‘mL\'
0a dictavza ded suo Jnh‘?oQa dof baricouko diveuks in=
Finita.

U @ v cla ML S muove HQQ 'interno

J&W'a«»ﬁy@ {E &A\WQ il bacicewhro ha awle (o=
Rativo U cle s wWWove ;4 YN\E(Q da S Fuo a Veudere
A iwﬁw'ha qm& Qfe w}h \w&z 1 Aive,ere La(.;

cwkrica , poicle™ i B oo la distanza & 4] bad-
andfo fenle & zero. Superahe i bacukio, | uals
V' coumpar M@&QE(A f)a(h dlla b e ek
Lofe R & teudeie & v sy ehfa v

S e conclude dig |l aagmw)‘o RS awy\im
AQ @\A}Mno AQQ nocdog?.

Si ¢ quindi ottenuto il (»'Sulh}o M cha OW
vo\\ﬂ c\A.(L Q.l {vxv[Q.uWo AQQ&JL ((L\)(Q (Q&k}i ?ULQZMh

un ve(hce, 3 bQQ \/Qr‘“CQ @((19\70\»31 un Ceﬁmw}o
QuQ V\ocub@?.

Poiche vale anche il risultato reciproco, e cioe che a un se-
gmento sul contorno della figura corrisponde un vertice sul con-
torno del nocciolo, come puo facilmente verificarsi, ne conse-
gue che ad una figura poligonale corrisponde un nocciolo cen-
trale di inerzia poligonale.

6.6.4 Sezione rettangolare

Q.‘ (Qv&,itkg(f un (@W oL ‘bage L e J.,. 3@62%
\(‘\. Poic\u\ r{w\\'at

. Lh B
= e R
i ra;%{ A Melza frimdf’af?i v&%ﬂno:

_h _ b
k=7 b

A@ﬁ wbte v d 8 e @w}mam due &)‘u
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ase nevkp

e‘)\‘(’xﬂo ;QP/A

Wfa AA

ey o ( :
nocCp \
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J?A Rviond € }u\“h
~ vy wpressa e N<O

Omax

6.6.5 Convessita del nocciolo centrale di inerzia
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6.6.6 Sezione non reagente a trazione
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6.7 Sistema di masse-momenti statici
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o)) =] (ms)adh =1,

Poicke Tpe =0, il bacicusto o i bl cidowa

AA. MasR — W i 5"3}{&', detto centro relativo della retta #,

apraA;m ) &R df QDQQw’fa—u'm S. IAo“'rQ/ QQ

wmassa tOhQQ W\/(M AEQ NVovo 91'9}"2)&3 (L masse r néu“’{):
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dabic (dabivi o0 s k)

Le ma%st—momem}l s\‘a}fo( Sone AA‘%\T({\‘UIE SVMS
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Se fa eMa n o cadewhe 02 ﬁ.‘%m O
WAL — Mome,v\)r{ 9\‘3“0( k@vmo }J‘ﬂl Qo 8‘2999 sagmo ¢ ne

tmsesoe e i koo r&a\h‘vo C , 7(/,;&@ foro bar;w&m,

Awe ssee inferno Y inui Qup‘)o &QQQ refte radwh .
Ques\o Qifvvu'?'ica che i contorno dek notcio o cw}rajzt di
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vijzuﬂ)o il cebbe radenki.

Inoltre, se n € una retta non baricentrica allora le rette
coniugate della retta n passano per 'antipolo C di n, e vice-
versa se una retta s’ passa per l'antipolo C di n allora s’ é
coniugata di n. In altre parole il fascio di rette di sostegno
I’'antipolo C di n individua tutte e solo le rette coniugate di
n.

Infatti sia s” una retta per C. Il generico punto P ha coordi-
nate (7, s) nel sistema Xns e (n',s’) nel sistema X'n’s’ (con
n’ = n), come indicato in figura. Risulta s’ = s sin &/ sin ’
e quindi:

sin &«
sin o’

sin &
sinx’ *

Jnrsr = J En's"dA =
A

L (Es)n'dA =
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poicheé il momento statico S 5(7") rispetto all’asse s’ del siste-
ma di masse momenti statici relativi all’asse n € nullo dato
che la retta s’ e baricentrica di tale sistema di masse.

6.7.1 Sezione rettangolare in cemento armato a doppia

armatura

S | ko i prassious. ¢ eerno al
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are & ac aio) , U seziows du o@chsfruw sy

i
Il
nhj
\
\N&
vl
!UJ =
=
=
|

diagramma dei_
|~ momenti statici

unitari della sezione
E=0"] in calcestruzzo
Af (aventi G”quale
e—e—H—o—o] —— loro baricentro)
C
b

Vs

Paru‘aQizaah AA«QQ'&sse, nwfro. %‘a j 2;

c\,is\&\xza M‘&%e nw}ro %Q Q&u)bo J@Q CA&]‘ruzw
G?W»\){QQSO) Pos\o AAM& ?ar}e AX/Q Mro JJ [)recsiaug,

Allora risulta che la massa totale dei momenti statici rispetto
a n dell’area di calcestruzzo reagente vale:

- 7b(EY)y,

mentre la distanza del baricentro dalle masse momenti statici
dell’area di calcestruzzo reagente dal centro di sollecitazione
risulta:

%j+d

IW\VO«)&M,AP b ouwdizioan de € 51 acuio
Wl sifowa di wasse—momenti dabior ((w&l\fvi
W' agse nedeo desso ) i Miew -
Fb(E)sl(Ly+d) +
+ EgAp(h—y)(hed ) — B, Ap(y=W)(n'sd ) =0.
Ne rislfa Ca se?rvw}e QQ(/av'«Mcli ferz 77&6{,0 ;
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R 12“017“"{A;W)*A//“/*"’U/+

—n{ Agh(n+d) +AH (H+d ) =0,
Tde eqpavon ha wa ofa wczian di seqmo ¢
guesfo ;MPQ;ca che gumete v s cadice reall.
Noh ¥, v o seziona reWt e ot
wece Wolohe { wowando slatic f.‘e\zHo M xse
noto doll!acea feaawh)omog,znmzah W0 areq d;

C QQCQ%\(UZE .
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Y oy lg)-obyv)

99’\“'\69»\’(0 HQ%/A\WO n@Q 450 in eSamg fb"d’\@\ ;\
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La(icmho Mpﬁ Seziont reaawi‘e Si JWQ_, hovél(‘L ‘Ta
Ce n,
La \'QMC,iM W 3eod WL ﬂ@Q w@a&mzo W(Qggo n'S«/Q[‘ a:

N
6C=—"S-n—y ,

@& &wgim vonQ'a(tu‘aAo I‘Q/So n’svl\‘a;
o= (hy),
o) infue Lo Yeugione el acq gio Gowpress risulla:

@’:—né—\/—(y—h/).
Sg “o\rf c\(\L now o VOSS{L)fQQ r{gonue i, cgso c{eﬂ?a
POfZG Y\O(MGQIL QLUZM}(\‘CG sz wmd Sezioul (n Wo
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6.8 Pressoflessione nelle travi snelle (teoria

6.8.1 Esempio 1
del secondo ordine)

% wma teve & woll Cmb@A, 4 qun'wcb' Rugn = ] j:P
‘Oiwe. p&%‘m@l, od GOWJH‘Z\ 4 frecso-p&cﬁimj [
?}A %\{)sﬁwi &QQQ/A QAM c\,dqse o Gew9 Emgcv@‘o{{a;'
V\&QA SC(;H\/(Z\ &&&l QI'\/&’MO\U &J qufQX\or-‘o.

UhQ;‘z?dwb Qﬁ f@rfa AQQ %e@u(b O(chE/ 51 &ﬂ‘ K
M9 f{&(iWO ’(\o‘ wwy d\«ﬂ.uu@}ff/,) QJ“&Q(;LZ/A):) [l(?vf@kdo (:’L\m‘ec&ﬂt
@crivw&.@ ?Uo\ QQ Qw&;xuow C&A eqv{k)o({o W/U//A PIU//—— P(@ +p—V,):O7
(Q“RACB‘\/(&’U.W Aofer \M/Ah .

Ao :
2
W//+OCZV: o{(@+P)/
5{9\,( /‘& 90&\’0;
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L =
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el ;Xmea

U: ngw\o('z “+ CL@SO(,Z + €+F .
Gubiziows & wforno ;

v 0)=0 = ¢, =0
‘\I(O) =0 = (,= —<e+ﬂ) |

Q,Q&/u'm=
U=(e+D)(1- Gsotk ).
/E/IOQHQ:

i =F = <e+?)(4~6w€7 =P

Q c‘kuv\ﬁva s
e + (Gﬁ)“-@s&w =e+[,

da cui infine;

€+f= <

Goad
L\&Q%wi\i\@:
U= é;%f (4 —@%AE).

S PP, = Aj’—‘ﬁ{ b Gul=G:T =

g MZ(,OWQQ%VQ:



90 Capitolo 6. Forza normale eccentrica Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011 Prof.Daniele Zaccaria

lim U(%) =0

P> for

(O<% SX)_

7

I\le‘x{ oy, se 0= P<%{ ;

Iy Sl el Gl

AP ™ S VAP G2l T 2EJL Gt
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P Ji/
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o ol
AP e
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p(zwi@ \/AQJU

,CM .9615
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seno touke cule du Do wancola o sollbeibh do
e oppia P Qundi, ue o o Vokm asfa}bfe/
U \?JZM(\MZ/‘ wizielt concids o quelln | oshauke, dig
qi woa il o i tav ibsse Didkidu Vs,

6.8.2 Esempio 2

L)%M.QJ.\D{;O &QQA fohu'm G GCrive:
ETv’+ Pv +M - _XLM‘?):

0 ?VW\AA':
v tu = M £

ET{ 7
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Capitolo 7

Torsione

UV\Q seuone re})ﬂsl e d ad *‘o@fomp, se Q' wwitd (@=
ra\)fbri‘s\‘fca c\QS&Q gaeoeg'h}u‘me, &%%\1 & un MMO }M(m}&/
OWRf05%1d und Cth'a agwthn& fféno o\JzQQa seuone, (om

M

%

5% moMo o(\’oaman aQ ‘>f&V\o A&Qa Seziome_, NQB&\ am\oi\o

AQSL Frowuka cL %am} \/mavl\‘ 5 QO on}a Q,; So@uz{omz
B,WQQ; AQ& froL:—QQmQ &MQ to@f@ﬂ&. @M' U &W\'UQN\O
a diswlere Qa %orc,iw P@(QQ TN ofrwhn' e PQIQO/
ST SOPF?QA' ) J?@rfe ¢ cwivse,

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

7.1 La sezione circolare

Nel caso della sezione circolare la funzione di ingobbamento
e nulla, conformemente a quanto gia discusso in passato.

Quinds La teusione h«/\?mu‘aﬂrc risolha;

Mt
Ty = — 7
(=M gepg) — =%/
G Z _ Hf /
dove il MMO fL\ nerua PoQam VHQQ:
T o4
h=zR-

G clecingike ol vn Liswho &l sezioue ciace
Va teusione Tw?fm‘aQa RN pouke or\oawapz
L bswdto  mankee N o wodolo o Fro‘;ora'owap}

A Adanes el Laciente . 10 dLigranma raFPregQ,u)'J)Nvo
vi?y o Ddwdhe @ dungue Uivea e ¢ cisolla b hesss per
s diswekro .
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e

I

Tndicawds  ancora om =1 339’*’77’ 7 C\ﬁh\u/c\
A’&Q Wwfb , i\ wwd;/& 1= ﬂfm A&Qa huc,\'o\u,

la haua\m *&M}uaz\&l WAKiwa ¢ QUQQQA 0»n39 IQ MW
vat YZR :

7.2 La sezione circolare cava

l@ gogv‘bim Fmozwt ms\'é \@QAA/A u& o di Seious

oi(cp%rt Cva | {)oi&m\ Qe owdiziowi &l Cgu}om e soddisolte
andae Qm@aQ 1 okorno inkeeno . In W caco rieully

J,= _72_/'( Ry — R?>=7T (R:Jer)&;ﬁ(Rr@)/
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R
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¥
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e clwavo.:

I, 5 lmh Qvf :
g @?gm 1 owanke polae L ven cironlemua
(&i Q%’S\O Qm @\A&Ag\‘(\bvum (&A wags q F,(UV\A.\\G\
G s pacs ally spsse b .

7.2.1 Esempio (mensola di sezione circolare cava)

S onSides; Q@ mwsoQ@ 1n acciaio AA SRZAOML ocr(p&\&
cdva illustrata in figura e sood,%g“a ad vna ofpia torcaute
ol losheutas di 80 KNm .
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80kN m

70 mm ’

4 momenks i inezia gogam vally

T %Om4 40 mm + + 4
-——{(; )—( 2 }:3369)«10 Mm/

]G— )
e quini L2 feusioue ¥w%wzi&0’< massima rigulba s

2
_ BAONmm B 5340 Nt

Twa = 3 00het 2

La tensione ideale massima vale:

G =43 Tuay = 143.94 N/mm?.

7.3 La torsione nelle travi di sezione sottile
chiusa

%’i Cm\c,icu,({ UNd Sezioms %onQ-L C\AA'U‘;Q kl"@ww"é-

O

Yy

Se lo spessore ¢ costante oppure “moderatamente” varia-
bile si puo assumere, senza grande errore, che le tensioni
tangenziali lungo una corda siano parallele alla linea me-
dia. Infatti in tal caso il “flusso” delle tensioni sul contorno

' ha, almeno approssimativamente, la direzione del contorno

stesso.

Inoltre u &a Yuo\ QC,?JI)YGCQ ’ aV\&Q,oéaM@nh GQQA 5¢zione
cfrcaQare %OHfQQ y c\u & kmg\w ‘rw%maaQ‘ & W=



Prof.Daniele Zaccaria

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Capitolo 7. Torsione 97

hmrw M“&«x}\ Dymap UWa (9(3«3 ?mu{ta .
> er.m ofd un pez? & O(Q(Vlciro di lunghezza J%

((m\ocw &QS&E gw.uif/@ SeTonl fM) ¢ % QSQ%UM
e owWrecioc Giow.  (On dwe ‘)fm Pa(J&ﬁPA' Qpﬁ)gss@

2 (qia\u‘ prbx\vc\iwag;) ¢ Pa%m}\' per dve Corde tawndte

L gerdinal corilives (o Liea wadia ddis
serione. goltile civsa ) rfs[wHiMa S e s,.
Siano poi Ty e Ty @ Yeugiowm \'M‘aﬂuu&QA aaw}f qu(ao
b orde di coordivala s, @ s, rispettivamente. T¢
Wo b teve i ot o oMiean < o o sl
bt o Dmghodivali | 2d oug Yusion Taugusiale
Ao e \ Veorewn 4 rm‘woa\a‘ e Yoo \'wamaaﬁ
W 1 W serion @ms‘mm}z W corda ¢, o
1, Wl seviow @mgfm\m}a Lo oda <.

L) u\m'Qx\mo Mo Yeedaziove @(N\ao U digwiowe %
dall Wo & Yrawe cichiede o

1 by = /CZ,LL )
¢ oot

/L’l)=Cas}/

@/W&o (a QA'uuLa WUM\)(Q .



98 Capitolo 7. Torsione Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011 Prof.Daniele Zaccaria

@wsl“o rigul\'ab e in accofa'o Cownr Qél PMM\/Q& cL ]ourawskf,
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ESHUMAO Qﬂ @Meg wxecL'J, N ottieve il %%@n\l va,Qare/

7.3.1 Esempio (sezione scatolare di forma
rettangolare) Ja 4¢3 cacchivsa:
2

J2L= M0 mm x 230 mm = 25300 mm .

Prof.Daniele Zaccaria

Cvale wz»«/f{o i covsider fa seziomn scabollace di [f,-%A, i3,
soaad)ra 3d un momenko Torewte rosfh‘\/o di 21.2 Km.

Porches Lo %P@Sore, e (9%\‘8%\'& Q;/vsao bHa @a QM@J
kubi a, Qa \‘ws.'o«na bv\%vwa‘a& (3 pure Cosb\/\}l 2 anQ:
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7.3.2 Fattore torsionale di rigidezza

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa e si ricor-

di che la tensione lungo una corda di spessore b e costante e
vale:

e M .
Ly = Eﬁ . (po\rmvp/étju Bredl’)

Siricordi inoltre la relazione tra tensione tangenziale e funzione
di ingobbamento:

€= B {guw s k(o))

O

/ //vw

AR
O

dove B% ¢ il tensore rotazione di 90° in senso antiorario.
D&QQJL &wﬁnow» }au&wanA 2" ?9394']0{9& quindi (r‘sa/QA'& aﬁ
%’(A(&JQAA}Q ({&Q/Q ?‘/V\TANQ AA‘ ;V\%ﬂ)\)&h"m'iiﬁ .
adw = L0 - (R (Pop)).
(?f( Ml? - —72
Per poter integrare tale espressione nella funzione di in-

gobbamento ) la sua circuitazione lungo la linea media
chiusa deve essere nulla:

%2 qradw ot do =0,

Questa espressione rappresenta in definitiva una condizio-
ne di congruenza.
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o 0\)‘;M: Lo %&so (:c,u“a)(o 5 %a(euk Psuo OHWL J@%
| L ds gz Wavere di doforuaciont.
0Lt ds = 0 b = fgzbJ o spagisnca (g i deleruicint )
v {
\ % /i:ﬁ—bcls = —i
%{gg@_m}.m = %Q@—G%ﬂds , G 40
= § L\(JQ = 2& . fbﬂww @;mjro el ((9&/“&:
£
§ 45
dove f) &TParea racchiusa dalla linea media. (‘ _{é L /L_ﬁi e M?E 0 b
Dw\c(ue/Qa oudk siowe : Ch G A QL—:—E_ 4 N*
\ M
T - = =[P—COL. —
§f£— tCK 5% §Q{E7(P G)} td% —O ’ Vw{pic\miw c\w ()/8992«/0'0\& OH&W}Q rouisg &; ComcL‘a‘ow;
iw?w; (‘LI. f&j&'o nV% [I :_O > . }rl/lngl
Cohd oM ~_
Wb gy - R =0, f:ifgag =£f%£_ﬂ¢
e infine: \
L = fygb fy ks = Ay bRyf nil

~ Ay bRy | grdian =0 |
Q



102 Capitolo 7. Torsione

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

Prof.Daniele Zaccaria

7.3.3 La torsione nelle sezioni sottili chiuse
pluriconnesse

Analizziamo nel seguito, quale esempio facilmente generalizza-
bile, la sezione sottile chiusa triconnessa.

4 M%M\Q A
1 Ul&/A’z,{wJL A equilibrio di vono s
A Qﬂ\/&u'o\m A Qx‘vivapiw% %}a}iw el T ¢ M& ,

{ equazioni di circuitazione lungo le linee chiuse 0€Q2; €
0Q,.

I flussi delle tensioni tangenziali nei vari tratti valgono:

f1 = {1E1> fz: fzbz’ fgz 131?3,

A ‘\fz
/i

L’equazione di equilibrio del nodo alla traslazione nella direzione
della linea d’asse richiede:

fﬂ:lZ - fz<12+ f}C{Z:O N
e si ottiene:

f?): fz_f1

Lequivalenza statica richiede:

M ngm{ﬂ hs, *g f, hds, |

20,
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e sl ottiene:

Mo=20,/ 20,7

dove fL4 e JL, sono le aree racchiuse dalle linee medie 9Q;

e 0€), rispettivamente.

La circuitazione lungo la generica linea 0€; si scrive:

fg %«ac(w'_k_dé =0,

e quindi:
Iy

M

I
M

e infine;

fzclé

3

Y

Y

=

o
T~

=

V@({g‘ c\u'm infine che &uc\u V\& CRSO c{x Sezioug SDH.'KQ
vale 13 udiziowe T =0 :

s

fL Rﬂf ﬂtjﬁ
—2Jag;

.1>i(9w nessd

[

7—!

¢ f
2

(—‘M

%fb B%J;@Faéldg =0,
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7.4 La torsione nelle travi di sezione sottile
aperta

Si consideri una sezione sottile aperta generica. Come gia
per le sezioni sottili chiuse, le tensioni tangenziali lungo una
corda possono assumersi parallele alla linea media per garan-
tire che il “flusso” delle tensioni sul contorno abbia, almeno
approssimativamente, la direzione del contorno stesso.

Iy

}\aom'(Q , QM\@Q vna @fA@ W«'% (s hw\s(ou
aquath widia o esere il

b
ijz £dn =0
b

/

~lo

0 s s Focmolla & TouawsKi . Riwrdigmo e
e Fornala @ dhooka famndo € equlibrio dla bagla-
zioug ,\5&9& difezions M’&gge 2 diwmg porzioug 4 Yoo
o\)Mw\l sezioududo un ouvio di Yave di Qa,ra, hez2a

A’& W U GeTiom Qo\%)h/&u&ge fa%amh Pe( @A

Conta MQAU3*3~ NQ Cwsszﬁya ¢ }‘wg{oq,t
mwﬁwue&a dgve canbiar & e @VV\%O Y4 cocda >
VL&Q 'iFo\qqi & ’M&W@ Qm%(e, g teweroue
f&%&au&m @w\%g @& @(A/-\ c':lwve 2652 W‘n’w&)‘r{m

Seziou Pﬂva«} va[.in &/OQ

poraong ditave 4 cui
e img)%}o Q‘Q{iv(&.tﬂ‘o
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7.4.1 La sezione rettangolare sottile
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b b
———C(I—Z)(I’{-?)
2 bt
:C(X_Z>/
CJOA/Q C o i COQMQ da &&WWK&{C{ .
L‘quaamé\x Poison

VgF:—Z—l\ﬂ—— ¥
Jb

7

MYM 239&07’& QA Cm«c{jz{ou :

Pc =Mt
C i
(M\Aw’m c\A.Q (wt)ouo. («Q vagra L'{va@l GOSMQ. C :
__ M
Jt '
Lél F\/VlZ{Ob\L g
_ Mo ¥
F 7 (x i )

SOJQ{A';E qum&,{ 0! equazione & Porssou Fe/ & ﬁxwa'auk
e Yoo ¢ Howa de o dve odrowita’, Lo ondi-
Z1ou &2 M\ONO' P\%h A/J Soﬂﬁhc& % W\Aj‘d&\&:

n
Zj FdA :HE ,
A
owdizions e % Scnve :
M \% 2
M| )l o
2| (4 ok =t
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dove b @ Q'ag}em i (QH@ME‘)OQ )
Si 0 60 oftowdd wns §uaeiont che ‘)z(ma”? d; deleswinare U ¥ \

& 4 I\ ‘M
N ) |
4 v&Q.O(Q A& %w & (iaj&uw }wqiw@Qz ‘]-l: . 2 i WNTW
2_%’;3__5@?_1 o P i
-} { 3 TJ_% S /\”*’\:J\LB
e quindi: 3

La Puvm‘m &Qg&& xﬂkﬂ,\'owi diventa:

Hi— 3“&
IME oy B Tnax ‘ )l b =
F= - KN (x 4 )/ h
ele touSion \aﬂz)w’ u JQA valgono: Il momento torcente totale generato dalle T, vale:
3
2 M bME e L2y 3Mebh M
= — = T a _ - ?)
Tj*k IE T K h £ 3 4 3 b h 4 4
TXZ=O * @MV\(&X s‘oQﬂ V\&X&\ A& M\M&AL*o \orw)\}e, Mk e
La tensione tangenziale massima si ha in corrispondenza dei lati o & GQS“ <
maggiori e vale: M ¥
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R
M 1
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h
T
y
Y >
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7.4.2 La sezione sottile generica

Si consideri una trave di sezione sottile aperta di linea me-
dia ¢ in generale curva e di spessore b in generale variabile. Si

assuma poi un’ascissa curvilinea s sulla linea media ¥, espres-
sa dalla distanza misurata sulla linea media da un punto pre-
so come origine. E allora possibile individuare il punto gene-
rico P della sezione sottile per il tramite dell’ascissa s e della
distanza » del punto dalla linea media, misurata nella dire-
zione ortogonale alla linea media stessa. La funzione P (7, s)
rappresenta un sistema di coordinate generali. Le linee coor-
dinate » di equazione s = cost sono le rette ortogonali alla
linea media, mentre quelle s di equazione v = cost sono le
linee parallele alla linea media.

Si supponga poi che il raggio di curvatura a della linea

o)
A e o
b .
ds/a
PX{ 4
\_d/

1

vy Qs\

media della sezione sia grande rispetto allo spessore b:
b
— < 1.
a

Sotto tale ipotesi il laplaciano che compare nell’equazione di
Poisson che regge il problema della funzione delle tensioni F
si scrive in modo approssimato:

L’equazione di Poisson diventa allora:

0°F O°F _ M

—t— = . (1)
01?2 * 0s? Jt

Si trascuri, come per la sezione rettangolare sottile, il soddi-
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sfacimento delle condizioni al contorno nelle estremita della
sezione e in piu negli eventuali nodi e si supponga che lo spes-
sore b vari lentamente lungo la linea media della sezione. In
tali ipotesi la funzione:

M [, bZ)
F=—-——1[r—-——|,
-t

soddisfa, in modo approssimato, sial’equazione di Poisson (1)
che le condizioni al contorno F(b/2) = 0 e F(-b/2) = 0
e rappresenta dunque la soluzione, approssimata, del pro-
blema della torsione per le travi di sezione sottile aperta,
naturalmente sotto le ipotesi dette.

Dato che localmente il sistema generale di coordinate ori-
gina approssimativamente una base di vettori ortonormali le
tensioni tangenziali valgono:

o OF M,
sz — a,r - Jt ’
oF
Trz = s 0,

dove nella T,, si sono trascurati i contributi della derivata
dello spessore b per l'ipotesi di lenta variazione di questo
lungo la linea media. Lungo una corda la tensione tangenziale
assume il valore massimo in modulo sul contorno. Detto T
tale valore, risulta:

M,
—b.
Ji

_ b
T = Tsz(ig)‘ =

WD c\‘\i Mi e I[, v\w\(u?m(b«\o A/‘\ S,Q4 h&xs{o\x,(
h»m%&uui&x WA W Q/J S \ﬁa in M(.‘c,glﬁu((w\% 1149&9 ng%ow

WASAMY ¢

™
th@b( — __(Z bmax .

ok
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e qu«'v\t\i :
; y 3

(;& %z@k ) (ivu.h (LM}} (@w& v\a/Q %0 AM/J SIS

(W Qo“{QL ) :

BE
;fgw

dove ot Qg Q)ma)uz,m @\AT’Q],Q%\/A A&QA Qmw nedaa.

Da Aimg ) et nofa . i wovo Ko Ty

(\'?(oClU(_oV\o QOQO Q/& w&h\ AQQ MOMQ ¥0(C®\A}Q,/
s & TRsu@, M,QQD c,f%'n\k ok Sezioud sonQ(,
Q"o Moo curvatucs:

J‘lﬂgds = lml\f}fds = —{\&
o 27, 3 F

ToMavia , Fowando couko el bfreRto cucfA)IvQ,
b Yougious Waaﬁ; ridothe W4 Riea wedia

Gureduo VoM 5okl Aol wﬁn‘e djs}n'\wi}e
qu%p LA QA\/\M m&i@,w am\mc\d&& p@(Z@ M{
M direziovs A4 Divea wadia . Qoo Pu'c\tm\ S
Fugiowt hwo,mma% Aol faﬁe. W e & cona=
\qu 3‘16(9(9\&9 QU AR ?iv\ [Jiw'@ rfswo d M/QQJL azw}(
I \nr\z oﬁmc}a . Qvede foree (n‘wQMf, auncle e
?&ccon 7 NOW Somg Hecc,ura)m”Qi ) Q,Pﬁe/Hi Aol (AQ@P_(:
&&Mo \am)fe,‘m QIQP ﬂvw}e ey
Qo(c C\Agh«;;%( 4 ‘pPg ch ({A»u‘m ‘uwwu,w}o &ofwx)e.
L4 rl‘%ug\@)}&/ F-ef Uwih\ A Liwga MAAQ) &%
Tougious HW{ ?,uv\és vwd O roh m/éa
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0= @%&m a/« co (valvd
da’= (4+ % )o/é

T le)=2 My

I \»\gc\\o wAQﬁ‘ag & oH(%sL | Mo “a{c&u}e
(iw\wa, ol dx Q,‘u&g (i Ho &Q 9&0
\ e " P
Iiuse v one AQJ)QA (0(61/4 (o Qﬂ Qmp,a WC/XQ:
b

.
m = £ Jl T, de'dr

~

Na r(%d\‘m o\*’» W\F TN ru‘w}ﬂ M‘Q%o

Curva\u ra .
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7.4.3 Semicirconferenza sottile A&QA %Q»AX(‘/;(CSM?@(W%) / v&Qe / )'Wtb CW)\Q W
Sia data una semicirconferenza §0Fti.le diraggio R e di spessore oA MQX (i3 A&Q F(o\aQQ»\MG :
b costante. Il fattore torsionale di rigidezza e la tensione tangenziale
sul contorno valgono: e W
/ )
7= L M er = ZJ JCR(/QCKO(%-ZJ‘ m, <RJ0L>
P-B ’ wax R 2 0 0
2
=VFRT +imRT
W'%)R 3 3
-+ B MbeTFJr M b RT?__M
2R 6Ty 67, E b
m
Y L2 ¥Q)@A0«)& \ M%muapﬂ ’L/g% (B,QAUZ-@ f?umc\l }VHO f-[

owsato \MWQ(M\ aMaverso Foe w,)a\
aWaverso mk). UeciviQ,«%({o &/QD/A HJQQ/J%‘M
0 %Q o cwva\um e’ cpghmb e VG/QQ R. 0(@@01/1\&1 determvivg Fo«' QL ﬂorZ[ P c({z,zpu)a/QA‘
Le tugion ridotte alla Luna wadsia c‘ﬁwon‘ly‘uﬂ W@h e Yousiows m?)m“&" Tee uffle dve wone
&WQ Qe(ze Q M( wauw)h : A @}(M\Ya\ -. s
f:Mf_bg , m:__Ml-\-’g ) J P Qs Reeol = P

6J_+R d 6IL % onUULi
0 \w«n&u)fa \MUZ\A}Q AQV&/*O dQOﬂ *Qu@/{o(u' IL&/%(M&AQ( ( MFEB B M}
Txs 7(«&(.0%3}0 om \')OQ)C\A (icluaim N CQW}TO O PZPR: ! B
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7.4.4 Lasezione a C

7.4.4.1 Funzione di ingobbamento

sullla Ciuta wadia dve T=0:

grad W= =Ry (P-G)= Ry (P-G),

dwe E% = Qs)ma'm&i 500\\/' Semse utioario (

54l
> @ K

d

x o G |G

Ny

- H
b8
€
53,}3 G ]
ny
Jy
B
|
) take @

o=
2

Ry)-

Zj Mo @I

99—“5’; =~ (P()-ny = —do

O iahe @

g H
Wy P-G)Mm=-7
95

Integrando, si ottiene quindi:

2
wWy=—dy 5, + (4
H
W= 5510 = —?(931-4(,)

Poiché la sezione é simmetrica, la funzione di ingobba-
mento w € emisimmetrica a meno di un moto rigido globale
di traslazione nella direzione dell’asse della trave. Imponen-
do '’emisimmetria, deve risultare:

wz(O) =0 = Cr = 07

w3(s) = —wi(s) = c3=—-C1.

Imponendo infine la condizione di continuita in uno dei due
spigoli della sezione si ottiene poi:

w1 (0) = m(—%) gdc.

= (] =
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74.4.2 Centro di taglio

Si ricordi che risulta:

1
=7 gijolA

Trascurando QA \/Mi'&}ou'QXh\ c\, ) V\QMZQ Gfuz%sarc e tenendo

conto che:

~5 ek €
y={ % hM @
5 ik @
risulta:
xr = _

Capitolo 7. Torsione 115

_ L {(5 B ds S1BHZ)

LIV 3 4
& CH («LBZHZ dbBHE
+ 15 + 2 7 )

el )

Ricordando che:

12
si ottiene infine:
20 L
_ —_ +

La distanza dc del centro di taglio dalla linea media dell’anima
vale quindi:

§,B2H

_1
de k4
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7.4.4.3 Esempio numerico LVV\%O QIL A‘QA Qa \’wm.‘ome t&ng,waaﬂa VAQL:
: : M
51 onsidert (3 sevione 3 € di figura, sogpelta ol 1= 1, = -% § =
t
on momwko Yorcuke antiorario di 50KNem. I fslhore N
AxA0” N mm
l’orsiowapj. L rigz{c{ezza Van: = 526 10 x8,5mm = 80,72 ‘\J/mml ,
) } . . .
Ik — _g_éf’g + %ng - 5.265)(104"‘“‘4 ) W\Q/f\km EJJV\%O Q umd rlgdlh.
M
Il momento di inerzia rispetto all'asse x V&Q&: 1,= T% gz =
7
¥ 4
31:2'073)(10 mm e 5 .
= 510 '\IAM x5.6mm = 53.18 {\]/mml
5.265% 10 mn ¢
1,
X Mt=50 KN cm La posizione del centro di taglio risulta infine:
r |; r = 41.00 mm.
§1=85mm de e
1,°7¢ £
: s
‘ C . (gy_'—'-'f-émm ‘JL‘_
: 81=&5mm _j

AN
B = 100 am

Ty B2 1%,
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Taglio

8.1 Centro di taglio

Si ricordi che il conlro i taglio della sezione ¢un
Pun}o che c\;saccoﬂ)\’a Q' offeto de haajz,‘o ¢ dX wowento
orcente. T allee parolle, s¢ un h’g%‘o pasa per centro
h Wa%o Uan%oszn umifatie & Yorgione & nollo (sim{Q=
worte o tatle che ce & sforzo normals & enrao sl baricen
Fro €a curvatura fissionall & nuj&a). Dumiue, il conlro
natordh per Jescrivere fo clocitazions dovoke o ha?r@‘o 0
momento torcente ¢ il C%ho L \8(3524’0.

La rotazione torsionale dovuta ad un momento torcente
deve inoltre avvenire intorno al centro di taglio per far si
che sia nullo lo scorrimento tra la linea dei centri di taglio
e la sezione retta.

Se oi conaidera un &afz&‘o Eassanh pes | contro du
hg?(?;o ) e (onsegue che vn momento ko rconte aw@ic/ai‘o

non CDW\?\{ QGVOro ?oic}\z\ Qg fo*&u'omz farg{ona,o& r&@\fv&

Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011

AT
()

& wlla, Vieversa, Qa reVazione torcionale efativa av=
vieve attorno ol @nlro & \‘82)210 20 inches un bano pas=
sante pec A conto A ¥ar2#2xo non compia Lavoro per of=
feto doWa rotazione Forsionals .

Se Qa sezione ha wn age & Sfmma\'(izl bl asse
conbiome il confp i }aﬁ.‘o. Tnkatti, vn h?&‘o aw\‘z,
sendo Q1 ase A simmelcia exaimmebcico W\Mm vng
(0\’&'L{owz, \‘of%\‘omﬂol "Dy bwvig(mm@\'(ia& ‘3@( i un \‘G#A'O
ang ceLondo L'asee di simmelcia now puo’ provecare

Una (o\‘au‘ow. }o'rgio\najza .
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8.2 Formula di Jourawski

8.2.1 Formula di Jourawski binomia

Derivando la formula trinomia della forza normale eccentrica
sotto le ipotesi del cilindro di Saint-Venant, cioé di una trave ad
asse rettilineo a sezione costante e caricata solo alle estremita,
si ottiene:

Doy dMe 4 éﬁ"'_“_"c_ 1
Y _Edz Te Ea’%jfj' W

poiche la forza normale, nel caso di trave caricata solo alle

estremita, e costante.
Le eq\/aru'ow' .‘«\a\aﬂ‘mh «L evv{ﬁkn‘o AQ,QB ro}au'ovw/

aHomo aa,Q; AsSt X Qy ¢y SCAVoVIo :

dMe _ M _ 5 )
o)’% = / 7 c/’% - X .

Si noti che anche T, e T, sono costanti € che quindi ¢ costante

A dTx
M 7‘9 H.z'*C{HI: X /77 7;6-';‘7—
| I‘T Nk 7 N K
e N
7+ Myt Hj
* oy AR A R« J

anche il taglio complessivo T di cui T} e Ty sono componenti.

La (), on le 2, divieme :

00y Ty Tz
—_— = —_— —_— . 3
5 EJL3+E§I (3)

Qos}[}'vwcio Qa (3) VIQQQQ (7) del Capitolo 1, a pagina 4,
Sy o\’l‘.'tzme, .‘nffni Qa Porvaa AA jourawsk( binomia:

— Ty S N 7253*’ @
142 b]x bjj

C(OVQ/ .

= gAEMA; gj*:kzclﬁ\ ,®
@Wmc,wkamo { wowani chatic rispetto a?Q( % X
¢ (\‘eﬁo)ﬁ‘f‘/z\mw}e s poczione ¥ dolly serione
@ . Giowhi dwe ?JL R bac ek

PC( QJ\ m}era SQauons (Mé\ ma \nov»/,‘m oJlMQA’AQ.Q, "W

wa  4Ud \)o(u‘owa.

g«‘ V\9\i e e se /—E;l— o i)o'l/;\i\/,\ on dice e
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i Suo veq ¢ cow(‘,orAl o ’L, cioe® VJOQ c\lrﬂ v /_C—‘cg
O w}fwh MDES for ziowe A* A(&QA 4RO ot
QL e A.(L@LA ?o(a'm A¥ J@Qﬂa Sethonge fd‘b
Tan io%a @@Q/hl Ca ?ofam wawuw)fA& A/

T
AI

o Sarekbe Pefvw/{-‘ an&\ C,“&.S’a ponw!h, sokto 64
Mvm&; o{.‘anre T queq\’a Voﬂa V(o Q\iv\\emo
& AI} ¢ \tw&o (.(M}o che ora iW\O\MQM}{ %‘3}\'0[ Aa
mgideal  gow 7\)2/%‘ dllls IENNTS Al

/I _\ /_\

S SA,”AA ;= g,fx‘“\ '

Toondo onto g -

9§+€f:§w\ =0,
A

Sy + Sy =f’Au{A =0
S o“(uu.-_
C S/ :_g)&
I Q¥ ’
{ by~ Sj
qil \JUL(L@C!WUA c\uL u\iQAZM&) 0/(1 fo(z(ouz, A*)

opport U sua &‘M& A// 0 ieuliake 4
w4 A caubia. T caubisuamko

AL S ¢ oawe\; Pioote dol Ghe  diw ae Ty, o
entanle i A o ¢ ?oc;;\;va se ¢ @ embrambe

i A (covm sucade 38 §i %75}2& Va Forz{cme A¥ J&@——
Q'am&) monre 2 ne?ga\h‘va @ v o usnke da A*

(CW"‘L sucade se s 9&%41 Lq porzions N @m?i)mmhfe
i NY).
La corywuﬂa di ]ourawsk{ Vion Yorvusee Q/A
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&&ﬁhﬁmm.?w&w&n e tonciow }&ﬁWmvba
waa L gda @wxwxclua, in [tH quer casi i
(i i Quo' riemace e tale dighbuzioe solla
oda 43 Giwwehcica o O Spessore sl cord
e_n__?icho ((q(xz)"fo a@Qa AMCQ éimg(o«d d@%ﬂ
Seviont appae Yo eufondere i\ valore [m}anc
MA Toy O que,QQg ndio %_zz

Taollre | ndl ceso di taui sndlly , % teusiow dovute of
taio wono piv® piccole & quelll dovile o momenks
PQrouke \;M‘ra«}o 0a Qor, cowoscomza Fuv\}anL nou &
32»»\7(@ ivxt\ustga\aiQQ c&a wn ‘Nn}o clA v.‘sb beom'co.

8.2.2 Formula di Jourawski monomia

I_Q, igokQ%i SOM0  gncora un/QzQﬁ 6\4 h&ve &c\ d%%e (QH{:
Qﬁ\/\e,o, ¢ J Sezone Coshn\h} can‘cah sozo aj&z ({ut
u\‘mmh\,

Si consideri allora la trave soggetta al taglio T costante. Si
consideri poi I'asse s parallelo al taglio e passante per il bari-
centro. Nel piano sz, per equilibrio, deve agire un momento

TT M+dM
vt .
T’\U l/ '3
. — T+dT
g d¥

flettente M, di cui s rappresenta 1’'asse di sollecitazione, tale
che: aM
e T (6)
L’asse n coniugato di s rappresenta I'asse neutro della flessione
associata al taglio T, flessione dovuta al momento flettente M
che agisce nel piano sz. Questa e I'unica caratteristica della sol-
lecitazione che varia con z e fornisce quindi tutta la variazione
della o, con z. Poiché la tensione normale dovuta al momento
flettente M vale:
o;=E MS, (7)

si ottiene infine:

E——=E—s. (8)

Inserendo la (8) nella formula (7) del capitolo 1, a pagina 4, si
ottiene infine la formula di Jourawski monomia:

_ TS}
Tyz = — 9

Yz an ( )
dove:

S¥=| Esda, (10)
A>I<



Prof.Daniele Zaccaria Sollecitazioni semplici — 18 agosto 2011 Capitolo 8. Taglio 121

asse neutro della flessione

associata al taglio 8.2.3 Esercizio: sezione a doppio T

S{ omoideq: wa Yave IPE 270 aﬂn%,{;)g Mo ok =
W\Q\ ¢ SOE%QH‘G ac\ un CafiCo AA éO KN in mezzerid.

T

asse di sollecitazione della
flessione associata al taglio

L i Y
normale alla corda ”E_ 4m

v TR, el —
¢ il momento statico, della parte A* dell’area individuata dal-

la corda, rispetto all’asse neutro n della flessione associata al o y - F
taglio, valutato con distanze in direzione dell’asse di sollecita- _ 2 @

lewkN

NQDQA g)n‘MQ mQ}a\ C\QQQQ }(éWQ 1\ \’8%2{0 e YO‘%(}(VO
e Vajzﬂ !

7 =30 kN,
Q; VVO-QQ caQ_(oQQro, Qa ‘Temsfov\t Hm?r%mapl M@Aﬂ.a
QM\%D QQ CMAG \oa(;w)r(rca. 1| h?&o T aaa‘s& SQCOVIAO
0\ ase L che quiné\,{ co&'na'AQ, oom Rl asse da soQ&w\*adone,.

Ua@% nw\((c. CDiv\O(AQ (m Qlaésq X e ocecce c'umo\.{
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vaﬁul’art | momMO Q\‘ﬁ\‘\‘(:o cLC mezza Seuone (is‘m\‘\‘o d
tﬂQﬁ PN

efpelh- ) alp-$) 43 5)]

=~ 213.’5% 1.0 x 12,99 + O.ééx%ﬂi‘%:—Z%Smg .

30 kN
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La Tbm\"cw— }3«%2:\»&89& mﬂch'ﬂ Q{méy Q'a Carc\@ I)an'cw/}n'ca
va,QL quim&{;

Eqg¥*
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& Jy

310" N %235 10 — 2
6.6 X 5,190 x 10% 18.45 I\//mm

IQ GQLKV\O \n‘%a\/’\\/o €icb/u,i!1\‘c.'1 clf\Q QJ \’m&g.‘ma [}v\a;w\=
ol o vsombe doll'area A* Fr@;ca,Q‘ra,

Poiche la sezione ¢ simmetrica rispetto all’asse y la tensione
tangenziale puo ritenersi costante lungo la corda e la tensione ta-
genziale media rappresenta dunque la tensione puntuale.

In corrispondenza della corda baricentrica la tensione normale

¢ nulla. Lungo tale corda si ottiene quindi la seguente tensione
ideale:

G =43 T = 319 N/mm.
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8.3 1l taglio nelle travi di sezione compatta
simmetrica
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Il fattore di taglio relativo all’asse y di simmetria vale quindi:

N o
A A H ‘)I A ?'
- by _ b XJZ%STW%%@AA:
Tl T) = =07 =Ty lgol A
’ 3
5 haiw i o¥ (T dxb
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8.3.1 Sezione rettangolare
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8.3.2 Sezione circolare

i considert ora vng gerione circolare di ragyie R .
La corda quecica o tdividuan dallla coordinata Y.
De o U‘@am%gQg ta e\a%s&j e il ragace con%\’unWL
a dellle dve estromi della corda isulta -

y= Reos ¢,
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_ 4 Ty
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1l vilore wasime i MolJ-UQO Wl Yeugions \'aw%mu:&z

v Quwao Qa corda Lo giha e dve et

fl% La \wg{ovxz hw%,w\a'&t WmAL%uAd QuQQa oo
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_4 T
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/(M

a

/ 3 Si vuole ora verificare la formula (2) che fornisce il modulo
Ricy k 3 uimL( . |T| della tensione tangenziale totale nel punto P del contorno
1 individuato dall’angolo . A tal fine si consideri quale corda

/z;.,,g 4 j ﬂ Ul il diametro per P, ortogonale a T. Per valutare T ¢ dunque suf-
{x;: " fan ) = —E Sin b cas ficiente calcolare il momento statico dell’area A* individuata
da tale diametro. Tale area pu0 essere divisa nelle tre parti
_ [Ty | 4 rf} sin 1 2) indicate in figura. Della prima parte il momento statico ¢ gia
I—"’ 5in (9 3 TR ) stato calcolato ed e fornito dalla (1):
2
, SL* = ZR3sin? 9.
d@z\ Qc,\fwh\ A)lQ,Q,Q CO(C}.a A« C0°fA~'\L2){'o] x = Ran 1/0“. x 3
NQW\ &\}Q Qghqub\ A {1% ha Yo c,}eggo moc[,/ﬁp r La seconda parte € un triangolo isoscele con vertice nel ba-
ricentro, di base 2R sin ¢ e di altezza R cos 9 per cui risulta,
%25)/\/\0 ofp‘)og\‘o. Avendo ipotizzato und variazione @\'weam applicando il teorema di Varignon:

Y Ty ()M,\%o Qa4 corda i ha:
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FM c&/\ \‘Q?X«'o:
YT,
QZ Tr4 Qé% 6(9
77— ’
= g oo 1
Xj 7B e [1+ 3%%){2%(9&7)‘
R o 5 16
= : | Ol i A
b _ b R¥ g6 )
— TrRé 7 SO)W 0(1"‘ g%w )
P @// | |
ﬂ G shime :
Y _ 3
=% -

§2% = {%(ZR sin ) (R cos 9)} {%R cos 9} =
= §R3sin9cos2 9.

Infine il contributo della terza parte e nullo, essendo tale
parte simmetrica rispetto all’asse x. Si ha quindi:

S¥=gl* 4 g2% o §R3 sin 9,

e ne risulta infine, per la formula di Jourawski:

TSP 4T,
IT| = GRJ. 3R sin 9,

in accordo con la (2).
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8.3.3 Esercizio: sezione triangolare equilatera

Data la sezione triangolare equilatera di figura soggetta ad

1000 kN

Y

<

o

40 cm

A
Y

un taglio agente lungo una mediana:

1. disegnare gli assi di sollecitazione e neutro della flessione
associata al taglio;

2. calcolare la tensione tangenziale nel punto B;

3. calcolare la tensione tangenziale media relativa alla corda
AB;

4. dire di quale angolo, in gradi sessagesimali, ¢ inclinata ri-
spetto all’asse x la direzione della componente della ten-

sione tangenziale della quale é richiesta la media nel punto
precedente.

Nel seguito si indicheranno con B e H rispettivamente base e
altezza del triangolo equilatero:

B=40cm, H = Bcos30° = 34.64 cm ,

e con T il taglio che, con l'orientazione dell’asse 7y indicata in
figura, risulta positivo:

T = 1000 kN .

1. Le mediane del triangolo equilatero sono assi di simmetria
retta. Quindi il baricentro G e il centro di taglio C coincidono
entrambi con la loro intersezione. Inoltre, esistendo tre assi
principali sia di inerzia che di taglio allora tutti gli assi sono sia
principali di inerzia che principali di taglio. Essendo baricen-
trico, I'asse 7y, retta d’azione del taglio, coincide con l'asse di
sollecitazione s della flessione associata al taglio, mentre 'asse
neutro n e baricentrico e ortogonale all’asse di sollecitazione.

2. Essendo il taglio T simmetrico rispetto all’asse y ed essen-
do l'asse x ortogonale a y, lungo la corda individuata da x
la componente della tensione tangenziale ortogonale alla corda
stessa viene approssimata dalla sua media. Nel punto B, posto
sul contorno, la tensione tangenziale T deve essere tangente al
contorno stesso e deve quindi valere, ricordando la formula di
Jourawski:
Tyz TS

B~ cos30° 8 Jncos 30°’
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A" -1
Sy @ % H/3 |H
n o\ 30°
) G Y (T
H/3
_Y
Yy=s

B

- |
e tenendo conto che la lunghezza della corda vale g. Avendo
prescelto I’area superiore tra le due individuate dalla corda allo
scopo di semplificare i calcoli, come indicato in figura, il suo
momento statico € negativo e vale:

1 /BH\ (H BH?
* (22 () = 20— — _ 3
Sn 2(22)(3) > 2000.00 cm” .

Il momento di inerzia J, del triangolo equilatero rispetto all’as-
se neutro si puo invece calcolare come il doppio del contribu-
to di uno dei due triangoli rettangoli in cui la sezione ¢ divisa
dall’asse y:

Brr3
2H 3
Jn =2 (23—6) = % = 46188.0 cm* .

Si ha quindi:

(1000x10%) x (2000.00x10°)

— ; = —25.00 N/mm? .
200><(46188.0>< 10 )cos 30°

TR =

Il segno negativo della tensione tangenziale é coerente con il
fatto che la tensione stessa non puo che essere uscente dall’area
prescelta.

3. La corda AB non e ortogonale all’asse y di simmetria e la
sua lunghezza é piu grande di quella della corda individuata
dall’asse x. Ne consegue che la media della componente della
tensione tangenziale ortogonale alla corda AB fornisce un va-
lore che potrebbe anche essere inaccettabile quale valore pun-
tuale della componente stessa. Cio non toglie che la formula di
Jourawski é comunque in grado di fornire il valore medio T,
della componente della tensione tangenziale nella direzione v
ortogonale alla corda:

_ TS

Trz = =)

4 H]n
essendo H la lunghezza della corda AB e S;* il momento statico
di una delle due aree individuate dalla corda stessa. Poiché
per semplificare i calcoli si € prescelta I'area inferiore, come

indicato in figura, il momento statico é positivo e vale:
1 /B H\ BH?

I d 1y _bH 3
Sy = ( H) (6) Y 2000.00 cm?

e in modulo uguaglia quello valutato in precedenza e relativo
alla corda individuata dall’asse x. Poiché gcos 30° = % ne con-
segue che T, é esattamente la meta della tensione Ty valutata
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120° B
<x B
n G /
- 7 P
/ /// . / 1Z'/)
//////; /;;/// /// /7 7 / l///;/
/200 AT
in precedenza:
(1000 103) x (2000.00>< 10%)
T, = =12.50 N/mm? .

346.4x (46188.0x10*)

Il segno positivo della tensione tangenziale é coerente con il fat-
to che la tensione stessa non puo che essere entrante nell’area
prescelta. Si noti che la direzione ortogonale alla corda AB é
quella della tensione tangenziale totale in B, per cui se si utiliz-
zasse il valor medio lungo tale corda quale valore puntuale si ot-
terrebbe un valore di Ty paria 12.50 N/mm? , in netto contrasto
con il valore di 25.00 N/mm? ottenuto in precedenza.

4. La direzione della componente della tensione tangenziale
della quale é richiesta la media nel punto precedente, relativa
alla corda AB, € quella ortogonale alla corda AB stessa. Con le
convenzioni di figura I’'angolo di cui é inclinata rispetto all’asse
x tale direzione vale 120°.
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dove b & & spessore ol tatt 5 o la c\f}&nza dd
baciewrro ddlacea Alx) 1l asse nevtro ¢ S o il
momons et & 'aes N, Poiche Qs distanca 3
e inAwaJMe da v, tah equazione ( isulba essere
Rineate in X e ne risvika che claa(araw\ma Jllle. Vousioni
%av\%wv{ayj ?Am%o on Yrabro cettilineo a spessore
osante & Uineare.

S considens ora wn haHo refhy Qmo non ?a(aaQMo aQQ’A%

se newkco AcQQa C&gs{one assoa‘a}a &Q h%io. In k& ¢dso,
pec individvare Q3 gemericd corda dell tralto, 50 assoma Lo

A)S\’M\Z& x ques\’a AQQQ\ '\nh?,(sea'ome, J@QQQ inxea me=

Aia A& tFealto con 2’4%52 nzu\ro. DQHZl hh Qa CXB}'&VIZB
b Yl inTerseuone dlla ?(ima estemita® sl \'raH‘o,
[ o\’\\‘;QMQ. :

O le) =b(t—h)5 + 3,

avendo ancora scomposto I'area A* nelle due quote A(v) e A
e dove s ¢ la distanza del baricentro dell’area A(r) dall’asse
neutro.

S o & Q‘anﬁoQo bra 02 Qinea wedia ddl balo ¢ @lasce
nevko o /5 ' Q‘anaogo Ha asse v\et/Ho ¢ asse di soz@:

batauone doulta
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s sin/5 = %h sinol T+h sinx

Si ha qwmx& ianQ:

b sind (2 12} . C
5.00= 7 507 (F-W) + S .
Tal equaziont & quacirahca n X e qvm&x i cliaa(amma
AQS&L Fergioni normaQA' e Farabo&(o. Mavxca«\cio nﬁm\quaz[_o_:
ne ddlls Para\oojza il teemine Lneare in ¢, ne risulba che

Nd@% MQA Faml)oQ& Passa pel i Pun}‘o =0 y OWvelossid Per el in=
hersevione dlla Lnea media dol Falo oon Qlassenevtro. In
Cord%?omxwza Au \‘RQJZ ‘)\/V\\fo, ce RYFQ(\'EW 82 haHo, 6 ha

~_| n
5 asse Famona/

Auﬂq\m un MasSimo fef’clhvo Pu 28 \M\Siom T&V\awu'&@e .
@w&s‘fo & n acocdo co Qa\% c\/\e/apfravmﬂ bo H«?a Punb,
Q’L dree Sucrssive hamo AZS\‘QV\L& &%Q/Q\a‘;% n@vf(o cL 323«»0

o?\)o%\‘o ¢ ‘1\/““&;‘ il momﬂm*o g\'ahCo,in modulo, nzAd 4

Aim\'vwire.

8.4.3 Equilibrio in un nodo triplo

% comoidee; ! QciuiQxbr.‘o s Touravski di un
r\vo w cul Cm\vefaovxo Fre bl (w odo t(prO)- Se%w/vvc\o
A (onvemuous Wockeae p»'aura ¢ tevamdo coubo che
S Qe €' area Youde 3 zem ¢ dhe quméj Ua presonta L
evonbvali Yesiows normali von inklanza 0V oquiti brio de

V\DAO 074 OH:W:
~ Ty bydE - by dy-hy=0

U <,
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¢ ciu\'n(L(:
Tyb+ T b+ by =0,

Cisi s dlla risullanke Th qu\ao ma corda gren'cs
Misnandola  Plusso” dellh tougiow hmwuaﬁ« sHra=
verso 0a coda. Ne risulta che il Plisso ?r?ot)aﬁm " mafeﬁo
i un nodo h{FQo e vaDo.

N&N(s&mm}m r\u&ﬂh detho per on nodo H.‘PQﬂ vale per
UWN QV&NY\qVQ 3&-\(0 Y\oAO.

8.4.4 La sezione a doppio T

La Seuome Fre&mh’l Aue dssi ds gu‘mww;}r.'a e ciumt{,{

il CMro AA hﬁz;‘o COM(‘AA& con il Ea/{Mro. '\/d (dso i‘

i _

G=C H a>e

hﬂa&‘o sbbia quak reta dlazione Ca Civeq molia doll auima,
b Qimea media raﬂ;{@m}a 0 ase &i colloeitaione & mente
0" xge netto ?IQ‘ o\ (,AocaomQx 1¢ haﬂ.o & gimmetrio ri-
6@’{0 Nlase di ollocibazione €d emisimmetcico rl@‘m\ﬂ‘o
W sse wevtro. I &'aapmua delo tewe o Wﬁwa‘a&'
¢ Uineare quxao Qo ;e fafabop,{co Jéun%o L' qwiwng

con ase ddlla Paraona i Cpr{f‘)FWJQMZQ del bacicontro.
Le Yeusiows hmawu'&( Qungo ' quwima devono avere ome.
risvltante | %a%b‘o aWQXcab . Quinds | verso dele Femeiows

%QV\%QMU.QPJ‘ Quh%o JZ'aw‘ma clew; SR(L (gy\co(ciﬂ, SJZ Ve rso

T T2>2T1
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T h?g?;o. Tenendo conko che Flusso g@oba@e nes due
aodi Frigli dove essere aulllo ¢ e Qlage & slloeitazone

& A simmetia 6 deduee atomaticamente il verso Il
femsiowi \&rwgwu‘as?.i qu%o fo dli. Se Ty ¢ Ty seno

i wodvli dRQQQ Yornsiows bv\%mu'ﬂﬁl i vicinanza ded nodd
H{\JC} (fsﬁ@“iv’&m%kt M,Q,Ox JQA ¢ nell! anima Q’equaubm
& p@u%o/ CoN V V(i AA C\'%fura, cichiede :

/

f,e+Tie—-1,a =0 = /Cg=2§’{1
Q

dove e ed a cono ok spesser dolle o o dl'awima
r;s?LPrivgmenh. % e>a  che o Qo dfandad dele
Seuow 3 AoW{o T, Wora 1,>21 .

La wdssiwd fewgrous kaw(}wa&@@ Twan Ya o ha in cor=
r;g?wsza 10 iaberserione ta ase nevto e Rineg wedaa
W‘MN, dove {a ‘)ara\ooQa Fr@w}a 1 suo WmaSimo,

TIn ﬂ.y/@ 2 ancht r{?O(\‘EA‘o i quaa\(o AQJZQQ cioulbants J@%z
bowgous bﬂ%;zmanj ned vaq teathi avondo indicalo con T
1 modllo della risltante su mezza ala | che per cimmekia
od ewsinmet(ia o U‘BNSQQ per bbte 2 quattro lo mezze als.

'\’(’X CASo I\ haQAb &H)l‘a mvece (ianﬂ (@H'a (J'c)u'obu., QJ
e E&dwdrn‘ca para@ﬂqﬁa awk aQA a@m ' asse neutro
Comu‘AL (M Qa Qmaa mixa (Jzﬁl'w‘ma. Ancora, q hﬁﬁﬁl{o

AT e

— —
—_— - | ——

T G=C

s

e
S T/

Yn

¢ Qimmh{to n‘s‘)eﬁo aQQ’m & Qo@zc;bu'm o eowubimme=
teico (.‘sfaH\a Mage nevtro. T Aigaramma Ae,wl beugow

& Lineare Qunap Uanima e fambo@{w sl abi. T par=
biedace, il o\/;atbvrama Qung)o 0 quimg & nullo, Talalts

0'asse nevbro & ase i Simmekeia wquahnque area N ine
dividvata da uma (ocda Qvnao Lamma e qvm(L{ | momawko
Sabico Sf, & wollo. AU‘QMQ\HV&WM}Q, 13 QVe/nR@Qj ten.
Sion: %:Jmamuapi @w\&o g corda ddl'amima sono 6imme}r;
e cigpalto AW ase neto . Essondo Yalb ase di enuisimme—
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tea, }QQA foungiow \‘awgw\anA devono esere nullh.

G assi AQQQQ dve FaraLopz toincidono entrambi o € 'asse
neteo. 1€ 0ucso @W\ao Do aQA , 4 4ifPeronza A caso f(@__
cedonle , ha Soanpre O shesso verso | porche 1| Flugso waao
Dawima & nollo. Tl veso dove essere in awodo con il

verso della forea di hB,PA‘o.

8.4.5 La sezione a L a lati uguali

La sezione presenta un'asse di simmetria, inclinato di 45°
rispetto ai lati, che contiene baricentro e centro di taglio.
Come gia visto, il centro di taglio € situato alla intersezione
dei lati. Il baricentro & invece posizionato alla intersezione
tra l'asse di simmetria e l'allineamento dei baricentri dei due
lati, e si trova quindi alla distanza B/4 dai lati, se B & la loro

lunghezza.

Si consideri innanzitutto il caso di un taglio avente quale

SN

— G
_B/4j_ C

retta d'azione 1'asse di simmetria, che risulta di simmetria
anche per il taglio applicato. L'asse neutro & la retta che
passa per i baricentri dei due lati. Poiche i lati sono inclinati
rispetto all'asse neutro, i diagrammi delle tensioni
tangenziali sui due lati sono paraboloci, con assi delle
parabole in corrispondenza dei baricentri dei due lati.

T TA2

-— -— -— . -—

- - - - -—

C TA?Z

Si consideri poi il caso di un taglio avente quale retta
d'azione la retta per il centro di taglio perpendicolare all'asse
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di simmetria. L'asse neutro coincide con l'asse di simmetria,
i diagrammi delle tensioni tangenziali sui due lati sono
ancora paraboloci e gli assi delle parabole sono in
corrispondenza del centro di taglio (dove i lati intersecano

I'asse neutro).

TH2

TH2

Si consideri infine il caso di un taglio avente quale retta
d'azione la retta verticale per il centro di taglio. L'asse di sol-

'T

I

\%Z*%

lecitazione ¢ la retta verticale per G e I'asse neutro ¢ il coniu-
gato di questo. Poiche 'asse verticale non ¢ principale di
inerzia il suo coniugato ¢ inclinato rispetto alla verticale.

Ne consegue che i due lati della sezione a L sono inclinati
rispetto all'asse neutro e che quindi i diagrammi delle ten-
sioni tangenziali sui due lati sono paraboloci, con gli assi
delle parabole posti in corrispondenza delle intersezioni con
I'asse neutro. Dovendo essere nulla la risultante orizzontale
delle tensioni tangenziali, l'intersezione dell'asse neutro con il
lato orizzontale della sezione deve essere situata necessaria-
mente nella meta destra del lato.

8.4.6 La sezione a C

Si consideri la sezione a C di figura, di cui abbiamo gia calco-

lato le caratteristiche inerziali.

o
16,
T -1
e
G

- H

& R
y f

Y
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8.4.6.1 Taglio T, passante per il centro di taglio m H
& Iy &Bz ; H
2% __i&%.ﬁ

5 ( (/ (L1

- ¢
) T j
Y % ¥ T\ H < Ta
y PRTNC) T gl
} giyx 2% £1IX
Si calcoli ora la tensione tangenziale massima, agente in
( g; ( 51) = — <§1 3, % corrispondenza della corda posta sull'asse x. Si ottiene:
S3(s) = — gt —{(F+s F(HH )—s} T, [ §BH |, LH°
2 ) T2 7% _ __ Ty (.1__ [Pl
© > Z T /CZ(O) §I\ 2 i >’
e\

dove il W m?(v\;vo significa che i] v da 1 e UCGW‘} e
) = 015 % &AQQ'ama A¥ Ao o Q\M‘W »\on %A@'Qﬁ di Sz(sl>
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B
"—" area A" per il calcolo di Sy (5,=0) T H
=<1 — - TJ 51 B + 52 - D .
HP2 “’“EXN
X G
Iy 2% WZR ch (ka«m(c\/& i szjw’ , N \PQ)\W}Q COVL}O c]/\z
AMQO ol anima ’Ugj = _ Inbabhi 1, ¢ Pos‘}wo se direto
s : T ) VUSQ 9”0 (QQ €H\TFQM}Q NZQQ/Q SQD.OV\Q) mm)f(e T,‘gy &
/vaax 2 (g BH + %) ' VOSI\V vo Ge &A(QHO Ve(o il 178930 Aah che quzshﬂ ¢
ZI D ociedtazione d Y-

i i e
rOQQ/&}O o{mg& ‘ QXPAO Ty a "QJCQ}B Faloe ds fagQ;o
o %l

% : _A P
J"Czjgza\sp_:—% 5;(51)52 C/S,_ /C_']—- —Z &1 51 ds —
-4 24 J_H .
L — !;- ' . 2 = %{2@5%—15%2 + lﬁgz[&gl; +282(4ﬂ2 ZZM Agk
H 2 ; )
= Tj— { &B 7 +7(2 - SZZ)} C/SZ _%
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AL f S H g,gn“ﬁ_sjw
i ) MZ 3 2
D

4 22
SH &Mz
t o g

145}

A i W B geut et

Bl e L ts T

g
_gLH_g_ SZHK + SzH
T 4xb 6x16 20x16

“

e infine:

N P N S s TL I T U AT
=7 {Zg‘“*ztsz&w A S’ZH}-

Si consideri ora l'esempio numerico sotto riportato, di cui si
sono gia calcolate le quantita inerziali.

‘;-‘__J(’_ A: 2820 mmz
LI . .= 30,44 mm
; 900 mw .
| ,= 2073410 mm
8.5 mm
] Jy= 3.405x10° mn*

100 mm

I valori piu significativi delle tensioni tangenziali, dovute ad un
taglio Ty = 5000 N, sono riportati nella figura seguente.

T= 044 N/mmt

A =366 Nfue w(\\
"
|

. F%,, i = 4B Nt
V
}

Ty=5000N ¥ b

8.4.6.2 Centro di taglio

Si individua ora il centro di taglio C attraverso la risultante delle
tensioni tangenziali dovute al taglio T, passante per tale centro.
Poiche la forza risultante e verticale i contributi delle due ali
sono uguali ed opposti ed equivalgono ad una coppia. La risul-
tante nell'anima deve valere T;,. Tale sistema di forze ¢ equiva-
lente ad un'unica forza T, passante per il centro di taglio C, per
cui deve risultare:

c

! _ /
7}4 = 7'H,
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e quindi:

e si ottiene definitivamente:

¢ 7, 4 ’

conformemente a quanto gia ottenuto utilizzando la funzione
di ingobbamento.

8.4.6.3 Taglio T, passante per il centro di taglio

d
=1 R
T/ll A |
:ﬁuw
S e & ¢
x
5, T’T'
S 7;/2
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Batee & h{;}ko seondo % 8.4.7 Sezione a Z
el Si consideri la sezione a Z sotto riportata soggetta ad un
')( _ f‘_ g gj_ ds = taglio verticale T = 40 kN.
. T b
U - 60 |
8
A 6‘I 2 )
:? 2 &612(8"&0—_2‘ )6{61 - ! A}
y b 1 |
H A
7 A
Dy H B ? 7
L1 0
2 x
120 >
Nel caso numerico citato si ottiene: O
Y = 2,906 . S|
] Y

[

A

. . . misure in mm
Fallore & }&zé&o w@“o B 60 .|
Poichd % o o oy Siw bog ol %Hb& CL }7/{,46 Vw‘%&o Di tale sezione sono gia state calcolate le quantita inerziali:
: Je = 464.419 cm?
1 &/vmv@/\l: )
k { J, = 36.838 cm*

X,y

Tn &\7} (3 ??( 0% , L j 5000 %1 d 'mfﬂyﬁ Cb }%”P/O- Come gia detto, la sezione presenta una simmetria polare,
cioé & invariante per rotazioni di 180° attorno al punto O,

ae = 24.12° .

punto che deve quindi coincidere con il baricentro. In tale
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565
| !
o n AV
o l K misure in mm
f
§
a 24.12
111 )x
7 91
X \ j
| 56.5 |

rotazione un taglio qualunque passante per O cambia di segno
(cioe presenta una emisimmetria polare). Ne consegue che un
tale taglio non puo provocare una rotazione di tipo torsionale
della sezione, essendo tale rotazione invariante e quindi simme-
trica. Il polo O deve quindi coincidere con il centro di taglio C.

Il problema puo quindi essere risolto sovrapponendo un pro-
blema di torsione con uno di taglio passante per il centro di
taglio.

Il momento torcente M; ¢ orario e di modulo:

M; = 40kN x 56.5 mm = 2260 kN mm,

T =40kN

G +

mentre il fattore torsionale di rigidezza vale:

Ji = % [2Xx56.5mm X (9mm)’ + 111 mm X (7mm)? | =
= 40150 mm?.
!
4
——
/() 2260 kN mm

Tz%

\fn
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Le tensioni tangenziali valgono quindi:

_ 226X 106 N mm
1™ 40150 mm*

9 mm = 506.60 N/mm?

226 X 106 N mm

)= 7 mm = 394.02 N/mm?,
40150 mm*

La forza di taglio puo essere scomposta nelle due direzioni prin-
cipali di inerzia:
Té =-Tsin og = -0.409 T = -16.36 kN,

Tn =-Tcos o = - 0.913 T = -36.52 kN.

Si procede calcolando i soli moduli delle tensioni tangenziali. Nel
caso della componente T, si ottiene:

*3 =8 = (9 mm X 56.5 mm) X

X | HELB 024,120 + 265 i 94 120 | =
= 31628 mm3
X 3
- 36520 N X 31628 mm 97 63 N/mm?
9 mm X ( 4.64419 x 10 mm?*) ’
36520 N x 31628 mm3
mm = 35.52 N/mm? |

"c =
47 7 mm X (4.64419 X 106 mm?)

13
n
)( // T —

S: =83 +7 mmXx 1112mm X [ 1114mm X cos 24.12° | =

= 41468 mm? |

36520 N X 41468 mm3

5= — 46.57 N/mm?
7 mm X ( 4.64419 x 10° mm?)

Per quel che riguarda la componente T si ottiene invece:

$% = S" = (9 mm x 56.5 mm) x

X —56.52mm X cos 24.12° - 111% X sin 24.12° } =

= 1581 mm?
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- _ 16360 N x 1578 mm?
®™ 9 mm x ( 3.6838 x 105 mm¥)

=7.79 N/mm?,

16360 N x 1578 mm?

= =10.02 N/mm?,
77 7 mm x ( 3.6838 x 105 mm*)

Sg =7 mm x 1112mm x [ 1114mm xsin 24.12°] = Sg =

=2824 mm?3,

16360 N x 2827 mm?

= — 2
Tg 7 mm x ( 3.6838 x 105 mm?) 17.90 N/mm~

Considerando invece la forza di taglio complessiva, I'asse di sol-
lecitazione s della flessione associata al taglio coincide con l'asse

T11

y verticale. Risulta quindi:
/\
Es =900 - Og = 65.88°.

Utilizzando la formula di coniugio, si ottiene allora I'incli-
nazione dell'asse neutro n:

AN 4
& =tanl | - 464.419 cm — 79.950,

36.838 cm* X tan 65.88°

Tenendo conto che 75 = 180° - (65.88° + 79.95°) = 34.16°, il
momento di inerzia J» rispetto all'asse neutro risulta:
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464.419 cm* x cos? (-79.95°) + 36.838 cm* x sin? (- 79.95°) Si ottengono cosi le seguenti tensioni tangenziali:
]n = ) 0 -
sin- 34.16
3
= 158.094 cm? . 1o = —2QO00NXT055 mi” __ _ g g3 \/mm?,
9 mm x ( 1.58094 x 105 mm?)
I momenti statici valgono: 3
T = 40000 N x 7055 mm — 2550 N/mm2,
11 56.5 7 mm x ( 1.58094 x 10® mm?*)
S§ =S7o = (9 mm x 56.5 mm x[ mm _ -2 M }
5 =510 = ( ) 2 2 x tan 34.16°
3
= 7055 mm?3, T = 40000 Nx 17836 mm” _ _ ¢} 47 N/mm?,
7 mm x ( 1.58094 x 10 mm?*)
Sfl =S5 + ’_7 mm X leﬂ ] X [ 111 4mrn ] =17836 mm?3 . Si noti che, come deve essere, risulta:

T =1T3 - Tg = (27.63 - 7.79) N/mm? = 19.83 N/mm?,
Tio="T4 - Ty = (35.52 - 10.02) N/mm? = 25.50 N/mm?,
Ty =Ts5 + Tg = (46.57 +17.90) N/mm? = 64.47 N/mm?.

ATTENZIONE! Si tenga conto che i risultati numerici preceden-

ti sono stati ottenuti operando in doppia precisione, con la suc-

cessiva approssimazione a due cifre decimali. Questo rende appa-
mm rentemente inconsistente la prima delle relazioni precedenti.

34.16°

s

262 mm

K(Z i
GR —

s
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. . qs . . Se la sezione presenta un asse di simmetrica e il taglio ¢
8.5 1l taglio nelle travi di sezione sottile P 5

) . . simmetrico e possibile scegliere due corde in posizione sim-
chiusa simmetrica

metrica, nelle quali agisce di conseguenza una tensione tan-

Se la sezione sottile chiusa ¢ biconnessa, occorrono due sezioni genziale simmetrica.

longitudinali in corrispondenza di due corde per isolare I'elemen-
to di trave su cui imporre l'equilibrio alla traslazione nella dire- 5
zione dell'asse della trave. Questo significa che si ha a disposizione

una sola equazione per le due incognite che rappresentano le ten-
sioni tangenziali in corrispondenza delle due corde. Tey bdX
X G ’E}Z LJZ
©
A | 5
TSZ Tsz
AX-
Yy
Ty
1, In tal modo le due incognite si riducono ad una sola e risulta:

. T a
g{%uz:? %ﬁ%&i«“& - @S:‘Z}Tj—’
(aqzclk A* X

dove S} ¢ il momento statico di una delle due parti in cui la
A sezione ¢ divisa dalle due corde in posizione simmetrica.
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Alternativamente, occorre considerare che in una corda
posta sull'asse di simmetria la tensione tangenziale ¢ emi-
simmetrica e quindi nulla. Ne consegue che una delle due
corde puo essere scelta sull'asse di simmetria, dove la ten-
sione tangenziale ¢ nulla e quindi nota, e ancora le due
incognite si riducono ad una sola:

06y
@uzzy—ﬂﬁM = 1 =
4 o o 8 A IDI;&

’fq:‘:c’z

N

Q)
=&
-

A 4

g

Si osservi che in tal caso il momento statico S} vale la
meta di quello del caso precedente, in accordo col fatto
che ora l'incognita compare solo una volta mentre nel
caso precedente compariva due volte.

8.5.1 Esempio (sezione scatolare di forma
rettangolare)
Quale esempio si condideri la sezione scatolare sottile di
figura, gia utilizzata in un esempio sul problema della tor-
sione, soggetta ad una forza di taglio verticale di 20 kN.

120 mm 110 mm
~ = I~ ™
gl . G L G
g X 4 X
[q\] (o]
10 mm A 10 mm
\ B Yy
l 20 kN l 20 kN
Si utilizza la formula:
. TS*,
Sz 2 b ]x >

relativa alla scelta di due corde in posizione simmetrica.
Risulta:

Je=2x 1M (530 mm)3 +
[230 mmr]
2

+ (10 mm x 110 mm)

=4.93733x 107 mm*,
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230 mm
2

Sx1 = (10 mm x 110 mm) = 126500 mm?

230 mmy 230 mm _

S o =S +2x (10 mm x 5 1

= 258750 mm? |

20000 N x 126500 mm?3

T, = = 2.56 N/mm?
17 2% 10 mm x ( 4.9373 x 107 mm*) S

20000 N x 258750 mm?3

= =5.24 N/mm? .
2x 10 mm x ( 4.9373 x 107 mm?*)

()

2.56 N/mm? R<
1 e 1
! !
! !
5.24 N/mm? l i
x Mool o of
! !
! !
! !
F A
1' 1
| D4
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