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Capitolo 1

Analisi cinematica e statica
dei sistemi di travi rigide

Gli spostamenti di una trave deformabile, come gia visto, si
possono scindere in generale nella somma di spostamenti rigidi
e di spostamenti dovuti alla deformazione. Se gli spostamen-
ti dovuti alla deformazione sono piccoli, da una parte gli spo-
stamenti rigidi risolvono il problema della determinazione di
una configurazione indeformata del corpo “vicina” a quella fina-
le deformata, mentre dall'altra parte le equazioni di equilibrio
possono essere scritte in tale configurazione indeformata.

Se le ipotesi alla base di una teoria del primo ordine sono vali-
de e quindi lecito utilizzare il modello di trave rigida allo scopo
di determinare una configurazione approssimante quella finale
deformata cosi come le reazioni dei vincoli e le caratteristiche
della sollecitazione.

Da quanto precede segue l'importanza dell’analisi sia cine-
matica che statica dei sistemi di travi rigide. Gli aspetti princi-
pali di tale analisi saranno presentati nel seguito.

1.1 Concetti
1.1.1 Cinematica

Un sistema di travi rigide é detto Ilabile se puo subire dei moti
rigidi infinitesimi.! Si noti che se un sistema puo subire dei mo-

L1 ’attenzione & diretta ai moti rigidi infinitesimi, poiché sono questi che forniscono le
direzioni alle quali le reazioni dei vincoli sono ortogonali.

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

ti rigidi, puo subire anche dei moti rigidi infinitesimi, che non
sono altro che la linearizzazione dei precedenti. Non ¢ invece
vero l'inverso, ovverossia esistono sistemi che possono subi-
re dei moti rigidi infinitesimi senza che esistano degli effettivi
moti rigidi, come la trave su un appoggio fisso e un carrello
di fig. 1. Infatti tale trave non puo subire un moto rigido poi-

R o

Figura 1: Trave su un appoggio fisso e un carrello

ché il punto fisso A richiederebbe alla trave di ruotare attorno
allo stesso punto. Il punto B dovrebbe allora spostarsi su una
circonferenza, ma il carrello impone a B di spostarsi sulla retta
verticale per lo stesso punto. E invece possibile il moto rigido
infinitesimo che si ottiene linearizzando il moto rigido di rota-
zione attorno al punto A, poiché questi richiede al punto B di
spostarsi sulla verticale.

Il numero [ dei parametri lagrangiani che definiscono il ge-
nerico moto rigido infinitesimo ¢ detto grado di labilita.? 1 pos-
sibili moti rigidi infinitesimi definiscono lo stato cinematico del
sistema di travi rigide.

Un vincolo € detto iperstatico o inefficace se puo essere ri-
mosso senza modificare lo stato cinematico del sistema di travi

2 Affinché le strutture civili siano funzionali, devono essere fissate al terreno e le sue
diverse parti fra di loro. Questo implica che non devono essere possibili moti rigidi, da
cui il termine Ilabilita per indicare in tale ambito i gradi di liberta, termine che contiene
una connotazione negativa. D’altronde la stessa osservazione ¢ valida anche per le co-
struzioni meccaniche che possono contenere parti in movimento od essere esse stesse in
movimento. Infatti, ad esclusione di ci6 che si puo muovere, alle parti restanti e richiesto
di essere fissate fra di loro, alle parti in movimento ed eventualmente al terreno, almeno
nel caso in cui non sia previsto il movimento dell'intera struttura.
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rigide. Se un vincolo non puo invece essere rimosso senza mo-
dificare lo stato cinematico del sistema ¢é detto vincolo efficace.
E bene dire subito che si presentano sia casi in cui tutti i vin-
coli semplici, interni ed esterni, del sistema di travi rigide sono
iperstatici sia casi in cui tutti i vincoli sono efficaci. Del primo
caso ne ¢ un semplice esempio la trave su tre carrelli di fig. 2a,
mentre il secondo caso e illustrato dalla trave su un appoggio

& b g D Ay

(a) Trave su tre carrelli

(b) Trave su un appoggio fisso e un
carrello

Figura 2: Vincoli efficaci e inefficaci

fisso e un carrello di fig. 2b.

Si considerino ora tutti i possibili gruppi di vincoli semplici
iperstatici del sistema che possono essere contemporaneamen-
te rimossi senza modificare lo stato cinematico del sistema e la
cui rimozione rende efficaci tutti i restanti vincoli. Per esempio
nel caso della trave incastro-appoggio di fig. 3, é facile verifica-

k 5

Figura 3: Trave incastro-appoggio

re che si rendono efficaci tutti i vincoli restanti se si rimuove il
vincolo doppio in B, ottenendo cosi una mensola, oppure se si
rimuovono il vincolo che in B impedisce lo spostamento oriz-
zontale e in A il vincolo che impedisce la rotazione, ottenendo
cosi la trave su un appoggio e un carrello di fig. 2b.

Sia g il numero dei gradi di liberta del sistema svincolato.

Poiché un corpo rigido ha 6 gradi di liberta nello spazio e 3
gradi di liberta nel piano ne risulta:

6n nel caso spaziale,
g= _ (1)
3n nel caso piano,

dove n ¢ il numero di parti rigide del sistema connesse tra lo-
ro da vincoli interni. Dato che un vincolo semplice toglie, per
definizione, un grado di liberta, se tutti i vincoli semplici del
sistema sono efficaci il loro numero deve ugugliare la differen-
za g — L. Ne consegue che tutti i gruppi di vincoli che possono
essere contemporaneamente rimossi senza modificare lo stato
cinematico del sistema e la cui rimozione rende efficaci tutti i
restanti vincoli hanno lo stesso numero i di vincoli,? detto gra-
do di iperstaticita del sistema. Si osservi che se i e il grado di
iperstaticita del sistema significa che esiste almeno un insieme
di i vincoli iperstatici soddisfacente la condizione, non che un
qualunque insieme di i vincoli iperstatici soddisfi la condizio-
ne stessa, come mostrato ancora dalla trave incastro-appoggio
di fig. 3. Infatti e facile verificare che tutti i vincoli di tale siste-
ma sono iperstatici e che il sistema stesso, come gia verificato
piu sopra, € due volte iperstatico. Rimuovendo pero il vincolo
in B che impedisce lo spostamento verticale e il vincolo in A che
impedisce la rotazione della sezione si ottiene il sistema labile
di fig. 1. Dalla definizione di grado i di iperstaticita, ne conse-
gue che rimosso un opportuno insieme di i vincoli iperstatici,
non € poi piu possibile rimuovere ulteriori vincoli senza modi-
ficare lo stato cinematico del sistema, dato che i vincoli restanti
devono essere divenuti tutti efficaci.

3 Attenzione: lo stesso numero di vincoli, non gli stessi vincoli.
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Se v ¢ il numero dei vincoli semplici, interni ed esterni, il
numero dei vincoli restanti, tutti efficaci, vale v — i. Ne risulta
allora la relazione:

g-l=v—-1i, 2)

che puo essere messa nella forma:
v—-g=i-1L 3)

Un sistema di travi ¢ detto labile se il suo grado di labilita
non é nullo. Analogamente é detto iperstatico se non € nullo
il suo grado di iperstaticita. Si noti che un sistema puo essere
contemporaneamente labile e iperstatico, come per esempio il
semplice caso della trave su tre carrelli di fig. 2a. Infatti i tre
carrelli a piano di scorrimento orizzontale rendono possibile
un moto rigido di traslazione orizzontale, e quindi I = 1. D’al-
tronde uno qualunque dei tre carrelli puo essere rimosso senza
modificare lo stato cinematico della trave rigida e quindi i tre
vincoli sono iperstatici e di conseguenza la struttura é ipersta-
tica. Poiché solo un carrello per volta puo essere rimosso senza
modificare lo stato cinematico del sistema ne risulta i = 1. La
trave su tre carrelli ha dunque un grado di iperstaticita e un
grado di labilita. La trave incastro-appoggio di fig. 3 ¢ invece un
esempio di un sistema non labile e due volte iperstatico.

Se il sistema non ¢é né labile e né iperstatico viene detto iso-
statico. La trave su un appoggio fisso e un carrello di fig. 2b ¢
un semplice esempio di sistema isostatico.

Un sistema di travi rigide ¢ dunque isostatico se e solo se:

i=0 e [=0. 4)

Si osservi che la relazione (3) fornisce la seguente condizione
necessaria di isostaticita:

v—g=0. (5)

La condizione non ¢ sufficiente poiché ¢ soddisfatta se i = [
senza che entrambi siano nulli, come nel caso gia visto della
trave su tre carrelli di fig. 2a. Se un sistema soddisfa la con-
dizione necessaria di isostaticita (5) senza essere isostatico ne
consegue che ¢ contemporaneamente labile e iperstatico con
ugual grado di labilita e di iperstaticita. In tal caso si suol dire a
volte che i vincoli sono mal disposti, naturalmente rispetto alla
esigenza di avere un sistema di travi isostatico.

1.1.2 Statica

Un sistema di travi rigide soggetto a generiche forze ester-
ne e detto equilibrato se esiste un sistema di reazioni vincolari
ammissibile equilibrante le date forze esterne. Si osservi che
tale definizione e compatibile con I'esistenza di piu sistemi di
reazioni vincolari ammissibili equilibranti le date forze esterne.

Un sistema equilibrato € detto staticamente determinato se le
reazioni vincolari sono univocamente determinate dalle equa-
zioni di equilibrio, in caso contrario il sistema € detto statica-
mente indeterminato.

La labilita di un sistema di travi non dipende dalle forze ap-
plicate, ma solo dalla sua geometria. Un sistema labile puo es-
sere equilibrato se soggetto a certe forze esterne mentre puo
essere non equilibrato se soggetto ad altre forze. In quest’ul-
timo caso si dice che le forze mettono in gioco la labilita del
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sistema. La trave su un appoggio fisso e un carrello di fig. 4a,
caricata da una forza verticale in corrispondenza del carrello,
e la trave su tre carrelli di fig. 4b, soggetta ad una forza oriz-

1.1.3 Moto rigido infinitesimo

Come detto, esistono dei Si%)rhm' cU \T&M ( \?5\& C\LL

?Qﬁgougo Csvlafpe, un  wolo (ig{io t"Vlr'{ui\’QL/Imo) Mmd  now

(a) Trave su un appoggio (b) Trave su tre carrelli un & o Wola (”25\ , come nel caso di ﬁg 1. Nel seguito

fisso e un carrello

studieremo in dettaglio lesempio riportato nella figura seguente.
Figura 4: Esempi di travi labili non equilibrate & p b & &

zontale, sono due semplici esempi di sistemi di travi labili non A C

equilibrati. 77%?«7' -

Si mostrera piu avanti che:

P

1. un sistema labile pu0 essere equilibrato se soggetto a certe
forze esterne mentre puo essere non equilibrato se sogget-
to ad altre forze;

2. i sistemi di travi non labili sono equilibrati per ogni sistema \ |
di forze esterne applicate; M9\fo n‘rg'ciy Mfm{\m«‘mg

3. i sistemi equilibrati non iperstatici, in particolare i siste-
mi isostatici, sono sempre staticamente determinati, cioé le A C n M}\Q l
equazioni di equilibrio sono sufficienti a determinare uni- g 2 Pg Hive
1

vocamente tutte le reazioni vincolari; %L L

4. i sistemi equilibrati iperstatici, in particolare i sistemi non
labili iperstatici, sono sempre staticamente indeterminati, \
p P 2 tm‘ehvw v\w\o n?f&o YMBQL 2 eugle w up\‘o n‘aﬂb ésq]m?z

cioe le equazioni di equilibrio non sono sufficienti a deter- LA :
¢ C ‘ ‘WV\}OC%\WWQ &IBC 1\ w}o C%\WWL

minare univocamente tutte le reazioni vincolari, un numero
. . 3o s . . swllla Ufw?uww P C & svm u(@wpermm P C h
delle quali pari al grado i di iperstaticita resta indetermina- ke A o B

to.
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Vedii o QQQQ(A n anQ cmse 1ala dabog
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m \f\.o‘}((o QWO/ gl Qom %P&\PQ 2 (3‘7(){@:
sodb 4 ona foreg verioaly aWAo—«wb in C.

F
B

A .

b de Rl Bza solle i fiow ¢
Gl bt dlla dathn s fdke
MQQ/(\ cigdwza de b raious Aﬂ% .;ﬂ»a?,.
A e e B gew ;v\?rﬁ;&: A exim'&lm,c
Qa Yoz F
3 c

-

Ky

-,
~

O«<—

A )
Tulabh s 0_7vi1®§L(io Ma ohzios dl talhe Ac
ot ?W\\o C, U s Ra dove pasare
o oo ome da Ry . Lo due ressiow
bovows essee ozl @ won possous quinds
qu\Mmfe Vo foces F vertioah .

C/{Ov\oﬂoswq | & ade AC e BC sow
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ta U&Hl‘im wﬁo.
Vediawo & aualizzace il aduny ome Gk
L citowd oo o ahe AC ¢ BC sow

kw&A‘wa)fQ .

Risulta:

C%nd oo
F o~ F s B v
2 Y S &S AN
Ra F

Ne consegue:

QJW\ P\A:CO

o0

G acia Wa oudlsions che pes 0" Sivaziau
N o Yodate « o b essiows vinglan
tondows AL whiate . Crag , ciod M& oudiziows
NIV ceirwoplm aes«‘ap.z M&a ashe p‘(@&l
| ?&atm Provock  (usepuente conahicle
taswabil omabo oo otk Mfw/ﬁo
lo wa Foaa woraalt qaude 3 piare. Vadizws
5 walizzee U sihagions i o £'ach e
Lferunbile sssidlmonke . Giawo i wn saso
n oo inuGQ_,{\mo w xale vl mﬁ‘gwgz
Ziowe 40 ¥orwka (MLQQA @w@i%«mv‘m‘ inde ferush
L Qﬂw‘g&‘\;‘;o on %%i%\@) .
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configurazione R
P\ ' ‘ indeformata 23
A /
‘\ A C / /

Y danah intsgube

La configurazione deformata ¢ individuata dall’angolo & .

U&QWO Wk AC Ao
p- —2=€<4‘@§°‘>,

=Cosc( Ge o

mentre la reazione [QA vale:

Re= £ .
A 280
Ry L
o E2
!
Ry F

M@ 7&99@ finth :

R, 1

Tr = b
c{/éc:u{:

F
(’1—6&&)%?& =2E—A
6& oL O Y]((Dgo Fuo\ F_o(%';
, 2
ﬂgo(é\/o(, 1—@3«»{:%

Dvngivl:

Rvi

o /EA

gﬂ’ (b%%om ﬁvm&x VQ»Q.@Q/AK Qp GPosiw ‘0
W e C e U orzione R, cle rltomo;

Y/ F
= KQ:M/;
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l:
QA:?I”.

Q«' 3UW c,\»ﬂ QSL éls\rb SFIN @9\\'\1/(\( c(A C{NQ %’Mr&
A ?U(o bowdo di djowal(o ¢?O mw o Q ﬁuvxg/\v 350m
T el F=5000 N o E=2105N

O& OP“Q»&:

oL=241"
= 14,8 o )
QA 59075
0= A T 31416 = 188 N/mm? .

9\'@%&9 CL\/Mivﬁ 3((‘MJ)N QQQA (P«A‘QU%'\'ML,Q ct.,t,
A vv\9\Vo (23&9 mikwg\ec,mo vibue. Q?‘MW&
i\maﬂ-wxo f&@ VWA czé\w«v&m ?1@)% d piacefe.

DL pwde i vidh e sl deformabid
dh e o W“‘b o wobe delonugliva eHeHivo, Non
odo ;) wd 5t oo suce owclodee Mo Pore e
oo oo Lo Dbl (infiuesia) ek
siNeuny e QliviQJ\'\)fa)fQ , W u figuia viout
MMM)R\) W eacion de tendowe T iufiuito
A Nodew 2 o0 s alevolborg, mc&x?mwa
wooke Aokl Wl oo spplicate. £ otk
Mo Wb olvadose dalica o cotmeflanke da
st 7 Dbl (hitesina ) d situug
loenice o inforwacions vewsvaae ad evitare @@
Saziowt shaViche precade ; o, M ad alfroukarde
wecrmaie |
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1.2 Analisi cinematica dei sistemi rigidi piani

1.2.1 Centri assoluti di rotazione

%{Q Mo un Cprh)p = z{a \A'n(op/&l‘a J wmuovers: m%@uﬁ

ad un @‘w A nofMaQ.Q € G O‘QCmfbr{e EQ moko r»‘z,ﬂ(o

A ComumA c\i uwA “GQQAZ{O\UL (Fﬂ&l@ﬂ ZDQ r)1¢u0) ] t\J wia
foh’l/\'m(ﬁ\f\ofw RC\ wn d4s5¢ ‘)er‘zm(hco%fﬁ-aQ F{&‘&Q),

Nel caso di moto rigido infinitesimo, che & quello che interessa
nel seguito, il campo degli spostamenti vale:

L )0?&/3@(@\& :
vt f6x0-c) =0, (1)
SompR ([90@/\05‘@( se Cﬁ %Q ) iwb\/(&/@ i'Q

ko 2%9&)3 di foYaziova O} a65(a o'ueQ Vud’o o mh
?«‘%9 V\Q& \/\k9\0 (Ua,{c&o N

Tenendo conto del fatto che €y Xv, con v ortogonalea €y,

rappresenta il vettore ¥ ruotato di 90° in senso antiorario nel
piano ortogonale a €y, si ha:

@{X{szx(o-w = —0-).

Premoltiplicando vettorialmente la (1) per €y si ottiene
allora:

O—C = (}TEZXHQ

In wfw‘ :

Ue
£ & & - k{)j
o—c=;7001: vy |
e ucj 0

OWJQ;

do = ucx/f |
6(’. {’ Olw\}(l) d%’ﬁ&/*o Q r\o}o o P et un
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VW\}Q ?vapuvmzuk ) \MA:

g:: §7 fz
y_=kfX(P-O): o0 1,
B Y ()
e quindi:
Uy = — “P jp
y = g xp

Si noti che lo QYOQWO &4 o P\M}o Jvviene 1;0,1,“1)(;3
FQFWL@%WF 89]2}* szy'{vnafw}a AI,Q va\}o cwu’ nkte
CLZ mbam.

In \'(& vase il mo}o CL un Vu}o Jvviens
WwaMMQ ad wg dahf dicezione did mj&am
c\u, iv\c\ﬂitloa Ui ?vw}o iM?an'o ((JLQ Pf&)\o dxo. acqv\'sh quc[,a‘
il ona i conkee agobote & oziove . [EN dicezione &
indinduald  dalla direzioue o(\fuas«\ah ad U, .

Tu alka *ervvv&wi/ qva/ngcluz @y dod fsers di e
\n(a/QQzQx o{’}(\?pMQA' a4 Ue capia J!LQQ/A ?{ofﬂ'm\ di essere
ar}oa,w@ﬂ %o @va A vwo ?\/Ap,wwive ded guor r)uv\}‘l)
(Aot ?}96& dolla stecsa (rofheh‘ AN yc[& | Reuie 4i rete
prepeo i gm}ugw 1 ko essolhe 0wl vaso Y #0.
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1.2.2 Centri relativi di rotazione (n'crr‘dj, p&r es. il conpo 4, E’JQ)HG ©rpo rfgfdo/ i cbq?of/
(‘ CQAA-} o) Vo O fo) o
Ciawo oca dabi due ccpi f'ﬁ*‘h wng&)ﬁ 4 gf?ﬁféjﬁ@ o ative Oy 7«/&& ko 35500k
POV AN e ¢ aa( o Praduwo . 91‘311/70 O - L. )
\ cw}(o acr,oQJo A} w wdbo r.y&o‘)c{ﬁQ Friww orpe Zﬂ( TQQ’L &2%(100% YVQ\ OHW% %DV(GWW“{Q @
O‘L ;I aw\}(o acspeu!“a Aivnwllo (.'a,;({o M %@b@rﬁ» Ayo_ w\{ ([8,.'5\,«' WA \M‘o n‘g,{c(g S%avo r,?,uf{
a TWQQ,O (L U &Qa a(mz (,vr‘x ru‘g‘c(.«' M.‘a}o c[,‘

\ g - U= 4 (P-0)- §x(P-0,).

e %
0

~

Yyo

e, per il momento, sia () y # OZ « I campi di spostamento rigido

dei due corpi risultano:

U_:Lﬁx(P'OO; .‘fi=%¥(P—OL).

I vV\}; 2 ‘39?9 { u\,{}; I;Q/QQ@ W 2 0102/
(i\w(i)t} a\grﬁm}i E,Q% gq?m{q fz:él; ﬂ priwg ¢

pei R e()am'q ri%,{&o B cends. s biscows per” e_ﬁgﬂo
(&Qf\ c\tum m\i oo 8 %Wo ujg/‘\ @H%a Airru'owt
e QOQ,O UNo M\QQA ?.M}‘.) Aﬂ)f*O CL\A}(O (l&r"l‘\/o
((&Axwo a& v\u\o A doe (Mfi)} §vbisce )P@( e,ﬁpd‘\\o dun
Am w\p\; ) Qo shsso QFQC.WQ. 92 "l vao}’o vieud
o(Q%C,riHo M w o%enfa}o fe oomesse acj v c{u A,ue @rﬁr‘

e
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AV\Y\\IQQ&MLO bQQ QS‘?K%M. [ onG»U-- {'] Cw\}ro (MXNO;
Y, K0, 00) - 9, x(0,~0y) =0.

P‘)“C\'ﬂ/\, Pl AQH‘O) f‘ CD'\XX(Q fVaQ/n!}ivo a\m%ﬁlﬁm’“}l &”@h

oot aolki i puet pore
Q= 0, = (0,~0y,)
J{%-Ol: /B(OZ~O1)
0,0y = (=P)(0-9) = A=pp=1.
Risela
P & x(0,-0r) =Y, sz(OZ—OO =0,

Y, g x(0=0) = (s=1) 9, & x (0,70

?

Oiorc\:

6
('PL— LF1

HE0g > =

e dprinodu doe wrpi Swbisce o baslazione 4
o rdhive cae o dla fszwhcoﬂ/ace
aQ,Qp g?osbuxsw)io &,Q. fn'u\m c{;u“({uz cy(rn' h’acciah ’;zr

;( Uw\}m 89’70%0 dl& Szm&g wrps, o{oe\ '@(,e_ adalon
SUQQ/& &x%&u\%ﬁg\a P NP v asolk; Oy ¢ 0Oy
<LQ/; I{LFAQA (\ V[iv\w b\ iw\)‘?(ofﬂ'o .
M9\0 W%\ivo:
%:‘jﬂ"( “0)-y .

Qﬁ}h quindi:

YZX(O1}2—OZ):M1 ) ‘01;2_QZI = |

1

1<
=S|

gﬁ/ % = sz: {? MO}O raﬂ@},‘m detowmg ¢ 'é@rr‘e%'wg:

<

U= {X(Oﬁoz) = CQSI' .

Ta,QQ est%M faﬂ)(twb uwWq }QSQ/«I?AWL 0(“089\%&
M cou%«'vvxawe 0,0, . Ne risulia qvw\dx un
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/s /
/
d

cw}(o WW\'VO iwd?co?n'o iv«h‘w‘c{ua}a i@ﬁ&q o[u@vou

lla mugfmﬁm}a O,—Oz/aw,om aQQA‘uo/a\o owi ekl assv&h,

Co bbb o due : orpi Svbiseono vn molo n‘éa'c(ooll'
fras%ziowe/ cioe oo IR ¢ due  conki @ativi sono ’W{)“’f’ﬁl
[ wote edatve 2 auwna wa taslazioue :

U=, -y,

Essudo b i conber twnpropar, il o elative
2\ dnlord QQQA»\%L on cw\}ri QGSOQAJ (%Wo
Q,uv%g la o iuwe(o‘)(\'a),

Supponiamo ora che O; = 0> = O.
Nel caso di O proprio, se i due corpi subiscono una rotazione

O

: 0,
On\ o

di ampiezza diversa allora anche la rotazione relativa avviene
attorno allo stesso centro e risulta O;» = O. In caso contrario
non vi € moto relativo e non esiste centro relativo.

Nel caso di O improprio, se i due corpi subiscono una trasla-
zione di ampiezza diversa allora anche la traslazione relativa
avviene nella stessa direzione e risulta, come nel caso prece-
dente, O; > = O. In caso contrario non vi ¢ moto relativo e non
esiste centro relativo.

Nel seguito si riassumono le condizioni che devono essere
soddisfatte sotto l'ipotesi di esistenza del moto rigido infinite-
simo di due corpi.

1. Due corpi in moto rigido definiscono due centri assoluti O;
e 0> eventualmente coincidenti.

2. Se due corpi subiscono un moto rigido relativo viene de-
finito anche un centro relativo O », altrimenti i due corpi



14 Capitolo 1. Analisi cinematica e statica dei sistemi di travi rigide

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 Prof.Daniele Zaccaria

Si muovono come un unico corpo e i due centri assoluti
coincidono necessariamente:

01 = 0.

3. Nel caso di moto rigido di entrambi i corpi con moto re-
lativo tra i due corpi, i tre centri , che necessariamente
esistono, sono tutti e tre distinti e allineati:

01+ 0> # O12 e Oi, 0, 01 allineati
oppure tutti e tre coincidenti:

01 =072 = 0.

4. Se un primo corpo ¢ fisso e un secondo corpo in moto, il
centro assoluto del primo corpo non esiste mentre il centro
assoluto del secondo coincide con il centro relativo:

O; non esiste = 02 = 01,

poiché in tal caso il moto relativo del secondo corpo ri-
spetto al primo deve coincidere con il moto assoluto del
secondo corpo.

1.2.3 Allineamento dei centri relativi di tre corpi in
moto
Siano dati tre corpi I, II e III in moto relativo tra loro. Que-
sto implica l'esistenza dei tre centri relativi O;2, O13 € O3
corrispondenti ai tre moti relativi tra ogni coppia di corpi. Si
vuole mostrare nel seguito che i tre centri relativi sono tutti e

tre distinti e allineati:
O12# 013 # 023 e O1p, 013, 023 allineati,
oppure tutti e tre coincidenti:

O12 =013 =033.

ImpaH‘f , 6 Govr c’b{ }(4 w\o} wn wobe (13/16(9
Qﬁff’ﬂ\/o e ff‘:a(\fi ‘P(WY\O dix CO(FI

COI/S'\ (3240  ofipnariad. TQ n%u 6 & a 1 prime

(?9 (%h Q\%So?r ( Mrl JQSD&/I\ i (ohzio«\u,
Ju r%m dve  corpi f'wm ecseqe 01/2 ed 01 3,
W(Q | M{O celativo cl(LQ Wfo FISUWQ, 9 qv(%"\

(lUQ, CWP’I f\S&/ €58 e 0213 VO‘I(,\-& V&Q V\U}C
Q car @\L}(n ’af,so‘w ¢ qvb@@y re%}qvo dﬁ/vmna essere

distinti e alhneatl oppure tutti e tre coincidenti, 'asserto ¢ dimo-
strato. |

i nohi c\uc,g Qg‘cs&w 3 Fr;or‘f Fee amker a%?u ‘
¢ e owki akivi soddisheuk 3@ Wineauand ta
e conte assdluki 3va§2@ia@i ol @(rispbwwt ceukro relativo
e U Wivesuwanke ta i te cuka clalivi ,af?ﬂpra,
Pecaka 4 prioct Lo (ehoue ) per espunpio i
Uns & \(&(9(?{ ; Somo dedueibili in catena G altee
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dve eNviowt M‘We g e d, . Precisaansnte,
4, deYerwina 9, avm%iw&@i sut \)uv\h 0, , 0
¢ 0, wmmhe g, deberwing ¢, ’31)}’9%7&"499{
9 quti 0,0 @ Oy, [ ehviow o g

SoW9  Seuz! &\\'ro in drmomsa pﬁ] QOfo. Impa\an Qg
%?ogwo (L OZ’) waap “Q ! A&Wc Clb
ce,u.)((( WDA\N( Q@QMO ‘Tg,m\‘e (/{)L vale ('?Z b, ,

e tale quantita, per come ¢ stata determinata \»fz, uguaglia u?l by>

che rappresenta anche lo spostamento di O »3lungo l'allineamento

dei centri relativi calcolato tramite "?1'

1.2.4 Vincoli e centri di rotazione

\/Mcwg{ esterni ¢ as@o&)‘\':

nown eqf%}‘?,

AN\

OF C/O‘.ﬂd(Ll o 1‘ Pvﬂ}o \/M(owo

us\‘wchL con i [:w.ko .'m‘a(o‘v(.‘o
0 AQQQ/A ditewione dwi P:wx&op/t

l ee{iace guﬂh cetha Faesamh
pef A Pm}o vin@%}o ¢

W% PMPW&‘@QM{ &PW ek
5@((\'%}0 cUlQ OaerQa

e\ wn ?W\}o im?(wfrn‘o



16 Capitolo 1. Analisi cinematica e statica dei sistemi di travi rigide SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 Prof.Daniele Zaccaria

Vincoi inlorms ¢ conil cdlghivs

nom  est G)(‘Q,

——

Y

CO{Y\CJAJ/ on i\ ?W\}o VM(P‘QQ}O

P—q ‘vwickt, i w\k ' opry
p—o s (ow O IWP(opfig
——-—5 Wl di rerions ?&m Fwwiﬂr{

o bg— — — Q. unO/A (d)fa
Coi‘é;uw}o, Q\Q%e A& Pmi{)&

—M————— N un Fw\}o iwl‘)rarrfo

1.2.5 Analisi dei casi possibili

Se i vincoli impongono che il centro assoluto O; di un corpo
coincida con due distinti punti del piano allora il corpo non puo
subire moti rigidi e il centro assoluto non esiste.

Se i vincoli impongono che il centro relativo O, » tra due cor-
pi coincida con due distinti punti del piano allora i due corpi
non possono subire moti rigidi relativi, il centro relativo non

esiste e I'unico moto possibile dei due corpi ¢ un moto rigido
complessivo:

0, = 0.

Se i vincoli impongono la non coincidenza ed escludono I’alli-
neamento dei centri assoluti e del centro relativo corrisponden-
ti agli ipotetici moti di due corpi allora i centri assoluti e quello
relativo non esistono o, in altri termini, i due corpi non posso-

no subire moti rigidi e sono quindi fissi rispetto all’osservatore
esterno:

01, Oz e Oy distinti e non allineati
= (04, O» e 012 non esistono.

Se i vincoli impongono la non coincidenza ed escludono I’al-
lineamento dei centri relativi corrispondenti agli ipotetici moti
relativi di tre corpi allora i centri relativi non esistono o, in al-
tri termini, i tre corpi possono al piu subire un moto rigido
comune e sono quindi fissi tra di loro:

01,2, O1,3 € O3 distinti e non allineati
= 01,2, 013 € O3 non esistono.

Se i vincoli impongono la coincidenza dei due centri assoluti

ma non del centro relativo corrispondenti agli ipotetici moti di

due corpi allora il centro relativo non esiste o, in altri termini,
il moto relativo non ¢ possibile:

01 =02+0;»> = 0O;pnon esiste.

Se i vincoli impongono la coincidenza di un centro assoluto e
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del centro relativo ma non dell’altro centro assoluto corrispon-

o o . . =4xY =10, U= 3x] +3x0 + 1x2 =14

denti agli ipotetici moti di due corpi allora il centro assoluto del » ,I

secondo corpo non esiste o, in altri termini, il moto del secondo acdl s lopio pendo 0
. o inberna

corpo non é possibile: "

Veliswo i cllllare § ahavers Lo doborwinguons dos
6 agsolehi e ativi.

Condizioni dovute ai vincoli:

01=012+02 = 0Oznon esiste .

Se i vincoli impongono la coincidenza di due centri relativi
ma non del terzo corrispondenti agli ipotetici moti relativi di tre
corpi allora il terzo centro relativo non esiste o, in altri termini, (1,2)
il moto relativo corrispondente al terzo centro non e possibile: T
% I I
(449 i (23)

O12=0:3* 023 = Oy3non esiste .
.
i b4 L34) X (3)
1.2.6 Esempio 1 \
Determinare il grado di labilita del seguente sistema di travi: i
: : (O (3 a)

_— Z[j@u : ﬁ ‘ T Due condizioni su (4) e su (3):
(4,2) T

!
, (1,3%4 L IIL =1 (2,3)

O

I
’7///%/;/_//./

4 1(3,4)=3)

% (74

|
N 7 Vo7 2z
(A.
(0 )l
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(3)=(3,4) #(4) = (4)non esiste:

T“IZ)
(0 L Ji L (23
i/

P A) .
Allinemaenti tra (1), {42), (2), tra ( 1, (1,3), 6),
(2),@%,03) etra (t2),(23 ),13)

. T(ﬁl) 2)
N ——
DIEN 4
AN /
. / o
hi4 \'\A/(3)
/7 !
(13)
! 1,3
(2) 3

Due condizioni su (2) e (1,3):

T 12)
o
I
(ﬁi\ T K//’ @3 U
. =
g4 \.. (3) \%
/ /I ;" ' 712
/ /)
e )’ /
S //’ !
(¢ V(1,3 ——d (13)=(0)
i
()= g 2) 2 (i) { ,3):_.(_2,3 ) Diagrammi spostamenti
0\ Y orizzontali e verticali
T ac QQ
pil I
44 ¢4
- 92 T
] ] | T
— &
A /AN 5
77/}
LFI

UNM\D%W\O

(FA(M}(Q (arﬁMgAM (c}auw Y & ﬂf)
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T C(IM/}'{( Aggpf;/%g/ (@?A‘h\/{ Sono L/VM‘VOC&M\W*‘L(J@%UMAM}I.- L‘J *fUH-V@
e\ und w@b Q;b,’f(@ ({ =) eunavolta iperstatica (i =1).

1.2.7 Esempio 2

(2),(1,2) e (1,3) posizionati sulla retta a
(1,2) e (1,3) posizionati dalla scelta di \.?1 , \fz e %

)

sz / Q} ______ a_
A % I 3 / I m [D
Posizione di (2)
seguente la scelta | o

di "fz edi L(J

12

(Vg
I

I punto Gela
scelta di
individuano (2)

I
[
1
|
!
!

U
T
\
|
|
|

' . 2 vin(o&

1 La scelta di @, ,

: quella di §, =77
, e §3, individua : E
i (1, 2) e(L3)

ISR 0y

%’
/

I parame,\r; Qag((ana,{ ani

e
- ~.

La scelta di ¢, individua
- lo spostamento di (2,3)

\.P‘ , bf, , lf fm;i ‘ch?no

uuvoc&mlr\\‘t Qa Gmgﬂ,vfﬂuou/ e & crs}*ema r:Su”B

qui«\ch P VaQJCQ Qa\wga e quindi 2 volte iperstatico.
4 e 2

. 1pest A
I posteriore a P

1.3 Analisi cinematica dei sistemi rigidi
spaziali

Scopo del presente paragrafo ¢ di determinare in generale i
gradi di labilita e di iperstaticita di un sistema di travi rigide
vincolate tra loro e con I’esterno.

1.3.1 Matrice cinematica

Siano 7 il numero di parti rigide del sistema connesse tra
loro da vincoli interni, v il numero di vincoli semplici interni ed
esterni e g il numero dei gradi di liberta del sistema svincolato.
Si ricordi che un corpo rigido ha 6 gradi di liberta nello spazio
e 3 gradi di liberta nel piano e ne risulta, come gia visto:

6n nel caso spaziale,
g = ,
3n nel caso piano.

Si utilizzera inoltre un sistema esterno di coordinate Oxyz car-
tesiane ortogonali per valutare le coordinate dei punti del siste-
ma di travi e le componenti dei vettori spostamento e rotazione.

L h-esina parte ega,w& | WL (o r;agcio b Bm{,
>k£ QA\)M\—&\ N (wug\ it Vvu‘*u O ("a/{c\.&ww/h
(MugegP WE h-¢siwa parte | Lo grpq%‘wn i on
?«/v\}o P ConuLss? r('\a{wo, aQQa h-esiuna parte



20 Capitolo 1. Analisi cinematica e statica dei sistemi di travi rigide SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

Prof.Daniele Zaccaria

X(p-0)

S \;uw\ Aoy esprivmsre i fowa .
£ gk (p0),

(LWL ﬂih) & b ﬁrﬂvhwm}" 6&9\ PVWko O P(’MSQ/,‘O
OMNLSS? r%\e‘m«w}t HQQA parte h—tsimd o Lf(h) Cl

v!)f\o«ﬁ (JQ‘UM &LQ&A parte h- —2pwp ).mlAfuMe,‘

o,
g\ CM%AU' ! aﬁ»&x\fﬂ v'n(ﬂ& mz«b) %»?Q)«Ca (—eawWg

rderwo od iwecw WL s llly parte \qu ks P).

Qia gi un v &QQA Lifezioue d(/JZQo spa% 0 %W&Qﬂz&l‘o

h.e;,.‘\u/(x parte

K-¢suwg parte

3
P

k’ﬁ‘w%}‘ﬂw}\)‘k 0 (o\‘a’a'cw\o,> im‘mdj.\'q c\&Q \/iv'coQo .
S& {\ v(w(,oQﬂ L-0amo ¢ \'r\\‘@mo) aob}z«d‘o, guﬁ& parti

W-eima ¢ K-esima n corr{e[)om&wm,&m?w}; PLm

%Kj i Ye(so C{Su Versof g‘(k) 4 Lf.-(m ver(g® ch”o )
L ) L \

moA.O \‘GQ!L e (ic,u\\ti :
()

o’

i svinalino oca Qﬂ diverce parti CQM?%Q,\L}‘ EJZ
h
sidewd . S om W,f ) &i wdicd la componenteéawoq?os\g“m}o

_l};(h).

meo il punlo Pl dicezions @ v verco di 17',0“, riwlha «
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( (
‘L(-:‘\:{ lzl(()k)+ hf(mx (P;M-O)R@LM ) (13>
%V ;(M (@ﬂﬂ%&h Und ?Foqw, oppure:

%gh) 3 U(m. gém ) (4 b)

v

9 ’lf;m mﬂ)ru,wh vuA {J&u‘w@.

Detto 1 i veWore dasls spdavanli (euealizzaki) ivw}nl({ﬁ}f
U | v .
A/J»{vinm&‘, di dimensione pari al wowaso ) Ag, \,{A(,@‘ ,

risulta:

= 'Cgm , (221)

s il vinoly -esins ¢t esfeno (applicaks alla parte h-esing ),

oppure:
(h K
= 'lb)+ ’19 ’ (21))

&\ \/iv\w& siwo & iv\l‘e(w ( &W,Qj%h Me parti heiug <
k—@n‘m&).

NO)QI‘ de s i V"V\UQ" L&A & m}unoj Y, Q}(h)
(awcﬁ%lh %%(%We rM.’m Aﬁ\n (v'%yeHo a K e

Sia poi s il velere c\e?))j %@’f&nwlﬂ ’MFQMLW( (Qé(a(ran_
iJm) & Si%‘(bm@ svinao,  di dimensione %/ = 6n:

[ 50
§ # TN
5

-

dove il generico vettore §(L‘) , di dimensione 6, contiene le
3 componenti dello spostamento g&m e le tre componenti della
rotazione \{m:

Poiché le equazioni (2) sono lineari, possono allora essere
scritte in forma algebrica nella forma seguente:
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r=As, @

dove la matrice A, di dimensione v x %,, ¢ detta matrice
cinematica.

1.3.2 Condizione di non labilita di un sistema di travi
N sidewd vindlake 7 =0. Ls (3) (ﬂwmsmh
Mo ow srclond owggo di v equazion ) 4
) n(yaw'\'a S .

Si puo allora affermare che:

Gudizine wasiads ¢ sollico s |
q{s\’w di equboion

As =0

>

a\)})‘Q s=0 q\/&t VMA@ QOPW,{W(, ovverossia affinché
il sistema di travi non sia labile, e\ C\UL QA %(é\*%%)m/a

C, AQQQAWA}(;M, A &l Wy/aﬁt 4 ‘(’)/:
C’A: %,

Poidr U = C O evidibe du dove
Y\Q&%@(‘\W’Q L U = %, affinché il sistema di

travi non sia labile .

L gl i A appesatans i vinodi. Co g
ipdi A Newhd per (pubingrione biunae
e altee igha L cm‘.gfwisw}e viwgo e
wtsontiale (Gt @ on vinely ipertatice) . Tl numero

: v )y

& (ig\u. b A QA\AWNM}Q &X‘)m&m}{ winuide quindi
o A grado di iperstaticita i del sistema. Lﬂ\ wfaH‘o,((c}M

CWQ&{ VV\Q}(ff»Q— A mﬁxt%‘h (( WW\Q(QAA‘ (59\& Ql'uﬁémmlli
indﬁ\?%&m}“’
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A - 1.4 Analisi statica dei sistemi rigidi spaziali

Ne risulta che il grado di iperstaticita L vale:
Scopo del presente paragrafo e di fornire in generale le condi-

L = J- CA > zioni affinché un sistema di travi rigide soggetto a determinate
forze esterne sia equilibrato.
eche g{s\fww b \'@v\ TN &LLIQQ se &
59@0 G - 1.4.1 Matrice statica
%/ = V-t . . . . o . .
Sia allora dato un sistema di » parti rigide e un sistema di

coordinate Oxyz.

G g > Ui=¢ il wmc 4 - C, (dﬂ)&m)g
& nomare & olrions s £ 0 Livesrwanke mgw&d;
{d gidans cmopus0 A s =0, det™ (aﬂ»resw)ﬂ i =
i di Labibls™ & cidewna:

h)
P(

h-estwwa parte

Ja:?f—CA:%—(v-L), *

, (h W . .
Siano F "e M, rispettivamente risultante e momento risul-

tante rispetto al polo O delle forze esterne applicate alla h-esima

trave. Dd‘tl poi RL Q/R(amfonenllc(ﬂﬁoﬂ (-9 eRuoul ;
. h

n éumv'm ¢ verse (L\ ’QL( )) Q«L Q;?mow vettoriali A

Qﬂ"i?itm MJZA parte  h—0siuua & Seivows :
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F("}+Z

- v

R =

v

Ri forzs
/
< (W) Wy (b h
ME“‘+ Za) kY i\(PL -O>XR;QE -0
Ri coppia Ri forzs -
(k)
P k
R
K-exwg
parte

) y f R %

(6)

H(Q\ﬂ Qﬂ souuatode §oUo @‘Mm u vM(OQA' che ﬂa«'w QUWA

lh-esiwa parte

Si introducano il vettore (SQQQL (220U viwc&&\r ) CMZ—

o).
]

-
I

b

Ryr

di dimensione v, parial numero di vincoli semplici esterni ed

interni, eil vettore AXLQQQ, Poree &QIPQA‘VJ"Q (MMQ),

di dimensione g = 6n, pari ai gradi di liberta del sistema svinco—

lato:

dove il vettore Sm , di dimensione 6, contiene le componenti della
risultante e del momento risultante relativi alla trave h-esima:

(h
A
(i
P
g ™ _ ) W
_ M(M

0x
(n
Moy

o

D;;Q,Qg 6) s OH;@AQ allora:
BR+ 5 =

1o

(7)
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dove la matrice @ , di dimensione g x v, ¢ detta matrice statica.

1.5 1l principio dei lavori virtuali per il corpo
rigido libero
1.4.2 Condizione di equilibrio di un sistema di travi

La (7) rappresenta un sistema di ¢ equazioni nelle v incognite
R e di termine noto il vettore - S.

F

Q\AC\A?AWJL WRS3na e g/jlﬁ.‘c/{mj‘»t 'QP%M\UL\ I\ CJS\TQAMAJ{
eqc/am‘ow; (7) nUA iw?(w‘h R &ww}h 99&3"0‘*‘1,
ovverossia affinché il sistema di travi sia equilibrato sotto
Pazione delle forze S, ¢ c\U; & m@h‘mg\m ¢
B )\? )i \T ‘o
& 0>fv\u'cL3 o Q/@ (A.\QHQ(FA“EOQ c. C(M \M/&h\cz, U %?os (Vg W&Q& (6449 R\Wre%}h &l M&
ga , di dimensione gx (v+1), TN oHiM MMA & QJ(\A%C& é\A UWo %Fowo m ac@rzlo w1 V;V\(,o)e'
orlandola oo i vellore $ e di (I%Ac\;\a‘ (%?OM{ a’M[Me
=G Sauwisaoili )

o+ Lavofo vithuat odhecro

L= 2 Feu

| oo
(o)

1l
|oo
In
oQ

= ZiFue + 7, (i (e-0)
=(%; F)u {2, 0-Ox B} ¢
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(3; o\*"w Q \QSVﬂcﬁﬂ'Mw
= @ T ”ﬁ\_.{

b R=%F o M= (-OF

oo cisalbacte ¢ womenko cisulRube & 4o
siftown b foca

Doindi ) se U o ww wm virkale riza‘c(o
¢ Fiow stosa d forze Q7V;@'Lm}o | Davero
e & nulll:

Inversamente:

L,=0

wowepvw = g=o . M=0
\/r}u&ﬁ& rg\»(io

ot R dake on St i Ai fere am;ﬁm}e /
1 Qoo vicve ederns & nllly por oo SWA}O
dhale (;W'é\g Mo 1 sihews & Pocz 2 in
suilieio
Lk s Le=0 g o sph
bl | sl
Reu +Mg =0

?d QO(TM Ue 14_; Q/\?Q\‘C\Q\ Ue e LP SoN tlm(,u:

FWM[ ?m Qoro/m Cwss?-aw {v«mz«ha)leL Q‘lqserk .
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1.6 Dualita statico cinematica %bf we E‘ff‘&%}¢ :
-
VCBQ;W o(d o\m‘v\'f&q& o\&Q_, : LL = S 5, |
R = AT W‘{ LR QHD“Q‘%W‘}Q i\ P/‘W°’r° AQ/Q.QQ (ed-ziows vivx(p&{;:
Le= BT r

IA% S0 B e S rLJQv(LH\W‘ ?MUQQC/IW&W{

Teugt f{Wg}C clc e I #( QQ (eqviows nlan
i cidene dibavi svineolake. Ge @ pous :

%«ww e c\u.'-\ GAM §} r o cwj(/«/buh, \)z(

S = - 5 B ’ A . )
(6) r_ A | gigia &Luo, ma aon Jo e\/ MM b QA& vinoliko.

’ %%lh ,Vh‘f/&z%wb Qz (é) :
1 cotons & Forz B/ S o Q?V{QJL@/}D e il

C/ﬁk@\u/« Ai %M: r, A szfuw}g, PC{
;Q %C&M %\/MMO. @u\'»\b‘/ sz( JQ P({uu‘ﬁo A 5 b 3

i ‘r T
Davor: vidali 4\7&%}‘3 3%-%4@9@ Ham swwo@h/ =R (4 -8)s Q,

dove essedd s

LL+LP\:S§+BI

19
I
i
-
,‘
o)
-'
w
+
[
—‘
>
It

opwi vehlor B e S evfud,{ A—&T:O
L, + L, =0, e ? B

&9\/0, LQ QW,«NX@ '\Q &/\/c(o c\,( \u\‘}‘l «QQ POF&

come volevasi dimostrare.
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Una owpauanze di o rﬁPrf(’}l»\ e’ cle
C,=Cho= V-1 .
N exso & obbva Labile | cive™ o
g > U-L =G,
Vogilibeo dipude dalle oz 8 (5 e aguilibao e
S Mlisrnanke bipndade do vt il i ).
S invea i sighowa & Tav van o> Oghile ¢ 1%@*5,;0
¢ ot fmbi& pa'o\u\ i ol caso
g =0 =v-1 =V,

¢ Q/CJ (/&@H@(.‘%I% c(lw/d Wﬂ‘& o/‘&&h 50 h‘w”?

(]

s| b R 15} =d0

[t

B v 4 4

nesaridmot pad a g ) v ipeudon lwente da S
Se =0 o £=v P Lilev ¢ soslip
2 ) sitewa & o (5) e g ¢om g
colziont. Qe iwvee (=0 ¢ & =U | s
Lt o Babile ¢ % ) awwelte o e
o 5ot cision el caco Co=Cp  mathre
tow awadie cokoziows se Co=0G+1 .

Ge (40 ¢ g=v=i, Ledowa &ilau
> gt o | sieus di guziow (5) awwolie
co¥ slusow , iod { vwmito di sollaiow Liveanade
dipdsni (gob di indorwingioe. dilicr) @ pac
X olo di edahiala 1.

e 140 ¢ g = vu-

%\(\M\,Q 0 QA’LPQL ¢ fo
sy & eqasiows (5) awwale 00" colimiows < C,=G,

W@ o ot oluzions s C,=CG+1 .
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1.7 1l principio dei lavori virtuali per i
sistemi rigidi vincolati

Dale wn ﬁi%u/d AA}M riéA'C\L vfﬂ(owo oM V\'wcﬂef
(mfexm‘ e UZ]’W) (i%&l )L\Q@‘@@Q« er.'v{ di &H?'f"o,

(;Md]\'o?o«m WSS aid o qullpfoiml’e/ ?z[ Q‘ ecﬂ‘s)(mwa AA

o sden di eaziow vineolari i equilibrio con um

ko 59 b forze osterme applicale & e risulki:
L. =0,

por opi spsasnde vichale W sidens ((omgakbile

o 1v vindi di na,;c\i\a\ ¢ on i yinols iwlenu ed

erni) b on L o inbeuds iR Cavoro 4l

gv& ?orze QS}UMM%?’QM)% <(V\ '\H,Q 2154 Qz redei ot

viwtﬂb}f"\ now ‘NaQ{W Qéwofo) )

) Mol P ipfeh o= As =0 ¢

-/

Amo(um/ Ve Lo & paiow w‘rmﬁﬂﬂ', due
de RTr el Quids L, =0.
2) Slficiensa

Gia quinds L,=0 per Sl sabowa du
spostauul @?m}a ow i vinols di (;3,{&;\1\ ¢
Cvini ierni ed osernt | quindi ol dhe 1= 0

cio®> ¢
@} As=0,
\/oaféxw mostae HQQm die | sishs & Forze
Q eqviQ/iLmJo, uol® e v cp(r’isywiw?a AZJ{ Cxis\‘wl/a
A)\Yorae QQ\‘Q{hQ g ' PﬂnL.Qz C(Q}?/(W(C vn
sdowa & renzian ROfele g

BR+ P =0

Pe( w m\ro horeu,(,a CL &Qafolxﬂ cio ¢!

sz‘&\km ?o%il;iQL Le. &J ma}n'aa & e @A
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watie B, duei oftiene da B oOaudola con
%erwuwt no\'\' i k@vm QA Gﬁsﬁq GMAHMG\;C/A.

oo
()

il
oo
I
3
190}
oQ

Rice STQ = L.=0 per .‘Fo\‘%{} ¢« As =
[k( C’W‘ﬁﬂw% & ]/\A) i A\QY'\W\!VR :
(8) B, s =0 .
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G b (f) ¢ (8) sowo s e due cisteus
& equaziow omo%,o)nﬂj nelle mcoaw‘h s, qv&%l‘f
due sidoni Wawe Qo clesse sobbeiowd (clUL oo ok
sposkamuni $ mgwm}x‘) ¢ quind Bl B
haww o dessa cacablecistion
Quso et o e Teorewa & aQ%p)ora cbe dice -
“Un wehne M ¢ o s odals M,
& oliow x%gunawcb un vettore (igd W rghe &
M hanw G sl caaltedistica se ¢ 96 <«

i due Gistewd & Q&I&/A?,{owi owxo;awp,{ assoda/\ﬁ :

(\_/\%:O ¢ ‘\_/‘O§:Q/

mﬂ& inwxﬂ'&t X oo & cksse soluziowt.”
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Esempio
"
b ) ‘!
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! N\ '
[ 1 N | 42)

QL N I A
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! CSA‘ _ZLF'%
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1.8 Esempio sull’analisi statica e cinematica

- AJ g
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O A\ N f-
777'&/77 {7 £
- |
F\V\&Qj@«' o'nma\.'c@
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g Y
ot
gy u® -
© @

”z1=u§
t,=§
= uS
b =u® %y ’
YL B 4
e e

0 o0 o 0 0](uwW] (o)
0 1 0 0 0 O ||u )
o 0 0 1 0 04%’@ :<O>
o 0 0 0 t 1% Ul)c@?

o0 -0 -t 0 g || ul 0
0 0t 0 0 -ty L0

(&MQ;L Cm)im é\A (€c‘\ua'm ’a s\lﬁo J(ijfo | M}o O , 614
pel’ i (Q{PO (.8\(\9 @ C\Lt per civé,% @ Qi V)o}{cl’\e
% WA)((CQ (\/(\I\,Q)\MA){\'CA }\Q AL\UMMQ vaj&) Q cha (iva\(l,(
'\\ St 0(» qvauw{ ke @opwu'w' non nvllly .
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ML [P\1+R5+F:O
18 (na — 38 naa — oh riaa:@“(.’éa)% R2=O
s (vaulda @L ({8\\9» A\QQQA M\Af(& OWQMVA/\"(/& oU Cong _R5Q + Ry —F{ =0

: 4
Qneamw}t inzb‘yww\ . Q3_R5 ~0
AMQXS{ %hl}\%] R4=O
——5—»% R L+ R AR =0
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6 e oo o0 oo ot 0]fe) (F 0
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Yoo 1_e 6 0 v 0 -t ofR(TYo [0
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00 0 bt (0] o
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Inoltre:
(5“ r.‘a;)%— 3* fga = 6‘*(.53

OXJ{ —_ <—F{> # () => sistema non equilibrato



Capitolo 2

Statica del sistemi piani isostatici

2.1 Curva delle pressioni

Le sollecitazioni che si trasmettono attraverso una qualunque sezione ret-
ta di una trave piana equivalgono alla loro risultante agente lungo una ben
determinata retta d’azione (asse centrale del sistema di forze) oppure, se ta-
le risultante é nulla, equivalgono ad una coppia. Escluso quest’ultimo caso,
ad ogni sezione retta di una trave piana corrisponde la retta d’azione della
risultante delle forze agenti nella stessa sezione. D’altronde una coppia M
rappresenta il caso limite di una forza F avente braccio b rispetto ad un
punto P del piano quando la forza tende a zero e il braccio tende all'infi-
nito mantenendo costantemente uguale a M il prodotto Fb. Ne consegue
una “forza nulla” che agisce secondo la retta all’infinito o retta impropria
e quindi ad ogni sezione retta di una trave piana corrisponde la retta d’a-
zione, propria o impropria, della risultante delle tensioni agenti nella stessa
sezione.

La curva delle pressioni rappresenta 'inviluppo delle rette d’azione delle
risultanti relative a tutte le sezioni rette di un sistema di travi. Tale stru-
mento grafico sintetizza, in modo qualitativo, le sollecitazioni cui una trave
e sottoposta.

2.1.1 Tratto di trave non caricato

In un tratto di trave non caricato direttamente la curva delle pressioni
e rappresentata da una linea retta, poiché in tal caso I'equilibrio richiede
che la retta d’azione della risultante non vari al variare della sezione retta
considerata. Infatti, due sezioni generiche di tale tratto individuano una
parte di tale tratto caricata solo in corrispondenza delle sezioni stesse e
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quindi le due forze che si trasmettono in tali sezioni devono essere uguali
ed opposte.

Se la trave e caricata solo da forze concentrate la curva delle pressioni
risulta, per quanto detto, poligonale. I lati del “poligono” delle pressioni
corrispondono ai tratti di trave tra un carico concentrato e I'altro (fig. 2.1a).
Con riferimento all’esempio di fig. 2.1a, I'intersezione tra la traccia di una

tratto AD

e

N\

tratto BD

Ra

(a) Poligono delle pressioni

Rg

F
N

(b) Poligono delle forze

Figura 2.1: Esempio di un sistema di travi soggetto ad un carico concentrato

generica sezione S e la retta d’azione della risultante delle forze agenti nel-

35
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la stessa sezione (retta d’azione che rappresenta un lato del poligono delle
pressioni) individua il centro di sollecitazione C.! 11 valore della risultan-
te puo essere dedotto dal poligono delle forze (fig. 2.1b), che rappresenta
I’equilibrio in forma vettoriale. La componente in direzione normale alla
sezione individua la forza normale, quella in direzione della traccia della
sezione la forza di taglio mentre il momento flettente dipende dalla eccen-
tricita della risultante rispetto al punto S della linea d’asse, oppure dalla
eccentricita della sola forza normale (indicata con e in fig. 2.1a). Il momen-
to flettente si annulla dove i lati del poligono delle pressioni intersecano la
linea d’asse del sistema di travi nel tratto di propria competenza. Nel caso
della fig. 2.1a, tale situazione si verifica solo in corrispondenza delle sezioni
vincolate A e B.

2.1.2 Tratto di trave con carico distribuito costante (per unita
di linea ortogonale al carico)

Si vuole ora mostrare che in un tratto di trave soggetto ad un carico di-
stribuito q costante per unita di linea ortogonale al carico, la curva delle
pressioni é una parabola il cui asse ha la direzione del carico.

Dimostrazione. Facendo infatti riferimento allo schema di fig. 2.2a, dove la
direzione del carico distribuito e verticale e il carico é ritenuto costante per
unita di linea orizzontale (o per unita di proiezione orizzontale), si conside-
ri la generica sezione S. La quota di carico distribuito che compete al tratto
AS vale qa, dove a é la distanza in orizzontale di A da S. E quindi possibile
determinare, tramite il poligono delle forze (fig. 2.2b), la risultante che com-
pete alla sezione S. L’inclinazione di tale risultante fornisce, per definizione
di inviluppo, la tangente » alla curva delle pressioni nel punto individuato
dalla intersezione della curva con la retta d’azione s della quota di carico
ripartito agente in S. Si assumano allora due assi ortogonali di riferimento,
un asse orizzontale x generico ed un asse verticale y tale che divida il carico
ripartito in due quote, individuate nel poligono delle forze dalla orizzontale
per il punto di incontro delle reazioni Ry ed Rg. Detta f(x) I’equazione
della curva delle pressioni, deve quindi risultare:
df —ax

ax - tanx = N (2.1)

1A volte detto centro di pressione.

A/S:
y =

qt

(a) Curva delle pressioni (b) Poligono delle forze

Figura 2.2: Esempio di un sistema di travi soggetto ad un carico ripartito

dove « é l'inclinazione della tangente rispetto all’asse x e H ¢ la distanza,
misurata nel poligono delle forze, della risultante del carico distribuito dal
punto di incontro delle reazioni Ry ed Rg. Dato che la distanza H non
dipende da x, integrando si ottiene:

2

Flx) = —% +e, 2.2)

equazione che rappresenta una parabola di asse 1y, come volevasi
dimostrare. [ |

Nella dimostrazione precedente si ¢ ipotizzato che il punto di tangenza
della risultante v in S si trovi sulla retta s.
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Dimostrazione. Per mostrare che cosi é si consideri la fig. 2.3, dove sono sta-

a
N T T
SN
qa¥ "
T %71’2 (41 aa
lgz7 T ab
/ Yr v "
qb
Rs Y
S>
R 5 S
s A

Figura 2.3: Tangenti alla curva delle pressioni nell’intorno di un punto

te tracciate le rette d’azione ¥ e 7> delle risultanti relative rispettivamente
alle due sezioni S; e S» che distano b da S in direzione orizzontale e che
sono poste rispettivamente a sinistra e a destra di S. Le risultanti dei due
carichi gb intercettano su v i punti T e T, da cui passano le rette d’azione
¥1 e ¥». E evidente dalla costruzione che il punto di tangenza di » deve es-
sere interno all'intervallo T, T». Essendo la distanza b arbitraria il punto di
tangenza deve quindi stare sulla retta s. [ |

Con riferimento alla fig. 2.4, si affronta ora il problema della costruzione
dell’arco di parabola che rappresenta la curva delle pressioni tramite I'in-
dividuazione di tre dei suoi punti e delle corrispondenti tangenti, come gia
fatto per il tracciamento del diagramma parabolico del momento flettente.
A tale proposito si ricordi che nel dato esempio la direzione del carico coin-
cide con la direzione verticale. Si consideri allora innanzitutto che i due

q
Yat
P,
D B
w

Ra

Figura 2.4: Costruzione della curva delle pressioni parabolica

punti di estremita P; e P, della curva delle pressioni coincidono con le inter-
sezioni tra le verticali per le sezioni A e D di estremita del carico distribuito
e le rette d’azione delle risultanti in A e in D rispettivamente. Si noti che
nell’esempio di fig. 2.4 il primo dei due punti, P;, coincide con il punto A.
Le rette d’azione relative ai due punti di estremita rappresentano anche le
due tangenti di estremita della curva delle pressioni mentre il vertice E delle
tangenti si trova sulla retta d’azione della risultante del carico distribuito.
Per completare la costruzione a questo punto basta unire i due punti di
estremita P, e P, della curva delle pressioni, individuando cosi I'intersezio-
ne F con la retta d’azione della risultante del carico distribuito. Dividendo a
meta il segmento EF si individua il terzo punto P3 della parabola, mentre la
tangente si ottiene mandando per P3 la parallela alla congiungente P;P».
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2.2 Arco circolare a tre cerniere

Si consideri I'equilibrio di un arco di circonferenza AB di centro O, di
semiapertura 3 generica, soggetto ad un carico distribuito g radiale (per
unita di linea d’asse) e a due forze in A e in B tangenti alla linea d’asse
(fig. 2.5a).

2qR sin B

(a) Forze applicate

(b) Poligono delle forze

Figura 2.5: Equilibrio di un arco circolare soggetto ad un carico radiale

1 carico radiale ¢ simmetrico rispetto alla bisettrice dell'angolo AOB e
quindi tale bisettrice coincide con la retta d’azione della risultante del ca-
rico. Sempre per simmetria, le due tangenti in A e in B si incontrano sul-
la bisettrice dell’angolo AOB rendendo cosi possibile I'equilibrio (dato che
condizione necessaria per I'equilibrio di tre forze é che si incontrino in un
punto).

Poiché la risultante del carico radiale ha retta d’azione 'asse di simmetria,
é sufficiente integrare la componente del carico in tale direzione. La simme-
tria permette inoltre di integrare solo su meta arco. Con le convenzioni
di fig. 2.5a si ottiene cosi:

B
Q= ZJ qcos xRdox = 2gR sin B. (2.3)
0

Come puo poi dedursi dal poligono delle forze (fig. 2.5b), gli sforzi alle due

estremita A e B dell’arco valgono gR. Sinoti che tale risultato é indipendente
dalla semiapertura 8 dell’arco.
Si consideri ora I'arco circolare a tre cerniere di fig. 2.6, soggetto ad un

Z

Figura 2.6: Arco circolare a tre cerniere soggetto ad un carico ripartito radiale

carico distribuito radiale costante (ancora per unita di linea d’asse).

Si sconnetta in corrispondenza delle tre cerniere (interna ed esterne). Per
la soluzione precedente, ¢ possibile equilibrare i due archi con delle forze
tangenti alla linea d’asse, di modulo gR indipendente dalla semiapertura
degli archi, come indicato in fig. 2.7. Le due forze in corrispondenza della
cerniera interna sono quindi uguali ed opposte come imposto dal vincolo.
Essendo soddisfatto I’equilibrio e tutte le condizioni imposte dai vincoli,
lo schema di fig. 2.7 fornisce la soluzione dell’arco circolare a tre cerniere
soggetto a carico radiale.

Si noti che I'arco é soggetto alla sola forza normale e che quindi la curva
delle pressioni coincide con la linea d’asse dell’arco.

2.3 Cenno all’equilibrio dei fili

Come gia visto nel caso dell’arco parabolico, la curva delle pressioni non
dipende dalle linee d’asse del sistema di travi ma solo dalle forze applicate
(forze attive e reazioni dei vincoli), almeno finché la forma della struttu-
ra non influenza le forze applicate. Si consideri allora un filo inestendibile,
ovverossia un filo che conserva la sua lunghezza. Essendo indefinitamen-
te flessibile, il filo pud essere internamente soggetto solo a forze normali
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~\

24R sin (% - Cp)

@w

TqR TqR

Figura 2.7: Reazioni interne ed esterne

di trazione, dirette quindi secondo la tangente alla linea che rappresenta la
configurazione equilibrata sotto le date forze.2 Ne consegue che se si at-
teggia un filo inestendibile secondo la curva delle pressioni determinata da
dati carichi (e reazioni vincolari) si ottiene una configurazione equilibrata
del filo soggetto a quei dati carichi, almeno nel caso in cui le forze normali
sono di trazione.

Quale primo esempio si consideri il poligono delle pressioni di fig. 2.1a
a pagina 35. Tenuto conto che nel caso considerato lo sforzo normale ¢ di
compressione, é sufficiente modificare il verso della forza F esterna applica-
ta per ottenere la configurazione di un filo inestendibile in equilibrio sotto
le date forze (fig. 2.8a). Analogamente si consideri la curva delle pressioni
dell’arco semicircolare di fig. 2.6 nella pagina precedente, che ricordiamo
essere coincidente con la linea d’asse semicircolare. Tenendo ancora conto
che nel caso trattato la forza normale é di compressione, se ne deriva che la
configurazione del filo inestendibile di fig. 2.8b é equilibrata sotto il carico
distribuito radiale.

2Si noti che non avendo il filo una forma propria, non ha senso scrivere I'equilibrio in una
configurazione indeformata vicina a quella deformata.

‘i
filo inestendibile

./ in equilibrio

filo inestendibile
_/~ in equilibrio

o

(a) Filo equilibrato sotto un carico concen- (b) Filo equilibrato sotto un carico distribuito
trato radiale

Figura 2.8: Fili inestendibili in equilibrio

Si conclude osservando che negli equilibri precedenti non é stato mes-
so in conto il peso proprio del filo. Si consideri allora un filo omogeneo
pesante. In tale caso il peso proprio rappresenta un carico distribuito co-
stante per unita di linea. Se il filo ¢ molto teso tra due punti posti su una
linea orizzontale, la sua configurazione equilibrata e vicina a quella rettili-
nea passante per i due punti. In tal caso il peso proprio del filo si puo allora
approssimativamente considerare quale carico distribuito costante per pro-
iezione orizzontale. Ne consegue che il filo si atteggia, approssimativamen-
te, secondo una curva parabolica passante per i due punti dati. L’equazione
della parabola é fornita dalla (2.2) a pagina 36, dove H rappresenta la forza
normale a cui il filo é soggetto.
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2.4 Arco parabolico
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2.6 Sistemi chiusi isostatici
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2.6.2 Esempio 2

Si consideri ora il sistema chiuso di fig. 2.9, soggetto ad una coppia

2 E

M 45°
AT 3/ 0 :
AN)

Figura 2.9: Sistema di travi chiuso soggetto ad una coppia

antioraria applicata nel nodo rigido A.

Isostaticita 1l sistema di travi di fig. 2.9, contenente una parte chiusa, puo
essere considerato composto delle due parti rigide I e II connesse dal pendo-
lo ED e dal pendolino interno in C. Essendo esternamente vincolata dall’ap-
poggio in A e dal doppio pendolo in B, il numero globale dei vincoli semplici
€ quindi 6, pari al numero dei gradi di liberta delle due parti svincolate. 11
sistema soddisfa allora la condizione necessaria di isostaticita.

Se la parte II subisse un moto rigido, causa il doppio pendolo questi sareb-
be di traslazione. Supponiamo una traslazione che abbassa e sposta verso
sinistra della stessa quantita, diciamo a, tutti i suoi punti, compresi quindi
i punti C e D. Se il punto C si abbassa, per la continuita dello spostamento
verticale imposto dal pendolo la parte I deve ruotare in senso orario attorno
al punto fisso A. Il punto E si sposta allora verso destra di a. Eseguendo tale
traslazione al pendolo ED il punto D si sposta verso destra di a. Si imponga
ora una rotazione oraria di tale pendolo attorno alla cerniera in E in modo
tale da rispettare la continuita dello spostamento verticale in D, e quindi
tale da abbassare il punto D di a. Poiché il braccio verticale é la meta di
quello orizzontale, ne risulta uno spostamento orizzontale pari a a/2 verso
sinistra e quindi uno spostamento complessivo di D verso destra di a/2, in
contrasto con la traslazione di a verso sinistra dovuto alla traslazione della

tratto BD

INIES

tratto ACD

G

tratto AED

2
3

0
(b) Poligono delle forze

Figura 2.10: Poligoni delle pressioni e delle forze
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parte II. La contraddizione dimostra che il sistema di travi non puo subire
moti rigidi e che quindi non ¢ labile e di conseguenza e isostatico.

Reazioni interne ed esterne Per determinare le reazioni interne ed ester-
ne, si consideri ’equilibrio della parte II. Le reazioni in corrispondenza delle
sconnessioni in C, D e B hanno quali rette d’azione, rispettivamente, la ver-
ticale per C, la retta per E e D, e una retta parallela agli assi dei pendoli del
doppio pendolo in B. Con riferimento allo schema di fig. 2.10a, le prime
due si incontrano nel punto G da dove deve passare anche la retta d’azione
della reazione del doppio pendolo. Resta cosi completamente determinato
il poligono delle pressioni del sistema di travi.

Cio stabilito, si consideri ora I’equilibrio globale. Dovendo equilibrare la
coppia antioraria /M, le reazioni dell’appoggio in A e del doppio pendolo in
B devono costituire una coppia oraria, di forze parallele agli assi dei pendoli
del doppio pendolo e di braccio %#. Risulta quindi:

22 M
Ra=Rp = ——. 2.4
A =Rgp 37 (2.4)
11 poligono delle forze riportato in fig. 2.10b determina le reazioni del pen-
dolo in C e del pendolo ED, completando cosi il calcolo delle reazioni interne

W=
=g
/1a
<[

wirn
%IEl

<
vl
|2

2

|

~l2
wlro
<z
w—
NlE/

]

2

wino
S2
<2

wln
Sz
-~
wl

f T

Figura 2.11: Reazioni interne ed esterne

wiro
~l2
W=

ed esterne. Tale soluzione é riportata nello schema di fig. 2.11, dove risulta
anche semplice la verifica dell’equilibrio.3
In fig. 2.12 é poi riportato il diagramma del momento flettente. Sempre

)

N\ 1
oY M |
g.’]Vl \Nl
fi = ~— _
|
L :/ AN | M M
2 / 3
~ | N |
Y | Y
|
|
|
|
|

N
SM N
E4 N

N~
| I N

Figura 2.12: Diagramma del momento flettente

nella fig. 2.12 sono anche mostrate a sinistra la risultante della reazione del
pendolo ED e della coppia applicata in A, e a destra la risultante della rea-
zione del pendolo in C e della reazione in A, risultanti che devono essere
uguali ed opposte. Mandando dall’intersezione della retta d’azione di tali ri-
sultanti con il prolungamento del tratto EA una retta parallela al diagramma
del momento nel tratto EA, si ottiene in A il valore che il momento flettente
ha immediatamente a destra di A nel tratto AC.

Nelle fig. 2.13a e 2.13b sono infine riportati i diagrammi della forza
normale e del taglio rispettivamente.

3E sempre consigliabile di riportare la soluzione, comunque ottenuta, in uno schema
riassuntivo del tipo di quello di fig. 2.11, che tra I'altro permette un semplice controllo
dell’equilibrio e quindi della validita della stessa soluzione.
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Figura 2.13: Diagrammi della forza normale e del taglio
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2.6.3 Travature reticolari isostatiche

Si consideri un sistema composto di travi ad asse rettilineo
incernierate nei nodi. Se il sistema non ¢ labile internamente,
viene detto travatura reticolare.
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Le travi che compongono le travature reticolari sono
tradizionalmente denominate aste.
Se una travatura reticolare ¢ caricata solo nei nodi, ¢ soggetta
internamente alla sola forza normale.
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2.6.4 Condizioni di isostaticita
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Con riferimento alla figura, le aste II e III, per poter
subire un moto relativo rispetto all’asta I, devono ruotare at-
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torno ai punti (1,2) e (1,3) rispettivamente. Ma in tal caso il
punto (2,3) subirebbe un diverso spostamento nei due moti
rigidi relativi che pertanto non sono ammissibili. Se si ag-
giungono due aste generando un ulteriore triangolo, si puo
ripetere il ragionamento considerando i moti rigidi delle due
aste aggiunte rispetto al triangolo di partenza, e cosi via.
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2.6.5 Esempi di travature reticolari piane 2.6.6 Soluzione delle travature reticolari isostatiche
col metodo dei nodi
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2.6.7 Soluzione delle travature reticolari isostatiche
col metodo delle sezioni di Ritter
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I’elemento di trave € intorno.

Capitolo 3

/

Calcolo di spostamenti in
sistemi piani isostatici

3.1 Deformata della linea d’asse

3.1.1 Momento flettente

Se una sezione ¢ soggetta ad un momento flettente M si

ha una rotazione relativa per unita di linea kf= M/E - , . e
, P ] ] f J Nel caso di linea d’asse indeformata rettilinea la curvatura
attorno all’asse neutro (baricentrico).

geometrica iniziale ¢ nulla.
Se la curvatura geometrica della linea d’asse indeformata

: . Ked%
vale ¢, la curvatura geometrica della linea d’asse deformata \F

vale ¢+ k¢. La dilatazione della linea d’asse ¢ invece nulla. -1
iz R AN

].\\ indaformaho M cotvakura aww)f(ic/a Kp = cralura
Loy 8 A/_,D,Q,\ asse ivldipormg}o EO neg AQJLQ' a6
~ [\ 3& sl

|Co\s\\ IL)£C+ kﬁ)Js (Ltpom\a}o
| \
. \ SN Inoltre, in tal caso, lo spostamento di un punto qua-
M | > » 10 Sp p q
<' &_\ ‘)M ,6 \_\ ,6 lunque dell’asse dovuto alla deformazione di un qualun-

que elemento di trave avviene in direzione perpendico-

ds | ds Si noti anche che se la linea d’asse iniziale & rettilinea, la
linea d’asse deformata ha la convessita dalla parte delle
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fibre che si allungano, cioe dalla parte delle fibre tese.
Poiche ¢ prassi disegnare il diagramma del momento
dalla parte delle fibre tese allora la convessita ¢ dalla parte
in cui ¢ tracciato il momento.

Si consideri quale esempio una mensola soggetta ad una
forza concentrata all’estremita.

lF
4 :
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3.1.2 Forza normale

Se una sezione ¢ soggetta ad una forza normale N,
nell’elemento di trave si ha una traslazione relativa per unita
dilinea & = N/EA nella direzione della tangente alla linea
d’asse. La curvatura flessionale ¢ invece nulla.

Se la curvatura geometrica iniziale vale k tale ¢ anche la
curvatura finale:

kds  _ _k
(1+¢€)ds (1+¢)

~ k(1-¢) = k,

per l'ipotesi di piccoli spostamenti.
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Se la linea d’asse indeformata ¢ rettilinea, tale resta anche
dopo la deformazione.

FL—,I ,L 4 — £ds
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Si consideri quale esempio una mensola soggetta ad una
forza concentrata all’estremita.
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3.2 Metodo cinematico (0 composizione
cinematica degli spostamenti)

Si deforma un elemento di trave per volta, si calcola il suo
effetto sullo spostamento che si vuole calcolare e si somma-
no i contributi di tutti gli elementi, cioe si integra sulla linea
d’asse.

In generale, occorrerebbe sommare anche il contributo do-
vuto ai motirigidi che ricompongono la continuita della defor-
mata, ma tali contributi sono di un ordine superiore al primo
negli spostamenti e vengono trascurati. In altre parole, per I'i-
potesi di piccoli spostamenti il contributo di un elemento € in-
dipendente dal fatto che gli altri elementi siano gia deformati
oppure no.

Per es., si verifichi tale fatto nel calcolo dello spostamento
dell’estremita B della mensola AB di figura, supponendo che
la mensola sia soggetta a solo momento flettente.

(ke d2)b®
(kedz)b

7
=
&
jayl




62 Capitolo 3. Calcolo di spostamenti

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

Prof.Daniele Zaccaria

Si deformi la mensola partendo dall’incastro A e muovendosi
verso 'estremita B. Per effetto della deformazione del trat-
to che precede un elemento generico, questi si trova traslato
e ruotato e la sua deformazione viene ad agire in tale nuo-
va configurazione. Nella figura sono riportati i contributi allo
spostamento del punto B che si hanno deformando I’elemento
sia nella configurazione deformata che in quella indeformata.
Si puo quindi facilmente verificare che i contributi allo spo-
stamento del punto B nei due casi differiscono di termini di
ordine superiore al primo negli spostamenti.

Sinoti infine che se la trave e ad asse rettilineo e soggetta a
solo momento flettente allora lo spostamento relativo tra due
punti della linea d’asse avviene in direzione ortogonale alla
linea d’asse. Infatti gli spostamenti dovuti alla deformazione
degli elementi della trave avvengono perpendicolarmente alla
linea d’asse mentre un moto rigido infinitesimo di tuttala tra-
ve provoca uno spostamento nella direzione della linea d’asse
uguale per tutti i punti della trave. In nessun caso e quindi
possibile generare uno spostamento relativo nella direzione
della linea d’asse.

L.‘ %

~
N

linea d’asse indeformata rettilinea

linea d’asse deformata

E chiaro che questa proprieta non vale per le travi ad asse
curvo cosi come per le travi ad asse rettilineo soggette anche
a forza normale.

3.2.1 Sistemi di travi prevalentemente inflesse

Se Q/& ivd (w&l Yregéfow[ Sy «L’%@S\‘a ”sdpllfdw=
h}me)n\Ye ”( (.‘5{)&\1*0 aQ J;ml&&w& in zgaw\e) Aa@ﬂ' dsse 8(0me=
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I sistemi di travi ad asse rettilineo prevalentemente sogget-
ti a sforzo normale, quindi tali che la curva delle pressioni
coincida o sia prossima alla linea d’asse del sistema, vengono
invece detti travature reticolari.

3.2.2 Mensola soggetta ad un carico ripartito

Le convenzioni di segno sugli spostamenti e sul momen-
to flettente sono indicati in figura. Si noti che il segno del

Ny B
Q, L
Yy
12 2
M /qZ_ M(z)= 6]2_Z
%
T
- |ql 5
n
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momento, indicato dal tratteggio nella parte superiore (il mo-
mento positivo tende le fibre superiori), ¢ stato sganciato dal-
l'orientazione dell’asse z.

Per calcolare gli spostamenti relativi dell’estremita A rispet-

3.2.3 Trave appoggiata soggetta a forza normale

to alla estremita B occorre sommare (cioé integrare) i contri- A B = A
buti di tutti gli elementi che compongono la trave, contributi -~
valutati tenendo fissa 'estremita B. Tenendo conto che I'e- ”’7;75_ W)%ﬂ'

stremita B e incastrata, gli spostamenti relativi tra A e B for- Q kF S

niscono direttamente gli spostamenti dell’estremita libera A.

M
T'/E]dz — =

A’WBNé

dn, N N N@O=-F
do, z | |.dz sz:i\@é 7 =r=0
J’L | 4| EA
Per quel che riguarda la rotazione globale @, dell’estremita A ||_‘|H N. Oli
A si ottiene: I ” Q’SB:——
v, ; u EA
d !
d(P = Mdz — = g ﬁ _ = — .
A~ L] A . L ] bET 2
¢
Per lo spostamento verticale na dell’estremita A si ha inve- 0 g - N (J'% 3 Fl¢
ce: Og — p EA — ‘a
R ¥ 4 0 o
4" dy 1
dn. = (M4 —> = J) —_—— = =
nA (E] Z)Z nA o Z Ej 8EJ> FQ
w0 > G=- g
Si ricordi infine che, essendo la trave ad asse rettilineo, lo

spostamento orizzontale §a di A e nullo.
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3.2.4 Arco circolare soggetto ad un carico ripartito

>
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T(Ot) = (1 R sinar cos a,

Con riferimento allo schema di figura si ottiene:

ré_a;lrs
MR
ds=Rda x \
0\(\ = ﬁsfna o
R\ « b EJ
MR
A_ 0\(:6: _ET(/\_COS O()clO(
TS &
=0 > :Jszc{:qu—)
Lﬁ\ K{’B ] 2EJsnoc o 3 eT
poiché:
i 7
i
SO sinlodo = %SO('\—cos?.Ot)Joc: —;—7_-— .

Per quel che riguarda lo spostamento verticale di B si ottiene:

/2 2

- MR .
(\6— qA—i- tf)A R —\-L T:_Tsmoco[oc ,
TR
0 = | = R dow =
=05 =0 '15— J2ET s e = 3ET
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poiche: 3.2.5 Un esempio di calcolo di spostamenti col metodo
T T cinematico in un sistema spaziale: mensola di
Lo, sezione a C
sin’ador = sin o <4—COSZO() olO( =
° 0
r
= [ 13 0t 1
= L—cosa+—coso< =l-z==. 500N
3 o 53 l
;{ A
=18
Infine, lo spostamento orizzontale di B risulta:
le 1
T 52 S = ] .
- MR =3m
§6— &A-i- LFA R +L T (1 -cosa)da,
&A‘-'O, \{A:O = 5000 N A=2820. mm®
40.40 mw .
TR R4 N {|{ 30.44 mm A(f 3044 men
= &= ZjE—(l—cosoc)sinzo(doc = Shun | -
o T Tle = 2.073:40" me
x ’C U *
4
m_1\1K L sz 3.405x10° mm*
4 .J) EJ ’ j{T&Smm
e 4 4
poiché: 100 mw sz 5.265x10" mm

v C\C= 41.00 mw
jl (1 -cos o) sin®or dow =
0

= 2,906
XJ
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E= EX']OS N/wm?’
y =0.05

C— = gx'lOAN{uw?'

2

P

dﬁgz QEJJ' = — 5424 <10 &= - 0,34°
2

7, =5 o
Y= 753 # = 644340 ad = 0,003¢

M.
€ — 044 ad =—8a7°

(%—_:

_ b
\5 T

+ YR/ - /{%@c*‘{c-)

= 10.85 +0.1? + 40%9 = 21.4% mm

3.3 Integrazione dell’equazione della linea
elastica

Data una trave inflessa, omogenea nella sezione retta e ad
asse rettilineo e possibile determinare il campo v degli spo-
stamenti dei punti della linea d’asse integrando ’equazione
costitutiva:

M=EJp’, (1)
dove al solito M ¢ il momento flettente, E € il modulo di Young
e J e il momento di inerzia.

Si ricordi che il campo @ delle rotazioni delle sezioni ret-
te dipende dal campo degli spostamenti v tramite il vincolo
interno di trave inflessa:

P = _v/1

per cui I’equazione (1) diventa:

detta equazione della linea elastica. Tale equazione va asso-
ciata alle opportune condizioni cinematiche dovute ai vincoli.

sl .
VL z

jY

Quale esempio si consideri la mensola inflessa di figura, a
sezione costante e soggetta ad un carico concentrato nell’e-
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V}/,U

F{

na /_ %

Pa

stremita libera. Alla sezione incastrata ¢ impedito sia lo spo-
stamento che la rotazione e quindi le condizioni cinematiche
al contorno si scrivono:

v({) =0, p{)=-v'{) =0.

Poiché il momento flettente vale M = —Fz, integrando 1’equa-
zione della linea elastica si ottiene:

v—F—23+c zZ+c
“6gs T 2.

Le costanti di integrazione c; e ¢ si ottengono imponendo le
condizioni al contorno:

3
vl)=0 = i+c1€+cz=0,

6E]
, F{?
’U(g):() = E-FCIZO,
da cui:
F{? F{3
Cl1 = ——7T7 Co

2EJ’ T 3EJ

Si ottengono quindi i seguenti campi di spostamento:

__F
"~ 6E]J

q9=%<€2—22).

v ( 3—31922+2€3),

In particolare, la rotazione @ e lo spostamento verticale na
dell’estremita libera della mensola valgono:

_FP
- 3EJ°

F‘Z
¢ ,  Na=v(0)

®a = @(0) =m
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3.4 Analogia di Mohr

Si e visto che il problema cinematico, nel caso di travi ad
asse rettilineo, e retto dalle due seguenti equazioni differen-
ziali:

v’f__M
EJ’
v = —@.

L’analogia di Mohr riguarda I'osservazione che la struttura di
queste equazioni e analoga a quelle che reggono il problema
statico di una trave ad asse rettilineo. Infatti si considerino
le due equazioni indefinite di equilibrio alla rotazione e alla
traslazione ortogonale alla linea d’asse:

4

M* =T*

dove l'asterisco in apice alle variabili serve a ricordare che
queste riguardano il problema statico. Si derivi la prima di
queste equazioni e si utilizzi la seconda per eliminare T* ;
All’equazione che cosi si ottiene si associ la prima delle pre-
cedenti ottenendo due equazioni analoghe a quelle del pro-
blema cinematico:

M* = —(=T*).

In tale analogia allo spostamento v ortogonale alla linea d’as-
se corrisponde il momento flettente M*, al rapporto M/E]
corrisponde il carico ripartito g* ortogonale alla linea d’asse

e alla rotazione @ corrisponde il taglio T* cambiato di segno:

v e M*

Mo s
EJ qa,
p < -T*

Risolvere un problema cinematico equivale quindi a risolve-
re un opportuno problema statico, con il vantaggio di potere
utilizzare automaticamente tutte le tecniche sviluppate per
risolvere i problemi statici.

Naturalmente, per passare dal problema cinematico al pro-
blema statico le condizioni al contorno cinematiche devono
essere trasformate in condizioni al contorno sulle forze. Ai
vincoli del problema cinematico vengono a corrispondere in
tal modo opportuni vincoli del problema statico associato, co-
me riportato nelle due tabelle seguenti, una per i vincoli di
estremita ed una per quelli intermedi.

Vincoli di estremita:

v=0 v M*+0
p=0 7 § T* =0
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Vincoli intermedi:

o Av =0 o - _ AM* =0
A # 0 AT AT* =0

-- -- & --—O0—--
AN @ =+0 T +0

AM*

e Av #0 o - . + 0
Ap =0 §§ AT* =0
M* %0

v=+0 Yo

-- -- &
gg =0 T =

3.4.1 Mensola soggetta ad una coppia

Come primo esempio, si consideri una mensola soggetta
ad una coppia M nell’estremita libera, della quale si vogliono
valutare lo spostamento e la rotazione dell’estremita libera.
Nell’analogia di Mohr alla mensola del problema cinematico
corrisponde una mensola nel problema statico, con estremita

M
1 )

BAY

/

¢
q*:EﬂJ | EJ
by iy z
7 Inee
-
V}/ E_J

libera e incastro invertiti. Il momento del problema cinemati-
co é costante ed uguale alla coppia applicata, e quindi il carico
ripartito del problema statico vale g* = ‘M/E]. Risulta quindi:

v gy M2
v() =M*() = TE]

v ML
Q) =-T"(0) = 57

3.4.2 Trave appoggiata soggetta ad un carico
concentrato
Come secondo esempio si consideri invece una trave appog-
giata soggetta ad un carico concentrato in mezzeria F, della
quale si vogliono valutare la freccia in mezzeria e le rotazioni
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delle sezioni sugli appoggi. Nell’analogia di Mohr alla trave

appoggiata del problema cinematico corrisponde un’analoga

3.4.3 Trave IPE270 appoggiata soggetta ad un carico

concentrato
trave appoggiata nel problema statico. Il momento flettente
del problema cinematico e lineare e ne risulta un carico ripar-
tito triangolare simmetrico per il problema statico associato. F=060 Kk N
T
™ — s
i & I f=do
t |
|, v
F¢* L b=1%
llGEJ | |
) F{3 T l |
F2 48E] e=10.9 M 5 2
1GEJT P E=2.1x10 A//!mv:
3 "2
J =510 on'
X
0.2
Ne consegue: = G
Il 5
F{2 < X
@(0) =-T*(0) = - ,
16E
P ) J MQQQ pﬂawa Q(L mASoe
_ _ T _ Somo_in mm
@) T* () 16E]" =t
Fe2 \ ¢ F¢ e L/ a=4(
NV _ T _
vb/2) = M*(4/2) (16E]) 3 48EJ vy ]
J
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3.5 Strutture con uguale deformazione

Si supponga che una trave, o una struttura senza sconnes-
sioni interne, sia vincolata e caricata in due modi diversi ma
conservando uguale deformazione. Uguale deformazione si-
gnifica uguale curvatura, ed uguale dilatazione nel caso si ten-
ga conto del contributo dello sforzo normale. Se la deforma-
zione e uguale, i campi di spostamento corrispondenti ai due
casi possono differire solo di un moto rigido. Se in uno dei
due casi sono noti gli spostamenti (e le rotazioni), e sufficien-
te individuare il moto rigido differenza basandosi sul rispetto
dei vincoli dell’altro caso, per determinarne gli spostamenti e
le rotazioni.

3.5.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico ripartito

Come primo esempio si consideri la trave appoggiata di fi-
gura, soggetta ad un carico ripartito costante g. Se ne con-
sideri il tratto AC incastrato nell’estremita C e soggetto, ol-

ZS
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tre al carico ripartito, ad un carico concentrato g¥/2 nell’e-
stremita A. In tal modo il momento flettente della mensola
coincide con quello del tratto AC della trave appoggiata e di
conseguenza coincide anche la loro curvatura flessionale. Ne
consegue che gli spostamenti nei due casi differiscono di un
moto rigido. Poiché per simmetria la sezione C di mezze-
ria della trave appoggiata non puo ruotare e né traslare oriz-
zontalmente, in accordo con l'incastro della mensola, il mo-
to rigido coincide con una traslazione verticale. L'ampiezza
della traslazione deve essere tale da annullare lo spostamen-
to verticale dell’estremita A della mensola, poiché nella trave
appoggiata tale spostamento e nullo.

op LT X

2
C %)qﬁ /8

TA
/2 e 1

\ qt’/8

Una traslazione non modifica le rotazioni e dunque la rota-
zione @4 della sezione A nella trave appoggiata coincide con
I’analoga rotazione cp/&m) valutata nella mensola:

o B ) e

PA=PA =" T TeE; T 24ES

Ma

La freccia in mezzeria nc della trave appoggiata coincide
invece con la traslazione rigida 17 che, come detto, annulla lo
(M) Jell’estremita A della mensola:

m ( ) ( ) ( )

A =TT 3ET T T8EJ 384 ES

=

)
|

]
|

3.5.2 Trave appoggiata soggetta a due coppie
concentrate simmetriche

Il secondo esempio € analogo al precedente, con la diffe-
renza che la trave appoggiata e soggetta a due coppie sim-
metriche ‘M applicate alle due estremita. procedendo come
prima, se ne consideri il tratto AC incastrato nell’estremita
C e soggetto alla coppia concentrata ‘M nell’estremita libera
A. Ne consegue che gli spostamenti nei due casi differiscono
di un moto rigido di traslazione verticale, di ampiezza tale
da annullare lo spostamento verticale dell’estremita A della
mensola.

S

M M
\@A N
Y C
n
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¢

7y nx
.M(A C )M S

/2 n

M

La rotazione @, della sezione A e la freccia in mezzeria nc
della trave appoggiata valgono quindi:

4
) 2 M
Pa=Pp = EJ = 2EJ’
3 2
T pam M(E) ML?

3.5.3 Trave appoggiata soggetta ad una coppia
concentrata

Come terzo esempio si consideri la trave appoggiata di figu-
ra, soggetta ad una coppia M applicata alla estremita B. In tal
caso non vi é simmetria. Si consideri allora I'intera trave AB
incastrata nell’estremita B e soggetta ad un carico concentrato
M/ ¥ nell’estremita A, in modo tale che il momento flettente
della mensola coincide con quello della trave appoggiata e di
conseguenza coincide anche la loro curvatura flessionale. Gli
spostamenti nei due casi differiscono quindi di un moto ri-
gido. Poiche la sezione B di estremita della trave appoggiata
non puo traslare, in accordo con l'incastro della mensola, il

VDA nc ,@l) X
A Cl s B g
M/#T ML .
¢
M

moto rigido differenza deve coincidere con una rotazione at-
torno al punto B. L’ampiezza della rotazione deve essere tale
da annullare lo spostamento verticale dell’estremita A della
mensola, poiché nella trave appoggiata tale spostamento e
nullo.

P
ny”
A
Tm /0
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La traslazione dell’estremita A della mensola vale:

nm (%) v _ M
A 3EJ 3EJ’

e di conseguenza la rotazione rigida @ vale:

_ o _me
Y= T3ES

Sovrapponendo i contributi della rotazione rigida a quelli
valutati nella mensola si ottiene la rotazione @, dell’estre-
mita A della trave appoggiata, mentre la rotazione @g dell’e-
stremita B coincide con la rotazione rigida @:

M 2
o ol (€)€+W=_m€,
2E] 3E] 6E]

Y,

Pr=P=3Ey

Per calcolare infine la freccia in mezzeria e sufficiente som-
mare i due casi simmetrici con la coppia applicata prima ad
una estremita e poi nell’altra ottenendo cosi il caso della trave
appoggiata soggetta, nelle estremita, a due coppie simmetri-
che. Poiché le due soluzioni devono essere I'una la simmetri-
ca dell’altra e poiché la sezione di mezzeria si trova sull’as-
se di simmetria, la freccia in mezzeria coincide nei due casi.
Sovrapponendo gli effetti si ottiene quindi:

ML? N ML?

M

N
A 2

38

M
+ M
A
M ML
8E]

= M

3.6 Coefficienti elastici

3.6.1 Mensole

x
i

AN\

_|_
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3.6.2 Travi appoggiate

F
e R " b (4o g- L
LfZEJ"l 3E] 7 SNy, % Ao BT AbE]
3
RN
[t
qf gd*

1= 6E37'L BE] 7

4= 2453 = SOEJ

%3

: 9 f ) = v
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3.7 Esercizio (struttura chiusa soggetta ad un Verifica dell’isostaticita della struttura
carico ripartito) A
q
£ o
P T s
¢
"% ’
Curva delle pressioni
!‘ ¢ ‘L ‘ > | )
T/
| v |
¢ EW D

1. Verificare 1’isostaticita della struttura;

2. Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei

vincoli esterni ed interni; L%
talte ACE

3. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio A A _é B
e della forza normale; | Fah {

4. Disegnare la deformata della struttura.

5. Calcolare gli spostamenti e le rotazioni dei nodi e in particolare tal DB
determinare lo spostamento verticale relativo in corrispondenza
del doppio pendolo in E.
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Reazioni interne e esterne

C El E | ’ _%-i[
| i D
| g Pl
; |
o rd DLéﬁ
T_Q— —> <«
29 L
ot
é———a&l(_%qg A

3.0

4

il

Ak I
Qﬂ""%‘w equilibrio
tiaHo ABD beWo €D

Diagrammi del momento flettente, del taglio e della forza
normale

+ i
- | —
W
X -
97
4ol 3l
\\ q I:ll
+
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Spostamenti e deformata della struttura 2. Tratto BD:
S
g
-— D
£y Dl 1,4 b
21
0O + j—
T 0D A

3 4
A B .4_(7@)? «E
n &= Ee=E = QTHU:L—
(‘{)AB (‘?g ¢ 3 ] ZEJ
IG5
1. Tratto AB: LPDB_ LET t Qﬁg TR ey
7t
A b i ; ,T? B 3. Tratto AC:
—%\K LVB é E;c
v 5 %
C P‘)%qz C C

(e g
o= LE] ~ 6E] +

L) 40
1= %qs-:;y - gey A

I
(?:%
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_ (;_‘122)}& 54 p3 5. Tratto ED:

S (LT : b

EQl D +
) = 3+M B _Z~°I_€_;_ (1) qu —M
LPC— 2 BEJ‘ - 3 Ej . (;) /

=
Py
i
N‘J\T
o

E D
4. Tratto CE: ‘F
— q«ED o
1 p2
@c E
Tec )+ Je
PE
_ (q0)t* ql? 3q3
DE = - + Q=577
—NEC 2E] 6E] 2 LEJ
B C E w__ @t at*_ 5 at?
D 3E] 8E] 24 E]’
_ W _1lg#®
_(%qu)ng _Zq_’gg Nep = — Ip +(PE€—§E-
(pE - EJ (pC - 6 EJ 3
) ( % qeg) 02 LR 4 6. Spostamento verticale relativo in E
M=~ "2k 12 E) 5 "

A = - e ——
e = Mep = k¢ = 547y
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3.8 Calcolo di spostamenti con il principio
dei lavori virtuali

Data una struttura isostatica comunque caricata si vuole
utilizzare il principio dei lavori virtuali per calcolare una com-
ponente di spostamento (oppure la rotazione) di una qualun-
que delle sue sezioni rette, sotto il dato sistema di forze.

A tal fine si osservi che in una struttura isostatica soggetta
a un qualunque sistema di forze I'equilibrio ¢ sempre soddi-
sfatto, ovverossia sono sempre determinabili (in modo unico)
delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della sollecita-
zione equilibrate. Si osservi inoltre che per I'ipotesi di piccoli
spostamenti, i campi degli spostamenti e delle deformazioni
dovuti ai carichi applicati soddisfano le condizioni richieste
ad un campo di spostamenti virtuali.

Se si vuole calcolare una componente di spostamento (o la
rotazione) di una sezione, si scelga innanzitutto un sistema
di forze e caratteristiche della sollecitazione equilibrato otte-
nuto applicando una forza unitaria (una coppia unitaria) alla
data sezione, forza avente la stessa direzione della compo-
nente di spostamento da determinare. Poichée I'equilibrio e
soddisfatto ne consegue che Ly, = Ly; per un qualunque cam-
po di spostamenti virtuali, quindi anche per il campo di spo-
stamenti e deformazioni dovuti ai carichi applicati. Con tale
scelta il lavoro virtuale esterno coincide con lo spostamento
incognito (oppure la rotazione incognita) che quindi coincide
con il lavoro virtuale interno.

Il sistema isostatico soggetto ai dati carichi e del quale vuo-
le determinarsi lo spostamento (o la rotazione) di una sezio-

ne viene detto sistema degli spostamenti e delle deformazioni,
poiche fornisce il campo degli spostamenti virtuali, ma viene
anche detto sistema reale, poiche rappresenta il sistema che
effettivamente interessa e che si vuole risolvere. Nel seguito
tale sistema e, se del caso, le quantita ad esso legate saranno
indicate con il simbolo (1).

Il sistema isostatico caricato da una forza (o da una coppia)
unitaria viene invece detto sistema delle forze e delle caratteri-
stiche della sollecitazione, poiche fornisce le forze e le caratte-
ristiche della sollecitazione equilibrate, ma viene anche detto
sistema fittizio, in quanto interessa solo quale mezzo per il
calcolo del sistema reale. Nel seguito tale sistema e, se del
caso, le quantita ad esso legate saranno indicate con il sim-
bolo (f). Con le convenzioni indicate, il lavoro virtuale inter-
no, che uguaglia lo spostamento (o la rotazione) incognita, si
scrive:

Lyi = L(N“)em + MDk(") ds.

Si vedra nel seguito che le deformazioni reali €™ e kﬁr) oltre
che ai carichi possono essere dovute anche a delle distorsio-
ni. Finche le deformazioni reali sono dovute ai soli carichi, e
quindi alle sole caratteristiche della sollecitazione reali N e
M®:

N - M@

(r) —
€ T TEa T Er

il lavoro virtuale interno diventa:

N(f)N(r) M(f)M(r) d
Lyi = + .
vi Lz EA EJ s
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Infine, nel caso di strutture inflesse, ovverossia nel caso in
cui sia trascurabile 'effetto della forza normale sulla defor-

mazione, il termine N /EA é trascurabile e il lavoro virtuale
interno diventa:

MOMD
o [ MM g

EJ
3.8.1 Mensola soggetta ad una forza di tipo assiale

A G 4
eisl‘eu.ta (QG/QK
0 (o selousadi)

{ Y
FL= N

Si vuole calcolare lo spostamento orizzontale dell’estremita
libera C della mensola. A tale scopo si assume un sistema
fittizio soggetto, nell’estremita C, ad una forza concentrata
orizzontale e unitaria concorde con lo spostamento positivo.

A 2 1

N ¢) *) sisteus fithizio
i N (¢l Foree)

o | F e %<% —F/EA f’"%<’£
N = ) = e _
O Pﬂ(z>z O F"(z>'{[
4
v
Lye = i EJC
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3.8.2 Portale zoppo soggetto ad un carico ripartito 14
g
- T T == ¢
SRRy BI | .'l
BY | C | hy £
: | ? o
h, | ¢ | 2 | N . —
: [, L) (U &

37 1 hl J + 1-h2
+

(&
e

Si vuole calcolare lo spostamento orizzontale della sezione
D vincolata da un carrello a piano di scorrimento orizzonta- Q 2
le. A tale scopo si assume un sistema fittizio soggetto, nella Lv_ _J i
sezione D, ad una forza concentrata orizzontale e unitaria ¢ 0
concorde con lo spostamento positivo.
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3
_ 9, 4,
4ET °  LET

Verifica con la composizione cinematica degli spostamenti:

at’
AET

3.8.3 Telaio soggetto ad una forza concentrata

gA .8 b M
S
: “) | i
1N ) e G|

)=~ F{

()

Si vuole calcolare lo spostamento verticale relativo in corri-
spondenza del doppio pendolo in B. A tale scopo si assume
un sistema fittizio soggetto, nelle due facce della sezione B,
a due forze concentrate verticali, unitarie e di verso oppo-
sto, con quella di sinistra concorde con il verso positivo. In
tal modo il lavoro virtuale esterno vale:

Ly, = 1.Ar[B - 1'('13;\— /lso>
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Tl
g/\ 8|o—o| D H
T b |
z | |
(f) | G
o

20|
i M
¥l - — 1%
A 1
Lm ~£{—1'% (*F{))}ﬁ =

Lye = Lyi = AQB =

_
ZEI

Verifica con la composizione cinematica degli spostamenti:

A[ A B, . D
7
3
_FfU _F
rlBA B ZEI menSoQa AR [LBD ZE] MwsoQa 8D
—F 8?' ¢ _F{? (naio D Fisse)
N ET ®E]

2
L?BD“{:“rBA = LP:‘Z%

0 3 ep

S

v H } LalobD (ke
Fo? g

Yoo = "€

3
A%B:QBA_QBD = 2%

(({/; robaziont. nado D)
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3.8.4 Esercizio 1 (struttura chiusa soggetta ad un Struttura fittizia:
carico ripartito) i 1
Si vuole determinare lo spostamento verticale relativo in corri- C Epd DO
spondenza del doppio pendolo in E della struttura chiusa riportata in -
figura e gia risolta con la composizione cinematica degli spostamen- 1 T
ti. (f)
q
y A § B
b— o — X
C E P D
) Curva delle pressioni della struttura fittizia:
A b—d /
X ; a
4 _L 4
| >
A Tale scopo la struttura fittizia viene caricata, nelle due facce A
della sezione E, da due forze concentrate verticali, unitarie e di verso
opposto, con quella di destra concorde con il verso positivo. Ne L
PP d . P Equilibrio tratto ED:
consegue che il lavoro virtuale esterno vale:
2
€
Lye=1-nep—1-nec =1 Ang.
1

Si noti che la struttura fittizia ¢ soggetta a due forze autoequili-
brate. Essendo tale struttura vincolata esternamente da tre vincoli
semplici, le reazioni vincolari esterne sono nulle.
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Reazioni interne e esterne della struttura fittizia: Tenendo conto delle convenzioni indicate nel diagramma dei mo-
menti, le equazioni dei momenti reale e fittizio risultano:

1-¢ 1-£ 1. Tratto AB:
—_—
| T 2 2 l | 1 T 2 M(z)) = 39z,

, 0<z1 52
MDD (z) =1z,
2 ¢ 1
-
2 2. Tratto BD:
-
1 i M (z2) = 59422,
. 0<zn=¢
Tl MD(z3) =2 25,
2.
3. Tratto CD:
" qlz3 — 1473, 0<z<¢,
Diagramma del momento flettente della struttura fittizia: M7 (z3) = e
29¢°, ¢ <z3 <2,
2.4 23 M (z3) =1z, 0 <z3 <24
T ———F-—— -
|
: | 4. Tratto AC:
1-¢
|
| A oy = L
M7 (z4) = 3q€z4,
uy | <z <t
| | M (z4) =2 - 24,
|
|
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Il lavoro virtuale interno vale dunque: . . .
q 3.8.5 Esercizio 2 (struttura soggetta ad un carico

MO MWD ripartito)
L= | ————ds=
. EJ
1. 2 ¢ q
-4 / —0z3 dz —I-/ €23 dzo+
S Vo 4 0 T
J4 1 20 1 y4
+ (/ (&% — —Zg) dzz —I—/ —0°z3 dZ3) —I-/ 0z dZ4} = ¢
0 2 ¢ 2 0 v
A
8t o1 4 1y ] 1-qt* '
|12 '3 3 8 4 4) 3| EJ i
v §
_ (3.5 1-qt* 55 (1.-q¢ AN
- \3 8) EJ 24\ EJ )’
e quindi: 4 14 ¢ ¢
55q¢*

Lie.=L,y = Ang=——.
ve = i =4k o
1) Verificare 1'isostaticita della struttura;
2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Determinare graficamente le reazioni dei vincoli esterni ed
interni e quantificarle;

4) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
¢ dello sforzo normale;

5) Determinare la rotazione del pendolo CI' (dovuto alla
deformazione della struttura) facendo uso del principio dei lavori
virtuali per i corpi deformabili nell'ipotesi che il pendolo CF sia
deformabile assialmente, disegnando e quotando i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione che intervengono nel calcolo.
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Curva delle pressioni

£/2 vendolo in G
—»—'4— gt I L
Y

Y qt/2

>

CF

Reazione del pendolo C'F
. Y (j( / \_\ E
GF 3a(

D Syt \

\ ABC B

N

Reazioni interne ed esterne ‘ o
Reazione della cerniera in B

Equilibrio del
tratto BCDFG

24l

Equilibrio del tratto BCD

\
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Caratteristiche della sollecitazione

O%

qf

D I F
» V2qt
24 ®

B A
- O 1
C '\T) ‘ 5(]5
Rotazione del pendolo CF
Schema delle forze per il calcolo
della rotazione del pendolo C'F
¢

QO™
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Reazione del doppio
pendolo in G

B F \
—~— T
l
G N
/2
M. = 5
20
1
20
B —— B —

Ycr =

1 1
——(——)(V2q0) (2 2¢
EA(zﬁe)( qt)( )+

1 sz\[qt V2qt 5 q0
— () Lc+o|d =YL 21T
+/0 EJ(ZI)[z(Z+ )] < EA T 24EJ



4.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico

Capitolo 4 assiale

Soluzione dei sistemi iperstatici Shrotora .‘Pusbh'cg:

col metodo delle forze

A I C B

Un sistema iperstatico con grado di labilita nullo puo essere reso /77/@777 7?&77
isostatico togliendo un numero di vincoli semplici iperstatici pari <L,| g
al grado di iperstaticita. La struttura isostatica che cosi si ottiene, € ‘ -
soggetta ai carichi applicati e alle reazioni iperstatiche staticamente |
indeterminate, e quindi incognite, viene detta struttura principale.

La struttura principale isostatica ¢ determinata sia per quel che ri-
guarda le caratteristiche della sollecitazione che per il calcolo degli
spostamenti. E cosi possibile calcolare, nella struttura principale, STrqur a ff MdF&& ieos\ab‘ca:
quegli spostamenti che nella struttura originale sono impediti o co-
munque limitati dai vincoli iperstatici rimossi, per poi imporre a tali
spostamenti le condizioni imposte da tali vincoli. Le equazioni che A ‘F | C B X
cosi si ottengono e che sono in egual numero alle reazioni vincolari /7;” ' _é_ >

iperstatiche vengono dette equazioni di congruenza. Poiché le inco-
gnite che compaiono nelle equazioni di congruenza sono delle rea-
zioni vincolari iperstatiche, e cio¢ delle forze, il metodo di soluzione X= P\Qﬂ’“o“( i[”“ 5\'3&3 W\C"Z\Nil—a
illustrato viene detto metodo delle forze.
Notiamo subito che la struttura che si vuole risolvere puo anche

essere iperstatica e labile, purché equilibrata. In tal caso rimuoven- A Puw}o B \)v o\ QUL\' ", u)ﬂ@a S‘\ (uH’v fa rerlCi f’éZ’,
do gli opportuni vincoli iperstatici si ottiene una struttura principale

labile a grado di iperstaticita nullo, nella quale gli spostamenti neces- Uno 5? 0 €\T3 o \~0 ofiz Um\\ EIQQ £ /\/bw q %*l’u\)t Ul
sari per la scrittura delle equazioni di congruenza sono sempre de- B

terminabili in modo univoco o, in altri termini, non sono influenzati
dai possibili moti rigidi dovuti alla labilita del sistema principale.

O(f%/{ug/& iyag}a\r{c& i\ PV\A}O B 2> Vl'égo.

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 93
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Lo s?oﬁwo &"B wisura £ aseuza dU
(oWyruenza (ivxcomga\i\o; Qﬁa‘) ba Yy dethora

Qrmcj?@@z e q\pz)&é\ o(((ﬁiwgr{é. Pe( n‘Frfe}\;—_

Wd e QQ CO\XOzSNQM’Za olcormre &M\Wﬂgm

Q“\Mo%a\‘.b(%\a\ \(a Qx dufl s\‘ruHure:

&, =0 (aquau‘ou di c0u5ruwa>

A C B X
{ ot
|

i A

+ X

A F ¢ B

Si ottiene:

xi  FeR)

%= EA  EA

/_—_
gg=0 = K=—5

F/2 F F/2
—_— —_—
A C B
+ F
/2 F
F/2 — Y

Calcolodi & _:

A c F/2

‘ b .t

 m)dR) R
< EA T 4eA
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4.2 Trave appoggiata soggetta a carichi di
tipo flessionale

Sia data una trave appoggiata, cioe una trave ad asse ret-
tilineo appoggiata alle due estremita, soggetta a forze di tipo
flessionale (forze ortogonali alla linea d’asse e coppie). Si scel-
ga quale struttura principale la trave appoggio-carrello, cioe
la trave con un appoggio ad una estremita e un carrello con
piano di scorrimento orizzontale all’altra estremita.

G

1

| {

La reazione iperstatica incognita e orizzontale ed origina
tutto la forza normale della trave. Ne risulta che lo spo-
stamento orizzontale del carrello nella struttura principale
dipende dalla sola reazione iperstatica X:

x¢

&= Ea

F M
A

5 3

L’equazione di congruenza & = 0 impone quindi che la rea-

zione iperstatica sia nulla:
X =0.

Se ne deduce cosl il seguente risultato generale: Una trave
appoggiata soggetta a forze di tipo flessionale é equivalente
ad una trave appoggio-carrello.

Si noti che tale risultato puo essere generalizzato anche a
travi ad asse rettilineo su n appoggi soggette a carichi di tipo
flessionale. In tal caso infatti si consideri la trave su un ap-
poggio e n — 1 carrelli a piano di scorrimento orizzontale. La
forza normale, e quindi gli spostamenti orizzontali dei car-
relli, dipende solo dalle reazioni iperstatiche orizzontali. Le
equazioni di congruenza che impongono che gli spostamenti
dei carrelli siano nulli sono dunque omogenee (non dipendo-
no dai carichi di tipo flessionale). Ne consegue che le reazioni
iperstatiche orizzontali degli appoggi sono nulle e che quindi:
Una trave ad asse rettilineo su n appoggi soggetta a forze di
tipo flessionale e equivalente ad una trave su un appoggio e
n — 1 carrelli.

‘|

A Fl?’BFlf'c
x W
A

w

SN W
=
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4.3 Travi incastro-appoggio

4.3.1 Trave incastro-appoggio soggetta ad una coppia
in corrispondenza dell’appoggio

Struttura principale:

M
* ) x
AN A AN
La rotazione della sezione B nella struttura principale vale:
Xt me
Vb= 3E] T GEJ

La congruenza implica:

CPBZO = X:%_

La rotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-

le quindi:

Come () e
AT 3E] T 6EJ  4EJ

Reazioni vincolari e diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione:

curva delle pressioni
M
C o
A C B 2
3M l 3M
24 2 ¢
3M - @
2 ¢
M2 @
M
b {—b

Punto di nullo del momento flettente (punto di flesso della
deformata elastica):

b _ { - 2
M MAM/2

Deformata elastica:
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4.3.2 Trave incastro-appoggio soggetta ad una forza
concentrata in mezzeria

_ >>
[ <_’Tj
=
B \\\\
<

Struttura principale:
lF
A B
X
AN _Q

La congruenza implica:

X0 FO* R 3
3EJ] 16EJ 16

Diagramma del momento:

|

5
|

Larotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-
le quindi:
Crr (GFO)C pe
" 16EJ  6EJ  32EJ

Pa

4.3.3 Trave incastro-appoggio soggetta ad una forza
distribuita

La congruenza implica:

Xt qb3
35 2apg -0 7 X=gm

Diagramma del momento:

ﬁ qt’z
o T ®

La rotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-

le quindi:
at?
o_ar )0

T 24E]  6EJ  48EJ
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4.4 Traviincastro-incastro

4.4.1 Trave incastro-incastro soggetta ad una forza
concentrata in mezzeria

La rotazione della sezione A nella struttura principale vale:

X{  F¢?

PA=5F] T 16EJ

La congruenza implica:

Q?AZO = X =—.

Diagramma del momento e deformata elastica:

014 |
R | e
o

4.4.2 Trave incastro-incastro soggetta ad una forza
distribuita

% ~
>
o
™
|

Struttura principale (simmetrica):




Prof.Daniele Zaccaria SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010Capitolo 4. Soluzione dei sistemi iperstatici col metodo delle forze 99

La congruenza implica:

Xt g3

- _ =0 =
2E] 24E]

Diagramma del momento:

at? qt?

12 12

qt?

12°

4.5 Travi continue

Una trave continua ¢ una trave senza sconnessioni interne vinco-
lata, oltre che nelle due estremita, anche in punti intermedi, o, in altri
termini, ¢ una trave su pill appoggi.

La struttura principale “naturale” si ottiene inserendo delle cer-
niere sugli appoggi intermedi, cio¢ sconnettendo la continuita della
rotazione delle sezioni su tali appoggi. Le incognite iperstatiche so-
no quindi delle coppie e le equazioni di congruenza richiedono il
calcolo delle rotazioni relative in corrispondenza delle sconnessioni.
Nella struttura principale i tratti fra gli appoggi intermedi divengo-
no delle travi appoggiate alle estremita e soggette alle coppie iper-
statiche ed agli eventuali carichi esterni che competono al tratto in
questione. Per quel che riguarda i1 due tratti esterni, questi sono del-
le travi appoggiate oppure delle travi incastro-appoggio a seconda
che I’estremita sia appoggiata oppure incastrata. Nel caso in cui un
tratto esterno sia a sbalzo, ovverossia con I’estremita non vincola-
ta, sull’appoggio interno del tratto non va effettuata la sconnessione,
altrimenti il tratto diventa labile.

Non ha importanza che i vincoli intermedi siano degli appoggi
fissi oppure dei carrelli a piano di scorrimento orizzontale, perché,
come si ¢ gia visto, le eventuali incognite iperstatiche di tipo assiale
dipendono solo dalle forze di tipo assiale e sono nulle se queste so-
no nulle. Se sia le forze di tipo assiale che quelle di tipo flessionale
non sono nulle occorrera risolvere entrambi i problemi (flessiona-
le e assiale), problemi che, in ogni caso, sono indipendenti 1’uno
dall’altro.
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4.5.1 Esempio di trave continua

La trave continua di figura ha tre gradi di liberta se svincolata e
ha nove gradi di vincolo. Poiché I’incastro da solo impedisce qua-
lunque moto rigido, la trave non ¢ labile e quindi ha sei gradi di
iperstaticita:

Poiché I’incastro da solo impedisce la traslazione orizzontale, la tra-
ve ha tre gradi di iperstaticita i, di tipo assiale (anche i tre appoggi in
B, C e D impediscono lo spostamento orizzontale) e quindi tre gradi
di iperstaticita i ; di tipo flessionale:

io=3, i;=3.

Inserendo due cerniere nei nodi B e C si ottiene una struttura una
volta iperstatica flessionalmente soggetta alle coppie Xg € X¢ in cor-
rispondenza delle facce di B e C rispettivamente, facce rese libere
dalle due sconnessioni operate. Tale struttura, anche se iperstatica
flessionalmente, puo essere utilizzata quale struttura principale poi-
ché il tratto iperstatico AB costituisce una trave incastro-appoggio

soggetta alla coppia Xy applicata in corrispondenza dell’appoggio,
tipo di trave gia risolta una volta per tutte. Se ci si riducesse ad uno
schema flessionalmente isostatico inserendo una cerniera anche in
A, si dovrebbe riscrivere 1’equazione di congruenza ¢, = 0 del-
la trave incastro-appoggio che ancora darebbe come risultato che il
momento in A ¢ in modulo la meta e di segno opposto di quello
applicato in B.

Xg Xc lF

§ ()Y [N
TS W
A B C

|

@
iy
e | /\>

Per risolvere la struttura dobbiamo scrivere le equazioni di con:
gruenza in corrispondenza delle due sconnessioni:

Agr = ¢pc — ¢a =0,
A¢c = ¢cp — ¢cg = 0,
ottenendo:
Xgl | Xct Xgl\
(=35 +35) - (3%7) =0,

(5-45) - (-3 =

3EJ ~ 16EJ 6EJ ~ 3EJ
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Semplificando e risolvendo si ottiene:

—7Xp +2Xc =0, Xp = im,
208
3 = 21

—Xp +4Xc— -Ft =0, Xc = —F4.
8 208

Reazioni interne ed esterne:

9 27 152 o
3 208 208 21 21 F
5o e l TT l 55 F L T 55 F€
( A g BT 9 g Ci| D
Powre ™l e LN T;
9 36 27 125 83
s b 051 st 208t 208
Diagrammi del momento flettente e del taglio:
A B 21 C D
s0s ¢
3 M
G
6
05t Ft
4
V83
nel?
152
205 F
N
36
S F 4 ol IBF| | T |p @
27 —
051 — | a%F
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Capitolo 5

Cedimenti vincolari e distorsioni

5.1 Cedimenti vincolari elastici

Un vincolo & Lot 2sera edovole. dachicauank o
la reazione 4l vieolo diponde vnivetamente
Ll g\yoshumﬁo 4l vine o&ee,so(caclmwfo).
In ra(hcogam 1 ediaoulo bust €e(e llactico
Viwaare ) OVWe(o5%ia Vs reazions. &l vincolo puo
0ssece Y(o‘;o(zioué\/QL 3 ehinado decgo hauute
wa oadks K 4 caddsza e appreseata 4
azions vindhare corr\sfou&uh A adinauko

umiiagio ¢

R=Ksg,

dove R elareazionee ¢ il cedimento del vincolo.

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

J\/&)wrawa}Q ) qun%\o o Qc'v{va.@w}l 3 cl,{re che.
\ wbwwl’o doll \AY\(DQO 9" YroYora‘o\aaQL Eb@ﬁ

(0 d2h0us v\\f\(,oQQ(e }Mh una Cosbv\\‘t C

AJ{ &hv‘;@uza (o di flessibilita) c\x.k faEV(QS‘w\J"& {‘
O?(L‘mm}o vmcooare corriGQOuWQ ;\/QQQ redzioul

onilaria ;

s=cRk

NaYVraQMQ/ Q& &cLQ\/oQ@zw e Q’{nve(go c(a%
({W‘&‘zza :
1

= —

K
Un VincoQo CQL{QVOQA WQSQ\‘!'CWQ 9 Fuo\ Mlioa’?re

Con il simbolo di una molla ,

E ewAMe he se la stk won o caricats
la (LavonL V\UQ&/J € Mo vi Sou0 &Axw.'.

Un ‘onQo debormabily aesifuande o Qquiv;mee

acL on a‘)\)og%\o &({QonL ?,Qasf.'cgmw}i,come indicato

nell’esempio seguente.

103



104 Capitolo 5. Cedimenti vincolari e distorsioni SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 Prof.Daniele Zaccaria

F 5.1.1 Esempio 1 (trave appoggiata con un appoggio
l B cedevole)

i

A
rh h w:/l}”g . 6

1
Le adevolerrs () vinedo valk: I

It
Ay
Il cedimento del vincolo vale invece: \ L? — C_Nj_ . M
_Eh f Ao bE]
QB /. EA ( ‘{’ ~ _m_ m@
6 Kkl* 3ET
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Calcolo di L?A col principio dei lavori virtuali

Schema reale

¢
i 75%”7 " ‘ "N
7 mi ¢
Rﬂ%ﬁ ! L | Q \—w: [_m — %: —E + ?fﬂ
) m ) m 5.1.2 Esempio 2 (trave incastro-appoggio con incastro
fL = C > M = {T X cedevole angolarmente)

A

Schema delle forze /HHlHHHq
Dy

O]
b=
>
oo

Al
A

)
i3

w1
J

¢ = cedevolezza angolare

1
l J{ Struttura principale:

\11 q
_*t ny il
=g e Fix K4 .
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Vincolo angolare cedevole elasticamente:

=X

Rotazione (’?A valutata nella struttura principale:

g = ng B X4
AOUET  3E]

Congruenza:

3
X XA .
by YT ¢ X =

b
- X_%(%E]E%)

A/;KM&)J@AO\AX ds una ﬂNV\ﬁ\MLZZQ

C 2 uma Fo‘ra’ulbu ?uunih\ AA Coﬂ)fa 0 11uiv\((A' ha
O dwmsiows £ |_‘1} bl i £TC ha e

5.1.3 Esempio 3 (trave continua con un appoggio
cedevole)

w
b
-
=
wy
S
¥s

&~
&
&)
o
)
~
(\9)

Il vincolo cedevole non impedisce lo spostamento della se-
zione C vincolata, ma reagisce con una forza proporzionale
allo spostamento. Tale spostamento comungque non influenza
I’equilibrio poiché questi, nell’ambito della validita dell’ipote-
si di piccoli spostamenti, viene scritto sulla struttura inde-
formata. Al fine della valutazione cinematica della struttura,
occorre dunque conteggiare anche il vincolo cedevole in C. La
struttura risulta dunque tre volte iperstatica flessionalmente,
come nel caso, gia analizzato, in cui il vincolo in C era rigido.

La struttura principale si ottiene ancora inserendo due cer-
niere in corrispondenza dei punti B e C. Le equazioni di
congruenza in corrispondenza delle due sconnessioni sono
ancora:

A@g = @pc — @pa =0,
A@c = @cp — Pcp = 0.
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X5 Xc lF
g
AN

NS
+ 4T EA
! e | e RZRRZA L

Per esplicitare tali equazioni, si considera prima il punto C

fisso (come se avesse un appoggio rigido) e poi si sovrappone
I'effetto del moto rigido dovuto al cedimento di C:

( XBf Xcl) I’}_C> (XB£> 0
3E] + 6EJ £ 4E] '

XC{? Fg2 ne XB{/ ch nc\ _
(W—@+7 - (s -3 -F) =0.

Lo spostamento n¢ di C é proporzionale alla reazione V¢ tra-
mite la cedevolezza ¢ dell’appoggio:

Nnc = cVg, c

Xg Xc lF
B ; g c C C ; D
' T T
XB;XC XB-s-XL g _ XTC
I
WL h
EA
L’equilibrio del nodo C impone:
_ Xg+2Xc F
Ve = 43 + > (©)

Sostituendo la (c) nella (b) e questa nella (a) si ottengono due
equazioni nelle due incognite iperstatiche X3 e Xc.
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5.2 Cedimenti vincolari anelastici

I vmwaf wdovoli  audlackicauande  cowo di
vrio tipo: FQaeha | viscosi QQQG}WFQQGL'M/ o,
Un vir\COQﬂ VisCo50, el 25euipio, 2" b@; dq auwu}are
| chivade so carico cotante, overossia senza
ntoando Aa razione vincolare.

Un caso ‘:arh@?a(e Li vincolo aueflastico &
quﬁb & oo %go&awx»}b i presso - Questo
%AMM%(&&mwwﬁaﬂcauwk@Q
vaclo] @ vn dabo dofl problama od o>
\@Wwe 3y Pore af?Qicélb,. Tn Far\fco@@re/
Yisa e sulla shfton now conicata.

gl& Qa C;huHu(a 1B .‘sos\ra\fca/ URO %FOG}W

‘\V\‘L?{QSSO F(OVO(A So& ol flﬁi‘h JJIQ/Qi Farh Chﬂ, COW\,YO\);
%o\no Qa s%ru“ura.

Esempio 1 (cedimento di un appoggio):

A B
7 A I Qo
Y
Mq:: a [ZB B Qo (L
oM ey

Esempio 2 (cedimento angolare di un incastro):

%

ZN

m ly PBLH
N %= Y,
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Esempio 3 (cedimento di un appoggio):

A B C D
U v
o ¢ =7
! ! ! L ! ¢
&? 0 $n= =2
\A r'.o\ / QB Qo
7. QB (PA:X_:ZQ_

QL Q’& Q}ruﬂvra ¢ i?usk&hca, S&Qvo €as.
P;(\icogad/ Qa gk(v\‘\‘v(a ) A!L\/Q ALPorMare Ver

Congw)nm | cg&;m)o Vir\COEQfQ, Quﬂza%}{co iMFregso.

Esempio 1:

B
A
|
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S “ru“’ura ‘DriwciFaQe :

pa
A ‘\X B N 5
A ) A \{
x4
0 3E]
E
CO\A%NQMZJ: L’FA = % = X =3 TJ%
A=K B
il J |t
X/ + T
/LurV8 AJU& Fr&s{ow(
X M
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Esempio 2:

)

s }ruH'ura ?(Mu'FELQe :

B
A
|

A B <
) L
X
=L~ 25
CO\A%NQMZJ: -5
=0 = x=35,
A /| B

5.3 Distorsioni concentrate
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Distorsione di scorrimento relativo in una sezione interna
di una trave appoggio-appoggio:

Distorsione di rotazione relativa in una sezione interna
di una trave appoggio-appoggio:

A M g
B 5

3 ! b il
1

A \dff\ QC ‘F?/ B
Z / Z
W

Q({)A:E"FB . G = %A\{)
X
{

“fAJ’LVB:ALP 4, =
e oy

80, QQ Have o iFersM{ca, 41 Awe
&L‘orm&ra ?ezr Cow%wh(a QO %vi?uwo Ma
&J%\(ors;owv &chcsa .

Distorsione di scorrimento relativo in una sezione interna
di una trave incastro-appoggio:

/ACNL

B
w g

a ! b N
1
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Struttura principale: %A C ) X b
X I

A N\ C B A q X/E
A b 'ArL 7
1 Xba X o

Al XJ %= 167 T 70

Comgrsﬂuza: k{)A =0 = X-= 3%&1 q}
B A
X( /AA 15
C
A Kl ! WM
o St
X M RN
P ‘ LPB ) (ZEI ) TT
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5.4 Distorsioni distribuite

Si dice che un elemento di trave subisce una distorsione di-
stribuita se viene in un qualche modo deformato, a partire
da una configurazione naturale (cioe non soggetta a forze e
a caratteristiche della sollecitazione), fino a portarlo in una
nuova configurazione naturale, quindi deformata rispetto al-
la precedente ma ancora non soggetta a forze e caratteristiche
della sollecitazione. A seconda del tipo di deformazione im-
pressa, dilatazione lineare € oppure curvatura flessionale kg,
la distorsione puo essere di tipo assiale oppure flessionale.

ked¥%
\(>
¥ ¥
d¥ d¥ edx

Si noti che nel caso di distorsione distribuita le due sezioni
di estremita dell’elemento di trave subiscono un moto relativo
infinitesimo, a differenza del caso delle distorsioni concentra-
te in cui si aveva un moto relativo finito tra le due facce di una
stessa sezione. Se la distorsione ¢ distribuita su un tratto di
lunghezza finita si generera un moto relativo finito tra due
sezioni qualunque del tratto poste a distanza finita.

Se il sistema e isostatico, le eventuali distorsioni possono
svilupparsi liberamente e il sistema si deforma in assenza di
caratteristiche della sollecitazione. Se invece il sistema € iper-
statico, lo sviluppo delle distorsioni puo essere contrastato
e si possono generare reazioni vincolari e caratteristiche del-
la sollecitazione. In quest’ultimo caso, la deformazione to-
tale (rispetto alla configurazione che si aveva prima della di-
storsione) sara la somma tra quella dovuta alla distorsione e
quella dovuta alle caratteristiche della sollecitazione.

Ci sono due importanti casi in cui si sviluppano distorsio-
ni distribuite. Il primo caso e quello dell’interazione con gli
effetti termici, poiché gli incrementi di temperatura danno
luogo a delle dilatazioni lineari in assenza di sollecitazioni,
almeno fino a che tali dilatazioni possono svilupparsi libera-
mente. Il secondo caso e invece quello in cui le sollecitazioni
impresse superano il limite di snervamento e si sviluppano
delle deformazioni plastiche nel materiale. Ne risultano del-
le deformazioni permanenti, cioé delle distorsioni, una volta
che i carichi vengano rimossi. Come vedremo nel seguito, nei
sistemi di travi inflesse le distorsioni dovute alla plasticita del
materiale sono normalmente limitate in zone ristrette nell’in-
torno delle sezioni dove si raggiungono i massimi relativi del
diagramma del momento flettente. Ne consegue che tali di-
storsioni distribuite possono allora essere approssimate da
distorsioni concentrate in tali sezioni (cerniere plastiche).
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5.5 Distorsioni termiche

Un incremento uniforme di temperatura At produce, in un
corpo continuo di materiale termicamente omogeneo, una dila-
tazione € costante di tutte le linee interne al corpo in assenza di
scorrimenti. La configurazione “deformata” dall’incremento di
temperatura € dunque omotetica alla configurazione soggetta
alla sola temperatura iniziale, con costante di omotetia pari al-
la dilatazione €. Inoltre, tali deformazioni si sviluppano senza
provocare sollecitazioni. Questo significa che se il corpo ¢ ini-
zialmente in una configurazione naturale (privo di forze agenti
e di sollecitazioni interne) allora continua a restare in una con-
figurazione naturale anche dopo la distorsione termica. Quindi
la configurazione naturale di un corpo termicamente omoge-
neo varia, in modo omotetico, a seguito di un incremento uni-
forme di temperatura. Se invece l'incremento di temperatura
non € uniforme oppure se il corpo non € termicamente omo-
geneo, nel corpo possono sorgere delle cosiddette autotensioni,
cioé delle sollecitazioni interne autoequilibrate (i carichi esterni
continuano ad essere nulli).

La dilatazione lineare «; per unita di incremento di tempera-
tura viene chiamata coefficiente di dilatazione termica:

. €(AD)
o = lim ,
t at—t At

ed ¢ in generale funzione della temperatura t. Comunque, nel-
I’'ambito dei problemi strutturali, il coefficiente di dilatazione
termica puo essere considerato costante con sufficiente appros-
simazione. Per esempio, per I'acciaio e il ferro tra 0° e 100°

Xe Ath

7 207

{ ‘ ‘ O(tAtg
| |

si puo utilizzare il valore medio «; = 0.000012. Nel caso di
un corpo termicamente omogeneo, il coefficiente di dilatazione

termica € costante nel corpo.
Se il coefficiente di dilatazione termica viene considerato co-

stante, la dilatazione lineare € dovuta ad un incremento di tem-
peratura Af vale:
€ = &t At,
e, nel caso di incremento uniforme e corpo termicamente omo-
geneo, I'allungamento di una linea inizialmente di lunghezza ¢
vale:
Al = o At .

Nell’ambito della teoria della trave, si é solo in grado di stu-
diare gli effetti delle dilatazioni delle fibre longitudinali. Pre-
scindendo allora dalla dilatazione delle altre fibre, si consideri
un elemento di trave soggetto ad una variazione termica uni-
forme. Come illustrato, 'elemento di trave, inizialmente di lun-
ghezza ds, si allunga della quantita o; At ds. Si noti che affin-
ché un elemento di trave si deformi in tal modo basta che At e
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| A

ds o At ds

o, siano costanti sulla sezione retta di cui I’elemento ¢ intorno.
Per il resto, sia I'incremento di temperatura che il coefficiente di
dilatazione termica possono essere variabili lungo la linea d’as-
se, ovverossia possono essere funzioni della coordinata s della
linea d’asse.

Se poi I'incremento di temperatura At varia linearmente lun-
go l'altezza della trave, la deformazione termica viene ancora
assorbita in assenza di autotensioni. Se la variazione termica
passa dal valore At; all’estradosso al valore At, all’intrados-

o Aty ds
~
' ’ Aty
i e
Ky
W - " ds At
h !
n \ s
At>
ds ‘
|

o At ds

so ne risulta, come illustrato, sia una dilatazione lineare della
linea d’asse che una curvatura flessionale. La dilatazione del-
la linea d’asse e dovuta all'incremento Aty di temperatura al
livello della fibra baricentrica:

rr

h WAty + W' At
Ato = Aty + 5~ (Aly — Aly) = ! 2

h )

dove h”’ ¢ la distanza del baricentro dall’estradosso e h l'altez-
za della sezione mentre la curvatura flessionale ¢ dovuta invece
al salto totale At = At, — At; di temperatura tra estradosso e
intradosso. Ne risulta:
O(tA_t

P

€ = &t Aty, ke =

Se la variazione termica passa dal valore At all'intradosso a
quello opposto — At all’estradosso si dice che si ha una varia-
zione termica a farfalla. 11 salto totale di temperatura tra estra-

o At ds
red — At
h £ as
2 [
h
At
ds ‘
|
\(XtAtdS
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dosso e intradosso vale ora At = 2 At e ne risulta la seguente
curvatura flessionale della linea d’asse:

. 20(1; At

ks n

Si noti che se I'asse baricentrico non si trova a meta altezza,
a seguito della distorsione termica a farfalla risulta anche una
dilatazione della linea d’asse baricentrica:
(hll _ hl)
€c = o4———— At.
G t "
Tale dilatazione € comunque normalmente trascurabile poiché

baricentro e meta altezza, se non coincidenti, sono di norma
poco discosti.

5.5.1 Esempio 1 (trave appoggio-carrello soggetta ad
una variazione termica uniforme)

At

A B
A Th :
€
| | 1

éB = O(tAt/g

5.5.2 Esempio 2 (trave appoggio-appoggio soggetta ad
una variazione termica uniforme)

A At B v :
A A

| 4 | ]
A At B X
e A

struttura principale
S L
X?

&_, B = Xt A t y - a

Congruenza: &, =0 => X = EA& AL,

Deformazione finale:

X
€G :(XtAt_ﬁ = O(tAt—(xtAt = O.

Quindi la trave resta “indeformata” rispetto alla configu-
razione naturale dell’asta AB prima dell'incremento termico,
che pero non rappresenta la configurazione naturale della
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stessa asta dopo l'incremento termico. Rispetto a quest’ul-
tima configurazione, la configurazione finale ¢ deformata

€‘_ds—ds(1+0(tAt)__ o At
7 ds(l+ A 1+ o AL

e quindi:
€c = —; At,
poiche o At e piccolo. Essendo questa la dilatazione rispet-

to alla configurazione naturale che si ha dopo l'incremento
uniforme di temperatura, ne risulta una forza normale N:

N = EAec = —EAx; At,

in accordo con la soluzione iperstatica.

5.5.3 Esempio 3 (trave appoggiata soggetta ad una
distorsione termica a farfalla)

Si vuole valutare la rotazione nella sezione B di estremita e
a tale scopo si utilizza il principio dei lavori virtuali.

La trave appoggiata soggetta alla distorsione termica a far-
falla rappresenta lo schema reale, cioe lo schema degli spo-
stamenti e deformazioni congruenti. Poiché il salto totale di
temperatura vale 2 At la curvatura flessionale reale risulta:

(r) _ O(tA—t _

A
k! p &AL

h h

Lo schema fittizio, cioé lo schema delle forze e caratteristi-
che della sollecitazione equilibrate, e la stessa trave appoggia-

A —At|7 z P

,  Atd
{

B
N
/
Je

(r) il
vy

Al /-BZ

7%7 N2

()
;! 2

ta soggetta ad una coppia unitaria in B. I1 momento flettente
fittizio vale:

N

=

1z
7

I lavori virtuali esterno ed interno valgono:

M =

LVC = lchn

£
Ly = J MOk dz =
0

J () (52 -t 5] - e

Risulta quindi:

_ (0.03 At
= 7}@ .

Lye = Lye = 3
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5.5.4 Esempio 4 (trave doppiamente incastrata
soggetta ad una distorsione termica a farfalla)

La struttura é due volte flessionalmente iperstatica. Svinco-
lando le rotazioni agli incastri, si ottiene quale struttura prin-
cipale una trave appoggiata e poiché le due reazioni devono
essere simmetriche il problema presenta una sola incognita.

La rotazione della sezione B nella struttura principale vale:
. X + (0,03 At
2E] h °’

e quindi la congruenza impone:

P =

QDBZO = X =

La deformazione finale, valutata rispetto alla configurazio-
ne naturale che si aveva prima della distorsione termica, vale:

O(tAt_ﬁ_
h EJ

ke=2 0,
e quindi la trave resta “indeformata” rispetto a tale configura-
zione.

Nella configurazione naturale che I’asta assume a seguito
della distorsione termica un elemento di trave presenta la cur-
vatura geometrica positiva ¢ = 2 At/h. La configurazione
finale e invece rettilinea e quindi presenta una curvatura nulla
(c = 0). Ne consegue che rispetto alla configurazione natu-
rale che I'asta assume a seguito della distorsione termica la
deformazione finale vale:

_ o At
k= -2 o
e dunque:
M = EJks = —2%.

in accordo con la soluzione iperstatica.

o At

c =2
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5.6 Distorsioni plastiche

5.6.1 Distorsione plastica distribuita di tipo assiale

Si consideri una trave appoggiata costituita di materiale
elastoplastico e soggetta ad una forza F di tipo assiale. Si
supponga che la risposta elastoplastica sia di tipo bilineare e
perfettamente plastica, come riportato nel diagramma.

ol
A B F O
N —

T
€s €p €

Si incrementi la forza F fino al valore Fg che plasticizza la
sezione:
Fs = 03A,
dove o € la tensione di snervamento. La trave si allunga di
Al per effetto della deformazione elastica:
Fst
Ags _— a,
dopodiché la deformazione fluisce liberamente. Si immagi-
ni di fermare il flusso della deformazione plastica quando la
trave si ¢ allungata di un ulteriore A#, e indi di scaricare la
trave. La quota elastica A¥s dell’allungamento viene recupe-

A B _ b
Y Aﬂsl\ ‘Aﬂp
| |

A
h

S §3>w

rata e la trave risulta scarica e non soggetta a caratteristiche
della sollecitazione. Grazie alla plasticita del materiale si e
passati cosi da una configurazione naturale in cui la trave e
lunga ¢ ad un’altra configurazione naturale in cui la trave é
lunga ¥ + A¥f,. La deformazione plastica permanente:

AL
“=7

rappresenta una distorsione distribuita lungo I’asse della tra-
ve.
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5.6.2 Distorsione plastica distribuita di tipo flessionale

Si consideri una trave appoggiata di sezione rettangolare,
costituita di materiale elastoplastico e soggetta a due coppie
M simmetriche alle estremita. Si supponga che la risposta
elastoplastica sia ancora di tipo bilineare e perfettamente pla-
stica. Il momento flettente M e costante e pari alle coppie ‘M
applicate.

M @ € €p €

Si incrementino le coppie M, e quindi il momento fletten-
te, fino a che questi assuma il valore Mg di snervamento che
plasticizza i lembi estremi della sezione:

bh?
My =Wos = —0s,
6
dove o5 ¢ la tensione di snervamento e W = bh?/6 il modulo
di resistenza della sezione. Al momento di snervamento Mg

corrisponde la curvatura flessionale ks di snervamento:

€ g
Os
€s >
/ -
Ve ke
n| X G
Ve €s
VY s
b

dove €5 = 05/F e la dilatazione di snervamento. Il diagramma
M-k; tra momento flettente e curvatura flessionale e lineare
finché il comportamento del materiale e elastico lineare:

bh?
M = Eka = Eﬁkf

Continuando ad incrementare il momento flettente la pla-
sticizzazione si propaga all’interno della sezione, sezione che
resta cosi divisa in due parti: una parte centrale elastica con
andamento lineare della tensione normale e una parte ester-
na plasticizzata in cui la tensione normale e costante e pa-
ri alla tensione o di snervamento. Detta y, la distanza del
baricentro della sezione dai lembi estremi della parte a com-
portamento elastico, la curvatura flessionale kr e il momento

flettente M corrispondenti valgono:
Es

ki = —,
Ve
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= () () o (3 ) (20

2 2 2
= %basyg + bos (hz —~ yez) =b (h— - &) o

Queste sono le equazioni parametriche (di parametro y.) di
una curva M-kg, valida per k¢ > ks. Alllaumentare del mo-
mento flettente aumenta la zona plasticizzata e diminuisce di
conseguenza I'ampiezza y. della zona elastica. Se y. — 0 al-
lora kf — o e M — Mp, dove M, € detto momento plastico e
vale:

La curva M-k¢ risulta quindi asintotica al momento plastico
per kg — oo.

M 1
M, e
M
ke
e
| .
ks kp ke

Si aumentino ora le coppie applicate fino a portare il mo-
mento flettente M a superare il momento di snervamento e
a sviluppare quindi delle distorsioni plastiche, e poi si scari-

chino le coppie applicate fino ad annullarle. Durante lo sca-
rico tutte le fibre si comportano elasticamente per cui viene
recuperata la sola parte elastica della curvatura flessionale:

ke = % = _th — 4y§€s;

EJ h3
quantita che dipende dal livello del momento flettente M e
cioe dal parametro y.. Dopo I'annullarsi del momento flet-
tente, resta quindi una curvatura flessionale permanente kj
che rappresenta una distorsione distribuita lungo I’asse della

trave:

kp = i - h3 S-
kpds
A B
ds

Si noti che per scaricare la zona centrale elastica occorre-
rebbe recuperare tutta la curvatura. Permangono quindi delle
tensioni normali che equivalgono ad una coppia flettente, ten-
sioni che sono autoequilibrate da quelle che permangono nel-
la zona che ha subito la plasticizzazione e che originano una
coppia complessiva equilibrante la precedente. Il valore delle
autotensioni al passaggio tra la zona elastica e quella che ha
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€ o e o M o
Os W=
\ e €s : j <
VNP e
h
Ve €s
:,5 /& /4/
o M
|14

subito la plasticizzazione e data dalla relazione:

0 (¥e) = Ekpye,
mentre quelle ai lembi estremi della sezione valgono:

O—(E) = 0. — % — M
20w W
Quest'ultima tensione ha segno opposto di quella che si e

generata durante il caricamento poiché M > M;.

5.6.3 Distorsioni plastiche concentrate (cerniere
plastiche)

Nell’esempio del paragrafo precedente il momento fletten-
te e costante e la plasticizzazione si sviluppa contemporanea-
mente in tutta la trave. Nei sistemi di travi soggetti prevalen-
temente a momento flettente in generale il momento non é
costante. Questo significa che la plasticizzazione si sviluppa
a partire dalle sezioni in cui il momento ¢ massimo, quando
tale momento uguaglia il momento di snervamento.

Si consideri, quale esempio, la trave appoggiata di sezione
rettangolare e soggetta ad un carico concentrato F in mezze-
ria. All'incrementarsi del carico il momento F£/4 in mezzeria
raggiunge il valore di snervamento M. A questo punto il mo-
mento nella sezione continua ad incrementarsi con il carico e

F
A | b
AW A
{
My My Eo®
A oo
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la zona plasticizzata tende ad interessare un intorno di tale
sezione. In tale zona il legame tra momento flettente e cur-
vatura flessionale segue la curva non lineare stabilita al para-
grafo precedente: piccoli incrementi del momento provocano
grandi incrementi della curvatura flessionale e ne risultano
delle notevoli rotazioni relative Ay, nella, ristretta, zona pla-
sticizzata. Tali rotazioni relative dovute alla plasticizzazio-
ne vanno a sommarsi alle rotazioni relative A@e, di ampiez-
za notevolmente inferiore, che si sono sviluppate durante il
comportamento elastico del materiale.

Si ottiene allora la situazione in cui nella sezione di momen-
to massimo il momento flettente si approssima al momento
plastico M, e nell'intorno di tale sezione tende a svilupparsi
una rotazione relativa tendenzialmente infinita (prescinden-
do dalla resistenza del materiale). Tale situazione suggerisce
I'introduzione del modello approssimato di cerniera plastica
basata sulle due assunzioni seguenti:

1. La rotazione relativa che si sviluppa nell’intorno della se-
zione di momento massimo e dovuta alla distorsione pla-
stica viene concentrata in tale sezione;

2. Larotazione relativa concentrata nella sezione di momen-
to massimo inizia a svilupparsi quando il momento nella
sezione ha raggiunto il livello del momento plastico, sen-
za ulteriori aumenti del momento flettente nella sezione.

Queste due assunzioni possono compendiarsi in un diagram-
ma bilineare M-A@ di comportamento elasto-perfettamente
plastico della sezione generica di una trave prevalentemen-
te soggetta a momento flettente. Si osservi che lo sviluppo

=
y
|

Ay Ap

di una rotazione relativa a momento flettente costante cor-
risponde all’inserimento di una cerniera nella sezione. Nelle
due facce cosl sconnesse continua naturalmente ad agire il
momento plastico.

Si vogliono ora verificare le implicazioni del modello di cer-
niera plastica per il caso della trave appoggiata soggetta ad un
carico concentrato in mezzeria. La trave si comporta elasti-

lF
A B

Ay

camente al crescere del carico finché il momento in mezzeria
uguaglia il momento plastico. A questo punto nella sezione di
mezzeria si sviluppa una cerniera plastica che rende la trave
labile. Ne consegue che continuando a permanere il carico la
rotazione relativa nella sezione di mezzeria tende a divenire
infinita.
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5.6.4 Esempio (calcolo a rottura di una trave in acciaio
a sezione rettangolare, incastrata e soggetta ad
un carico ripartito)

Si consideri una trave incastrata alle due estremita, di sezio-
ne rettangolare e soggetta ad un carico ripartito g. Si vuole de-
terminare il valore g, del carico ripartito che provoca la rottu-
ra della trave adottando il modello di cerniera plastica. Nello
spirito di tale modello si raggiunge la rottura quando si sono
formate un numero di cerniere plastiche sufficienti a rendere
labile la struttura. Infatti a questo punto le rotazioni relati-
ve si possono sviluppare illimitatamente senza incrementare
sensibilmente il carico, circostanza che porta inevitabilmente
alla rottura del materiale.

Siincrementi allora il carico ripartito g a partire dalla confi-
gurazione naturale. La trave inizialmente si comporta in mo-
do elastico-lineare fino al livello g, del carico che porta al-

dp

%
>
o~}
N

la formazione di due cerniere plastiche agli incastri, dove il
momento € massimo (in modulo):

Qp€2
12

My _bh?
y_z = 3 €2 0-5.

Ulteriori incrementi Ag del carico vengono ad agire sulla trave
appoggiata e determinano un incremento Ag¥?/8 del momen-
to in mezzeria. Tenendo conto che il momento in mezzeria

Ady
A B
. s
[/
Mp/2
r’d
@D

sotto il carico g, vale My /2, I’ incremento Ag, del carico che
porta alla formazione della cerniera plastica in mezzeria e
quindi alla rottura della trave ¢ individuato dalla condizione:

Agt? M M, bh?
—5 T3 "M > Aar=dgy =50
Il carico di rottura g, vale quindi:
M bh?
ar = qp + Aqr = 16€—§ = 470'5.



Capitolo 6

Strutture simmetriche

Una struttura e simmetrica se e invariante, sia dal punto di
vista geometrico che dal punto di vista materiale, sotto certe
trasformazioni. Nel seguito si considereranno, per le struttu-
re piane, due tipi di trasformazioni: le riflessioni rispetto ad
un asse e le rotazioni di 180° attorno ad un punto detto polo.

In una riflessione il punto corrispondente a un dato pun-
to e posto sulla perpendicolare all’asse di riflessione per tale
punto, dalla parte opposta rispetto all’asse e ad ugual distan-
za dall’asse. Una struttura invariante, sia dal punto di vista
geometrico che dal punto di vista materiale, per riflessione ri-
spetto ad un asse e detta assialsimmetrica. Spesso, quando si
dice che una struttura e simmetrica senza nessuna altra speci-
ficazione si intende che e assialsimmetrica. Si noti che una ri-
flessione é equivalente ad una rotazione di 180° attorno all’as-

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

se di riflessione. Tale rotazione comunque, a differenza della
riflessione, coinvolge la terza dimensione. Con riferimento
alle sezioni delle travi si e anche parlato di (assial)simmetria
obliqua: in tal caso, dato un punto, la trasformazione gli fa
corrispondere il punto posto sulla retta per il punto dato e
avente la data direzione obliqua, dalla parte opposta rispetto
all’asse e ad ugual distanza dall’asse.

Una rotazione di 180° attorno a un polo € equivalente alla
trasformazione che a un dato punto fa corrispondere il pun-
to posto sulla congiungente per il polo, dalla parte opposta
rispetto al polo e ad ugual distanza dal polo. Una struttura

invariante, sia dal punto di vista geometrico che dal punto di
vista materiale, per rotazioni di 180° attorno a un polo e detta
polarsimmetrica.

6.1 Azioni su strutture simmetriche

Si consideri ora un sistema di travi simmetrico (in senso ge-
nerico, ovverossia assialsimmetrico oppure polarsimmetrico

125
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o altro). Le azioni che agiscono sulla struttura (forze, distor-
sioni, vincoli) possono essere:

1. Simmetriche, se sono invarianti a seguito della trasforma-
zione;

2. Emisimmetriche (o antisimmetriche) se nella trasformazio-
ne si ottengono le azioni cambiate di segno;

3. Generiche, ovverossia né simmetriche e né emisimmetri-
che.

6.1.1 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni
simmetriche

Si consideri innanzitutto un sistema simmetrico soggetto
ad azioni simmetriche e si supponga che ammetta una solu-
zione non simmetrica (quando cio avviene si parla di rottura
di simmetria).

Eseguendo la trasformazione la struttura e le azioni restano
invariate mentre la soluzione si trasforma nella sua simmetri-
ca. Questo implica che se un sistema simmetrico sotto certe

4K X
| |

S

azioni simmetriche ammette una soluzione non simmetrica,
anche la simmetrica di tale soluzione e una soluzione. In par-
ticolare se ne puo concludere che le (eventuali) soluzioni non
simmetriche si presentano sempre a coppie.

Poiché i sistemi lineari, tipo quelli che si stanno al momento
considerando, ammettono una sola soluzione se ne puo con-
cludere che questa, unica, soluzione deve essere simmetrica.

6.1.2 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche

Si consideri ora un sistema simmetrico soggetto ad azio-
ni emisimmetriche e si supponga che ammetta una soluzione
non emisimmetrica. Eseguendo la trasformazione la struttura
resta invariata, le azioni cambiano di segno e la soluzione si
trasforma nella sua simmetrica. Se il sistema e anche omo-
geneo di grado uno (come nel caso dei sistemi lineari) e sot-
to certe azioni ammette una soluzione allora sotto le azioni
cambiate di segno (cioé moltiplicate per —1) ammette la solu-
zione precedente cambiata di segno. Dopo la trasformazione

. S . N
le | o L

] Tl
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si cambi allora segno sia alle forze che alla soluzione (sim-
metrica della soluzione di partenza) ottenendo cosi le for-
ze originali e la emisimmetrica della soluzione di partenza.
Quindi le eventuali soluzioni non emisimmetriche di un siste-
ma omogeneo di grado uno simmetrico e soggetto ad azioni
emisimmetriche si presentano a coppie.

Nel caso dei sistemi lineari simmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche si puo quindi concludere che la soluzione,
unica, deve essere emisimmetrica.

6.1.3 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni generiche

Infine, se le azioni su una struttura simmetrica sono gene-
riche e se vale la sovrapposizione degli effetti (come nel ca-
so delle strutture lineari), possono sempre decomporsi nella
somma di azioni simmetriche e di azioni emisimmetriche.

Infatti, se in punto e data una certa azione, basta dividerla
a meta, una meta fara parte delle azioni simmetriche e I'altra
meta di quelle emisimmetriche. In piu, delle azioni simmetri-
che fara parte la simmetrica di tale meta e delle azioni emi-

Fl X F/2 l X lF/z F/zl X

= + F/2

simmetriche fara parte la sua emisimmetrica. Sommando si
riottiene l'intera azione mentre la simmetrica e I’emisimme-
trica di meta di tale azione si elidono reciprocamente.

6.2 Sistemi assialsimmetrici

Si concentri ora I'attenzione sui sistemi assialsimmetrici,
quindi, come detto, invarianti per riflessione rispetto ad un
asse. Nel seguito analizzeremo tali sistemi sia soggetti ad
azioni simmetriche che emisimmetriche, con particolare rife-
rimento alla situazione che si presenta in corrispondenza di
sezioni poste sull’asse di simmetria.

6.2.1 Sistemi assialsimmetrici soggetti ad azioni
simmetriche

Come detto, la risposta di una struttura simmetrica ad azio-
ni simmetriche, nel caso delle strutture lineari, ¢ simmetrica.
Ne consegue che una sezione posta sull’asse di simmetria puo
solo traslare lungo I'asse di simmetria. Infatti, per riflessione,
tale spostamento resta invariato, mentre sia una traslazione
ortogonale all’asse di simmetria che una rotazione vengono

\eNF
N
v
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¢
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cambiate di segno nella riflessione (sono cioé emisimmetri-
che). Ne consegue che le condizioni cinematiche imposte dal-
la simmetria sono equivalenti a quelle dovute ad un doppio
pendolo.

1Ty i

£ z X

Si consideri ora la situazione statica di una sezione posta
sull’asse di simmetria e di traccia coincidente con I'asse. Per
equilibrio del nodo, la sezione puo essere soggetta a forza
normale e a momento flettente mentre il taglio deve essere
nullo, almeno se la sezione non ¢ direttamente caricata:

Equilibrio alla traslazione nella direzio-
ne dell’asse di simmetria

= T=0.

B

Se la sezione e invece caricata da una forza simmetrica, cioe
da una forza avente la direzione dell’asse di simmetria, 1'e-
quilibrio impone che nelle due facce poste immediatamente
prima e dopo l'asse di simmetria il taglio valga meta della
forza applicata:

Equilibrio alla traslazione nella direzio- . F
o . = T=—.
ne dell’asse di simmetria 2
AN
F
y
T T T T
S

Si consideri poi una sezione posta sull’asse di simmetria
ma di traccia ortogonale all’asse. In tale caso risulta che la se-
zione e soggetta alla sola forza normale. Infattila forza nor-
male e 'unica caratteristica della sollecitazione che si rifletta
restando invariante.

N N

— T T «———

ST
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Esempio 1: Esempio 3:
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Esempio 5: . . o .
p 6.2.1.1 Cavalletto iperstatico soggetto ad un carico simmetrico
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6.2.2 Sistemi assialsimmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche
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6.2.2.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale A F C

emisimmetrico ~— B
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6.2.2.2 Esecizio (Telaio soggetto ad una coppia)
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6.2.2.3 Diagrammi nel caso emisimmetrico
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* 6.2.3 Esecizio (anello con diaframma soggetto ad una
distorsione termica)
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6.3 Sistemi polarsimmetrici

6.3.1 Sistemi polarsimmetrici soggetti ad azioni
polarsimmetriche
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6.3.2 Sistemi polarsimmetrici soggetti ad azioni
polaremisimmetriche
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Previsione del verso della X

7.2 Esercizio su un telaio a un nodo
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7.2.1 Soluzione col metodo delle forze
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Trave incastro-appoggio(a meno di uno spostamento (arico q
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7.2.2 Soluzione col metodo dei telai . X4 ‘E (g
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7.3 Travature reticolari
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dative dovte @i caddw eshermt (a@&(/&)h 69@? nx
V\OAI( 2 s T}{m&,; a(;%,{w}\g quo poer V\NML)
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7.4 Esercizio su una travatura reticolare
iperstatica

1) Risolvere la struttura;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente e del
taglio;

3) Compilare una tabella riassuntiva della forza normale, pre-
cisando se la singola asta € un tirante oppure un puntone.
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7.4.1 Sovrapposizione degli effetti 7.4.2 Soluzione flessionale
ql
— <€ > o
q
/ Q) T
H). o +
ql*
8
A A
Azioni flettenti
ql
2
qt i . c
/ ql
> (f £ 2 E q_ﬁ
2
(4
2

Azioni normali
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7.4.3 Soluzione assiale Principio dei lavori virtuali

s

f
aa
//|

5
S

Struttura principale

2q¢

Congruenza

(ar 2\/55)(
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4%12 i B[q# 0.7684q¢

asta |luce | area| N N N®) N |x_0.774¢ | tipo asta
AC | € | 2A | 2//2 | qbj2 |-2X/V2+q¥/2] —-0.59g¢ |puntone
CE| £ | 2A | 1/V2 0 —X /-2 —0.54g¢ | puntone
BD | £ | 2A |-2/V2| —2q¥ | 2X/J2—-2q¢ -0.91g¢ | puntone
DF | £ | 2A |-1/V2| —q¥/2 | X/J2—-q¥)2 —0.04g¥ | puntone
AB | ¢ 2A 0 0 0 0 =

CD| ¢ | 2A |-1/v2|-3qg¥/2| X/V2 -3q¥/2 —-0.96g¢ | puntone
EF | £ | 2A |-1/V2| —q¥/2 | X/V/2—-q¥)2 —0.04g¢ | puntone
AD |V2¢| A 1 3gl/V2| =X +3q¥/\V2 1.35g¥ tirante
CF |V2¢| A 1 ql/V2 | -X+q¥t] 2 —0.06g4 | puntone
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Capitolo 8

Soluzione dei sistemi iperstatici
col metodo degli spostamenti

Si assumono come incognite un numero di spostamenti suf-
ficienti a rendere definita la struttura e si scrivono delle equa-
zioni di equilibrio.

Nel caso di travi omogenee a sezione costante e ad asse ret-
tilineo, le cui equazioni differenziali possono essere integrate
con facilita, gli spostamenti (e le rotazioni) sufficienti a rende-
re definita la struttura sono quelli, incogniti, di estremita delle
singole travi, salvo che nella stessa estremita non sia nota la
corrispondente condizione statica di equilibrio al contorno. Ne
risulta quindi che in generale gli spostamenti incogniti saranno
quelli dei nodi rigidi e dei nodi cerniera della struttura mentre
le rotazioni incognite saranno quelle dei soli nodi rigidi. Infat-
ti, si ricordi che, per definizione, i nodi della struttura sono i
punti dove convergono piu di due travi. Quindi in generale se il
nodo é rigido non € nota a priori nessuna delle condizioni stati-
che nelle estremita delle singole travi che convergono nel nodo.
Invece se il nodo € cerniera sono note le sole condizioni stati-
che che riguardano il momento flettente, il che rende superfluo
inserire tra le incognite le rotazioni di estremita delle singole
travi che convergono nel nodo cerniera.

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

8.1 Esempi

8.1.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale

Vo cendare A&w\a 0 Fave  bash  (ouosert 2/&
%chbwi &) ?kao C . gc/ Qc ) hfc

Quide conr o wyekee :may\.'h.

D pade & vih Plssnele la fave o
Nahicawanke  dofeqminata . Talalhi & rogeion
\/o/(\ﬁc/A«Qj w R 2 B sow vaQa:

D) equilibio da ko gHomo «d A:

\/%Q=O = \@=0 5
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Ad un valore arbitrario 6¢ corrisponde una trave congruente
ma in generale non equilibrata poiché in generale R¢ non coinci-
de con la forza effettivamente applicata. L’equazione risolvente
(di equilibrio) si scrive pertanto:

Re=—F .
la somma R+ F, chein soluzione deve essere nulla,
miw dunque Q' agenza qm‘@‘\ono 40,
dbhva viwolah @ sobice lo spodtmpabe S
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C
e
LAl 7

Vadi awo qﬁi& foize V\aﬁuﬂr@ﬂ M acorr JWQ‘W
in C amx&c\@ Qp ‘7(9‘%M0 V&%ﬂ Sc:
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Eq\/{ﬁ{}x{o W nolo é

RCZ—F —= I\/CA—'\/CB:—F;

Risulta quindi:

kac S+ kep $, = —F,
e infine:

(. _F __F

© ke 4EA
dove la quantita:
4EA

kc = kac + kep =

rappresenta la rigidezza del nodo C.
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Meledo Mh dofocanzions

Stakura peindpake ongevente (civematicemanke nota)

A C, bk 3 5
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; Caratteristiche 42
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8.1.2 Sistema di pendoli paralleli

]
€ c £ |© )
Bh o B TE’,A% Eh [EA
o b9 b J) X
s '////////x(K [
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e
g = 6x3 =18 =
= X2,=ZO ofpUL , Gusidgauds

f @3'\‘&/&\/\'“{904}3

q‘:" SWO \/@r}iw/Q( ALQQ/& Fr.m, ('3/{0(4
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Risulta:
X4=K4rl/, XQ:KZ(\/> X%:K%q/'

Capitolo 8. Metodo degli spostamenti 165



166 Capitolo 8. Metodo degli spostamenti SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 Prof.Daniele Zaccaria

TX’ TXL sz X, AX

E?quA'\m'o AUZQQA bave &Qﬂ}a&/&um \/e,(thB :

DG+ 4 = F = q:—% ,
fove Ké =2k, 2K +K, raﬂmw)a La n’aa'iwaa
ko)ﬂ&l &wl 5 J%‘R . % sfoczi wﬂj&l as}‘e_ (:‘euQ\\a/vw

c[\u{ml)\. :

8.1.3 Trave continua

La trave continua di figura e 4 volte iperstatica, due vol-
te assialmente e due volte flessionalmente. La soluzione col
metodo delle forze richiede quindi 4 incognite iperstatiche, a
meno di semplificazioni.

%

>

@)

(=

|-

P
(J

~
~

L'unico nodo C della struttura puo solo ruotare e quindi
il metodo degli spostamenti richiede una sola incognita, la
rotazione @¢ del nodo C.

Si risolvano separatamente, in funzione di @c, i due tratti
AC e CB della struttura.

Detti Mca e Mcg i momenti agenti nelle estremita C dei tratti
AC e CB rispettivamente, positivi se tendono le fibre inferiori,
risulta:

Mol 4E]
@Pc = 1E) = MCA—_g Qc,
lq

%)/
>
o =
>
<
=
q
P
i
<
L F

~
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Mgl qt? _ 3EJ qt?
$e=—gpr “oapy T Mw=—p@cmyg
I termini:
o JAE] o _3E)
CA — y ’ CB — ‘g y

rappresentano le rigidezze alla rotazione dei due tratti AC e CB
rispettivamente, ovverossia le coppie che applicate nelle estre-
mita C dei due tratti provocano, in assenza di forze applicate
lungo I'asse della trave, la rotazione unitaria dell’estremita del
tratto relativo. La quantita —% rappresenta invece, per il trat-
to CB, il momento in C corrispondente al vincolo @¢c = 0, e
detto per tale motivo momento di incastro perfetto. Il momento
di incastro perfetto per il tratto AC é invece nullo, non essendo
il tratto caricato.

L’equilibrio del nodo C impone:

7E £°
Rc = Mca — Mcg = Re = TJcpc + %
R¢
Mca Mcp

(—)

I termine:
v 7EJ

c = ‘g ]
rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C, ovverossia
la coppia che applicata nel nodo C provoca, in assenza di forze
applicate lungo I'asse della trave, la rotazione unitaria del nodo

stesso. La quantita:

22
Roc = %,

rappresenta invece la reazione di incastro perfetto in C, ovve-
rossia la reazione del vincolo ¢ = 0.

Roc (7
§ (%HHHHHQ
WA C_A

B A

e

Risulta quindi:
_a¥
56E]’

Pc =

e i momenti Mca e Mcg risultano infine:

4
Mca = Mcp = _%qyz_

A C_AO B A
at? at?
14 28
af? |
28 %qu
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8.1.4 Analisi qualitativa basata sulle rigidezze GMB‘VW '
UiCA:L?CD ’
Trave continua 6 on/h i Fofc,’rahc/g (% i Wmh\.’o@h‘f&%m&‘ Poiché:
¢ Tre i\;fus\a\{u’\a\ JSQGQA') 0 o _ M
"})CA - K
L
. i lF X g o el o
. =
7 A A N © 3y B

%/=
v

3
=9 si ottiene quindi:

L4 e e
i T

I T 1 3
_wt
S somelts in o s obicwi ow kLA rig\‘i@zm © 1 +3ET/KL

aQQg {o)ﬁa‘owz M k@»‘o AC (C’?ﬂwa vvui\‘ar.’q n C clfu
‘)(ovo(&’&(o QAL \/M\R((é)- QXQV% q\/\‘vx‘k}(:

Si presentano due casi limite:

) K—= @ (lme incastfo &WD%XO)
Me=-Kdy ‘L 2

g E AU
Mc | F | _ 2
g B 5 | D 3 o M=, P
4 i \ A/ AN _3_|:e | g7
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5 A <M < = FQ ( bese Ql g\m M '(«l}m c{OSSo)

3

Si sconnetta ora in B:
jA ) M.
//;;/Z’ f/%

Cas Q,{Mh per 1 mmw\h in B

1) e incaslc QWD%A'o

4
B c,,J_ML) "
", 2

M. =0

2) tf&W« Wova%;éi)ﬂ
f
Hﬁ M

el

DUHO(UQ:
0<M < —J\ic— (Qyz M&Mw&@)

Per quel che rigurda il tratto AB, non si hanno casi limite
dato che il tratto ¢ equivalente a una trave incastro-appoggio.

A

v B

Deformata e diagramma del momento:
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8.1.5 Telaio soggetto ad una coppia concentrata
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8.2 Schema fondamentale dei telai a nodi fissi

Si consideri un sistema di n travi ad asse rettilineo con-
nesse ad una estremita in un nodo rigido C soggetto ad una
coppia concentrata M. Se si trascura la deformabilita assia-
le delle travi componenti la struttura il nodo non puo subire
spostamenti, salvo il caso di due sole travi aventi la stessa di-
rezione, caso che pero rientra nell’analisi seguente se il nodo
si suppone vincolato esternamente da un appoggio fisso. L'u-
nico nodo della struttura puo quindi solo ruotare e il metodo
degli spostamenti richiede una sola incognita, la rotazione @
del nodo.

c N
WV,

L’equazione di equilibrio del nodo richiede:

> M; =M.
i

Occorre allora esprimere i momenti M; in funzione della
rotazione @¢ del nodo:

M; = ki@pc,

(o i

\ v/ Ml
M3
7
M, 3
M,
k;
k,

dove k; e la rigidezza alla rotazione dell’i-esima trave. Si
ottiene quindi:

Dkipc=M = @c=-,
i

dove:
ke = > ki,
i

rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C.
I momenti M; che agiscono in C alla estremita delle travi

valgono quindi:

k.

Mi = _lj\/l,

kc
dove i rapporti é tra le rigidezze delle aste e la rigidezza del
nodo rappresentano i coefficienti di ripartizione del momento

M applicato nel nodo.
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Rigidezza alla rotazione della trave incastro-appoggio:

m? ., AET

4ET {

n
a_\ﬁ%c?_
9
772 —

\]m

Rigidezza alla rotazione della trave appoggio-appoggio:

_me . 3ET
1= 367 ]

Rigidezza alla rotazione della trave doppio pendolo-appoggio:

mn Yo . )
V=7 ‘T

=~
e

I
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8.3 Schema fondamentale dei telai a nodi
spostabili

Si consideri un sistema composto:

1. di una trave ad asse rettilineo che resta indeformata fles-
sionalmente, o perché tale deformazione ¢ impedita da
opportuni vincoli o perché infinitamente rigida, e sogget-
ta in un suo punto ad una forza concentrata F avente la
direzione della trave stessa;

2. di n travi ad asse rettilineo ortogonali alla trave preceden-
te e connesse a questa ad una estremita.

rrr//4 £
EJ-e  [@
F J
> VA A A y S

 id

Se si trascura la deformabilita assiale delle travi componen-
ti la struttura, la trave indeformabile non puo traslare nella
direzione ortogonale alla trave stessa e non puo ruotare, sal-
vo il caso in cui sia connessa, ad una o a due travi, in un
solo punto. Tale caso particolare rientra pero nell’analisi se-
guente se la trave indeformabile e opportunamente vincolata.

La trave indeformabile puo quindi solo traslare nella direzio-
ne della trave stessa e il metodo degli spostamenti richiede
questa traslazione quale unica incognita.

74

=

7

N

/74

L’equazione di equilibrio alla traslazione della trave inde-
formabile, nella direzione della stessa trave, si scrive:

>Ti=F
1

Occorre allora esprimere i tagli T; in funzione dello sposta-
mento & della trave:

T; = ki&,

dove k; € la rigidezza tagliante dell’i-esima trave, ovverossia
la forza che occorre applicare alla sua estremita per provocare
lo spostamento unitario in direzione ortogonale al suo asse
(senza che la sezione di estremita ruoti). Si ottiene quindi:

F
;king = EZE,
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ki
T;
—_—
T.
F 1 1
— Z z
T <|— T2<I— Tn<|—
ﬁ Lol 4
—_— — —
L T, Ty
ki
e

dove:
k=> ki,
i
rappresenta la rigidezza alla traslazione della trave indeforma-
bile.

I tagli T; che agiscono alle estremita delle travi valgono quin-
di:
_ki
-k

dove i rapporti % tra le rigidezze delle travi deformabili e la ri-

T; F,

gidezza alla traslazione della trave indeformabile rappresenta-
no i coefficienti di ripartizione della forza F applicata alla trave
indeformabile.

8.3.1 Rigidezze taglianti

8.3.1.1 Rigidezza tagliante della trave appoggio-doppio pendolo

T

E=mr > k=

3ET
EJ P

| 4 |
T# ‘
¢ %§§ =

Ty i ™)

T L ™

8.3.1.2 Rigidezza tagliante della trave incastro-doppio pendolo

79

- 2ET

_ 12E]
P

13 = k
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% 8.3.2 esempi di telai con traversi rigidi

8.3.2.1 Portale con traverso rigido
+—7 Z
3
L F ET=c0
? ~ C

6| ¢
. v
T 7/755;\ oy -

§/2__/ PN
——m—/ Ek RJT&LM hg/eia«»\h WA O’&u\w @: kz-‘-ﬁg

Tl% Qio(f{clmw &%‘w}z %J&;La& k= k,+kl=16'%

I
__ b % @e%um}» C\A (iMizij&%ﬁ@Mﬁz&Ah&:
-3 _1 _ iz _4
T 75, Tk T
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8.3.2.2 Telaio con traverso rigido e tre ritti

F A B EI =0 C
—— oy ‘.
1
b ; al AR §
€ @ 1
€ Gy
¢ e/

L 1 E 3 ET
L 2
P\UE‘&WA WQDLJ/QL k= 6?_37

= 3
Po%hmmx}e baverso £ = TF = &%:
GQ?LCACUL' AA ﬁ‘);)(}\z{m C1= -12— , C2=;‘—:’ C;:

——-——»k/f// = . / = = /,,r

F/fbf T 4*%204 A*‘ET}QM

)y (iw W“HY\VZ Fe/fi\

Fla
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Vi
R L B |
F £
/4 \‘T/Fi’/a, \T Fla
Y2 Vy

0l oqilibe a phzioe od A Faslacione
il W Yavers n'%xio naw Ssu9 wF%'cfw}(W
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8.3.2.3 Telaio simmetrico con traverso rigido e tre ritti ~
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8.4 Sistema di pendoli connessi in un nodo

Si consideri un sistema di n pendoli connessi ad una estre-
mita in un nodo cerniera C soggetto ad una forza concentra-
ta F. Il sistema € soggetto a sola forza normale e quindi
occorre mettere in conto la deformabilita assiale. Escluden-
do il caso, labile, di due pendoli aventi la stessa direzione, il
sistema ¢ determinato dallo spostamento uc del nodo, sposta-
mento che diventa quindi 'unica incognita del metodo degli
spostamenti.

L’equazione vettoriale di equilibrio alla traslazione del no-
do richiede:
z Ni = .T!
i

dove N; é la forza assiale trasmessa al nodo dall’i-esimo pen-
dolo, avente la direzione dell’asse del pendolo.

Occorre allora esprimere le forze assiali N; in funzione del-
lo spostamento uc del nodo:

N; = k; uc,

e

N1~ fi\m

N;

/
AW ~

dove k; ¢ il tensore di rigidezza assiale dell’i-esimo pendolo.
Per esplicitare tale tensore si considerino i versori a; delle
direzioni dei pendoli, di versi positivi uscenti dalle estremita
dei pendoli, e le rigidezze assiali k; = Eig?i dei pendoli. Risulta:

N;=k;(uc-a;) a; = k; (a; ® a;) uc,

poiché uc - a; e l'allungamento del pendolo. Il tensore di
rigidezza assiale vale dunque:

ki =ki(a;® a;),

L’equazione di equilibrio del nodo diventa quindi:

Skiue=F = uc=ki'7F,
i
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dove:
kc = > ki (a;® aj),

rappresenta il tensore di rigidezza alla traslazione del nodo C.
Gli sforzi normali N; nei pendoli valgono quindi:

N; = ki (uc - a;) = k; (ai'k(_:lf)-

Si noti che I'analisi precedente vale in generale anche per i
sistemi spaziali di pendoli connessi in un nodo.

Si consideri ora un sistema piano di pendoli connessi in
un nodo e si assuma un sistema di riferimento piano Oxy.
Sia poi «; 'angolo che individua I'asse dell’i-esimo pendolo
rispetto all’asse x e 8 I'analogo angolo che individua la retta
d’azione della forza applicata F. Le componenti del tensore
k¢ di rigidezza risultano allora:

kxx = D kiex - (a; ® a;) ex = > k;cos® o,
: :

1

kyy = > kiey - (a;® a;) e, = > k;sin® «;,
i i

yin

kxy = kyx = > kiex -« (a; ® a;) e, = > ki sin &; CoS ;.
i i

Detto poi F il modulo della forza nodale ¥, le componenti di

questa risultano:
Fcosf
Fi= :
) {F sinB}

Se infine & e n¢ sono le componenti rispetto agli assi x e y
dello spostamento uc del nodo, le equazioni scalari di equili-
brio alla traslazione orizzontale e verticale risultano rispetti-
vamente:

(Z k; cos? (xi) Ec+ (Z k; sin ¢; cos (xi> ne = F cos B,

1 1

(Z k; sin «; cos ai) Ec+ (Z k; sin® (xi) ne = FsinB.

2 1
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9.3 Indeformabilita assiale
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9.4 Esempio: telaio a un nodo spostabile
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= 1ET
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_e__ 4 _{
(&' \'FD_ 65] ‘VE”L{)B_ 35]
L _a
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L
VD’UE'VC"_%\ :687
g
et =31

Matrice di cedevolezza:

109t =34t 3]

_ U D 4t sy
¢= gy |

30 -5¢ 8 |
Spostamenti dovuti ai soli carichi esterni:
24
i
Uo m _p
1
%Ualu'zw' di COM%«V%?/Z
29 100t —3{F 30 ] (X
/A
% Y |30t 4t st x
1 30 =50 s | LG

Equazioni risolventi:

Caox A —bxl+6x =—q0"
11 x4 —1bx,d + 20X3: —q@z.

Loxd = oo 30 = —qlt

oS O O
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Sottraendo la prima dalla seconda: Spostamenti:
a4x0—12X, =0 = =15 .
XLQ 3 0 = Xy 3{ (¢ = q_ﬁf_f_ iﬁ)q~ﬁ_)(z+_gi)(
Sostituendo nella prima e nella seconda: %q 6 E] 6@ 6ET 3
3 2 ( ]
20 % 1= 17% = -9 . L LN SV A Y SV
4 ’ (12 ¢4 DET ZE}‘+651X2 ber
17 X1Q '—Zg Xg = —7€ . QQ% {Z {Z .
Sottraendo la seconda di queste dalla prima di queste: \ L(E: Z/—A-E]:WLZ—ETX‘ B ?[Z-j:xz+ TEI)@
83416 Xa =0 = X4=*26£3"
e quindi:
e infine: 4
? ci[ /75’:<_4«_——5———3—+4—>q_€4:_ﬂ__
—40X-12 X = 9" =  X= I W Wb 32 6RIET T OET
3
ione: N i, o sl
.
(X1:~% ,:(_4__4__3 1 a€3 a0}
\LPE I YY) Y F] - 104€]
_ 3
><2“ 5) qg
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9.5 Esempio: Struttura reticolare QOQWAM (L @npfm}o

%v\h %«'L\'Ql Aﬁg&rmam lo Je)re AD ¢ (D

F
SULA éul ofma(e QQ mm}( &Sh Sooux ?PJ Cwiﬂ f&
d : . omdi zi o
. ) uvvx()og 0 J/&A Vine
- g
/ =~ C !
/ ~~_! .
/ —— :B DQ}O C\/\ﬂ (J V)aC{P
, - -
A KD B now 2 cAr vate
r[w%& v nc{»
Po@cAE:‘QQ asssrbire il cante F/2 tamite O wfe AD ¢ €D
~ (b A &] o

1) Risolvere la struttura reticolare iperstatica sopra illustrata utilizzando il QOCIC\ASMGMAQ Q/‘Q wfvturd ¢ OWQM()/V( 05 QDPN u
metodo delle forze, scrivendo l'equazione di congruenza con il principio dei . \ . ‘; .
lavori virtuali e supponendo che tutte le aste abbiano area uguale; &QQ Casima }P.Q 151a f (o .

2) Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in modu-
lo, di ogni singola asta e l'indicazione se questa & un tirante oppure un pun- F/ Z
tone; ﬁ

3) Calcolare con il metodo cinematico gli spostamenti dei punti B, C e D; < —_ F

4) Disegnare la deformata elastica della struttura e calcolare 1'energia elasti- C Z
ca di deformazione. {[’i

ZF A D
2— —_—
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! ((gﬁ&\ 4‘(\/“‘1(3 Pf,v{l(ffafg> 1 ;4]'2'




Prof.Daniele Zaccaria

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

Capitolo 9. Analisi del metodo delle forze 197

Eﬂ\/iQi‘briO noto B (W (_‘onthOO)

4% Vj/cf——)i
1

ter

J@:é—:(m/g‘)@ = H= %ﬁ_F

_BFV;QA‘L(("O Y’OJO A = NABz —F//Z_ ) NAD:_%__?F

(1+3)F/2
AB
Fe e _>§4

; (.

Eqv}&L(i MCL' BeD

g
ZF Le D
Eqvinh("a nado  C (EW CoVKhOQQO)
ks F2
F F2 el
e
(1+B)FR



198 Capitolo 9. Analisi del metodo delle forze SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010 Prof.Daniele Zaccaria

VE EQ/QD/.\ 1ASSV \'\‘ Z = —E
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Asta |4 N N N Tipo (;ﬂ,i\ltu@v)
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Lavoro di Aip«maa’ow (w Mh QA %’f(uHurd)

2.
u=-§-§ N 4, i{_%_Ferze}=1_4

g}(l ER EA | 4 EA

Vogkor om il teoroma 4 Cga?iy{m

fo M FY
=70~ 4 By
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Capitolo 10

Analisi del metodo degli spostamenti

10.1 Struttura delle equazioni risolventi

Eg— ;W?f,;h il gk 1 s
(Mzz;h)&u wii s o Mva et dui puati
ez Wl ool Yo . Guosands oll
tpoaadi e posi bl {ebeqwiva e vwivocsuente
b cide & ddorwsviont o di sollhuihding o
caing la defva Aeamdo 0lopavion dolla
Qs Aadicn e oqw \nve &la dalor

Siaws  u; @:4/.,..n) aﬁ'sqzohww}fc(ﬂmt‘
((Wog\i) esimo Ri(i=hn) & akive ceamiow
vinlari (boare prespale dus @ dicion cintuglicle

SdC Meccanica dei solidi e delle travi — 28 agosto 2010

@\V\'\/&g aL\ {w,?o((e (Lh v(v\LoJeA) , ovverossia le forze che occorre

applicare ai nodi per ottenere gli spostamenti U; .

e valori acbiban L@}&' sf9sw u; m%w\r\‘
la doborwan Lo ohibhn o~ Cmgj(vw)(e. WA 0
M WOW e7w'&'lwh , OVt QL Aok QA
:zqgoa‘a}a non coincidono con le forze effettivamente applicate
wi wli. S com Froindiduituo o e aﬁ»@wh
‘WO »‘<6>%\c&um hoi wali ( Fr=0 seiwds sowo
%mh,') o equazioni risolventi si scrivono pertanto:
li=t..n),
con o T, che @ ({\W\?ﬁm) w\c\Ail?whu}\ dalle Uu;.

Queste equazioni costituiscono un sistema z{,« N g;?\/a@(ow‘

(1) Ry = F.

MMIL n i V@Z‘M.){ Ui, & hanno il significato & @Z\/Au’ our

4 equilibrio dei nodi, nodi che sono appunto soggetti alle

201
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forze . e a cui le aste trasmettono le forze — RA .

Ve gmo di m‘wffae 4 PorM &0/@212 e«ixﬂmm‘ Ak
Q}(\/? Q}\o(‘(O. Per il principio di sovrapposizione degli effetti,
la regeiot  R; r\ﬂ\ riveoa:

Ri = Rai + ékcé‘“g (=4 ),

6(9\/@ O»Q Qﬂq (aﬂ;,cgw\)ﬁ\n‘o Ok (L8zio Q,’ X2 (prr.‘gFom_
donra &mgsdﬂatqzwg=‘_.=uﬂ=CL ovie—
focgia MQQA %nﬂw(\ o 1 woli .»wr,zchh Cb WUV, @

per tale motivo sono dette reazioni di incastro perfetto. Inoltre

A W@ &%a’m}e kgd‘ rarf/i%»}'? Q/q (Qduoug Rfl
WZQ% %{Jﬁv@ ZZ NG A aovioants & ol

\u\ATmLA\\ /;QQ;/Q ’l/Ld- =1 , cioeé rappresenta una rigidezza

. \ .
della struttura, dimensionalmente una po{ Za Pe/ vV ]'a E\A

cpod o (punliolo)

In forma matriciale il sistema si scrive:
RO + ku = F.

La matrice k e detta matrice delle rigidezze e risulta essere
simmetrica:
k=K'

Infatti, si applichi il teorema di Betti alla struttura (l) sogget-
ta all’l-esimo spostamento di nodo unitario (1; = 1) e a tutti
gli altri spostamenti nulli, e alla struttura (m) analogamente
soggetta all’m-esimo spostamento di nodo unitario (1, = 1)
e a tutti gli altri spostamenti nulli. La struttura (m) ¢ soggetta
alle rigidezze ki, (i = 1,2,...1) e il loro lavoro per gli spo-
stamenti del sistema (l), che rappresenta il lavoro mutuo L,
vale:
Ly = kpn X 1.

Analogamente il lavoro mutuo che compiono le forze del si-
stema (I) per gli spostamenti del sistema () valgono:

Lim = kmu %1,

kml

E

Um =1 .
k”m;| é(\dﬁ_

u =1
1
03]

(m)
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{—l——ﬁw,"i

1= S0 b i1
— Rai

177, e/

74

s

4
T ke /
(

A

PN

= 1 1 ;
S Pp + > Kqs l ?p
)

DC t ke,

1 (2) (3)

Sovrapposizione degli effetti che conduce alle equazioni

Q«' - P\o{ Rl k»‘lﬁDC + kcz(PE - kcs(PD (i=1,2,3)
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e quindi risulta:
klm = kml,
come volevasi dimostrare.
Il sistema risolvente puo anche scriversi nella forma:

kuZF_R(),

dove le forze —R, sono le reazioni di incastro perfetto cam-
biate di segno.

G o usidea b2 et ssx%e)fb o 5ol wovimuuy
b wedo (Pofze ssterie wolle | cio® Ry =0), b
(0424 0us & \4%0‘/&0

7

R =ku,

¢ Qc’ifvofo & ({g_porw@m'wp., per il teorema di Clapeyron,
fv‘gl/n? K

= urku.

mguku

La odisime Lo 30 ¢ (L,=0 & u=0)

w3 K L esere doFiwily iw‘}mx.

e peibile olfouwsce Do sobveiowr wla Formg:
u=K'(E-R,)

10.2 Scrittura delle equazioni di equilibrio

Poc deborminae O cepmons R, 4 iweede
‘W% 0 i wePbicenh debla wekia pet
r‘oca&m via gt Ln Guen deicn
oppure Nilizzaudo il Wa{,m o Daver vichali
NGL caw o ilized il ?(,‘n(/i?io o Davori vty otone scument
C\vg&a Fhua dele forze wuilibak qullle ek, wonke £
—esiu ok itk 2ia (puz(vw)(a 2 tdividuak
o cpdhnanhe wi =1 ¢ da bk A
i sphasdi ;=0 (j#1) -

Lo coaericke Golla slllocdreions dolls
dotha e covlws -

Noc): N(") ('>u
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’7(\‘)= T(a)-r 2 T(r)u

=1

M(r): MO LS M('?u‘.}

l':4

b N7 T MO o O capberhide ddla

Aociime donke s A cocicui (od evenbvallnanle donke
Mo bersons mpuse ) solll ethoo o ¢ noli bl (14,= 0
=40, morke N T“)) M om0 U car Weridhide (24
Mochcions vdll i-eimastatva Mbizia (=, U =0, j=f,.1,

)

-

ﬁ t) Sotto I'ipotesi di travi inflesse le caratteristiche della de-

deformazione \w(),&) {—eAMLA M(& p\H’m@ {fw{.b«w:

Em - _ll/i)
EA )
K(“: M(() ’

Il lavoro virtuale esterno relativo alla i-esima struttura con-
gruente vale:

Lye =Ry X1+ L (qv(") +pw® + m(p(i)) ds

+ > (Quv” + Pawy! + Mue)?)
n

dove le R; sono le reazioni nella struttura reale soggetta ai
carichi g(s), p(s) e m(s) distribuiti, ai carichi Qy, P, e My
concentrati nei punti Py e ai vincoli u;.

Uguagliando il lavoro virtuale esterno a quello interno si
ottiene infine:

; 0),,(
R =§(NMN()+ WM”)JQ )
£

EA £]

— L (av? + pw® + me@)ds | Roi

- z (Qh,v;(f) + Phw;(li) + Nh,@;li))
)

n NG M(‘)MU))
| NN &

k{g
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10.3 Esempio di un telaio a un nodo Tn 9WMQL AR qu;&'lo,;h, per s adbitaa
spostabile risolto col metodo degli ‘
spostamenti & ugyuy ey
Telaio a un nodo spostabile soggetto ad un carico distribuito Anclg %wQ\LG}B e Uy Uy € Ug Sowd i \/&Qgh g
J/ b ~l ! v HWIno ?fQA G’soﬁw.' rU&QA' .
D E C L3 St _ ~
bt (owdizion gulibiio (sl @acina dvall i stg‘mMm)n)
1
R4 - 8
A B q R‘l = o
7 Q 72;7 ) R}Z O
l= | |
= ' ™

(O> Redaow &4 ingasteo ?e( P@Ho .
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T ROTBT ) o

U Ip EJ/ CT;IL 0
/ U= Uy =Uy=
A B
A By [ : 40t
e ” Rt PO T— /%f T
@L‘WM CD»\\%(MJ‘Q dovta dﬁ o ¢ a b D’_) (1)‘1 Q . QZ/ )ﬁ: (—[E
Wyon

%Po%w\' ivwf&sﬂ' Uy, Uy € Uy d mn(9.
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(%)ons}guMo wpeesse Us yuika oy Equazioni di equilibrio:
”3/=1_\_?4i; 92 V = é ))Qz “ : 0
> E <L (}—2-1 £ o3t 2 e d= 40l
2 /)
- 1 oot 1wl o
A B
t=th=( Sviluppando si ottiene:
267 (i) bug v Hu, + 0wy =0
4 4
D,% D B . q¢
—»:,—/) ? (5“2;;'2% (—E (/// Supt M lu, + 20 uy = +E{€f >
= .
3L %% (”’) S+l uy + fuy= ",%QETI
b e manipolando tali equazioni si ha poi:
i W ment (e i)
35_7/61 {
) ) Buprhm=—6 21, (Smmﬂw&o Ca ic allle i)
‘Ckﬁ - éfi’lz !
o b oy iy =0, (lofhads € i bl por Bl v)
[3) { ] .
. () =g, )
13

(Vi) u1:—*45‘”3¥. (bl v b i)
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Tnseronds G (vii) « (Vi) woll (/‘i) o offiews infine:

I T
T g
3
uL:—j—i@_
o4 EJ
u :———6:- ?fg
: 32 ET

10.3.1 Costruzione della matrice di rigidezza per
assemblaggio delle matrici delle singole travi

U, (( D E« CZLL

10.3.1.1 Matrice di rigidezza di una trave inflessa con tutti i
movimenti di nodo vincolati

Ma o A BHBkP
T

T

Generazione delle caﬁ(wme 0[0,% W\ﬁ)fﬁ& OWDIL O ?j\c\slw@
oW acha

Ja=Ta=Ns= 0 T 6ET/ égf/ell/
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65] /gz 10.3.1.2 Matrice di rigidezza di una trave inflessa nella quale

fl = éff/fz' y una rotazione di nodo non ¢ vincolata
i*\ s 4)

R G A 2 )™ ig,
: T L | :
6Tk Ta 5
(4 ) s

=1
E quzt{)q}: qu 0 T’VLE] / { 3 12£‘I/eai Generazione delle &ﬁ(ww\e oLQQ& UWJ)W&& G\Q@l ( \ag\c\sxw
dol acka :

Si ottiene: BE‘T/EZ
M, ) 4t ot =6 09, {”ﬂﬂ e _AD
Y eH%, lh=1=° |+ |
T ITENN (3 RS S -y y | - 7
T, 64 61 -1 12‘ L l,BE 3 p>

" - s %ﬂg: =0 T 3EJ7€3T ¥

{%:4 i r‘f—%

f=1,=0 TgEI/;f SEfe | SETR
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Si ottiene:
"M, 30 - 3R]l
T, :%—3? y =3,
T, ] AT N IR P

10.3.2 Matrici di rigidezza delle singole travi e loro
assemblaggio

Incidenze aste tipo 1 Incidenze aste tipo 2

L?A kVB {L‘\ q B \QB (LA q B

Astal w3 u, 0 0 Asta3 U

Asta2 u, 0 0 0 Astad u, 0 U

Mbio A @ (1 =10.=0,9,=u, fe=12)

L0210
Mog T Ape 29 ;

Moo | 82 208 4 ) o,

Ry < —m, ey ¢
R3 % d
M A

DE R
@ ) Mﬂ(ﬁ% )Nec
b

Moa
(HDE psta @ qu} ( Ma ©  ( MDCE
LTD‘ e i Mec l/rrec Tee ‘r
¥ Moa
T e f | T
Mh & AR @
Aq% B 7 Tee

Makcia AR @ (L[)C:: .= qc =0, fe=u2)

{MEC}=E{—{[4QZMW}
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H&\({CQ, AS)F& @ ( gA =0 ) \fD= Uy gD: U > 10.3.3 Metodo iterativo di Cross
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qun'&L(io "Q\@h

DEC

L
F A
—). 1Y

z///

it 7%
Iterazioni
o —— 004
=008y —> -0,026
- 0055 e— G109
N7 Pl
= 0.1 _0044_ -0,
—W —_— 3 MY —— 0.059
D & 833 .89 —~ 1.948
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10.4 Esercizi Schema equivalente
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1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo
delle deformazioni; Reazioni cambiate di segno
2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Calcolare lo spostamento del punto D di applicazione della forza concen-
trata e 1'energia elastica di deformazione.
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10.4.2 Struttura reticolare iperstatica simmetrica P(,WJ @@nna c[ﬁQQ/& \Wy}(.’&. 4{4 (.'%‘olﬁzm
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