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Capitolo 1

Premesse

1.1 Geometria della trave

Una trave ¢ geometricamente un solido monodimensionale descritto
da una linea media ¥, detta asse della trave, e dalle sezioni rette associa-
te ai punti della linea d’asse (fig. 1.1a). A sua volta una sezione retta A ¢

A
aA\
Sezione retta
Asse della trave
(a) Trave (b) Sezione retta

Figura 1.1: Geometria della trave

un’area piana limitata, in generale a connessione multipla, avente quale
contorno 0A una o piu linee chiuse (fig. 1.1b).

Equivalentemente, una trave puo anche essere definita quale solido
generato da una figura piana, vincolata ad essere perpendicolare ad una
data linea, che si muove nello spazio lungo la linea stessa variando, in
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generale, di forma e di dimensioni. In tale descrizione gli ingredienti del
modello sono la linea d’asse quale linea guida del moto, le sezioni rette
e i loro punti posti sulla linea d’asse quali posizioni nei diversi istanti di
tempo della figura piana che si muove nello spazio e, rispettivamente,
del suo punto vincolato alla linea, ed infine la legge di variazione nel
tempo della figura piana e il suo moto.

Come indicato in fig. 1.2a, un generico punto O della linea d’asse della

\ 54

(b) Riferimento locale sulla

(a) Riferimento locale lungo 1'asse
della trave sezione retta

Figura 1.2: Riferimento locale

trave puo al solito essere individuato da un’ascissa curvilinea s. Inoltre,
ancora nel punto O, la direzione z ortogonale alla sezione retta, e quindi
tangente alla linea d’asse, individua un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale locale Oxyz, con x e y ortogonali tra loro e posti sulla
sezione retta (fig. 1.2b). A tale sistema di riferimento ¢ naturalmente
associata una base ortonormale locale ey, e,, e;.

Si noti che la scelta di una linea d’asse da associare ad un generico
corpo monodimensionale ha, allo stato attuale, ampi margini di arbitra-
rieta. Se, e quando, lo sviluppo dei particolari di un dato modello di
trave dovesse fornire un significato fisico preciso a certi punti di una
sezione retta, la scelta della linea d’asse ne potra essere naturalmente
condizionata.
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Si noti inoltre che il modello geometrico prescelto di trave non de-
ve, obbligatoriamente, coincidere con un dato corpo monodimensionale
ma puo semplicemente approssimarlo, soprattutto se in tal modo si
semplifica I'analisi del problema. A supporto di tale affermazione si
consideri una tipica mensola in cemento armato, quale quella riportata
in fig. 1.3, di sezioni verticali rettangolari. Innanzitutto, la forma del-

Figura 1.3: Casseratura della mensola

la mensola suggerirebbe una linea d’asse leggermente inclinata rispetto
alla orizzontale ma, data la piccolezza, e quindi I'ininfluenza, di tale in-
clinazione é prassi la scelta di una linea d’asse orizzontale. Le sezioni
rette (verticali) sono rettangolari e quindi doppiamente simmetriche e
potrebbe essere quindi desiderabile scegliere quale linea d’asse il luogo
dei punti intersezione degli assi di simmetria. Con tale scelta il modello
geometrico individua il corpo di fig. 1.4, che non coincide geometrica-

asse della trave

Figura 1.4: Modello geometrico della mensola

mente con la mensola originale che il modello vuole descrivere ma, piu
semplicemente, I'approssima.

A questo punto si ricorda che I'attendibilita del modello di trave di-
pende dal rapporto £/H tra la lunghezza della linea d’asse € e una di-
mensione significativa H delle sezioni rette. A parita di forma della
sezione, piu tale rapporto e grande e piu la trave e snella, viceversa piu
tale rapporto e piccolo e piu la trave e tozza. In base al valore del rap-
porto é quindi possibile distinguere, almeno in linea di principio, tra
travi tozze e travi snelle. Naturalmente, pitl una trave € tozza e meno il
solido che rappresenta si presta ad essere descritto da un modello mo-
nodimensionale per cui un termine come quello di trave molto tozza ¢
contraddittorio. Nei casi concreti ci si puo aspettare una differenza di
comportamento all’aumentare del rapporto £/H, differenza di compor-
tamento che permettera di definire il concetto di travi tozze e travi snel-
le nel dato contesto. Aumentando ulteriormente il rapporto, restando
quindi nell’ambito delle travi snelle, si potrebbe verificare un’ulteriore
differenza di comportamento, dando in tal modo sostegno al concetto
di travi molto snelle.

1.2 Ipotesi cinematiche

Le azioni esterne agenti su un corpo generico, e quindi anche su una
trave, avranno l'effetto sia di provocarne il moto, almeno nel caso in
cui non siano opportunamente contrastate, che di variarne la forma,
ovverossia di deformarlo. Le deformazioni potranno essere piu 0 meno
pronunciate in dipendenza sia delle proprieta del o dei materiali compo-
nenti il corpo che dell’entita delle azioni stesse, ma rappresentano una
conseguenza inevitabile se il corpo viene sollecitato. Comunque molti
materiali hanno la proprieta di essere notevolmente rigidi, cioe di defor-
marsi poco anche in presenza di sollecitazioni notevoli. Questo consen-
te spesso di utilizzare senza problemi la meccanica del corpo rigido al
fine della descrizione del moto di un corpo, oppure del suo equilibrio se
la possibilita del moto ¢ opportunamente contrastata. D’altronde il mo-
dello di corpo rigido non &, evidentemente, in grado di fornire il quadro
deformativo del corpo, quadro che ¢ spesso necessario conoscere anche
nel caso le deformazioni siano piccole. Non solo, ma non ¢ nemmeno
quasi mai in grado, per limitazioni intrinseche al modello, di fornire il
quadro delle sollecitazioni interne, quadro da cui non si puo prescindere
per stimare la sicurezza delle costruzioni.
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1.2.1 Campi di spostamento

Con riferimento alla fig. 1.5 la cinematica di una trave sara descritta

Figura 1.5: Spostamenti

scegliendo innanzitutto una configurazione di riferimento, individuata
dalla sua linea d’asse ¥, e dalle associate sezioni rette A,. Nel caso piu
generale possibile, la configurazione deformata della trave sara quindi
caratterizzata da una linea d’asse £ e dalle associate sezioni rette A de-
formate. La linea d’asse e le sezioni rette deformate possono essere,
per es., individuate dagli spostamenti dei punti posti sulla linea d’asse
e sulle sezioni rette nella configurazione di riferimento. Nello spirito
di un modello monodimensionale, che vuole essere una semplificazione
rispetto al modello tridimensionale, tutte le funzioni che intervengono
dovranno pero essere definite solo sui punti della linea d’asse di rife-
rimento. Ne consegue che i campi di spostamento definiti nei punti
delle sezioni rette indeformate devono essere fatti dipendere approssi-
mativamente da un certo numero di funzioni definite sulla linea d’asse
indeformata. Tale dipendenza equivale ad un vincolamento dei campi
di spostamento delle sezioni rette.

Posto il problema in questi termini, ne consegue immediatamente che
in generale le sezioni rette sono una proprieta della sola configurazione
di riferimento, salvo il caso particolare della cinematica della trave in-
flessa, che infatti richiede alle sezioni rette, come si vedra piu avanti, di
restare piane e perpendicolari alla linea d’asse anche dopo la deforma-
zione. Naturalmente la trave deformata e ancora un solido monodimen-

sionale e come tale descrivibile geometricamente da una linea d’asse e
da delle associate sezioni rette, che pero in generale non corrisponde-
rebbero, tramite la deformazione, alle sezioni rette della configurazione
di riferimento.

Per quel che riguarda la linea d’asse deformata, questa puo essere
individuata in generale dallo spostamento u dei suoi punti. Indicando
con O, il generico punto della linea d’asse indeformata #,, resta cosi
individuata la seguente funzione a valori vettoriali:

u: -7V, 0, ul0,). (1)

Se sulla linea d’asse indeformata viene scelta un’ascissa curvilinea s, per
es. definita dalla distanza, misurata sulla linea, del generico punto da
uno dei due punti di estremita, la funzione (1) diventa:

u: [0,4,]1-7V, s~ uls), (2)

dove ora ¥, indica la lunghezza della linea d’asse di riferimento.

La descrizione della cinematica delle sezioni rette per il tramite di
funzioni definite sulla linea d’asse implica invece una scelta del modello
cinematico di trave che si vuole utilizzare. Naturalmente tale scelta e
vincolata dall’attendibilita dei risultati per i casi concreti che si debbono
risolvere.

1.2.2 Modelli cinematici

Citiamo nel seguito i piu comuni, e quindi semplici, modelli cinematici
utilizzati in ambito tecnico.

Trave rigida. Come detto, il modello di corpo rigido prescinde dalla
deformazione che la trave sviluppa quando soggetta ad azioni esterne.
La trave subisce al pit un moto rigido e il campo di spostamenti com-
plessivo e quindi quello di un moto rigido. Le sezioni rette subiscono lo
stesso moto rigido della trave e quindi i parametri del moto rigido sono
le funzioni, in tal caso costanti lungo la linea d’asse, da cui dipendono i
campi di spostamento delle singole sezioni rette.

Sezione indeformata. Il modo piu semplice di descrivere il campo de-
gli spostamenti di una trave deformabile & quello di richiedere che le
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sezioni rette restino indeformate. In tal modo il campo degli sposta-
menti e le associate deformazioni della trave, quale solido tridimensio-
nale, dipendono esclusivamente dagli spostamenti rigidi delle sezioni
rette. Questo e quanto di piu vicino possa esserci all'idea di trave quale
corpo monodimensionale. Le funzioni da cui dipendono i campi di spo-
stamento delle singole sezioni rette sono quindi in tal caso i parametri
del moto rigido delle sezioni stesse che, a differenza del caso della tra-
ve rigida, sono variabili in generale lungo la linea d’asse, potendo quindi
produrre una deformazione della trave.

L'unica richiesta di sezione retta indeformata equivale alle due
seguenti ipotesi:

1. Le sezioni rette si conservano piane;
2. Le sezioni rette si conservano indeformate nel proprio piano;

ed é in questa forma che spesso viene citata tale ipotesi cinematica.

Il modello di trave inflessa, che svilupperemo nel seguito, cosi come
il modello alla base della teoria tecnica della trave utilizzano I'ipotesi di
sezione indeformata:

1. Trave inflessa (Fulero-Bernoulli). E bene chiarire subito che l'ipote-
si di sezione retta indeformata non ha, nel modello di trave inflessa,
semplicemente il ruolo di approssimare il campo di spostamenti
reale, ma riveste un ruolo strumentale negli sviluppi del modello
stesso. Ne consegue che piu tale ipotesi é realistica e piu il modello
e attendibile. A tale proposito si puo per es. dire che nel problema
di Saint-Venant, la cui soluzione é ottenuta nell’ambito del model-
lo di corpo solido e quindi senza alcuna restrizione cinematica, la
sezione in generale si deforma nel proprio piano e si ingobba fuori
di questo. Tuttavia in alcuni casi semplici di tale problema, e che
sono poi quelli che si prestano ad essere risolti dal modello di trave
inflessa, la sezione si conserva piana pur continuando a deformarsi
nel proprio piano. Tra I'altro, questo risultato mostra che delle due
ipotesi che equivalgono all’'unica richiesta di sezione indeformabile,
quella che gioca il ruolo principale ¢ la conservazione della sezione
piana;

2. Teoria tecnica delle travi (Saint-Venant). In tal caso I'implemen-
tazione del modello si ottiene attraverso una estensione della so-
luzione del problema di Saint-Venant, per cui il moto rigido delle

sezioni rette delle travi si riduce ad un moto rigido medio della se-
zione, sezione che, come detto, puo in generale sia deformarsi nel
proprio piano che fuori di questo.

Sezione indeformata nel proprio piano. Vi sono casi in cui I'ipotesi
cinematica di indeformabilita delle sezioni rette ¢ troppo restrittiva e
necessita quindi di essere allentata. Tra questi per es. il problema della
torsione di travi di sezione sottile aperta. In tal caso, agli spostamenti
dovuti al moto rigido della sezione retta viene sommato un campo di
spostamenti ortogonale alla sezione stessa che la ingobbano, pur con-
servandola indeformata nel proprio piano. Il campo di spostamenti or-
togonale alla sezione viene ottenuto moltiplicando una funzione defini-
ta sulla linea d’asse, costituente una delle incognite del problema, con
una funzione definita sulla sezione retta, detta funzione di ingobbamen-
to e dipendente solo dalla forma geometrica della sezione stessa (teoria
di Viasov).

1.2.3 Piccoli spostamenti e piccole deformazioni

E gia stato detto piu sopra che i corpi solidi reali si deformano poco
anche se soggetti ad azioni esterne notevoli. E a questo punto necessario
essere piu precisi, in quanto é evidente che diminuendo opportunamen-
te I’entita delle azioni esterne si puo sempre fare in modo che le defor-
mazioni siano sufficientemente piccole. La chiave é naturalmente nella
espressione “azioni esterne notevoli”, che indica genericamente azioni
senz’altro non inferiori a quelle a cui il corpo si trova normalmente ad
essere soggetto. In altri termini, per parlare di piccole deformazioni
queste devono essere dovute agli effettivi carichi normalmente agenti.

Se un corpo solido reale € vincolato in modo tale da non poter subire
degli spostamenti rigidi, non solo le deformazioni, ma anche gli spo-
stamenti che conseguono all’applicazione delle azioni esterne effettive
sono spesso di piccola entita. D’altronde se il corpo, non sufficiente-
mente vincolato, puo subire degli spostamenti rigidi di notevole entita,
mentre le deformazioni continuano ad essere spesso ancora di piccola
entita, cio non puo dirsi in generale per gli spostamenti. Tuttavia € in
tal caso spesso possibile ottenere un campo di spostamenti di piccola
entita se agli spostamenti complessivi vengono tolti i contributi di un
opportuno campo di spostamenti rigidi.

Cio premesso, si puo allora ottenere una notevole semplificazione dei
problemi di meccanica dei solidi, e quindi di meccanica della trave, svi-
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luppandoli sotto 'ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni,
con l’avvertenza che per “spostamenti” deve intendersi in generale “spo-
stamenti a meno di un opportuno campo di spostamenti rigidi”. Natu-
ralmente la “piccolezza” sia degli spostamenti che delle deformazioni
puo essere pil 0 meno pronunciata e quindi pit o0 meno accettabile
nelle varie circostanze. Si comprende quindi come vi possano essere
diversi gradi di applicazione delle semplificazioni che ne derivano. Nel
seguito elencheremo alcune possibilita di semplificazione basate sulla
ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni, chiarendo cosi i
limiti di applicabilita che ne conseguono.

Corpo rigido. La semplificazione piu drastica e naturalmente quella di
trascurare completamente le deformazioni, il che conduce direttamen-
te al modello di corpo rigido. Se il corpo ¢ sufficientemente vincolato
gli spostamenti sono nulli e la configurazione finale coincide con quella
iniziale. Se invece il corpo e libero di muoversi il suo moto e rigido, il
campo degli spostamenti a meno del moto rigido e nullo, e la configu-
razione finale differisce da quella iniziale. In entrambi i casi I’equilibrio
(o piu in generale il bilancio) viene scritto nella configurazione finale,
che ¢ quella in cui sussiste I’equilibrio (o il bilancio). Nel primo caso la
configurazione finale coincide, come detto, con quella iniziale, mentre
in entrambi i casi si tratta di una configurazione indeformata. L’ipotesi
di indeformabilita puo quindi essere separata nelle tre ipotesi seguenti:

1. Spostamenti nulli, eventualmente a meno di un moto rigido;
2. Deformazioni nulle;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata (nella
configurazione iniziale indeformata se ¢ impedito il moto rigido).

Come gia detto, il modello di corpo rigido ¢ una semplificazione trop-
po drastica, poiché elimina la possibilita di poter calcolare non solo
la deformazione e gli spostamenti aggiuntivi dovuti a questa, il che e
evidente, ma anche la sollecitazione interna.

Teoria del primo ordine. Per poter calcolare sia la deformazione che
la sollecitazione di un corpo solido occorre quindi mettere in conto la
deformazione stessa. Il modo piu semplice per farlo e di assumere l'ipo-
tesi di piccolezza sia degli spostamenti che della deformazione con tutte

le conseguenti approssimazioni. Il che poi da una parte significa linea-
rizzare le relazioni dipendenti dagli spostamenti e dalle deformazioni
trascurando tutto cio che e di ordine superiore al primo negli stessi spo-
stamenti e deformazioni. Dall’altra parte significa invece approssimare,
ai fini della scrittura delle equazioni di equilibrio (oppure di bilancio),
la configurazione finale deformata con una configurazione indeformata
vicina, grazie all'ipotesi di piccolezza degli spostamenti che conducono
dalla configurazione indeformata a quella deformata.

A questo punto ¢ bene segnalare che anche ad eventuali spostamenti
rigidi di piccola entita vanno applicate le approssimazioni di cui sopra.
In altri termini, un campo di spostamenti rigidi piccolo puo essere li-
nearizzato, trascurando tutto cio che e di ordine superiore al primo nei
parametri lagrangiani che lo descrivono. Non solo, ma anche la confi-
gurazione finale puo essere approssimata dalla configurazione iniziale.
Se allora il corpo é vincolato a non subire spostamenti rigidi di note-
vole entita (potendoli pero in generale subire di piccola entita) la con-
figurazione finale deformata puo confondersi con quella indeformata
iniziale.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del primo ordine. Riassumendo, una teoria del primo
ordine é basata sulle seguenti ipotesi:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;
2. Piccole deformazioni;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata vicina a quel-
la deformata (nella configurazione iniziale indeformata se sono
impediti spostamenti rigidi di notevole entita).

Si noti che in una teoria del primo ordine I’equilibrio viene scritto in
una configurazione indeformata, come se il corpo fosse rigido. Si puo
quindi enunciare la seguente

o Equivalenza statica. La statica di un sistema deformabile, svilup-
pata con le approssimazioni di una teoria del primo ordine, coincide
con quella dello stesso sistema considerato composto da corpi rigidi.

La meccanica della trave sviluppata nei capitoli seguenti ¢ una teo-
ria del primo ordine, quindi basata sull’ipotesi di piccoli spostamenti e
piccole deformazione e su tutte le sue conseguenze.
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Teoria del secondo ordine. Vi sono casi in cui le azioni esterne appli-
cate sono tali che non é lecito scrivere 1'equilibrio in una configurazio-
ne indeformata vicina a quella deformata, nonostante gli spostamenti
(eventualmente a meno di un moto rigido) e le deformazioni dovute alle
stesse forze possano ancora essere considerati piccoli. La piccolezza
degli spostamenti e delle deformazioni permettono ancora di trascura-
re i termini di ordine superiore negli spostamenti e nelle deformazioni
stesse ma non vi e piu ’equivalenza statica tra sistemi deformabili e
sistemi rigidi.

Questi casi si presentano quando la coincidenza della struttura defor-
mata con quella indeformata si ottiene al prezzo di trascurare termini
piccoli negli spostamenti (anche del primo ordine) che pero modificano
quantita altrimenti nulle. Se tali quantita intervengono nelle equazioni
di equilibrio, non sempre la loro piccolezza garantisce la loro trascura-
bililita. In tale ottica la singola quantita puo essere si semplificata, pero
trascurando termini di ordine superiore rispetto ad altri che devono in
ogni caso comparire nelle equazioni di equilibrio.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del secondo ordine. Quindi una teoria del secondo ordine
¢ basata solo sulle prime due ipotesi alla base di una teoria del primo
ordine:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;

2. Piccole deformazioni.

Grandi spostamenti e piccole deformazioni. Nel caso di travi molto
snelle gli spostamenti possono facilmente diventare grandi non tanto
perché le deformazioni sono grandi, ma in quanto queste sono distri-
buite su una notevole lunghezza. Ne risulta che in tal caso non sono piu
possibili le linearizzazioni dovute all’ipotesi di piccoli spostamenti, ma
continuano ad essere lecite quelle dovute all'ipotesi di piccole deforma-
zioni. Poiché I'equilibrio puo essere scritto in una configurazione inde-
formata vicina a quella deformata solo se gli spostamenti sono piccoli,
in tal caso tale approssimazione non e di conseguenza mai lecita.

Quindi un modello di trave molto snella puo essere basato solo sulla
seconda ipotesi alla base di una teoria del primo ordine, e cioé quella di
piccole deformazioni.

1.3 Travi piane

Limitandosi al caso di una cinematica della sezione retta descritta da
un moto rigido (ipotesi di sezione indeformata), una trave e detta cine-
maticamente piana se esiste un piano, detto piano di flessione (fig. 1.6),
tale che:

1. L’asse indeformato e I'asse deformato della trave appartengono a
tale piano;

2. Le rotazioni delle sezioni rette avvengono attorno ad assi
perpendicolari a tale piano.

Bo

%

piano di flessione

Figura 1.6: Trave cinematicamente piana

Si noti che in tal modo gli spostamenti dei punti della trave avvengo-
no parallelamente al piano di flessione. Si noti poi che la definizione
fa riferimento alla configurazione indeformata, configurazione che nel
caso piano non puo quindi essere arbitraria. Si noti infine che se 'asse
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indeformato della trave e rettilineo il piano di flessione puo essere uno
qualunque dei piani di sostegno I'asse, mentre nel caso di asse curvo
indeformato I'unica possibilita ¢ quella del piano che contiene 1’asse.

Una trave ¢ invece detta staticamente piana se esiste un piano, detto
piano di sollecitazione, tale che:

1. L’asse deformato della trave appartiene a tale piano;

2. 1l sistema delle forze esterne, cosi come il sistema delle forze in-
terne, applicate ai punti di una sezione retta é equivalente ad un
sistema di forze appartenenti a tale piano.

Si noti che in tal modo un qualunque momento del sistema delle for-
ze esterne (oppure delle forze interne) relative ad una sezione retta e
valutato rispetto ad un punto del piano di sollecitazione ha asse mo-
mento perpendicolare al piano stesso. Si noti poi che, a differenza del
caso cinematicamente piano, la definizione fa riferimento alla sola con-
figurazione deformata e che quindi non dipende dalla configurazione di
riferimento. Tuttavia, si ricordi che nell’ambito di una teoria del primo
ordine ai fini dell’equilibrio la configurazione deformata si fa coincide-
re con quella indeformata. In tal caso al piano della trave é richiesto
di contenere l'asse indeformato, e la configurazione deformata risulta
ininfluente ai fini statici.

Si dice infine che una trave € piana se ¢ contemporaneamente piana
sia dal punto di vista cinematico che da quello statico. Nel caso di una
trave ad asse indeformato curvilineo i piani di flessione e di sollecita-
zione devono coincidere con il piano dell’asse e quindi coincidono tra
loro. Nell’ambito di una teoria del primo ordine e se I'asse indeformato
della trave ¢ rettilineo puo invece presentarsi il caso di trave piana con
piani di flessione e di sollecitazione non coincidenti. Una condizione
sufficiente ad assicurare che una trave sia piana, con piani di flessione
e di sollecitazione coincidenti in ogni caso, € che le forze applicate e le
sezioni rette siano simmetriche rispetto al piano dell’asse indeformato,
oppure ad un piano contenente 1’asse indeformato se questi e rettilineo.
La simmetria delle sezioni rette deve naturalmente riguardare anche il
materiale di cui la trave ¢ composta.

1.4 Vincoli e reazioni vincolari nella teoria delle
travi

Come noto, vincolare! un punto equivale ad imporre delle limitazio-
ni cinematiche al moto del punto stesso. Una delle assunzioni fonda-
mentali della meccanica ammette 1'esistenza delle reazioni vincolari o
reazioni dei vincoli,? cioé di forze che possono essere sostituite ai vin-
coli senza alterare lo stato del punto vincolato. Un’ulteriore assunzio-
ne, limitata ai vincoli privi di attrito, permette a volte di determinare
la direzione e anche il verso della reazione vincolare. Precisamente si
suppone che la reazione vincolare abbia la direzione e verso opposto di
uno spostamento del punto totalmente impedito.? Se il vincolo ¢ anche
bilaterale, come supporremo nel seguito, il verso non e piu prevedibi-
le e gli spostamenti totalmente impediti hanno direzione ortogonale a
qualunque incremento di spostamento possibile, cioé non impedito dal
vincolo stesso. In tal caso la reazione vincolare ¢ quindi ortogonale a
qualunque incremento di spostamento non impedito dal vincolo.

Nello spirito della teoria delle travi, descritte da una cinematica che
lascia indeformate le sezioni rette, non sono pero in generale i singoli
punti ad essere vincolati ma le stesse sezioni rette. Ne consegue che un
vincolo di una trave riguarda un’intera sezione retta e come tale limita
I'incremento di moto rigido (eventualmente medio) di tale sezione. A
un tale vincolo corrisponde quindi una reazione vincolare che riguar-
da l'intera sezione vincolata, rappresentata in generale dalla reazione
risultante e dalla reazione momento risultante di tutte le reazioni cor-
rispondenti al vincolamento della data sezione. L'incremento di moto
rigido della sezione retta puo essere descritto in termini di incremento
di rotazione attorno ad un punto e di traslazione dello stesso punto.
Se questo e il caso, la reazione risultante puo avere quale retta d’azio-
ne una qualunque delle direzioni passanti dal punto che sia ortogonale
agli incrementi di traslazione ammissibili, mentre la reazione momento
risultante puo avere quale direzione dell’asse momento una qualunque
direzione ortogonale agli assi degli incrementi di rotazione possibili.

Nel seguito analizzeremo il caso delle travi piane e accenneremo al
caso delle travi spaziali. Si ricordi che nel caso di travi piane la sola

1Vincolo si rende con constraint nella letteratura inglese.

2 Forces of constraint nella letteratura inglese.

3Uno spostamento totalmente impedito da un vincolo porterebbe il punto in una posi-
zione a cui il punto stesso non puo avvicinarsi con incrementi di spostamento consentiti
dal vincolo.
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rotazione possibile ¢ attorno ad un asse perpendicolare al piano della
trave, mentre una eventuale reazione momento risultante deve avere
asse ortogonale al piano della trave.

1.4.1 Vincoli piani semplici

I vincoli semplici impediscono un solo grado di liberta. Nel caso di
trave piana, vi sono quindi due tipi di vincoli semplici. Un primo tipo
impedisce I'incremento di spostamento di un punto della sezione retta
in una data direzione, punto che puo anche non appartenere alla linea
d’asse della trave. In tal caso la retta d’azione della reazione risultan-
te ¢ parallela a tale direzione e passa per il punto vincolato, mentre
la reazione momento risultante é nulla. Tale tipo di vincolo puo essere
rappresentato graficamente da un carrello con piano di scorrimento per-
pendicolare all’incremento di spostamento impedito (fig. 1.7a), oppure

T

nVv

(a) Carrello (b) Pendolo

Figura 1.7: Vincoli che impediscono I'incremento di spostamento in una data
direzione

da un pendolo semplice il cui asse ha quindi la direzione dell'incremen-
to di spostamento impedito (fig. 1.7b). Si osservi che '’equivalenza tra
il carrello e il pendolo semplice riguarda il solo incremento del moto, e
quindi anche il tipo di reazione, poiché I'uno vincola il punto a spostar-
si lungo una retta e l'altro lungo una circonferenza. Comunque, sotto
I'ipotesi di piccoli spostamenti il carrello e il pendolo semplice posso-
no considerarsi equivalenti, almeno approssimativamente, anche nella
descrizione degli spostamenti in un intervallo finito di tempo. Nel ca-
so dei due vincoli illustrati in fig. 1.7, le condizioni cinematiche e le

conseguenti condizioni statiche sulle componenti di reazione possono
scriversi, con le convenzioni indicate nella stessa figura:

dn =0, H =0, M =0, (3)

mentre I'incremento di spostamento orizzontale d&, I'incremento di ro-
tazione d@ e la componente verticale V della reazione risultante sono
indeterminate e quindi, in generale, diverse da zero.

11 secondo tipo di vincolo semplice impedisce I'incremento di rotazio-
ne della sezione retta mentre consente un generico incremento di trasla-
zione. La reazione consiste quindi in una coppia agente nel piano della
trave, cioé con asse momento ortogonale al piano della trave e quin-
di coincidente con I'asse della rotazione impedita. Tale tipo di vincolo
puo essere rappresentato graficamente da un doppio doppio pendolo o
pendolo improprio, costituito da due coppie di doppi pendoli connes-
si tramite un elemento rigido e con gli assi delle due coppie di doppi
pendoli non allineati (fig. 1.8). Con riferimento alla fig. 1.8, le condi-

7

&, H
N
n,Vv

Figura 1.8: Doppio doppio pendolo (pendolo improprio)

zioni cinematiche che definiscono il vincolo e le conseguenti condizioni
statiche sulle componenti di reazione possono scriversi:

de =0, H =0, V =0, 4)

mentre gli incrementi di spostamento, sia orizzontale d& che verticale
dn, e la reazione momento risultante M sono indeterminati e quindi, in
generale, diversi da zero.

Esercizio (doppio doppio pendolo). Si vuole verificare nel seguito che
il doppio doppio pendolo reagisce al piu con una coppia. Infatti, con
riferimento allo schema di fig. 1.9a, sull’elemento rigido che connette i
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r/f],\\‘ ] [ 1.4.2 Vincoli piani doppi
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Fy e Fi passa per B. Per equilibrio tali risultanti devono essere uguali ed WA cerione Yascitudone Yibea £ ohwoug sltorao

opposte ed avere quindi la stessa retta d’azione, che non puo che essere

verticale (fig. 1.9b). Poiché F3 e F4, cosi come F; e F», sono parallele deve ‘ p , ,
dunque risultare F; = F» e F3 = F4, con la conseguenza che la sezione S aA vl ?‘M}(“ ¢ (9"’\%’6‘/“} W}‘L A (guoue. W‘%dj@ m
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a) Forze interne b) Poligono delle forze

Figura 1.9: Equilibrio interno al doppio doppio pendolo
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1.4.5 Vincoli spaziali
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Le reazioni consistono in generale in una forza passante per I’asse
della rotazione e di direzione ortogonale a questo piul una forza parallela
all’asse della rotazione. Nel caso in cui la componente della risultante
parallela all’asse della rotazione € nulla, pud agire una coppia di asse
momento ortogonale all’asse della rotazione

<) Pgpeagio i corevle
Gueanke 0 taslosons dela sevims ehh inuna
bicvione  padlila ol piduo Li sgpciwambo M’W'o
¢ Yo rohuone aNorvo ad um Yw\}o‘ Lo enionn fosa
e Wy oo ed ?ap&w%& K piowo di
SO0 o,

) Appesgic clindhio swicevolo

Consente la traslazione della sezione retta nella direzione parallela
al piano di scorrimento dell’appoggio, la rotazione attorno ad un asse
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perpendicolare al piano di scorrimento e la rotazione attorno ad un altro
asse, per es. parallelo al piano di scorrimento.

Le rezioni consistono in una forza ortogonale al piano di scorrimento
e passante per I'asse di rotazione parallelo al piano di scorrimento, op-
pure (se la risultante é nulla) in una coppia di asse momento parallelo al
piano di scorrimento e ortogonale all’asse di rotazione parallelo al piano
di scorrimento.
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Capitolo 3

Sistemi di travi rigide

Gli spostamenti di una trave deformabile, come gia visto, si possono
scindere in generale nella somma di spostamenti rigidi e di spostamenti
dovuti alla deformazione. Se gli spostamenti dovuti alla deformazione
sono piccoli, da una parte gli spostamenti rigidi risolvono il problema
della determinazione di una configurazione indeformata del corpo “vi-
cina” a quella finale deformata, mentre dall’altra parte le equazioni di
equilibrio possono essere scritte in tale configurazione indeformata.

Se le ipotesi alla base di una teoria del primo ordine sono valide e
quindi lecito utilizzare il modello di trave rigida allo scopo di deter-
minare una configurazione approssimante quella finale deformata cosi
come le reazioni dei vincoli e le caratteristiche della sollecitazione.

Da quanto precede segue I'importanza dell’analisi sia cinematica che
statica dei sistemi di travi rigide. Gli aspetti principali di tale analisi
saranno presentati nel seguito, senza alcuna pretesa di completezza.

3.1 Analisi cinematica dei sistemi di travi rigide

Un sistema di travi rigide ¢ detto labile se puo subire dei moti rigi-
di infinitesimi.! Si noti che se un sistema puo subire dei moti rigidi,
puo subire anche dei moti rigidi infinitesimi, che non sono altro che la
linearizzazione dei precedenti. Non e invece vero l'inverso, ovverossia
esistono sistemi che possono subire dei moti rigidi infinitesimi senza
che esistano degli effettivi moti rigidi, come la trave su un appoggio fis-
so e un carrello di fig. 3.1. Infatti tale trave non puo subire un moto
rigido poiché il punto fisso A richiederebbe alla trave di ruotare attorno
allo stesso punto. Il punto B dovrebbe allora spostarsi su una circonfe-
renza, ma il carrello impone a B di spostarsi sulla retta verticale per lo

11’attenzione & diretta ai moti rigidi infinitesimi, poiché sono questi che forniscono
le direzioni alle quali le reazioni dei vincoli sono ortogonali.
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Figura 3.1: Trave su un appoggio fisso e un carrello

stesso punto. E invece possibile il moto rigido infinitesimo che si ottie-
ne linearizzando il moto rigido di rotazione attorno al punto A, poiché
questi richiede al punto B di spostarsi sulla verticale.

Il numero [ dei parametri lagrangiani che definiscono il generico mo-
to rigido infinitesimo ¢ detto grado di labilita.> 1 possibili moti rigidi
infinitesimi definiscono lo stato cinematico del sistema di travi rigide.

Un vincolo é detto iperstatico o inefficace se puo essere rimosso senza
modificare lo stato cinematico del sistema di travi rigide. Se un vincolo
non puo invece essere rimosso senza modificare lo stato cinematico del
sistema ¢ detto vincolo efficace. E bene dire subito che si presentano
sia casi in cui tutti i vincoli semplici, interni ed esterni, del sistema di
travi rigide sono iperstatici sia casi in cui tutti i vincoli sono efficaci. Del
primo caso ne € un semplice esempio la trave su tre carrelli di fig. 3.2a,
mentre il secondo caso ¢ illustrato dalla trave su un appoggio fisso e un

o g L PAY

(a) Trave su tre carrelli

(b) Trave su un appoggio fisso e un
carrello

Figura 3.2: Vincoli efficaci e inefficaci

carrello di fig. 3.2b.

2 Affinché le strutture civili siano funzionali, devono essere fissate al terreno e le sue
diverse parti fra di loro. Questo implica che non devono essere possibili moti rigidi, da
cui il termine labilita per indicare in tale ambito i gradi di liberta, termine che contiene
una connotazione negativa. D’altronde la stessa osservazione ¢ valida anche per le co-
struzioni meccaniche che possono contenere parti in movimento od essere esse stesse
in movimento. Infatti, ad esclusione di cio che si puo muovere, alle parti restanti e ri-
chiesto di essere fissate fra di loro, alle parti in movimento ed eventualmente al terreno,
almeno nel caso in cui non sia previsto il movimento dell'intera struttura.

29



30 Capitolo 3. Sistemi di travi rigide

SdC Parte IT — 23 settembre 2007

Prof.Daniele Zaccaria

Il numero i dei vincoli semplici iperstatici che possono essere contem-
poraneamente rimossi senza modificare lo stato cinematico del sistema
e detto grado di iperstaticita. Si osservi che tale definizione richiede che
esista un insieme di i vincoli iperstatici soddisfacente la condizione,
non che un qualunque insieme di i vincoli iperstatici soddisfi la condi-
zione stessa, come mostrato dalla trave incastro-appoggio di fig. 3.3. E

b 5

Figura 3.3: Trave incastro-appoggio

facile verificare che tutti i vincoli di tale sistema sono iperstatici e che il
sistema stesso € due volte iperstatico. Rimuovendo pero il vincolo in B
che impedisce lo spostamento verticale e il vincolo in A che impedisce
la rotazione della sezione si ottiene il sistema labile di fig. 3.1.

Dalla definizione di grado i di iperstaticita, ne consegue che rimos-
So un opportuno insieme di i vincoli iperstatici, non ¢ poi piu possibile
rimuovere ulteriori vincoli senza modificare lo stato cinematico del si-
stema. I vincoli restanti sono quindi divenuti tutti efficaci. Se v e il
numero dei vincoli semplici, interni ed esterni, il numero dei vincoli re-
stanti, tutti efficaci, vale v — i. Se g rappresenta il numero dei gradi di
liberta del sistema svincolato, il grado di labilita del sistema vale allora:

l=g-(v-1), 1)
e ne consegue la relazione:
v—-g=i-1L (2)

Poiché un corpo rigido ha 6 gradi di liberta nello spazio e 3 gradi di
liberta nel piano ne risulta:

3)

_|6n nel caso spaziale,
9= 3n nel caso piano,

dove n é il numero di parti rigide del sistema connesse tra loro da vincoli
interni.

Un sistema di travi e detto labile se il suo grado di labilita non é nullo.
Analogamente e detto iperstatico se non € nullo il suo grado di iper-
staticita. Si noti che un sistema puo essere contemporaneamente labile

e iperstatico, come per es. il semplice caso della trave su tre carrelli
di fig. 3.2a. Infatti i tre carrelli a piano di scorrimento orizzontale ren-
dono possibile un moto rigido di traslazione orizzontale, e quindi [ = 1.
D’altronde uno qualunque dei tre carrelli puo essere rimosso senza mo-
dificare lo stato cinematico della trave rigida e quindi i tre vincoli sono
iperstatici e di conseguenza la struttura é iperstatica. Poiché solo un
carrello per volta puo essere rimosso senza modificare lo stato cinema-
tico del sistema ne risulta i = 1. La trave su tre carrelli ha dunque un
grado di iperstaticita e un grado di labilita. La trave incastro-appoggio
di fig. 3.3 é invece un esempio di un sistema non labile e due volte
iperstatico.

Se il sistema non € né labile e né iperstatico viene detto isostatico.
La trave su un appoggio fisso e un carrello di fig. 3.2b ¢ un semplice
esempio di sistema isostatico.

Un sistema di travi rigide ¢ dunque isostatico se e solo se:

i=0 e [=0. 4)

Si osservi che la relazione (2) fornisce la seguente condizione necessaria
di isostaticita:
v—-—g=0. (5)

La condizione non ¢ sufficiente poiché ¢ soddisfatta se i = | senza che
entrambi siano nulli, come nel caso gia visto della trave su tre carrelli
di fig. 3.2a. Se un sistema soddisfa la condizione necessaria di isostati-
cita (5) senza essere isostatico ne consegue che e contemporaneamente
labile e iperstatico con ugual grado di labilita e di iperstaticita. In tal
caso si suol dire a volte che i vincoli sono mal disposti, naturalmente
rispetto alla esigenza di avere un sistema di travi isostatico.

3.2 Analisi statica dei sistemi di travi rigide

Sia dato un sistema di travi rigide soggetto a generiche forze esterne.
Il sistema e detto equilibrato se esiste un sistema di reazioni vincolari
ammissibile equilibrante le date forze esterne. Si osservi che tale defi-
nizione é compatibile con I'esistenza di piu sistemi di reazioni vincolari
ammissibili equilibranti le date forze esterne.

Un sistema equilibrato e detto staticamente determinato se le reazioni
vincolari sono univocamente determinate dalle equazioni di equilibrio,
in caso contrario il sistema e detto staticamente indeterminato.
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La labilita di un sistema di travi non dipende dalle forze applicate,
ma solo dalla sua geometria. Un sistema labile puo essere equilibrato
se soggetto a certe forze esterne mentre puo essere non equilibrato se
soggetto ad altre forze. In quest’ultimo caso si dice che le forze mettono
in gioco la labilita del sistema. La trave su un appoggio fisso e un carrello
di fig. 3.4a, caricata da una forza verticale in corrispondenza del carrel-
lo, e la trave su tre carrelli di fig. 3.4b, soggetta ad una forza orizzontale,

K & & K

(a) Trave su un appoggio fisso
e un carrello

(b) Trave su tre carrelli

Figura 3.4: Esempi di travi labili non equilibrate

sono due semplici esempi di sistemi di travi labili non equilibrati.

I sistemi di travi non labili sono equilibrati per ogni sistema di forze
esterne applicato. I sistemi equilibrati non iperstatici, in particolare i
sistemi isostatici, sono sempre staticamente determinati, cioe le equa-
zioni di equilibrio sono sufficienti a determinare univocamente tutte le
reazioni vincolari. I sistemi equilibrati iperstatici, in particolare i siste-
mi non labili iperstatici, sono sempre staticamente indeterminati, cioé le
equazioni di equilibrio non sono sufficienti a determinare univocamen-
te tutte le reazioni vincolari. In tal caso un numero di reazioni vincolari
pari al grado i di iperstaticita resta indeterminato.

3.3 Curva delle pressioni

Le sollecitazioni che si trasmettono attraverso una qualunque sezio-
ne retta di una trave piana equivalgono alla loro risultante agente lungo
una ben determinata retta d’azione (asse centrale del sistema di forze)
oppure, se tale risultante e nulla, equivalgono ad una coppia. Escluso
quest’ultimo caso, ad ogni sezione retta di una trave piana corrisponde
la retta d’azione della risultante delle forze agenti nella stessa sezione.

D’altronde una coppia M rappresenta il caso limite di una forza F aven-
te braccio b rispetto ad un punto P del piano quando la forza tende a
zero e il braccio tende all'infinito mantenendo costantemente uguale a
M il prodotto Fb. Ne consegue una “forza nulla” che agisce secondo
la retta all’infinito o retta impropria e quindi ad ogni sezione retta di
una trave piana corrisponde la retta d’azione, propria o impropria, della
risultante delle tensioni agenti nella stessa sezione.

La curva delle pressioni rappresenta l'inviluppo delle rette d’azione
delle risultanti relative a tutte le sezioni rette di un sistema di travi.
Tale strumento grafico sintetizza, in modo qualitativo, le sollecitazioni
cui una trave e sottoposta.

3.3.1 Tratto di trave non caricato

In un tratto di trave non caricato direttamente la curva delle pressioni
€ rappresentata da una linea retta, poiché in tal caso I'’equilibrio richie-
de che la retta d’azione della risultante non vari al variare della sezione
retta considerata. Infatti, due sezioni generiche di tale tratto individua-
no una parte di tale tratto caricata solo in corrispondenza delle sezioni
stesse e quindi le due forze che si trasmettono in tali sezioni devono
essere uguali ed opposte.

Se la trave ¢ caricata solo da forze concentrate la curva delle pres-
sioni risulta, per quanto detto, poligonale. I lati del “poligono” delle
pressioni corrispondono ai tratti di trave tra un carico concentrato e
I'altro (fig. 3.5a). Con riferimento all’esempio di fig. 3.5a, 'intersezione
tra la traccia di una generica sezione S e la retta d’azione della risultan-
te delle forze agenti nella stessa sezione (retta d’azione che rappresenta
un lato del poligono delle pressioni) individua il centro di sollecitazio-
ne C.3 1l valore della risultante puo essere dedotto dal poligono delle
forze (fig. 3.5b), che rappresenta I’equilibrio in forma vettoriale. La com-
ponente in direzione normale alla sezione individua la forza normale,
quella in direzione della traccia della sezione la forza di taglio mentre
il momento flettente dipende dalla eccentricita della risultante rispetto
al punto S della linea d’asse, oppure dalla eccentricita della sola forza
normale (indicata con e in fig. 3.5a). Il momento flettente si annulla dove
i lati del poligono delle pressioni intersecano la linea d’asse del sistema
di travi nel tratto di propria competenza. Nel caso della fig. 3.5a, tale

3A volte detto centro di pressione.
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e tratto AD

tratto BD
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(a) Poligono delle pressioni (b) Poligono del-
le forze

Figura 3.5: Esempio di un sistema di travi soggetto ad un carico concentrato

situazione si verifica solo in corrispondenza delle sezioni vincolate A e
B.

3.3.2 Tratto di trave con carico distribuito costante (per
unita di linea ortogonale al carico)

Si vuole ora mostrare che in un tratto di trave soggetto ad un carico
distribuito q costante per unita di linea ortogonale al carico, la curva
delle pressioni é una parabola il cui asse ha la direzione del carico.

Dimostrazione. Facendo infatti riferimento allo schema di fig. 3.6a, dove
la direzione del carico distribuito e verticale e il carico é ritenuto costan-
te per unita di linea orizzontale (o per unita di proiezione orizzontale),
si consideri la generica sezione S. La quota di carico distribuito che
compete al tratto AS vale ga, dove a ¢ la distanza in orizzontale di
A da S. E quindi possibile determinare, tramite il poligono delle forze
(fig. 3.6b), la risultante che compete alla sezione S. L'inclinazione di tale
risultante fornisce, per definizione di inviluppo, la tangente r alla curva

(b) Poligono delle forze

(a) Curva delle pressioni

Figura 3.6: Esempio di un sistema di travi soggetto ad un carico ripartito

delle pressioni nel punto individuato dalla intersezione della curva con
la retta d’azione s della quota di carico ripartito agente in S. Si assu-
mano allora due assi ortogonali di riferimento, un asse orizzontale x
generico ed un asse verticale y tale che divida il carico ripartito in due
quote, individuate nel poligono delle forze dalla orizzontale per il punto
di incontro delle reazioni R5 ed Rg. Detta f(x) I'equazione della curva
delle pressioni, deve quindi risultare:

df —-qx

=tan«x =

dx H’ ©)

dove «x e I'inclinazione della tangente rispetto all’asse x e H ¢ la distan-
za, misurata nel poligono delle forze, della risultante del carico distri-
buito dal punto di incontro delle reazioni R5 ed Rg. Dato che la distanza
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H non dipende da x, integrando si ottiene:
Foo =9 (7)
- 2H 7

equazione che rappresenta una parabola di asse 7y, come volevasi
dimostrare. [ |

Nella dimostrazione precedente si e ipotizzato che il punto di
tangenza della risultante v in S si trovi sulla retta s.

Dimostrazione. Per mostrare che cosi é si consideri la fig. 3.7, dove sono

b

_|<_

A A
SKHIX
an "
a
Ty %7 " k
2
a
) 481
ab
R V/7"2
S5 )

R S s

S \

Figura 3.7: Tangenti alla curva delle pressioni nell’intorno di un punto

state tracciate le rette d’azione 77 e 7, delle risultanti relative rispetti-
vamente alle due sezioni S; e S» che distano b da S in direzione oriz-
zontale e che sono poste rispettivamente a sinistra e a destra di S. Le
risultanti dei due carichi gb intercettano su + i punti T; e T, da cui

passano le rette d’azione 7, e 7». E evidente dalla costruzione che il
punto di tangenza di v deve essere interno all'intervallo T1T,. Essen-
do la distanza b arbitraria il punto di tangenza deve quindi stare sulla
retta s. [ |

Con riferimento alla fig. 3.8, si affronta ora il problema della costru-
zione dell’arco di parabola che rappresenta la curva delle pressioni tra-
mite I'individuazione di tre dei suoi punti e delle corrispondenti tan-
genti, come gia fatto per il tracciamento del diagramma parabolico del
momento flettente. A tale proposito si ricordi che nel dato esempio la

q
P>
D B
\%

Figura 3.8: Costruzione della curva delle pressioni parabolica

direzione del carico coincide con la direzione verticale. Si consideri al-
lora innanzitutto che i due punti di estremita P; e P» della curva delle
pressioni coincidono con le intersezioni tra le verticali per le sezioni A
e D di estremita del carico distribuito e le rette d’azione delle risultanti
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in A e in D rispettivamente. Si noti che nell’esempio di fig. 3.8 il primo
dei due punti, P;, coincide con il punto A. Le rette d’azione relative ai
due punti di estremita rappresentano anche le due tangenti di estremita
della curva delle pressioni mentre il vertice E delle tangenti si trova sul-
la retta d’azione della risultante del carico distribuito. Per completare
la costruzione a questo punto basta unire i due punti di estremita P; e
P, della curva delle pressioni, individuando cosi I'intersezione F con la
retta d’azione della risultante del carico distribuito. Dividendo a meta
il segmento EF si individua il terzo punto P3 della parabola, mentre la
tangente si ottiene mandando per P53 la parallela alla congiungente P, P».

3.3.3 Arco parabolico
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({P(\{}o e 5 %,Q(9Q4 % ‘)ps{u‘ou.& &,QD/A r"s«/“’owd? r&Qﬂhm
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3.3.4 Arco circolare a tre cerniere

Si consideri I'equilibrio di un arco di circonferenza AB di centro O, di
semiapertura S generica, soggetto ad un carico distribuito g radiale (per
unita di linea d’asse) e a due forze in A e in B tangenti alla linea d’asse
(fig. 3.9a).

Il carico radiale e simmetrico rispetto alla bisettrice dell’angolo AOB
e quindi tale bisettrice coincide con la retta d’azione della risultante
del carico. Sempre per simmetria, le due tangenti in A e in B si incon-
trano sulla bisettrice dell’angolo AOB rendendo cosi possibile I'equili-
brio (dato che condizione necessaria per I’equilibrio di tre forze ¢ che si
incontrino in un punto).

Poiché la risultante del carico radiale ha retta d’azione I'asse di sim-
metria, & sufficiente integrare la componente del carico in tale direzio-
ne. La simmetria permette inoltre di integrare solo su meta arco. Con le
convenzioni di fig. 3.9a si ottiene cosi:

B
Q:ZJ qcos xRdx = 2gR sin B. (8)
0

Come puo poi dedursi dal poligono delle forze (fig. 3.9b), gli sforzi alle
due estremita A ed B dell’arco valgono gR. Si noti che tale risultato e
indipendente dalla semiapertura f8 dell’arco.

Si consideri ora I'arco circolare a tre cerniere di fig. 3.10, soggetto ad
un carico distribuito radiale costante (ancora per unita di linea d’asse).
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aR aR

2qR sin
(a) Forze applicate

(b) Poligono delle forze

Figura 3.9: Equilibrio di un arco circolare soggetto ad un carico radiale

A\

Figura 3.10: Arco circolare a tre cerniere soggetto ad un carico ripartito radiale

Si sconnetta in corrispondenza delle tre cerniere (interna ed ester-
ne). Per la soluzione precedente, ¢ possibile equilibrare i due archi con
delle forze tangenti alla linea d’asse, di modulo gR indipendente dalla

semiapertura degli archi, come indicato in fig. 3.11. Le due forze in cor-

~\

%n @

Figura 3.11: Reazioni interne ed esterne

rispondenza della cerniera interna sono quindi uguali ed opposte come
imposto dal vincolo. Essendo soddisfatto I'equilibrio e tutte le condi-
zioni imposte dai vincoli, lo schema di fig. 3.11 fornisce la soluzione
dell’arco circolare a tre cerniere soggetto a carico radiale.

Si noti che I'arco ¢ soggetto alla sola forza normale e che quindi la
curva delle pressioni coincide con la linea d’asse dell’arco.

3.3.5 Cenno all’equilibrio dei fili

Come gia visto nel caso dell’arco parabolico, la curva delle pressioni
non dipende dalle linee d’asse del sistema di travi ma solo dalle forze
applicate (forze attive e reazioni dei vincoli), almeno finché la forma
della struttura non influenza le forze applicate. Si consideri allora un filo
inestendibile, ovverossia un filo che conserva la sua lunghezza. Essendo
indefinitamente flessibile, il filo puo essere internamente soggetto solo
a forze normali di trazione, dirette quindi secondo la tangente alla linea
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che rappresenta la configurazione equilibrata sotto le date forze.* Ne
consegue che se si atteggia un filo inestendibile secondo la curva delle
pressioni determinata da dati carichi (e reazioni vincolari) si ottiene una
configurazione equilibrata del filo soggetto a quei dati carichi, almeno
nel caso in cui le forze normali sono di trazione.

Quale primo esempio si consideri il poligono delle pressioni
di fig. 3.5a a pagina 32. Tenuto conto che nel caso considerato lo sforzo
normale & di compressione, é sufficiente modificare il verso della forza
F esterna applicata per ottenere la configurazione di un filo inestendibi-
le in equilibrio sotto le date forze (fig. 3.12a). Analogamente si consideri

‘i
filo inestendibile

./ in equilibrio

filo inestendibile
_/~ in equilibrio

Sy

(a) Filo equilibrato sotto un carico (b) Filo equilibrato sotto un carico
concentrato distribuito radiale

Figura 3.12: Fili inestendibili in equilibrio

la curva delle pressioni dell’arco semicircolare di fig. 3.10 nella pagina
precedente, che ricordiamo essere coincidente con la linea d’asse semi-
circolare. Tenendo ancora conto che nel caso trattato la forza normale ¢
di compressione, se ne deriva che la configurazione del filo inestendibile
di fig. 3.12b é equilibrata sotto il carico distribuito radiale.

Si conclude osservando che negli equilibri precedenti non é stato mes-

4Si noti che non avendo il filo una forma propria, non ha senso scrivere I’equilibrio in
una configurazione indeformata vicina a quella deformata.

so in conto il peso proprio del filo. Si consideri allora un filo omogeneo
pesante. In tale caso il peso proprio rappresenta un carico distribuito
costante per unita di linea. Se il filo ¢ molto teso tra due punti posti su
una linea orizzontale, la sua configurazione equilibrata € vicina a quella
rettilinea passante per i due punti. In tal caso il peso proprio del filo
si puo allora approssimativamente considerare quale carico distribuito
costante per proiezione orizzontale. Ne consegue che il filo si atteggia,
approssimativamente, secondo una curva parabolica passante per i due
punti dati. L’equazione della parabola e fornita dalla (7) a pagina 33,
dove H rappresenta la forza normale a cui il filo é soggetto.
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3.4.2.2 Esempio 2

Si consideri ora il sistema chiuso di fig. 3.13, soggetto ad una coppia

2 E

%\ . b AN
A ] l:i:l

I

Figura 3.13: Sistema di travi chiuso soggetto ad una coppia

antioraria applicata nel nodo rigido A.

Isostaticita Il sistema di travi di fig. 3.13, contenente una parte chiusa,
puo essere considerato composto delle due parti rigide I e II connesse
dal pendolo ED e dal pendolino interno in C. Essendo esternamente
vincolata dall’appoggio in A e dal doppio pendolo in B, il numero globale
dei vincoli semplici ¢ quindi 6, pari al numero dei gradi di liberta delle
due parti svincolate. Il sistema soddisfa allora la condizione necessaria
di isostaticita.

Se la parte II subisse un moto rigido, causa il doppio pendolo que-
sti sarebbe di traslazione. Supponiamo una traslazione che abbassa e
sposta verso sinistra della stessa quantita, diciamo a, tutti i suoi punti,
compresi quindi i punti C e D. Se il punto C si abbassa, per la continuita
dello spostamento verticale imposto dal pendolo la parte I deve ruota-
re in senso orario attorno al punto fisso A. Il punto E si sposta allora
verso destra di a. Eseguendo tale traslazione al pendolo ED il punto
D si sposta verso destra di a. Si imponga ora una rotazione oraria di
tale pendolo attorno alla cerniera in E in modo tale da rispettare la con-
tinuita dello spostamento verticale in D, e quindi tale da abbassare il
punto D di a. Poiché il braccio verticale ¢ la meta di quello orizzontale,
ne risulta uno spostamento orizzontale pari a a/2 verso sinistra e quin-
di uno spostamento complessivo di D verso destra di a/2, in contrasto

tratto BD

tratto ACD

G

¢
2
|I|C D I B

B

¢ \ tratto AED
2
R N
Ra

AN

(a) Poligono delle pressioni

W=
<2

W=
<2

(b) Poligono delle
forze

Figura 3.14: Poligoni delle pressioni e delle forze
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con la traslazione di a verso sinistra dovuto alla traslazione della par-
te II. La contraddizione dimostra che il sistema di travi non puo subire
moti rigidi e che quindi non ¢ labile e di conseguenza é isostatico.

Reazioni interne ed esterne Per determinare le reazioni interne ed
esterne, si consideri I'’equilibrio della parte II. Le reazioni in corrispon-
denza delle sconnessioni in C, D e B hanno quali rette d’azione, rispet-
tivamente, la verticale per C, la retta per E e D, e una retta parallela agli
assi dei pendoli del doppio pendolo in B. Con riferimento allo schema
di fig. 3.144a, le prime due si incontrano nel punto G da dove deve pas-
sare anche la retta d’azione della reazione del doppio pendolo. Resta
cosi completamente determinato il poligono delle pressioni del sistema
di travi.

Cio stabilito, si consideri ora I’equilibrio globale. Dovendo equilibrare
la coppia antioraria /M, le reazioni dell’appoggio in A e del doppio pen-
dolo in B devono costituire una coppia oraria, di forze parallele agli assi

dei pendoli del doppio pendolo e di braccio 3 %#. Risulta quindi:

_2v2m
3 ¢

11 poligono delle forze riportato in fig. 3.14b determina le reazioni del
pendolo in C e del pendolo ED, completando cosi il calcolo delle reazioni

Ra = Rgp 9)

B
2

/

W=
<2
-

[S
H

2

|

<2
wlrn
Sl
wl—
«\7

M
<N N,
2 M T ) T l 2 M
30 1M 30
2M 37 2M
3¢ 34

Figura 3.15: Reazioni interne ed esterne

interne ed esterne. Tale soluzione é riportata nello schema di fig. 3.15,
dove risulta anche semplice la verifica dell’equilibrio.”
In fig. 3.16 e poi riportato il diagramma del momento flettente. Sem-

N
3 N
! B = _
0 I/f\\ 1 M
5 |/ N M
~_ | N

Figura 3.16: Diagramma del momento flettente

pre nella fig. 3.16 sono anche mostrate a sinistra la risultante della rea-
zione del pendolo ED e della coppia applicata in A, e a destra la risul-
tante della reazione del pendolo in C e della reazione in A, risultanti
che devono essere uguali ed opposte. Mandando dall’intersezione della
retta d’azione di tali risultanti con il prolungamento del tratto EA una
retta parallela al diagramma del momento nel tratto EA, si ottiene in A
il valore che il momento flettente ha immediatamente a destra di A nel
tratto AC.

Nelle figg. 3.17a e 3.17b sono infine riportati i diagrammi della forza
normale e del taglio rispettivamente.

SE sempre consigliabile di riportare la soluzione, comunque ottenuta, in uno schema
riassuntivo del tipo di quello di fig. 3.15, che tra I'altro permette un semplice controllo
dell’equilibrio e quindi della validita della stessa soluzione.
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3.4.3 Travature reticolari isostatiche

Si consideri un sistema composto di travi ad asse rettilineo

2 —[]— 11.1cermerate nei nodi. Se. il sistema non ¢ labile internamente,
viene detto travatura reticolare.
[~

i \' 10 . .
o 3 @ (ﬂq{?ﬂd; conlormo ; Mcﬂl‘k&n\;ﬁ A_;ga@& (:{s}a & Pam\’e,)
(Yadi ?a(?)('&)
O X/ o [N ; ~ 1 ‘

-

' (Ashcu
1M wntorno )
3¢ 2M
5T ® 7
A AT
(a) Forza normale : @MMQ mF& yacl (d%\i c{; (,VV\}W!)
2 M : . .
37 Le travi che compongono le travature reticolari sono
T ] ¢ tradizionalmente denominate aste.
Se una travatura reticolare ¢ caricata solo nei nodi, ¢ soggetta
o @ internamente alla sola forza normale.
Le aqh b ouwa %Mm m}{(p&u«, QQ%%J‘\Q 1 g[a)rg
1M ® ® 2 M CB{Z@ , 6ON9 Ajc}iw\& N ]Liréw}[ 2 pv»«}w‘ aeecm[/,l
37 577 t

Mg 61 3o r:c,?e,‘r\imt fase oPpute Gurprtss.
N N

Figura 3.17: Diagrammi della forza normale e del taglio < > 1_[ { W ('8 ééh "4 Sd )

(b) Taglio

—_— < Pvn\fom (aa_h mrre@sa)
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3.4.3.1 Condizioni di isostaticita
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Con riferimento alla figura, le aste II e III, per poter
subire un moto relativo rispetto all’asta I, devono ruotare at-

(43 ) z (»3)
@3) &»

(12) T

torno ai punti (1,2) e (1,3) rispettivamente. Ma in tal caso il
punto (2,3) subirebbe un diverso spostamento nei due moti
rigidi relativi che pertanto non sono ammissibili. Se si ag-
giungono due aste generando un ulteriore triangolo, si puo
ripetere il ragionamento considerando i moti rigidi delle due
aste aggiunte rispetto al triangolo di partenza, e cosi via.
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3.4.3.2 Esempi di travature reticolari piane
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3.4.3.3 Soluzione delle travature reticolari isostatiche col
metodo dei nodi
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3.4.3.4 Soluzione delle travature reticolari isostatiche col
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Capitolo 4

Cinematica della trave inflessa
4.1 Ipotesi cinematiche

Le ipotesi alla base della cinematica della trave inflessa sono le
seguenti:

1) Le sezioni rette si conservano piane;
2)Le sezioni rette si conservano indeformate nel proprio piano;
3) Le sezioni rette si conservano ortogonali alla linea d'asse.

Le prime due ipotesi sono gia state discusse in precedenza.

Per quel che riguarda la terza ipotesi, questa equivale a trascu-
rare gli scorrimenti tra linea d'asse e sezioni rette.
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fﬂ‘vv\me}((%) A B\'—_I_ viune c&d‘fo ve,H‘am ro‘rau'ont,
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u=(R-I)P-0) = dx(p-0). (s)
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4 EAA

come Fuo\ Q&QQMU\\“Q Sgece Ve(iplbﬂro.

Se I’asse z coincide con I’asse della rotazione, per via delle
(4) e (7) risulta:

P =Qe;.

Ne consegue che il vettore rotazione ha la direzione e il
verso dell’asse rotazione orientato dalla rotazione stessa e
modulo pari all’lampiezza della rotazione.

Inoltre i vettori rotazione sono sommabili, nel senso che
una rotazione ; seguita da una rotazione ¢, corrisponde
ad un’unica rotazione pari a @ + @,. Infatti sia P un punto e

sia P; la sua posizione dopo I'applicazione di @, e P, quella
che si ha dopo l'ulteriore applicazione di @,. Allora risulta:

P, —P=q@; x (P-0),
P,-0=(P-0)+q@; xP-0),
P, —P1 =@, X (P1 —0) = @, x (P-0),

poiché @, x {@, X (P — 0)} & un infinitesimo di ordine su-
periore al primo nelle rotazioni. Ne consegue:

P, —P= (P, -Py) + (P1 —P) = (@, + @) X (P-0),
come volevasi dimostrare.

(]
()
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4.3 Variabili cinematiche
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4.4 Deformazioni

4.4.1 Dilatazione della linea d’asse
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Capitolo 5

Legame costitutivo per la trave inflessa

Si costruira nel seguito la teoria di Eulero-Bernoulli della trave elasti-
ca inflessa, innestando una semplice assunzione costitutiva nel quadro
cinematico sviluppato in precedenza. La prima versione di tale teoria
¢ dovuta a Giacomo Bernoulli.! In seguito Eulero,? su suggerimento di
Daniele Bernoulli,? risolse basandosi sulla teoria di Giacomo il proble-
ma della determinazione della elastica, cioé della forma che una trave
elastica molto snella assume sotto diverse condizioni di carico.

Le piu ampie applicazioni in sede tecnica della teoria della trave in-
flessa si riferiscono alla sua versione ristretta alle ipotesi di un legame
costitutivo di tipo elastico lineare inserito nel quadro cinematico vali-
do sotto l'ipotesi di piccoli spostamenti. Tuttavia, come vedremo, nello
spirito della teoria delle travi inflesse risulta possibile considerare an-
che altri tipi di legami costitutivi, per es. elastici non lineari oppure
elastoplastici od ancora viscoplastici. D’altronde spesso non ¢ possibile
prescindere da tali tipi piu generali di legami costitutivi, per es. se si
vogliono eseguire delle verifiche agli stati limite ultimi.

Inoltre, alcuni risultati saranno sviluppati nel seguito utilizzando re-
lazioni strettamente valide solo nel caso di trave a sezione costante e ad
asse rettilineo. Tali risultati si potranno comunque estendere, in modo
approssimato, alle travi ad asse curvo con piccola curvatura e a quelle a

LGiacomo [Jakob, Jacob, Jacques] Bernoulli (1654-1705), nato a Basilea. La versione
definitiva della teoria della trave inflessa fu da lui pubblicata in “Histoire de ’Académie
des Sciences de Paris,” 1705.

2Leonardo [Leonhard, Leonard] Eulero [Euler] (1707-1783), nato a Basilea. I suoi prin-
cipali risultati sullo studio delle travi elastiche sono riportati in appendice al suo libro
“Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive propietate gaudentes”, pubblicato
nel 1744, nel quale le soluzioni di svariati problemi sono ottenute sistematicamente con
metodi variazionali.

3Daniele [Daniel] Bernoulli (1700-1782), figlio di Giovanni [Johann] Bernoulli (1667-
1748), fratello di Giacomo. Daniele propose ad Eulero il problema della determinazione
della forma di una trave inflessa con una lettera del 1742.
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sezione lentamente variabile. Utilizzando relazioni piu generali ¢ inoltre
possibile rimuovere tali limitazioni, per es., come vedremo, sviluppando
una versione della teoria valida per travi inflesse piane a grande curva-
tura (anche se in tal caso il modello si riduce a rappresentare dei solidi
che potrebbe essere inappropriato definire monodimensionali).

La teoria della trave inflessa si presta bene ad affrontare lo studio
delle travi piane, travi che non sono soggette a deformazione di tipo
torsionale. In tal caso si potrebbe anche considerare, senza problemi,
un quadro cinematico di riferimento non limitato ai piccoli spostamenti.
Nel caso di travi spaziali, si presta invece ad affrontare lo studio della
sola parte flessionale della deformazione. In tal caso I'ipotesi di piccoli
spostamenti diventa indispensabile, o comunque di difficoltosa rimozio-
ne, per la necessita di separare la deformazione nella parte flessionale e
in quella torsionale, agevole solo sotto I'ipotesi di piccoli spostamenti.

La versione della teoria ristretta ad un legame elastico lineare, alle
piccole deformazioni ed alle travi ad asse rettilineo o a piccola curva-
tura e con sezioni rette omogenee lentamente variabili coincide con la
parte flessionale della teoria tecnica delle travi, costruita a partire dalla
soluzione del problema di Saint-Venant.

Osserviamo subito che le due teorie si intrecciano senza che I'una sia
compresa nell’altra, dato che la teoria tecnica delle travi e ristretta a
tali assunzioni e quindi, da questo punto di vista, meno generale della
teoria della trave inflessa, e nello stesso tempo risulta piu generale in
quanto da una parte rimuove il vincolo interno di trave inflessa mentre
dall’altra parte e in grado di descrivere anche la parte torsionale della
deformazione.

Si conclude osservando che un pregio della teoria delle travi inflesse
elastiche lineari € anche quello di mostrare esplicitamente le analogie
esistenti tra la deformazione di una trave elastica inflessa ed il moto di
un corpo rigido. Risulta allora chiaro perché la flessione di una trave
dipende, come si vedra piu avanti, da un vettore dei momenti statici e da
un tensore di inerzia, analogamente al moto di un corpo rigido, da cui
la necessita dello sviluppo di una “geometria delle masse” nell’ambito
della teoria delle travi inflesse.

67
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5.1 Legame costitutivo nell’intorno di un punto

I legami tra sollecitazioni e deformazioni, dipendenti dalle proprieta
dei materiali, vengono detti legami costitutivi.* Al fine di implementare
un legame costitutivo per la trave inflessa, si suppone che la la linea
d’asse della trave sia piana, in particolare rettilinea, e che la sezione
retta sia costante lungo I’asse della trave. In tal caso la trave puo essere
considerata come un insieme di fibre longitudinali parallele alla linea
d’asse e ortogonali alle sezioni rette.’

L'ipotesi costitutiva fondamentale delle travi inflesse richiede che un
elemento di fibra longitudinale si comporti come una barra sottoposta
a trazione semplice (fig. 5.1). Questa ipotesi caratterizza dunque il lega-

dz ]
4”—#7 linea d’asse

T ()
DA

elemento di fibra

fibra longitudinale

Figura 5.1: Generica fibra longitudinale

me costitutivo nell’intorno di un punto per il tramite di un diagramma
tensione-dilatazione. La dilatazione e quella, calcolata nel dato punto,
della fibra longitudinale passante dal punto stesso mentre la tensione ¢
quella agente, in corrispondenza del punto, sulla giacitura di normale la
direzione della fibra stessa. Naturalmente la dilatazione delle fibre lon-
gitudinali, cosi come le corrispondenti tensioni, varieranno in generale
sia lungo una data fibra che su una data sezione retta.

Siricordi che nell’ipotesi di piccoli spostamenti I’equilibrio viene scrit-
to nella configurazione indeformata, nella quale le fibre longitudinali

4 Constitutive equations nella letteratura inglese.
>La cosa non ¢ pill vera se la linea d’asse della trave ¢ sghemba.

sono sempre ortogonali alla sezione retta. In tale ipotesi la tensione ¢
dunque ortogonale alla sezione retta, e ne consegue che alla dilatazione
€ di una fibra longitudinale corrisponde una tensione normale o agente
sulla sezione retta in corrispondenza della sua intersezione con la fibra
stessa.b

Nel caso piu generale possibile, la tensione normale agente in un dato
punto ad un dato istante dipendera dalla storia della corrispondente di-
latazione fino a quell’istante (legge di determinismo). Qui ci si limitera a
considerare due legami costitutivi particolari, quello elastico, e in parti-
colare elastico lineare, e quello elastoplastico. Nel seguito si sviluppera
poi in forma completa il solo caso elastico lineare.

5.1.1 Legame costitutivo elastico

Se il materiale e elastico il diagramma tensione normale-dilatazione
€ univoco e viene seguito sia durante la fase di carico che in quella di
scarico (fig. 5.2a). In altri termini ad una data dilatazione viene a corri-
spondere una ben precisa tensione normale. Dette € la dilatazione, in un
dato punto, della fibra longitudinale passante dallo stesso punto e ¢ la
corrispondente tensione normale agente sulla sezione retta nello stes-
so punto, il piu generale legame costitutivo elastico si scrivera pertanto
nella forma:
o =o0(€). (1)

Si noti che tale legame rappresenta il comportamento del materiale di
cui e composta la trave. Se la trave non ¢ omogenea tale legame variera
da punto a punto.
Se il diagramma ¢ lineare il legame costitutivo (1) diventa poi
(fig. 5.2b):
o = Ee, (2)

dove il coefficiente di proporzionalita E rappresenta il modulo di Young
del dato materiale. Se la trave non € omogenea il modulo di Young puo
in generale variare da punto a punto, sia lungo una data fibra che nella
sezione retta. Casi tecnicamente importanti di travi non omogenee si
hanno, per es., nel caso di travi in cemento armato, realizzate con una

6Nel caso di spostamenti finiti, ovverossia se gli spostamenti non sono piccoli, le ten-
sioni devono considerarsi agenti nella configurazione deformata. Le tensioni sono allora
ortogonali alla sezione retta deformata solo se le fibre restano perpendicolari alla sezio-
ne retta anche dopo la deformazione. Per la trave che soddisfa il vincolo interno di
ortogonalita tra asse e sezioni rette questa condizione € senz’altro vera solo in assenza
di deformazione di torsione, come si verifica per es. nel caso cinematicamente piano.
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(a) Elasticita non lineare (b) Elasticita lineare

Figura 5.2: Elasticita

gettata di calcestruzzo di cemento all'interno della quale sono annegate
delle barre di acciaio, oppure nel caso di travi laminate, composte da
strati di diverso materiale. In tutti questi casi il modulo di Young é
costante a tratti.

5.1.2 Legame costitutivo elastoplastico

Se il materiale e elastoplastico il diagramma tensione normale-dilata-
zione non € piu univoco poiché allo scarico, una volta superata la tensio-
ne di snervamento, viene seguito un diverso percorso elastico lineare. 11
caso piu semplice possibile e quello di un diagramma bilineare, elastico
lineare prima e perfettamente plastico dopo lo snervamento, con ugua-
le limite di snervamento a trazione e compressione (fig. 5.3), utilizzato
per modellare sia gli acciai per cemento armato che quelli per struttu-
re metalliche.” Se in un percorso di carico viene superato il limite di

7Le norme UNI EN 1992-1-1 (2005) e UNI EN 1993-1-1 (2005), prime parti degli euroco-
dici 2 e 3 rispettivamente, al fine di eseguire verifiche agli stati limite permettono l'uso di
diagrammi bilineari per gli acciai per cemento armato e per strutture metalliche rispet-
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| €p €e
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Figura 5.3: Elastoplasticita

snervamento la tensione normale non ¢ piu determinata univocamente
dal valore attuale della dilatazione della fibra longitudinale, ma viene
a dipendere dalla storia della dilatazione stessa precedente l'istante di
tempo attuale. Si noti che risulta possibile scaricare una deformazione
permanente sviluppatasi per il superamento del limite di snervamento
per es. a trazione, scaricando prima e ricaricando poi fino a superare il
limite di snervamento a compressione.

Le dilatazioni elastica €., permanente €, e totale € sono legate dalla
relazione:

€ = €c + €p. (3)

Ne consegue la validita della seguente relazione elastica lineare allo
scarico:

o =E(e—¢€p), 4)

relazione che coincide con la (2) nel caso di provino vergine.

tivamente. Il limite di snervamento in tali diagrammi e riferito allo snervamento caratte-
ristico fyk, eventualmente modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo
« e opportunamente ridotto tramite un coefficiente di sicurezza ys: 0s = & fyk/ Ys- Ana-
logamente a qualunque valore caratteristico, lo snervamento caratteristico rappresenta
il livello tensionale al disotto del quale ci si aspetta di trovare al piu il 5% delle tensioni
di snervamento relative a prove di trazione su provini del dato tipo di acciaio.



70 Capitolo 5. Legame costitutivo per la trave inflessa SdC Parte I — 23 settembre 2007

Prof.Daniele Zaccaria

Un altro esempio di diagramma elastoplastico puo essere quello ri-
guardante il calcestruzzo compresso che, allo scopo di coglierne la forte
non linearita, puo essere modellato con un tratto parabolico nella par-
te elastica seguito da un tratto perfettamente plastico,® come indicato
in fig. 5.4.

oy

\ Uzas{lf(lfé)z}

T

___asse parabola

| |
€' €'

Y

Figura 5.4: Calcestruzzo compresso

Occorre a questo punto precisare che un diagramma del tipo di quel-
lo riportato in fig. 5.3 risulta valido se sulla sezione retta non agiscono
tensioni tangenziali, ovverossia se sono nulle le azioni taglianti e il mo-
mento torcente. Nel caso cio non sia vero il diagramma € ancora valido
fino al raggiungimento dello snervamento, quindi in fase elastica. 1l
livello tensionale che provoca lo snervamento dipende invece dalla con-
temporanea presenza della tensione normale e di quella tangenziale,
cosi come il comportamento che ne consegue a seguito dello sviluppo
delle deformazioni plastiche. Comunque tale dipendenza ¢ spesso tra-
scurabile quando si tratta di tensioni tangenziali dovute ad un’azione
tagliante, almeno se il valore di questa azione ¢ contenuto.

8Lanorma UNI EN 1992-1-1 (2005), citata alla nota precedente, al fine di eseguire veri-
fiche agli stati limite permette 1'uso per il calcestruzzo compresso di un diagramma del
tipo di quello indicato in fig. 5.4. I livello di snervamento o del calcestruzzo compres-
so, come gia per I'acciaio, é riferito allo snervamento caratteristico fcx, eventualmente
modificato tramite un opportuno coefficiente moltiplicativo & e opportunamente ridotto
tramite un coefficiente di sicurezza yc: 0s = & fyk/Yec.

5.2 Dilatazione delle fibre longitudinali

Allo scopo di implementare una teoria della trave, occorre trasforma-
re il legame costitutivo locale descritto al paragrafo precedente in un
legame costitutivo tra le caratteristiche di sollecitazione e di deforma-
zione della trave. A tal fine occorre innanzitutto utilizzare la cinematica
della trave inflessa descritta in precedenza allo scopo di esprimere la
dilatazione €p della fibra longitudinale passante dal generico punto P
della sezione retta in funzione della dilatazione €, della linea d’asse e
della curvatura k della trave, compito del presente paragrafo. La relazio-
ne cosi ottenuta sara poi inserita nella opportuna equazione costitutiva
locale, per es. la (2) nel caso della elasticita lineare.

Nei paragrafi successivi I'integrazione della tensione normale o e del
suo momento sulla sezione retta permettera infine di ottenere le cercate
equazioni costitutive.

5.2.1 Travi piane ad asse rettilineo

Si considera innanzitutto il caso delle travi ad asse rettilineo. Con
riferimento alla fig. 5.5 siano allora A e A; due sezioni rette della trave
di ascissa z e z + dz rispettivamente e siano O e O; i rispettivi punti
posti sulla linea d’asse. Sia poi A} la posizione dopo la deformazione

dz

D

A
€, dz 0;

1
JP ) \lpl edz \\P{

Figura 5.5: Dilatazione delle fibre longitudinali

della sezione A; a meno del moto rigido di A.

Se O] ¢ la nuova posizione di O, il segmento OO; rappresenta, a
meno del moto rigido di A e a meno di infinitesimi di ordine superiore
al primo in dz, la tangente in O alla linea d’asse deformata. Il vincolo
di trave inflessa impone alla tangente di essere ortogonale alla sezione
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retta A e quindi di avere la direzione dell’asse z della trave. Se ¢, € la
dilatazione lineare della linea d’asse risulta allora, a meno di infinitesimi
di ordine superiore al primo in dz:

dove e; ¢ il versore della direzione normale alla sezione A. Ricordando
che la curvatura k rappresenta la rotazione relativa per unita di linea, la
posizione A] viene dunque individuata, a meno di infinitesimi di ordine
superiore al primo in dz, dal moto rigido che porta A; su A} tramite la
traslazione €, dze; e la rotazione relativa dzk.

Sia ora data una generica fibra longitudinale passante per i punti P e
P; di A e A; rispettivamente e sia P; la posizione di P; dopo la deforma-
zione, ancora a meno del moto rigido di A. Lo spostamento del punto
P; vale quindi:

P{—P1=€0dzez+kX(P1—01), (6)

a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo in dz. Se ora si
tiene conto della evidente identita P, — O; = P — O e che la curvatura k
puo esprimersi per il tramite della curvatura flessionale kr e dell’angolo
unitario di torsione @, la (6) diventa:

P — P =¢€odze; + ke X (P —0) + Oe; x (P - 0). (7)

Si consideri ora che, se € ¢ la dilatazione della fibra longitudinale per
P, il vettore P — P ha modulo dz + € dz, sempre a meno di infinitesimi
di ordine superiore al primo in dz. D’altronde, per l'ipotesi di piccoli
spostamenti, la sua proiezione nella direzione dell’asse della trave ha
approssimativamente lo stesso modulo. Ne consegue che la proiezione
dello spostamento P; — P; nella direzione e, dell’asse della trave vale:

(P —P1)-e; =€dz. 8)

Tenendo allora conto che i primi due addendi nel secondo membro del-
la (7) hanno la direzione di e, mentre il terzo addendo ne ¢ ortogonale,
dividendo per dz e facendo il limite per dz — 0, si ottiene infine la
relazione cercata:

€e; = €pe; + ky X (P — 0O). 9)

Utilizzando la (9) nella equazione costitutiva elastica lineare (2) si ot-
tiene inoltre la distribuzione della tensione normale o sulla sezione
retta:

oe; = Eege; + Eks X (P — 0), (10)

dove E e il modulo di Young.

5.2.2 Travi piane ad asse curvo

It a0 dowes ds/ ddla Lba @my}uc&mﬁa
4i c\ﬂ?ww‘n M@Q\MQ AS megp Q'aqge
Ws Yo .

ol ds
;4!
P
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5.3 Legame costitutivo tra forza normale e
dilatazione della linea d’asse
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5.4.2 Appendice (doppio prodotto vettoriale) z )
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5.5 Travi omogenee a piccola curvatura
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6.3 Tensore di inerzia

Dﬂg"\l«iw &MSO& AA eromd ; (b@&}u‘vo QC( un 032,»\12:

(0 ‘;W\Xo O CUQ P{w/ i\ QIL?«/W}L \PZMSO& AQWO:

- J /L{(P_O Mp-0) L —P-0)a(p-0) A
A

I)B h’MSOm L Eulero ) re&)f Vo a/QQg s\e%so PuV\XO y
vale .

= JM(P—O)@B(P—O)AA .

T dp

I bousore i iwaeeia T e | Youcor di Evllro
j cohivison due CAunpi ¥wson‘a@' doliati in BN
\ Pw\}i o\& P[‘M &QQ;L WAQe

Tafing | 4t defiwise mowauko & ineczia foﬁa&
dsphho ad w pude O dol iguo (dette pbo)
Ga kiR scalace

T, = f}k (P—0)-(P-O)dA :L% “dn

A
Ag\/ﬂ T e J?/g Aisbwca AQQ\ W@ ?V‘A" M QaQ.o O,
D&Qé ok i kwsDn‘aQL :
P-0 = (P-0)+(c-0),
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(l‘c,uUB :
(P-0)8(p-0) =(P-C)e (P-c) +(-Olo(c-0)+
+(P-Ce (¢-0) +(c-0)8 (P-c),
e L?\/W\(L\\:
3(0)="1(c)+ M(c-0k(c-0) +
+s(c)e(c-0)+({c-0)es(C).
In ‘;a,(}iw&wi’) e G pa Cm‘ncfc(ﬂa il VWI}O C om f(
bariceakro G, i obtiome ;
1 (0)= () + M (6-0)s(c-0),
piche 5(6)=0

I @wfmd,‘) M un a/{gfm cactesi o OAM
O‘X/j; (;su\\a«_

il

[(P-o)@(P—o)k{j}[x j] = Ej ;{J;

Prof.Daniele Zaccaria

x%ﬂz 0
0 xﬁf’ .

T
[11= /

A}lxycl/\ L)LJCZAA

-]
F EAMx?c\A ﬁ\ij dA —
y

Jovy dA L/‘*yze{f\ |

(P-0)-(P-0)I =

g( O\XT\‘QNJL qvm(\/{:

L= fA}L()canyz)JA .
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6.3.1 Momenti di inerzia

D&h WA NPQ N or'{um xb\l&Q prawe iﬁg&a
NASSE pd owa  hitzioune IRL FWQQJ%! d ox oo

Y

Wit wowtdo & iwerzia Al sdews &

s cople 90 e 2 g somas e sl

WASR wpﬁ[y&m\re orwm ,aef | qw_\({a)\oclfﬁ&\

dsluza dall ' acse 2 m&/b’h MQQ/A i€ o j:
J’x= LMAZO{A

N Tx & indica il wowaiko A weredd c‘A{
Ay o\)ﬁm \AQA)DW& QIL c\,{s\'&«wz, «ULQQ/CJ c(irca'm
or\oe()bw&l ac\ X e opf\'q,u,q_ Fo:‘:

1, =J/*@S‘M)ZJA= Jesin®oL
A

AWQOLFM«, dati due asi 7 @ Y oriewla by
a%&e/naww\}e A&QQL m}fe of.‘wbh, 7/ e x/

y
o/
A
s
/ [ =

r%W(WQ) o Aﬁg\'\u%w Mo OZM}O'PVB,Q
c&ﬂ ei@\ww & WASHY fisP@/H\AZQX asyn X ej Q/J
SO &QQQ OM?IDQ[ wassk w“if}%%}a ongn/a [Jff
b dishnee m?y& X ey libite seus,
MPPA ahremoouz c{/l 7/e x/ (,'QM.'WQ;

Ty= [z

A

Da*o W %{S}W ca(}%{aw Of/j ,In W OL)QM]VO/
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Gastuwe Aﬂ/(yQJB%i onw)lk ES‘WE Q'J”(a. Vaﬂvl&uiﬂ
'4\ Wﬁ @'\k}(l'gv&o QLF}O a \39.4\ cmwkmw
6 oM -

»,=LM‘7°“\

Vil poi i1 wmane cukiPvgo j; %ghaQQm
Pkirew‘ow' O(\OM %A W X e] , Ow % Ofimbz

v indMe do B w6 ha
T = X SN Sin JA: sin®
5, = | sy sein= 1y s

Se Vs SR oue ?Oﬁﬁec{ﬂ on qsse 4 Qimmel‘rfél c?wLLQ
OL%% L momewte cwh{pua.o r.'sf;eHo M ase du
Cﬂ‘mmz\‘(.':l ¢ aol un qanunque 53¢ avm\‘e &l cL‘reu’ome/

AQ,OQQ %imw\d(ia e mvj&o.

Pe P’ Simmkrics :
PO =P
Pp’ — PTp”

()= (P)

élﬂ'(fu‘m A stk a

Tafalh 51 Y v ase di simmelria dellarea piana
A ¢ gia x undsge avente 0 dizior di Gimmelria e
S ongiderino QQ iue aree A e A i Rlaea A
o divisad AaJ?,Q\a%aj. Poiches ad oGwi Pvml‘o Pl A N
corris?owc\tz | punto simmebrico P avewbe shesss massa,
ua«/aQL Listanza N Se3mo dallasse 2 o distonza o
o owoc)ra Jall asse \ risulta s

SA” )\ujcﬂ\ = —L ey dA |
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da wi Q%A/Q, KW\MQAAJHMQM}Q he IZB=O.
Coo™ f(ﬂwJ&?.o) Q@ (&ersm\aa'w( c[.OJZ MO AA
me(ud FoQél& Jo ¢ CLQA }wsor{ di inerzia ] e

CU EJbo ’_3_ inun gis}m/a AA ({FQFI\AM}O %(hsf&wo

mksw Oxj divendano :

]Q:Jx+-7]/
)

1] :
1=|,
Ij T»y
[f_ﬂ; ly T |/

&QVQ { vv\,wuw\)ﬂ c\i WA Z4 A Jx e Ij e il mQW»@M}O
Mr‘.kgy I?j Somo re%}ivf a%« A @D(c[»u/oz}f ,
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6.3.2 Formule di trasposizione (o del trasporto)

Nobi i wonahi 4! iverzia Tey s Juo 2l mow oo
M((CU%O AP clativi ad ona i Gy, & as
baricemh.‘u', cowx?cww)r[ i Yenso di Eubeco Q(G);
& Foeeﬂo.‘& doterminare 394 St momen ]x/]j ¢
Lj Dok vamente ad una orpia di & Oxj ga(aQQJLQA‘ M
Preaz.é\wh, aw\:mm)r( Al teuwore & EUQMOD(O).
A Yl Q‘M baska metere in (Dm‘)onww\“-' 0a reavions

1(0)=(6) + M (6-0)s (6-0).
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Foi&\@:
Xg
{CG—O)} i Eﬁo }’
L
[(c-Oe(t-0)] - [ K ”j
Y Jo

dove. Xy e Y, sono % wordinate AQQ bariewkco nel)
sistwn now baciomkrico O;)ej p risvdta

Ty Tay . x4y
= + M e
]_ltj I x Tx,ja Jr/, XY, Ye

S on%w\o ot b Qoenole dd \ras?o%\‘a‘ovxe per
i mww)rf M inerza e ow)f(ipuap:
Ix - pr + m ‘QC%
1= 3y, + Ml

Txy = T*o99+ mxojcr

D4 quts\‘e Pocaule ¢ evidode che i un Pascio de ke
faraQsz 1 winime mowpuFo &4 wza o Wa (:stHo
) asse bacediio Qoo nd ctso di sictuan d
MAsse ?ocn‘hm.

Sommando & due Poemul &i MS(»%{&‘WQ, rdlahive
o wonauki & ineceia o ohtiene La ol & Faspsi

one P&mQ/ movvvzm}o FQQ/J(Q '
}O = ]G+ ﬁ.\"lé ’

dove ‘Zfzité +j§ e 0 qva&rah MQA c\wcb\«w M
?w’\}o @) ARQ/ Ba(?mro e Ao«rk gy e b\wfo Cov\}‘o a}/te,

JOZLC{-J& e JG:J%+Ija .
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6.3.3 Raggi di inerzia

Un W\O‘MKZMXQ(L: Nz a Jx , \@Q,uh)ro ({C,[Xﬂo QA )
a,wuzm‘@ AR 2, ha Q,l &Jm(w\%\‘w; A¢ und WA
pu vad QNV\B\I\QZ/Z/J @Q qu&&@}\, e QQ ) Ai\/\'c)Q ‘l(’[ Q/ol

masya Voldl ¢ o Q%\T&Q 9/:4 (actaz qvazlm*a o offeue
ona qm\ih\ oMY &J wd .Qun?f%e.zzg cl/& F(&A& I/Q
nome AA _@%96{0 AA melzd ((on/\»l\‘(\fo gQ,Q‘ 3%e 2) :

2l Q{Ws}ca\o Fsico di raggio & inemia f, z‘ﬂue%
i distanze dall'ase x @ coi ocworre omemkrare (a
MmaSSa \o\ajzo. W\ per oltewere {h ctosso momewko di nerzia
ﬁs?eﬁo o0 asse .

Dividondo & due formwll &; beasposicione clative 4
mowfw)‘i i ine(na gy@( Q@ Masyy fo‘fa@l a oHenawno 0y
MﬁQpb)«x QO(VV\,WQ!L <L hé&‘)o‘;{ zione Fu P f 38%\‘ O\A inf T &y

7
J, = J’;*r 4

o g2

6.4 Direzioni e momenti principali di inerzia

Come %A‘a\ Ao}}o, dato on Yewsore AOWO A,vunm

adboveltore ¢ A L' asocialo skovalloce se -

Av =AU

Ce v & un aubve\‘}ore ch _A_ asgoc{&}o @Qﬂ \&.V}O\/é)—-:
QO(Q_ A a@ara oLV 2 on &ufovszﬁbre <{4 A c)@soc(&}b
a A P o;afw QQQ&J re o

Afo) = a(dv)= (A v) =\ (v)-

&JUMCL{ e J @ un au}O\/O/HOfQ , }uH{ L vetters avwn\h'
a oYessa dicezione gono atovettori avents £ stesso auto=
valoce. La dimuone i on adeveltore o detha dife=

2 F[H\_M@Qu .

NOD\ (dso AQ& M\%m &L inelug l G A,{rea'om‘ F([ﬂu;

}7894 s5om9 c\Q‘Y\Ve F([r\u'FQQX & nelza |
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6.4.1 Equazione caratteristica e proprieta delle
direzioni principali

La (icerca dﬂ?& éx/\ovc,HO(I e ieg&«’ ;Lu\'ov&,or( F”o\
Q@,@g\/{ re an\/on :
JU-AIv =0

= 7
~ N\
Q. woe :

(1-A1)v =0 -
In comi?OV\@ﬂ‘\‘( i oun g{sbm\a & %(mw}o Oxj carte-

siano ortogonale t‘aQQ {‘Qké\‘(/{OV\Q of selrive @

]Jc_ A - Xxj Ve 0
~Jxy I~ Y 0
AfBincha® v siano soluzioni U A0 dove escere :
]X, - ,\ - Ixj
det =0 .
Ty 5

Sv{Quﬂm\gXp o offione €' Qﬂvau'ou deberminateice degp,«

30\"0\16\@0(6 y Jetha gTva’a{om caattenshicd:

= (g )h+ (L3-55) =0 .

In&{(‘/&m\o Con Jg e (on J‘l QQ rékha' M\Qﬁuadwﬂ,

ca(a\*&ri%\(c/a , ({gu\\‘a :

J I t] 1 z 2
Jg = Z J i Z/V(jx—fyj +4J;]

|
Gi noti che Q)L racho( M‘qum cﬂa}’ru;shw gono
® (eap,{, 2 inoltre o dnce dishinte salve che
s
non S
Ix:Ij ¢ ny =0 .
Se quv}o &l aso isulta
1=51,

o bty i veor AQ,Q P{&\no sovio aulovetori zosciaki &Qr-
) Uncd racLica c)owia Jx .

G QVP\»«/\r 0@ e Qz raiao{ Ig e J’l 51ano LL‘___
shnh,  siame § e Q due & e zioun f?(\‘nc,{f)&g{ A=

ciale 3 el (.‘s‘)ervame/v\h. Se ey ¢ un versore
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AQ&Q& diretions Z e '@'L JLQQQ dicezione Q , f.‘su[b/ I; 0
hMQ/nAO CW\}O d@QQQ simmel i d dx J _3; = 0 T °
- !
—eg'(l e)=e(le;) = <_3§°<LL &)= 4% &) GO sdovdlact Ty @ 3y hamne dungue signa ealo di

= (]g _J’L>§§'-€’L =0 . mowdihi & inecya (\‘s?e)% 322,. asn P(ma?a@' ?j' ¢ (L

¢ sono dekhi momenk: ?(.mraﬂ; d wnezid. T wo=
N\w}o cau}(.'?vao m‘s?ﬂH‘o %QA 48%¢ ?(MCA‘F&Q«' e lnve®
awllo. Viceversa, ae dve as or\rofaana,Q( X 2y son0
bali e Sxﬁ =0 Mpa x e Y v fn‘nu'i)élg‘ ol
nerzia. fath se Jx/j =0 deve essece :

Dongue, s T, #], Mo ¢, ¢ gy s ofbaona@‘.
Tobte & dicoviows F{Mu‘[?@QJ associale 3 I’L devono
dunque esce o&oaowafj s bobte % direziows pri vxa{[w&'
asociate a ]3 ¢ quegfo imPQ»‘w cha esistono dve ule
Qi e ziow 5e rl F{mu‘FaJ?x oﬁoa»nafx tbq Loo. E°
o[u\‘nc\x ?quﬂ-\)‘-ﬁﬂ 9&&%@(1 on sisteund di riferimonto e e =0,
cgf’\w&no or}oaonafpn QE(L ()({ncifapz & ineczia . =
Porche> risulta

Cioe> ]gj CLQA/e, 055ece ar\‘oam@QL QQ/Q'GQ% z,
e qumc\A dove avere da direzione Afﬂ,o\asgaj .

—e-’g'_]_-gg = J;
e Je=1 Tey=2ey,
& J&y =0 do o equivelute a dice che ¥, e quindi ande

(a rawrew\év'w Frina‘raQL di ] divenla : {'asse = arh&m:ﬂa ay, & ?rm(j?@Q& di ineczid.
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Gi o «a({a\ vis\To e ge Y @ un ase di Gimmelia
o jszo/ dove 'ase ¢ ha Da direvione
smmeTia. % fa simmia @ or}o‘apmsjzz , aQA &
T ¢y S orb?ycmab@‘ ¢ quindi gono @uche printi=
Pak‘ 4 nmerwid.

6.4.2 Relazione tra tensore di inerzia e tensore di
Eulero

MQX %i%\‘?mﬂ ngL \:(lnd‘)aDL di ineczia il Femeore i
Eulero ai ra?\)reWQ nelly Forma i oépwa()x s«guenb,:

3:[“
=10 0]

QJJQS\D q{o&mY&w e % e fL cons  di e oun ?{{wu‘?@&'
(LQM%' él%%(«ﬁ}& U Vo 9(;“0:?&; XYL ¢ KZ (.‘Q%Q}va=

Gia AMz)ra E]{ Qa (o\‘a'b{w&, L J0° m& ?iano m Senso
ankioracio. Risults :

(Re 3 Rg)e; - Byld )L Ryey -5,
e &waQ,ongDM}QI

owefosna | }TZMQON J e _R;Q gTJL_’ Cm'na‘(lowo fol‘d’l@\
2

\/La’V\MO ‘ax Sﬁ%f avh:w/Ho{i '3 auh:VJ/QO(f &SSOCJJ}‘{;
Riche applicande dve velbe 24 ohasions di 0" s
othieue qJQWA & 180° che (ﬁ'wdc{( on Q'oﬂyog\rg
W’}cjm}{b\:

ReRr=-1, RyRr=-1

A

ciculta andhe
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6.4.3 Calcolo delle direzioni principali

Come dotlo, se L=0 tobre Qo d;eciows defd
pisno mo principali. Ge AL ¢ hy=0 &
di (e zow \mmf@&‘ Souo ?VQQ/QL (L%JL I 2 e .

Reshano dadebe ramae & dicozious F(\‘no{fﬂ/@,{ aed caso
s G#T ¢ Ly#0- G o Clangdd da
wdividea Lo dieiong Fn‘w‘?&m z ((%PE/HO o 1 ase
x i vethore d4 Mo«w)r( [ 1 fand ]T

/

&y

LENE

olz fam(g x  Le

b M au}cwaﬂmre. gi \/\/A Auﬂrfvef

d
=0
Fan olg

Po{c\)\ﬂ} i MMM%M}Q c(J?A @4#:'0'04};' el nu.@éo/
&G OHWT);MO dve €9u3 210w Qiuzarmw\)‘!z cl;‘)aeuc(ﬂwl‘f,
&a@aprim UQQQ c;anA‘ 51 (ch{,{/&_.

b —Js
=y

A@WQ Cy O}—}I.QAL,Q- 1) W&QSWQ CU }an O(,Z :

51_3—5 _ij

g 5

Fan olg =

fn—fq/
s

| e
e 4 J«azﬂ& O(,L w\cbwcﬁuo,mfe)‘i\ a x, €a
izt ons Fﬂ'vxu'f:»@k ft :

an o =
k (|

/
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6.4.4 Formule di rotazione e siricordi che Qg MW' A,, J M,Q g{g}‘e,w/cz Oxj

l\.DOCOV‘*Q(L Wl(i/l RT— g,Q{*.—;

Signo Og‘L ¢ Oxj ﬁs\)bﬁi”mwh ) sisteuna intidon @ep RIJR nek siste
wd prmr&a :

Q(indr&i e un gaeio sishua & ciferimento,
swftambs di alto O, NoYi | momaent; \)(Mu‘{)aﬁ( J? L -y [conol sinol T O fcosel —sink

e Jy e 4 \W%OQO oL M 0\asse x forma om £ s Ty Iy | |reine eosd| [0 Ty | ik esd |
E, Vo%{hvo %Jﬂ\(om(io, S0 voéQ&o«no A@brw&\am { mo= -
mewhi di inereis \PK: Jj o i moments centri ﬂ,gg ij_ Si on(a.ono cost QQ Qomwpi & cotacione :

— 2 L2
L‘- J%cog%“‘J‘LSW\O(
]j = j; S\‘n?'o( + I'LCOSZOQ
J’“j = (J_; —j,l) sinod cos ol

Dividendo le prime due per la massa totale N\ si ottengono
le formule di rotazione per i raggi di inerzia:

A qvqg}o g(o?o ) sid _R_ 24 (omdo\ne c\/m, fuolﬁa 8,@1
ass1 Fr;m,cpaj&‘ w%b‘ I X e Y, ds cow?awnh nel
sistawma Of 1L :

P\ cos, —sinod
n= J
sin ol Ccos &

2
/;IZ = ézcogzo( + /’l sinol

fy = /;Zs\‘nzo( +/’L2 coszoL
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6.4.5 Circonferenza di Mohr

AA (\(X\M c,{s\mw AA ((Q@(Cmsw\}“o Oxj coukralo 10 O
corcispoudono | womonki di inercia T, ¢ Jy e il momenko
Cw)ffiv\)%o, O%vwno th I‘&QA gistous ¢ fvv]ivfcluéjfo Uy 0=
OWQ ASQ,Q'QAA%oQO o che Qlasse x pormacow 1 asse
% ddl GisTuana ?rinu'VsQJL O?’L. P\X?of\‘&vxclo W J6Cissad
| vdora T ¢ in odinata il vdbre Tay in oH;oﬂLung
SC@QQ, & vacare & o s othione umd curva che (appre=
ks in un piomo., deito piano di Mohe, fh FroEnﬁa\
wnerz i d cistuwa di masse rig‘ze)rh alll rotte 4ok
lascio da coshy\o O

% &i insecisono G Qe?fvw}f porkuQJL kri%cw\omo)‘ tiche

2, 4 +Cog 2L
cos —
2
_ 1 —c082x
sinlok = 7
. sin 2ol
sin ol COSH = 7

ndk Qomka d. roha‘m, o ottion

T, +7] -
I:JC:: 32_ rL "‘ J%ZJ’L C°920</
_Eh
Lfﬁ_ 5 gin 2o

guwmio | Gouza ch&ih i W.’QX\“J‘, e 5ia J;>LL

v gmag :
Q= % I'L C Ifzj'L '
NL GN\G%NQ:
]X: C + G{CDSZ%
L‘J @\;QMZO( /

che r&wraw;\}ano e Qquatiom mmb\‘rim de vna cir=
onlecenza di régxio R o i coudro (C,O), debta
cieonferuza di Mohr. Lo intersecion dela cironfe-
ruuza con ' asse delle ascisse individuane i punbi §e ]
Cm{9fW\W{ 9/3'?4 4S5 Pﬁ‘m‘?é&( Na ﬁw”a che ] o
m??&m 2" uno | mussimo ¢ €7 albio i wivimo
M b verza nel fasco di 50g‘rg?fm o .
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G Qlasse x o8 mdividuale da om am%o@) o, Cuprese

4 Nl A0 iabervalls (o, —271— 6,@ corr{g?owAQ un Pw&o X
oofa cironleronra Posh» dalla i)arfe Fos{h‘va dollle
x O(A/Iv\a\l ¢ individualo c\é&ﬂ'awaago Du . Ne risl ks
4 Xt > z e ?uvx\{ sulla ciconferenza  formano Q/V\%QQ.&
> Aow.‘ e & vasso @v\w{aa risPeHo Q?Q,' am%o@‘ che for=

mamo el P\'&v\o ADJZQ«L Wa5 %A dssi Cor(iq‘)mwi .
0< o< T = Jgy>0 L Vgsse 9 i un sistowa Oxj & ndidvate dollm=
%oQo Lt T, s o individug Llase 2, Mo rislla
Ig# che i Quw\i T ey svllla oirccwpe(ww Formano wm
s | 84/1899,0 di T radirw\h , Go’® Sovo OP?OS\‘" i digmelro.
‘ Qush ?m\;r:e}a\ pacmette di costruire 02 circonfereutd
4 MI(Q dai moweht & ineczia T, e Jy e dal wonguko
l “\E > Cmb\‘(itvég Joy celakivi ad on gmerico sistowd Ozy.
s Talli il quibe = ¢ individoale dolla oppis
(3, jxj> moudre ) \wv\}o Y dalla oppid (Kj,——jpj)
| ‘ Unendo | due. va\}» ol oM un daame o p la sua inter

(Y5 +J0)/2 I(I;—Jq)/zl cerions ow ' ase dll geeisse devermina il cadro e e
g«‘m ¢\ in\e(geu'om AKQQA u‘(m?(a&wa oun Q' ase sz e
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\ ﬂ (1

v X
0(5
£
le

mdividva | \)w\}» %43 *L com’efwdw}{ &y&' ) r(“no\'p@&l
Tomondo fcv( oo clie A (o}av’ouu' vaJL ?{afno AQ,QQJ& M SR
S0 onCordA in segme ¢ pan aQQQ wehs di qulﬂ)}, n&
pidmo & Mohr , 2 ?033{\5{91 ndividvare Lo direziows
QrinaVaQA‘ % e fL a {>arhre dagh s x < j .

DgQ,QA a‘(CowperoMZJ i cPr{m MOHr’L cl')e:

r _ Inc‘]y 2+ ba
R V(z ) Ly

Jx 1y
2

¢ Gt (FOHQM%OY\O ' mom@n}[ er{nu'PaJL' d/.‘ nelzad :

( =

|
Swm AaQQ/A C((CO\AQQ(QM% 31 o\‘\r\'ﬂvxz (V\CMQ cl/\e :
2 Jx
Lan o, =~ T
L5

AOVQ. o indica uno qvaxQe{as\' des due &wgog che indi=
vidvano & &A‘r@v'ow’ P(Mo{?@m cl4 nerzad.
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Capitolo 7

Assl coniugati

L equau'wﬂ coshh/hva che QQSQ momMo P‘@-HM@
¢ corvalura p@l%ftu&oﬂ :

M=Tk , (1)

iehilvise una crcispmdenzd fra Qg dicezione di Ky

e gdla i M | owemssia ishiluisce ng Cprrtg{)mclwz&l
Era 0 asse momenko m, averke 04 diceoioe di M,
e L' asse nevkro n , avete Q0 diegioe & Ke. Poiche
kp @ il vetore ddla robacious oativa U oVavion
rQ/QAhVJ dWa sozonr gwvienn Moo Al 'asse neutro @
ne r.‘su]h che Jo [ibre ()pwaﬁvc{m’&;?; individvde da
"&/Ql 455¢ h awno AA'QQ\‘&TAOV\Q nw@a, il che BA‘UQ}{C{V&
\ nome & ase nevte. & Fm%& anche conto che
1N lacine 5= E ¢ s che quxao Qlase

V\who Gl élvmuQQA anche Qa bensi oug morw\aﬂtj P(orr[e\‘a\

SdC Parte I — 23 settembre 2007

L = 0
£m € =O

asse m?w}o
P m &% & p&%’(m&

NN

45%€ zh
SDQQQo'hwiuuL
€

che Pornisce il %\‘W?icab habico e ase nevlio.
I ?ismo or\ogonapx A Vase nevtro ¢ delto r._gn_o__cb_
M ¢« Ya cua inkersecione F con i pidmo JQWa
seiome & detfo asse di Plegsione . ! ?i&no otbo=
%om&i ! 4552 womando © inve detto pidno A;gog=

qu‘\raa‘wt 0 Qa Gud {nh/se zZione 5 (o EQ F:‘J«no AQ@ZQ

R TU N re,H’& e le/H‘o 3@ clA GOQQQCX\‘@?A'OV\Q, .

101
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Siamo €m, &, %y, €p versort d@QQﬂ deuom
Cblg/h 85 momanfo , di %o%ha'owe ) revto 2 i
g&%(o\/\f& ({GFQH{VAVHQ,V\\'Q. L‘ aquau‘ov& Coghk‘u\iva ?vo\

AUN{UL SCOVYST ¢
Mgm'———Kf—]—@n/ (Z)

dove M e Kp smo £ WO\M: di M e Kp
(:s(e\‘ro g vecsori €p € €n v So M et um dse prin=
c\"faQJL A inerzia , QQQO(& me n ComaJOno ¢ 0'asse
b soldocitazionn 5 @ o&ooGOv\aQL an o e\qufmh
F{(nd?ajzt & inerwd. Riodiamo che 5 @ n sono

P{M(AY&QA. NS soQO 6¢ sono ortogonali e:
1,=0 . (3)
Si \mo%\‘f%l\ M/Q Sdéﬂi‘fo C\'\Q Q& (Q»Q/d—d(W\Q, (3) i 8@:
vw/ranL , W25y che valk andne n@Q Caso in i N wnon &

Ermu‘r&a cL inerua. Dut &% che SOJ(L'Spo’W\o &4
(mQ/Az\'ov\o. (’%) somo delh 455/ CW\AUSQ_}_\ .

7.1 Relazione tra asse neutro e asse di
sollecitazione

Dallg celavione (2), towmdo conlo che

l=g1_;77_—38g, (4')

o\o\/z )_j_ 5 }1 fwgofq ClA Eu-&/o e &T{ Q/o)

(o}az(om anVioracia & am?\‘ezag 900/ 5i OH,.%Q :
M (Rz ew) = Kt DRy en) - (5)
Poiche R7e
Z

Mes =k L (RTe,). (¢)

= e &\ \(\8. QOQ:

Date Q'asse neotro, i olhione (luﬂquz Pa ditezione
AQM‘BGSQAA 60%0,0‘}30‘0»/\@ Frema\amio 22 dicezione or=
%o«apv\f&a 0 asse nevtro o h“as?ormaméof@/a\ tramte i{
tengore di Eulero,

Sia aQQora (iaha ung c\{(mme n nﬂ Pl‘&no e
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& T /es Ay s

9 4 5

fn P
Je /! S/ |
5 oA
| ‘ x

O K X= € E;T"\

x

n
[
S

514 j Qﬂ A/irez{cme, orbaonaQe. Noﬁx Q(S\’ma Cé\(b,.—_
Sidno o(bZOV\a/Q!L ODCJ , lon =1, rl‘«;u\kl : ]ns = JE nsc)A/ /9)

A
b Ty |} 0 Jey
Sg_je T = . (%) ¢ dafo cha :
= *  dx 4 I;c
n= - I
Se J,, = 0, I’asse s coincide con I’asse y, ovverossiaa = 7 /2. Se tam)c
invece J,, # 0, I'inclinazione « della retta s che corrisponde in tal J 7
modo an vale: = sin el
tang = —. (8)
. . . Xy . 5\ OH‘\‘QM\Q
Si vuole ora verificare che il problema precedente ¢ equivalente a
determinare la direzione dell’asse s in modo tale che sia J,;, = 0. Se Y K
Jyy = 0, con x coincidente con n, allora n & principale di inerzia e s I = E / Y— — )—— ‘J A =
ng Fansl / sin ek

coincide con y. Sia allora J,, # 0. Poiche: A
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J—;c_y B L . (10)

sinol s ol G d,

Ponendo J,; = 0 siriottiene la (8), come volevasi dimostrare.

E evidente da questa formulazione del problema che se s & coniu-
gato di n, allora n € coniugato di s, cioe la relazione € reciproca.

Sinoti che se la retta n ¢ baricentrica allora le rette coniugate della
retta n individuano un fascio di rette parallele. Infatti sia n una retta
baricentrica e s la coniugata di n per G. Sia poi O" un punto di n e si
considerino i due sistemi ortogonali Gxy e O'x’y’ con gli assi x e x’
coincidenti con n. Dette o e o’ le inclinazioni di s e s’ rispetto ad n,
con s’ retta coniugata di n per O, risulta:

J, J
tany = — = —— = tano/,
v ey
come volevasi dimostrare.
Ay S W s
O/ O(/ G (07
x=x'=n

7.2 Assi coniugati nel riferimento principale

Sig org Ofll 1 ferimento Fm\u'f@QQ di inerea.
8 teweore di Evleco s raW(egeﬁa in Forma Axaaom%
mokre il versore def'asse IR orhﬁpnaQa 355

V\QAA(O ﬂlhél Cam?onqm‘ﬁ :

(—— sinol,

e
_] coSA
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P\,{%u“a qulwc\/{ . te, sussiste I'uguaglianza trigonometrica:
i 1
ta -3 ) = — .
J'l Q []|-5MmK ~jq5r‘no( ﬂ(ﬂ Z tan /3
€y = | - =
5’ = U o5k Ty coSA /
B - n
2
p — .
¢ ne QOMQQ;XJQ. : tan ([3 - i)
1
e J}l sin o jrl/
( Z ) )g 050l I; no(
-tan p
]—\Lsink B -%
’ \
1y
e
Loy
] T
A= 5
J;COM Ne consegue infine la relazione:

|
|
|
|
|
[
[

\ﬂ 7 I
> Ean o, Ean P * 5

/“5 == - =

Come pud essere facilmente verificato dallo schema seqguen- Cll\)(a w,@/d AR AA @u&ua{o .
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7.3 Sistema di riferimento coniugato

Dati due assi baricentrici coniugati n e s, non necessaria-
mente principali, si consideri il sistema di riferimento car-
tesiano Gns in generale obliquo. Ci si propone nel seguito
di rappresentare il tensore di Eulero J utilizzando come ba-
se di vettori i versori e, e e; dei due assi coniugati, base
in generale non ortonormale. A tale scopo, si dara innan-
zitutto una breve introduzione, limitata al caso piano, della
rappresentazione dei vettori in una base non ortonormale.

7.3.1 Sistema di riferimento obliquo

In on Gfé\’Qm’A &L r€per-'mem\ro oLQA?uo Gns un
quaﬁﬂﬂqufz v@PforQ Vo puo SCOWVFOFS\' nQPQQ sowmwQ
&,{ dve V&\‘\'o(i PQ(@N@Q} % 351 Coorot'wg}f o)yP;?u.‘ .
Le MW' V' e v (e ol caleols beusoriale

Q\Qwsgm\uc{juk iw(\;\‘carz on Z/QA "\AC{A.CAA FOSH Supediof =
WIL) , Somo C{LPWL cm_uromh Cow}(ovar{&wh:

Q,:Un—en+U§§s .

E zvféw}‘z che in faQ cdso i ?(Q(JOH-I. gcaQa(.‘ v.e,
2 k_ﬁgs non Porm‘CComo Qe COW\Fov\@w\T( Cm‘(rova(iamh‘)

Come \nve® QUCLQA!L Se Qa ‘DaSQ e or"onorma,o,t. OC(O((Q
S
aQQofA inhociu(ra und %cowcla ‘)QSQ Qr; Q (cou

z?fb‘ ivxc\&o{ @?Qa Fa(}e SU‘)ex.‘om,) W& M—_
A_N_&_Q_\_L 2 cwmh melo:

S R |

0 s i#] by =TS

s

Vet =(yre, vVl ) e = U

D&QQA clegfm'u'om (Ll base du&Q_Q congetauo.;
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e-e"=0 e'= e,
S =7 ?
€. € =0 ¢’ =pg
€,- " =1 of = L
h > — Cn‘gm i
/)" §S~€p
e m&m;
§n: gm S: g

_e‘"..em ’ Q §s*ﬁp

LQ (o\w‘vwsw\)ﬁ cou}m\@—riw}{ cL v o OH

Avnqu& moQ}n'Vb’m&o qca«Qanz I v’eHor:\’ﬁ;*o

‘)fd \ \/éH‘oﬁ' &L@’c\ \:aq:a CINQQQ, gf OHI'&.LQ LZVIW{J:
V- er

U/n___ ’g' Qm ng 1%
_Q“‘Em / ge'gﬁ

Queke due relazion 5 gA'us}l‘ P&cw a,gomfu‘csmw}e
o%@erv&on C\/!Q, g P farmé& Qa \D(o{eu’ouﬂ Cb
J SuQQ) e m F{o{m«'m in dxrezioue Fa{a d

&QQ’ass& s ¢ M&Qoawe v.¢r form‘sce Qa

proiezione & v ocdllasse f ) Proiezious 1ty dicwione
J ' ace n . P Megre b cwoum} ¢ cercge
basta pei dividere peri cosew diteori QV\SOQO
b ZQA X N em ¢ m‘sFQHivWA}z w'&%p&
H&KY; asi s b

8.‘ v\ot( ch/ danw&A}K/ wn qanunque/
veore U ?UO\ q(‘,ow/‘)ofs{ V\QQQQAVQ cL‘rea‘OnL
dividuake dalla base dualle -
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U=u, e"+ 1 e

In KQ\ CQ%Q (9\21> W ' U gowo o(zH‘e/(om{:o_

wandi Cova(xa/w :v\o[Acg/J‘e Cougxg H/\CbCA " baSSO)
RA%\/“’ :
U € = (U '+ e’) s = U

7.3.2 Rappresentazione del tensore di Eulero

Sia A una generica sezione retta e siano S ed N le coordinate
del generico punto P della sezione. Allora si ha:

P-G= ne,+se,

2 (fs\/l\'a :

) - fg(P—o)a(P-c—)dA =

UEV\ o”\>e ®e +(YESZJ/\)§’5®Q§ +
A A
+ (E‘ESHAP) €s®_€n+gn®g9) :

A

PO\'C\“L\ ‘XQA RISCTIIES QJ N Souo Cow{v?&*:' (\‘gv\\'a
L
= JEWJA =0,
A
2 (iviv\c&A':
3= T, aoen+], 0,08

Aavl ]n L ]s Gowo iw\w{ di verzid (JLQ@\\‘VI’
GB/QX I N QA 5 ric)F@Hing C&Q(n&}{ V&QN\Y&MAOQZ

C\A%*auza @un%y QQ Ajreu'ouu‘ chv(uga}é,:
jn:‘—yAESZa)A , «L:J‘Eﬂza/A
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E Pacds verlicare de | Fousore 3—1 mverso dal 7.4 Ellisse centrale di inerzia (o ellisse di

beusore & Eullro ’l o f&FFQ%MQ—_\Aﬂ% Pz - Culmann)

-1 y p " 1 ‘ Ci si propone ora di determinare, se esiste, una curva pia-

fj = —f e + — €5® 65 na regolare che racchiuda in sé le proprieta di coniugio e

Jn T inerziali delle rette baricentriche. Sia allora data una cur-

) va regolare nel piano della sezione retta i cui punti siano

E"p d H' : individuati da un’ascissa curvilinea . Si noti innanzitutto

che un punto P della curva determina due direzioni, quelle

> ) — dei vettori P — G e dP/dr, rispettivamente vettore posizione

del punto P rispetto al baricentro G e vettore tangente alla

s curva in P. Affinché le rette baricentriche s e n, aventi le

= )j (— e + 1% eg ) = direzioni dei vettori P — G e dP/dr rispettivamente, siano
- - B coniugate occorre che:

_ i
J Re(P-¢) « <
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—
dove il simbolo oc indica “proporzionale a” ¢ tj 2

«Q Viuve fgo AJLQ }wgore 0(4 EV.&(O (4)24},\,0 ﬂQ
b?(i u-uJ fo. Ne consegue:

(P-6) « 7_12—/:—) : (1)

R

S|

e infine:
(P-G)- 2_1:/{ =0, 2)

poiché ( P—( ) eil suo ruotato di 90° sono ortogonali.

—1
Per la simmetria di ﬂ si ha anche:

dP ! =
T (P62=0. o)

Sommando le (2) e (3) si ottiene allora:

j’;{(P—G)' T(?—G)}:O, (@

e infine:
(P-6): (P~ ) = < )

dove ¢ ¢ una costante. Si ¢ cosi ottenuta una famiglia di curve
soddisfacenti la proprieta di coniugio richiesta .

Allo scopo di imporre che la curva cercata rappresenti anche
le proprieta inerziali degli assi baricentrici, si valuti il modulo

del vettore posizione P — G , eseguendo i calcoli nel sistema

coniugato Gns. Tenuto conto che in tale sistema risulta:

P—G=|P-Gle,, (6)

si ottiene:

_/j__‘.(f)—c'): |PJC'| QS, )

e infine:
[k
PP (-6) == @
Dalle (5) e (8) si ha quindi:
P-6I" = ¢ J, . ©)

Se della famiglia di curve (5) si sceglie quella che si ottiene
ponendo:

C = — (10)

risulta quindi:

P-Gl= 1, (11)
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Lequazione:

W, (P-6) 47 (p-6)=1, (12

individua un’ellisse detta ellisse principale di inerzia o ellisse
di Culmann.

Infatti, in WQ u& ‘;i%\w ‘)(f\ku'fa,QL Gxy

f@\)“ﬁ M

1/}'), O X

, Ap-6]

o y

ENE

e f’@;u‘}u'twﬂ (12) diviens

1/J'y O |«
X y -
[ X O 4/jx )[J/ LW

Porcly® WL/Iyﬂ/fyz e /YI/IX=1//XZ oi oot infiue:

4 l
/%+%:1' (14)
y X

T ocion er&gw}a «Q\Q?l/a'a'w di ow eﬁg‘ssc,

Yy
do b qall scmidismekd f by Llssw x ¢

Q/m\sap Q | & ¥ inaccordo conla (11).

7.4.1 Proprieta dell’ellisse centrale di inerzia

Riassumiamo nel seguito le due proprieta fondamentali del-
Iellisse centrale di inerzia.

Proprieta delle tangenti.

LA digzond 1, @wf)ra i ows s e idersecs
O llise wi puk P e @ o fooats ol
Wi D) Misse o ouki Pe @ (i, per

la simmetria dell’ellisse rispetto ai propri assi, $ouve ‘)3(352—

Qb fa Qo).
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7.4.2 Esercizio: dimostrazione algebrica della
proprieta dei semidiametri

G Gia ¢ v ASR lJan’ém)fc(w iwcpmfa}o c{A ol fisraH’a

yl
X \ : .. . -
G/QQ 4G V(\MV/AQQ LA mefud X . QIQ ?O( N Q‘ dcse
s mug/ﬁo AA S. Ge /B '3 Q‘.‘“&A‘waw AA n
| . .
Y Y\n (i%Mo &QQ ke x Q/QL OI\AMXA 'QA po(mu% AA C()w‘u?o:
1
Proprieta dei semidiametri. Je
A o . tanet tan b = =<1
Il generico semidiametro dell’ellisse, individuato dal generico )y
punto P, ha quale valore il raggio di inerzia ?n relativo all’asse
n coniugato dell’asse s contenente il semidiametro, raggio di QE ] : . |
inerzia calcolato con distanze valutate nella direzione s. g@‘\we C\/A G e Q‘VQMA& Suw we S5 N
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eaﬁ/mm}o <L Qung\/\ezz/a /% , c&—QcoQa*o con &A'%ka/v\ze
alotale ndlla diceziove cm‘uaah s, o individva i
Pw\}o P Coow\iw)fe (/’ncos&, j’n smoé).
Vo%‘aw woae b P o Frova AV Wice wabalh
(Ll‘ ivw(?/{&’ Ao c\m et goicljgmh Q‘W‘M:
U cosly sintol
ﬂl (_/j.,_l —+ T)z i .

Tuwswar Mo, si doforumun J hnzione i fl ¢
f; u}iQiL%lon 2 ool & o Rzione (3 Fa(\‘(/{,
Wl sdonn pincipale):

Tn - LCOSQ/)) _{_]] g'\ﬂzﬂ B
dove jn o alhle  on distauz 0(]‘oa°u/a@‘ ad n,
Qc’v‘iwt\k \BQQ C\)&:

Ty dy (8.
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Divﬁ&ﬂ»b @A poerQcL' to}aﬂ‘m PQIQA\MJ%Q
botdle N i tfene -

¢ / /]
= (ke B gl
T&xm&o ?o{ &A\\o C\NZ Q/a (Q/Q/A'biM AA CQV\ij/\‘O <1
Juo' ma)ﬁ@ﬂl V\QQQ/& Po(%a ;

sz S oL SM/3

f/’ cogxco;[’: ’
¢ c\*& fil‘,ulh:

S(vx([’r'o()Z SfﬂﬂCOSOJ—‘COBﬂSMo()
5 oftiens :
L [caslol Sinlol
+ _
f” / rjl fxz )
2

_ 4 é_czc'l ,HZ coc?
- %mz(ﬁ—o&){ 5 s promdes

L
‘i'coszti S{Y‘Z//S -+ %—Z-S{WQJS\'V\%J =
pa
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M

— m {"" SW\D(SW\[&COS,LCOS(% +SI!V120Z Coslﬂ

+ et S\'V\?//% - Sivw(S\'V\/)) A P YL }
{—Sivx(cosﬂ (Sm/ﬂ cos® — Siy 0(co§/?>>
+ Sn-./\[)) cot ol (SM/SCOSOQ —Sind cosﬁ)}

3N z(ﬁ""()
Sint (p—ot)

]
sl (p=)




Dived medid . Ne risvlha da tale caso viene shdiato
ome qv@% A una wassa A,{q\‘rf\ov;\'él sv ds uma
Binea Fiémﬂ 9/ on distibuzior i masa paci A
pessore b Quinds fa diskbvaiaw di wasa, in tall caso

Capitolo 8

Sezioni omogenee

Nek %XV&Q 5 Congiderano c]QQQ_Q SQTs M, omogwea. @ueg\‘o

g;%m‘m de i calle vengono fot & memo doll modul ds v ona Linea, ha Oy dimpwsione di ona Qunghezea
\/(Wvu?(/ e ned wosro caso f.:(ﬂ)reswh o distebuzio Qw\)o MQO ahdio & ma semon o imanubitio
di masa. Tn defiwlive o omsiden una ”(oj@whfa JL% qu&% dolls deferminazione dal Ba({cwho/ d& sickewd
ae’, in 08 /masa” ¢ cosituif dolla shessa ares o P(.‘vxu'@Qk L tnerzia bacianXtico o dd collolo dd momauki
U clui%&r{\ouv‘m h Wwasy < @‘m@w‘wapﬂl V@Qﬁ 1. Priﬂcifﬂj&' & inequa bacionkau .
Ne (i%ulh ML mowahs sm;a hanne chﬂAw\ouz L3 La Onoscouzd c\sz ban'waho 3 A@Qﬁa wmassa
¢ i wowtahl di iwerzia L ok f\/x‘m ¢ Fo%n’ L*, bobdle ?erme“e di deferminace 1\ wmomenko shakico r(sf?f:
NQX Caso AQWJL Seu ou goﬁiQx {a Qﬂﬂg\'\w QQQQ& 8M= o ad um qv&«@uwa]ve ase ?f@vm H teorewd di \@((&v\ov\.
fica (oda 5 concantra , approssiwativansnde sulla La onosauza o sictowa ¢ du mowsuk; anp@‘ d
meca Permnpm&i drerminars mowmewli de iMefeid
b M= b ¢ aka Qv‘&\u & Oppit i asy or\‘ogowag' <3,0Mer(u',
%/ﬂu'e 2 QD(W«QL L robowone ¢ && ‘rraePorfo.
] NYL! anA’cam O Pormle dol l’rae\wfhu S fwaa
Coviome Cm?q\“)fa sezione SOH;Q( wale che | momenke & inereia dimiwuice ge da
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3% now baacwkiu o passa ad ass; baciendri meuhee
ax/miw\k"é V»& N GM\“(‘Q({O. Q( hw\?(,; ‘)o'{ (,w}o Q\Ale,\
iv\(hmlum)m ({Qerirs{ 8@2 COO(d[J\\VL&\'H_ M Ear.‘wu}ro 8.1.1 Rettangolo

(xo,\jo) mﬁﬁ%ghwa C)cj now 1)3([%)‘({60 ofl)vre, Un (Q/H%%OQO M ch)Q . (L %iw\mz\‘/-‘a. IQ e =
8QQ,L CQO(A/QV\?AQ (ch/ jc) ALQ Fvﬂb C MQ Qt‘S\WMkQ (;Wm o Gde (on P4 QOFQ fr\\‘@{;&a’aﬂ ¢ i dve 4

\DQ{}CW\X(;CO Gx, o | Po{c\w\ }&QA CoO(A/cM}.Q SoMo V= cono Ff;"";?gQ" G oineraia. So . o MW&MMO

3“‘&" I orroe}a in 9o € onducono perfon= st oo & tnaeis o ha awindi
ko @gb G\WL%; IIQVQ\‘A\‘(; ;Qjm r %/QA Y EQDA 0[

8.1 Sezioni tipiche

foy, =0

Q( %LQ(OQ»{ {vw\EMz{}uH‘o \\ mmMOAX weltud r(qu’:

b 2 2 _
X6 =% , Y= , Igj(,—xcﬂc .

\

y k 12 ) N A=bh T = bh’
A )CG=l°- Lo 4

2 3

G Zo A szh

> G KXo z 3

— T - &

/ | 8

> B b_g;_‘

¢ =3
0O X —‘bz—h-l

Xx\j— 4
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bo ad wia bae :

h 3
J;ch“\ =JBM = %b‘ '
A 0
YA
4
h
Y
0O x
b

UHQXZLM‘AO QJL Qoﬁva,t tl& hél@?of}'o > (701‘ F0§SEL>\'»QQ
C&QCOQQ(Q 1 vwowx(’w\‘o F{fﬂu‘fﬂﬂl de inerzg I e il
MW W(\pva J;j ﬁsi)z}“o @@l\)&%lt

bh" _ (ph >( >&_ bh'

=T EH&
b h
Ix”:: O + (bh> —Z- = -4—_—'

Lr\verhon m?.‘ne [\ ruogp cL\ \)a%e e JH‘Qaza 5y ham\o%

ana&gha Rormulle el Iy e Ty,
b’ h

ly="7 =1 -

8.1.2 Rettangolo sottile

NGL cese i wm ceH&/\ao@ goHiPe/ 1 mowande & inerwia
J}, feQ&}ivo aw’ a5 da simmetia che Conbine 0

Lines me«lxa, 2 vquQo/ s s conowtca B Spessor Qmao

| J
'S A=bh
G Lo j(rz h'
h| ——— :
b
X
O 7

3

Te,= b
Ty =0

bk

L=
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Qa Qinea mecl,{fg, £ cwaro che per un QW@_\'\HW
(Q}\Taﬂao@ sottile 0 qusmh\@\ bhA2 | ande

% Yiccop/«l, & D uwica e ontibuise & momeuko

& tnerzia ]j  Ta bl caso g &)om\ (ilonere ]ij
solb 52 32 ol (assiowals e ne AIPQMAOV\O 5ou
Fascorabili. Se invece il (Qst\ao/Qa goH‘(“QQ &
‘Ja(\m & una Geziont SOH(J&L Com‘)pﬁss.:) la c’VM«h\
Egh/ﬁ ot cols una ddle Yante iy condibuisce AR
caQ(oQo oy olv&vx}i\ra\ mefudli @ comt balle o ta=
scopbile e b<<h mAA‘PwAMWe J@ZR«'
ffekt ool quantita: aviehbe per i smrao@ reftan=
8"9‘0'

8.1.3 Triangolo rettangolo

Poi cher B wedigna di on Ve &v\gopy Gouwg ASs i sim=
mo/\r{a o\oQA'quél ) vaQ Qo(o \mnko A,« (V\Ccm\‘(o s toova il
bar;cm\ffo‘ La w&c&ia««a vieue iiw‘@a MM,Q P(OPO(D‘OWJ

{/3 3 2/3 , come si pud dedurre dallo schema seguente.

NQ cm%?ua c\/\x V\?/Q Qfshwug cL« (.‘Qu{wo Oxj

ndividvale c{a/QQQ basi | % ordingte ASZ& baricentco
VG/Q%O’V\O:
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b h
Xe = 3’ N B
ity oA b
_ ’ by=="y Ty
_ b, _ bth
\\ = 3
LN
_ bh 3
G i" A— Z J;:%
i S \ : IG:% I_Lg_k_
y = h 12
A vl
b

Gi fewga oca owke e dalla sowma & due
%r;a«nij (Q\\&Aao& & \)8&/894 c\;mme;om’ 51 @Him
un (eﬂa/n‘aoQo W u‘a»aQrL bae ¢ a“ezzét. Com b
(onvenziom & gf%”&, 5ihg

® © 0 ©
Lc = I:c* ’ Ix = ]x*j*

Ty
:C*
O Io,| [h
C > Xy
Gy 2
° gl’\
® x

Tenwna}o au%:ra cm)ro che & Quan‘rika‘ (&Q/A\FNQ aﬁ
(Q/H\&/\aoQg) %ja\ no\\Ql Pogwo C&QCOQB{G[ 9°MVV\9'V\<:10 I

CDV\\(I\)uh Ao\/uh 31 due \‘(iéwgog{ G |na :

o og () (3)'+ ()0 =
= It=%(—43—+%—4i)bh%: %3,
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dove i) *raeForfo J@Q onteibuto JQJL &riamaofﬂ ©® Aaér@'
551 x¥e j" 2 q\/QQ&' x ¢y o shﬂo Pél\““o per (|
tanite A«@Qx a0 badcewlia x, o Yy dd ‘Cr;a/v\ono ®.
Utilizeando Qo farmule dod trasfoﬁo & po
Foséil)fQL Ca«QLOQQ(Q ) momevm\u' Lco 2 ]’107a w&lh vi

ad asst \oan‘wA)f({oi:

_b_%i_hhh>z bh

) (aa 3
B bhyb b BF

Lﬂ£‘§1"(2>3 SR>

Pom‘c\’\ﬂ.\ I&yo :/’éO, Z'QA a5 Ao ¢ Yo NOU Gowy t?n'nu‘rﬂ«&
(Li Nz aq.

I’V\CMQ, I W\W; Iy e .\on Si OHFMa(ma (nve(\\J?N\CJO
| wolh & base ¢ albezea

_ bh _ b’h
ZW=737 o 7T g

8.1.4 Arco circolare sottile

L larco o{rcoQam soH-'QQ Po@%‘ao\a on 252 & Simmetria che
Confial qvm(l,{ \ baceenlro ed o F{.‘m?z&z&{ meredd, Per
cdlare Ua posizione doll baricadro o consideri il aide=
ma i i Rrimento Oxy, on Y wnadenle on 0! ase di

%iwwvmh{a e §\ P\m}o O o il (,w,}'(o AQW Farco. D@H‘Q
'19’ Ra m&u‘){ezzq JQQ,Q\&LO) rsulta
A=2bR1Y

0
Dx=1 fo(ioc%) Reos =

i3
) f bR cosot ot = ¢ bR sin
0

J =20
&SZRCEOQ Rainel A o
] - L j(r= R 5‘&19
-3 .
i LTS A L= %)
-~
_ o3y sin2lf
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Q &U/\ Q !/Q ‘
v —co 3 in 2Lk
S sin zg\)p\gg ! (:232& dot = bR (Lﬁl— %2 )
™A T o °
Come  cgat Far\HCoQA(u‘ o OH-SZM%QV\O Qa SUMA U (N =
Po\‘c\ho,\ Q\ gsszrQ te?vx (ﬁ = ?} (be O <{9<1§) @u%za go\r}(QQ, FWO]O ,Uz _ ‘ZTE :
(\‘Qu‘l\'Q :
4 A=TRL
S{v[\}w' > el = Y, > Reos(¥ / b jG: %n-_g
Ge 3
¢ ne Gsesne che G & lerno 8@‘1nv.‘&)@o dollle 5 ® Z - J EZ—
feﬁe (a&m\‘{, come alm essere .
Tafine fiWHQr Q QA ci(cwpexwz,a goPr{& FM\QMAO U‘:n‘:
¢ _
]’JC:Z‘(‘OBR co%o(cJoL= A=2T2b
il ‘
I bR (14 o) = J, = met!

¢
Y
]=2jbR%m&Ax:
I
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8.1.5 Settore circolare

/-\nc)na \ %(LHQ(Q cimOOArQ Fosg\‘ezia un A% cb &=
md(iél, e r{%u\b gu{n&' Prma‘?aﬂ& cL‘ nezd e COV\EEQMQ

1 bariconlto. Teuoudo ombe che i coftore puo’ pensasi

guA&,{v{go mn k(.‘élv\ oQi iw)}{n{\‘egimi c»\e_ \vaxo 138({604'\}(0

a (?./%)R dal quteo ddd selore | il quo baciaulro
F\)o\ cE&LoQ/A(g( conewkrando £ ' dea ded }(.'aw%o&' nel.
Ooo bacicowkto otewsmdo oot un arco circolare di (34=
%Xo (Z/S)R:

sin ¥

2
jG = g’ R (} 4
y A=
2 1'\/1’?9
j(,= gR 50'
G 4 :
0. R Ix= %(04_922[})
R4 sin 2%
0 S =g (-

dove (% & anoa la Semgmpiezzd € averdo  avda
in queg\‘o caso assunfe om %\'%W 5[4 h?ex(mm\‘o
Oxj on £ asse Y oincidmhe on Lage i
%immo,h{ﬁ e th) 0 oo il @ulro del gebrore.

J J

d

O x 0 x
R

w\[\:

I mowxw)ﬁ di nerza J“x e J] ?OSSO\AO @QCO&NS{

AAV(QQM&O | %Hore, i accha o\'r@«%({ & cPe,QSore
' (aa%,(o v vanabile da 0 & Ro:
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Come. casy TK‘(}‘\C"QA(" o °HQM3Q“° | sewicercluio 8.2 Sezioni composte di parti semplici
amdo I = T/
i Le q\/éwh\’ﬂ\ iv\ojdc’iQA' oMo Rc\ct(\‘(\/a/ owvvefossia
A j Az 77—;12— POSSOV\O 253e(e caQwQah: QON\M,&V\do ) CO/\“( \‘\ouh A@QQJL
‘%V\‘&OQ’L PQA; C\AQ LouA?omaono Q/J ST oML, Qe aQQo/a Q@
Senuoue ¢ (,wvfosh d Far\f{ W?QAO’, (JQ/QQSL 7ua/Qi im0
I.=1J] = 7R aole b Tu&««}ﬁa‘ UAM@!&QA , Tuqc,‘va Yro\)n'o)ra\ Peme\‘\‘e,
/ b cdolan B quankits el di b {a sesiue,

Y&

8.2.1 Esempio 1: Sezione composta di due rettangoli

2 YA
A=TR B 80 cm .
4
B
x 10 cm
& >
/ 40 cm
30 cm

20 cm 20 cm 40 cm ‘

>
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A@ = 10 x80 =800 cm?® 0 40)(203 0, .
PO = 20530 = 400 et Iy = T+ (40-2,)"= 444 31 on
3
A =1400 o’ ]-j(? = 33;’20 + A@ (30—1'(,)2= 3?592 cmt
9, @
Sx = A X 35 :ZQOOO Cmi Sx J_yo _ 480 952 mA
39 = pOx 15 = 9000 om o= = e N
= — )= 4
g, = 37000 cm® Ty = P (35-4,)(40-12,) = 29388 cm
® _ AD( o 4
Sjwz A@xdo = 32000 om’ g ]ona— A (45 74,)(30 1”0) 39184 om
S;D——-A@x 30 = 18000 on” o~ K]— = 35Fom Try, =685 e
= 50000 om?
Sj o y A A \do
Y 40 em N
T - 0 G > Lo
2643 em
Bem {
‘I;Scm O X
@ ‘ > x 35 1om
O 30 om
L] el
5 . l’g+]a + 1 _ 2 2
]@ _ 80)(403 . A®(35‘70)2=65442 o’ T =7 Z EV(&O ]}o) +4Lay‘
Xo 12 rL
3 4
o= 204?0 +A@(15%)2:42536¥ o _ {496247 o

Te, = 18810 m*

173515 om™
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8.2.2 Esempio 2: Sezione rettangolare con un intaglio

La seeiout saguwwhz. on & Q/A Sowmwd WA Q@ CLIPPQMA=
zd dJ CLUQ Far}f QMP'PA'(’J, una F'LH&MBQQANQ e vvd In
Corma O\A %Hare cf(Co&l(Q cl« smo?%‘uw Jpam' 4 77'/4
(acL‘aw‘f{ . QUMAX bbb i okl JQ/Q sotrore oir(p()/nlre

y A

40 cm

/;= Zé J;/A =12.83 om
fr\«: ‘ JQ/A R 60 cm

-1 Ixo“ji °
O(Fz 3 {“—*———*} = — 77,43

Jxy,
T \ o B >
. 20em,_  20em
| _—7
G '\ vanno QOHr&Pﬁ c{a qu@%’ cJJ?JZ reH&m%oPo. In faQA‘ Ci
— /'L fg i} a VOHQ G Pana th masg na%ahwe R i c&«QG?& Sr SVOL
O 5 — %O\no, in CMSQ?UQMZQ/ aGSOO\'éW\Ao und &i%hf\:uu‘w ci/t
E{ misca —1 ol Var}‘a Ju va corrtta.
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Questo ultimo modo di procedere e senz’altro indicato se si
deve scrivere un programma di calcolo. Nel caso si debba ma-

nualmente risolvere un problema ¢ piti indicato sottrarre diret-

tamente le quantita, come fatto nel seguito.

Rettangolo
JI A
. 00m |  20m
]
30 om
60 o Gy
] > Xy
30 om
® N
O 'B x
40 em
Settore circolare (da sottrarre)
hy o e *
Co | ©
x
20 ewm
>
0 iz i

20 om

PO 4060 = 2400 om?

2
Ao j{zo = 31444 em?

A= A A 00868 ond

_ n(TT/4
G, =220 ) 12,00 om
gy = 20 om Zpy= 40~ BG, con T = 3151
/ _
Ypq = 30 om §.0= BG, we% — 8.4%8 om
@ a
S, =A g, = 12000 cn®
S9= 19 = 2687’
@ L0
=S — S, =693 o’ — /a=% = 33.24 cm
5}@: A®I&1 = 4800@ (’/W'%
Sj@= Wy, = 9999.7 om’
@ L0 S
Sy 3 Sj 38100 an’ — 4= 25 = 1822 o
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78 =B LsnledD)| - A BG, =645 | T+l +V(Jro—1,a)a+ o 768660 cm
) R4 T 4 - 4 J B 2 B 2 xayo 238600 CWl4

3 2
J@__ 4OXé0 +A®(y6-jo1>= 245170 Cm4

Xo 12

@
Jom Lo E) IR ) ey, = otostt

L0=jxo ‘L = 543940 om®

3
40 ® z
jj@= 6012 + A (xc—fm): 327210 om

@ o , ®
3= Lo 5) + o - F)+h o250 )= €3098 e

_ 0 0_ .
J,= T, =, = 26330 cn

@
ije: A (=6 ) (4= Yy ) = — 13482 o oppure :
@ _ ®— 0y, T s Q 4
Ixay,, _Ux’ jy’ 9”‘(‘1)@3(‘1) A Cfo“x@g)(y&‘)@g):—’IOO%O cm

@ ®
Jxoy,, xoj Lc oY 86880 0m
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fg=m = 16.51 om

8.2.3 La sezione a C sottile

la cemons 4 C ha vn ase di simmel(ia che Gu-
biowe i\ baricoukre of ¢ V(Mu‘P&Q;L & inerzia.

La cewone gisulfa inoltre th & te rd%&ngo@'
SoHiQi. S0y rifemento sl Qiviea medsia A&Qa seuome
GOHE-@Z dove woug cg/\(m}rafo Pp S?QQSO(Q.

de
Rt 5, N
I
G
5 H
&
,
; 5 A
A=2 &B +8z H

Dekerminazian 4l bu(cw}(o (Q :O)

184, —2BY(F —d)=0 —
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Movww)(\' & inerzia:

3
L= %—}%— +Z(&B>/—E’~)Z/

3
J,= S P -6) ) g,

\te(wvtﬂ c{) h’QQ!bF}'o
SRHT g3
= 12 "
3 2
I = ob a3 ) v dned
Poc esempio:
ﬁ*r—<__‘lc A=2820 mn*
LN N (= 3044 mm
; 200 m
v 4
. 1: 2.0?3"10 mw
8.5 wmm
o I, 3405510° mn”

100 mm

S{ no\‘i C[NL Q( df?(oé%{uafu‘m CL SeuoMme soH[v?Q ‘/\4
COV\AOPfO& bouare C(M}o c{ua vo“‘& L{A dve feH‘&Aaon di

dimers e %‘X% e d nom hmzra Gﬂd}o (J; aur[ due

f@\"}&v\ao& h uguaﬂx dimensiond. Tnolkre

el ol doi momenki di nerwia s so0 tascorahi i
wosgut bgf/’ll e H&B/ﬂ rep/gh‘vi aa/Qj a%s; baritm=
Frici A singpli re,Hauag@', quavkii du saug fn‘t(oeb
({C,%@H'o M terwmiw i meor b,

AT

NN Sono SN0 WSS In
MLSBL in CMi-O QM\‘O dv vo H'Q
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8.2.4 Sezione aZ 56.5
AY
< 60 - -
Ay 9
O |
z
111 >
o 0
7
9
120 5 >
X X
9 misure in mm 56.5
misure in mm Y |
A

2 SQMZ‘B%(O V\U% Aako e c’d of(zfvu' veHom Poefa‘ow.
(P"O) ne @rriefowc[@ vho Uaué&l gc] oﬂ)os\“o ?sz{ Q/g =

Sf ({gono, Qa 50U N C(mCQM}(‘éW\Ao Qo sfz%o&, QuQQA AA‘U‘M ch ?JZQ[ %‘MMQ)—("&'

Qjma W\Qc\}é. La Q%u/a ?rewk 3 und %im\mo/hia Fopa(e, Quantita inerziali:
C\“ ?OQO 0 (i“v‘g(;ww per ohazioni i 4R0° alterno A=17.94 am’ ‘:Jg ~ 464.419 cm®
al ?un\'o O ) @,ues\‘& onde zone. o~ cuPficiewle E@(&%f: 7.  393.040 cm® J, = 36.838 cm*
mae e i baricwie cincde (on i ?oQo o, Pmb)&\ | Jy = 108.217 cm® {pg _ 50.88 mm
o veltore doi wowank) static Jxy = ~159453 em’ Py = 1435 mm
(0r- | P-ovin, [z
A
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me

464.419

108.217
Scala:

y 1 cm = 50 em?*

36.838

393.040 |
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