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Capitolo 1

Calcolo di spostamenti
in sistemi isostatici

1.1 Deformata della linea d’asse

1.1.1 Momento flettente

Se una sezione ¢ soggetta ad un momento flettente M si

ha una rotazione relativa per unita di linea kf = M/E]
attorno all’asse neutro (baricentrico).

Se la curvatura geometrica della linea d’asse indeformata
vale ¢, la curvatura geometrica della linea d’asse deformata
vale c+ k¢. La dilatazione della linea d’asse ¢ invece nulla.
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In tal caso lo spostamento di un punto dell’asse dovuto alla defor-
mazione di un elemento di trave avviene in direzione perpendicolare

alla retta che unisce tale punto con il baricentro della sezione di cui
I’elemento di trave ¢ intorno.

Nel caso di linea d’asse indeformata rettilinea la curvatura
geometrica iniziale € nulla.
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Inoltre, in tal caso, lo spostamento di un punto qua-
lunque dell’asse dovuto alla deformazione di un qualun-
que elemento di trave avviene in direzione perpendico-
lare all’asse della trave.

Si noti anche che se la linea d’asse iniziale ¢ rettilinea, la
linea d’asse deformata ha la convessita dalla parte delle
fibre che si allungano, cioe dalla parte delle fibre tese.
Poiche ¢ prassi disegnare il diagramma del momento
dalla parte delle fibre tese allora la convessita ¢ dalla parte
in cui e tracciato il momento.

Si consideri quale esempio una mensola soggetta ad una
forza concentrata all’estremita.
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1.1.2 Forza normale

Se una sezione ¢ soggetta ad una forza normale N,
nell’elemento di trave si ha una traslazione relativa per unita
di linea € = N/EA nella direzione della tangente alla linea
d’asse. La curvatura flessionale ¢ invece nulla.

Se la curvatura geometrica iniziale vale k tale ¢ anche la
curvatura finale:

kds  _ _k
(1+¢€) ds (1+¢€)

=~ k(l-¢) = k,

\ o\
PEAN
| \ \

ds eds

Se la linea d’asse indeformata ¢ rettilinea, tale resta anche
dopo la deformazione.

k-ii—e———»% , ds - £ds
S | S
M({ﬁCM\M a“o alepofma\‘o

Si consideri quale esempio una mensola soggetta ad una
forza concentrata all’estremita.
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1.2 Metodo cinematico (0 composizione
cinematica degli spostamenti)

Si deforma un elemento di trave per volta, si calcola il suo
effetto sullo spostamento che si vuole calcolare e si somma-
no i contributi di tutti gli elementi, cioe si integra sulla linea
d’asse.

In generale, occorrerebbe sommare anche il contributo do-
vuto ai moti rigidi che ricompongono la continuita della defor-
mata, ma tali contributi sono di un ordine superiore al primo
negli spostamenti e vengono trascurati. In altre parole, per I'i-
potesi di piccoli spostamenti il contributo di un elemento € in-
dipendente dal fatto che gli altri elementi siano gia deformati
oppure no.

Per es., si verifichi tale fatto nel calcolo dello spostamento
dell’estremita B della mensola AB di figura, supponendo che
la mensola sia soggetta a solo momento flettente.

(ke d2)b®
(ke d2)b

\ (kedz)b
N

dz b |

Si deformi la mensola partendo dall’incastro A e muovendosi
verso I'estremita B. Per effetto della deformazione del trat-
to che precede un elemento generico, questi si trova traslato
e ruotato e la sua deformazione viene ad agire in tale nuo-
va configurazione. Nella figura sono riportati i contributi allo
spostamento del punto B che si hanno deformando I’elemento
sia nella configurazione deformata che in quella indeformata.
Si puo quindi facilmente verificare che i contributi allo spo-
stamento del punto B nei due casi differiscono di termini di
ordine superiore al primo negli spostamenti.

Si noti infine che se la trave € ad asse rettilineo e soggetta a
solo momento flettente allora lo spostamento relativo tra due
punti della linea d’asse avviene in direzione ortogonale alla
linea d’asse. Infatti gli spostamenti dovuti alla deformazione
degli elementi della trave avvengono perpendicolarmente alla
linea d’asse mentre un moto rigido infinitesimo di tutta la tra-
ve provoca uno spostamento nella direzione della linea d’asse
uguale per tutti i punti della trave. In nessun caso ¢ quindi
possibile generare uno spostamento relativo nella direzione
della linea d’asse.

f——

~
N

linea d’asse indeformata rettilinea

linea d’asse deformata
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E chiaro che questa proprieta non vale per le travi ad asse
curvo cosi come per le travi ad asse rettilineo soggette anche
a forza normale.

1.2.1 Sistemi di travi prevalentemente inflesse

Se W wiva W pressiows 5 disosfa o fMicion—
Fomente # rispeto o problusg in esome) dall! asce gome=
Fio dlh Frav dd sitowa ¢ so G baw souo
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Porza normz&n & ﬁmé@Q o i sy%Mf e
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doke la docmaviont & vo dwsuto & tave
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g .
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il cso di brow f;&w). For 9&»?940\*8‘, ol
Qgﬁw’}o vseum f&Qﬂ a{gnomu&u’m qanﬂ 51natwme

& sig\fama & trawi WMW@ mﬁ&sse.

I sistemi di travi ad asse rettilineo prevalentemente sogget-
ti a sforzo normale, quindi tali che la curva delle pressioni
coincida o sia prossima alla linea d’asse del sistema, vengono
invece detti travature reticolari.

1.2.2 Mensola soggetta ad un carico ripartito

Le convenzioni di segno sugli spostamenti e sul momen-
to flettente sono indicati in figura. Si noti che il segno del

A Y Z
n, B
Y /
Yy
I? z2
J oA e
P
T
g
_ ql
n

momento, indicato dal tratteggio nella parte superiore (il mo-
mento positivo tende le fibre superiori), é stato sganciato dal-
Porientazione dell’asse z.

Per calcolare gli spostamenti relativi dell’estremita A rispet-
to alla estremita B occorre sommare (cioé integrare) i contri-
buti di tutti gli elementi che compongono la trave, contributi
valutati tenendo fissa I'estremita B. Tenendo conto che l'e-
stremita B e incastrata, gli spostamenti relativi tra A e B for-
niscono direttamente gli spostamenti dell’estremita libera A.

Mg,
. EJ
A AT BN e

dn, \ &
de, z || dz

Per quel che riguarda la rotazione globale @, dell’estremita
A si ottiene:

! 3
_ _ IR AL
do, = fdz = (PA—Q %Ej G

Per lo spostamento verticale na dell’estremita A si ha inve-
ce:

3 4
- Mdz)z = nA=J) 14y _ ﬂ_ .

dn, = — = =
E] o L EJ BE]

Si ricordi infine che, essendo la trave ad asse rettilineo, lo
spostamento orizzontale &5 di A ¢ nullo.
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1.2.3 Trave appoggiata soggetta a forza normale

A B F i

- F
NO=-F
_ N 7 =r1=0
“y e
A
—H ] C;QB_ME

0 B EA
F{
SA:O = gg—*E—A'

1.2.4 Arco circolare soggetto ad un carico ripartito

\§
)

-
wy
Il

x>
R <
2= =

1 Il

o O O

T (o) = g R sinorcos o,

Con riferimento allo schema di figura si ottiene:

MR
WB= ﬂ +\K\O E:_FJOC)
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ré_%}

| MR
/ 3 B Ag?g:—{;j-—a’&
ds=Rda x o

M .
R . o\%: E smo(Joc
Z
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m s X
=0 = =J —— sinfo da = T ar ;
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:‘

g
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Per quel che riguarda lo spostamento verticale di B si ottiene:

2

/2
R™ .
=[1A+LFAR+XO L;TSMO(O[OC)

7/

R’ 9k’

= _ . 3 —
q/\:o, \{Azo =) qb—-g\om;sn’lo{o{a -—’ﬁ)

poiché:

7 W

S\D S{n(}O(AlO(:j‘ sin(x('\—COSrLO() 0]0( =
; .

= L—cosa+%cosga]:= 1——;— = g .

Infine, lo spostamento orizzontale di B risulta:

2 L2

E"BZ E-’A+ LFA R—\—L %% l—cosoc)doc,

gp‘zo; ¥=0 =

TR A
- ég:f Zﬂt_&j(l—cosoc)sinzadocz

-(F-DE.
poiché:
R
Sl (1 - Cos oc) sin®o dot =

0
T

£ TpaonE 5.
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1.3 Integrazione dell’equazione della linea
elastica

Data una trave inflessa, omogenea nella sezione retta e ad
asse rettilineo e possibile determinare il campo v degli spo-
stamenti dei punti della linea d’asse integrando I'’equazione
costitutiva:

M=Ejp/, (1)
dove al solito M ¢ il momento flettente, E ¢ il modulo di Young
e J ¢ il momento di inerzia.

Si ricordi che il campo @ delle rotazioni delle sezioni ret-
te dipende dal campo degli spostamenti v tramite il vincolo
interno di trave inflessa:

(p =-v,
per cui I’equazione (1) diventa:

LM
-5

detta equazione della linea elastica. Tale equazione va asso-
ciata alle opportune condizioni cinematiche dovute ai vincoli.

|y _
\ L) z

» v

Quale esempio si consideri la mensola inflessa di figura, a
sezione costante e soggetta ad un carico concentrato nell’e-

F{

stremita libera. Alla sezione incastrata é impedito sia lo spo-
stamento che la rotazione e quindi le condizioni cinematiche
al contorno si scrivono:

v({) =0, p)=-v'{) =0.

Poiché il momento flettente vale M = —F z, integrando 1’equa-
zione della linea elastica si ottiene:

z
V=—=+C1Z+ Co.
6E]
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Le costanti di integrazione c; e c» si ottengono imponendo le
condizioni al contorno:

1.4 Analogia di Mohr

3 Si e visto che il problema cinematico, nel caso di travi ad
v =0 = 6E] T cl+c2=0, asse rettilineo, ¢ retto dalle due seguenti equazioni differen-
ziali:
/ F{?
”U(/B)ZO = m"‘Cl:O, ’L},,_—ﬂ
=~
da cui: v = -@.
S ' _EF
! 2EJ’ * T 3EJ L’analogia di Mohr riguarda 'osservazione che la struttura di
Si ottengono quindi i seguenti campi di spostamento: queste equazioni € analoga a quelle che reggono il problema
statico di una trave ad asse rettilineo. Infatti si considerino
V= F < 23 _ 342742 ga) le due equazioni indefinite di equilibrio alla rotazione e alla
6EJ traslazione ortogonale alla linea d’asse:
_F 2 2 ,
(p_ZEJ(g -2%). M* = T*,
In particolare, la rotazione @, e lo spostamento verticale na T =-q*%,

dell’estremita libera della mensola valgono: _ _ _ o _
dove I'asterisco in apice alle variabili serve a ricordare che

F{? F{3 queste riguardano il problema statico. Si derivi la prima di
Pa=@(0) = 2Ep AT v(0) = 3EJ queste equazioni e si utilizzi la seconda per eliminare T* .

All’equazione che cosi si ottiene si associ la prima delle pre-
cedenti ottenendo due equazioni analoghe a quelle del pro-
blema cinematico:

M* = —(=T*).

In tale analogia allo spostamento v ortogonale alla linea d’as-
se corrisponde il momento flettente M*, al rapporto M/E]
corrisponde il carico ripartito g* ortogonale alla linea d’asse
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e alla rotazione @ corrisponde il taglio T* cambiato di segno:

v = M*,

Mo
EJ a,
Y < -T*

Risolvere un problema cinematico equivale quindi a risolve-
re un opportuno problema statico, con il vantaggio di potere
utilizzare automaticamente tutte le tecniche sviluppate per
risolvere i problemi statici.

Naturalmente, per passare dal problema cinematico al pro-
blema statico le condizioni al contorno cinematiche devono
essere trasformate in condizioni al contorno sulle forze. Ai
vincoli del problema cinematico vengono a corrispondere in
tal modo opportuni vincoli del problema statico associato, co-
me riportato nelle due tabelle seguenti, una per i vincoli di
estremita ed una per quelli intermedi.

Vincoli di estremita:

v+0 v M*+0

p=0 7 § T* =0

N — *

- E\ v=0 & - M*=0
=0

v=0 M*=0

“j @ =+0 < “j T* =0

___@ v=+0 o "_Bzﬁj\;{:ig

=0

Vincoli intermedi:

o Mv=0 _ AM* =

Ap #0 A AT* =0

-- -- & --—O0—--
A @ *0 T* 0
Av =0 AM* =0

-—-—F—-- & -- --
A - 0 Tg AT* =0
v+0 ———ﬁ:gl——— M* = 0

-- -- &
g =0 T* =

1.4.1 Mensola soggetta ad una coppia

Come primo esempio, si consideri una mensola soggetta
ad una coppia M nell’estremita libera, della quale si vogliono
valutare lo spostamento e la rotazione dell’estremita libera.
Nell’analogia di Mohr alla mensola del problema cinematico
corrisponde una mensola nel problema statico, con estremita

M,
p —
| !
Fyv
+ M
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¢
q*_% |ﬁ
by z
7 ez
-
y E—]

libera e incastro invertiti. I momento del problema cinemati-
co é costante ed uguale alla coppia applicata, e quindi il carico
ripartito del problema statico vale g* = ‘M/EJ. Risulta quindi:

ML?
— * = -
ML
— _T*(pP) = " —
) =-T*¥) E]
1.4.2 Trave appoggiata soggetta ad un carico
concentrato

Come secondo esempio si consideri invece una trave appog-
giata soggetta ad un carico concentrato in mezzeria F, della
quale si vogliono valutare la freccia in mezzeria e le rotazioni

Vv F{

delle sezioni sugli appoggi. Nell’analogia di Mohr alla trave
appoggiata del problema cinematico corrisponde un’analoga
trave appoggiata nel problema statico. Il momento flettente
del problema cinematico ¢ lineare e ne risulta un carico ripar-
tito triangolare simmetrico per il problema statico associato.

. - EU
z
I .y g
: |
Yyv
Fe?
16E]
Y ) F{3
16E] Y/
L3
Ne consegue:
e FL?
@(0) =-T%(0) = _E’
e o FO°
) =-T*{) = 16E]’
oo [ FE2\ L FO3
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1.4.3 Trave IPE270 appoggiata soggetta ad un carico
concentrato

lF:éokN

L {zélm o
- L=1% .
T f |
- 0
e=10.2 E=8.1x105/\//mm2
" .
J.= 5190 tm
02—
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e Q=456
Y L ]
J
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Frecia in mnzzerid Mﬁ }rwe

oy FY _
F—U(7> A3E]

(60x10°N) x (4 x40 mm )}
5 — 6.58 mm
4gx(21x1o M/mm )x (5.39x407 mm*)

f 6,58 mm 4
- = = = 0,001645 < 0,002 = —
{ 4x40> mm 0 . C 500
Rotazione AQ,QQQ Sezioun gu%@ p PO Qi
124 (60x10°N) x (4x40*mm
T bE]

16 @A N fomd < (5391 0Tam*)

= 493340 7ad = 0.28°
vaa)cur 4 P@%‘ma@i Mg

_ (60x40°N) X (4x 40" mm) _
4x(2,1x105/{//mm )% (5:39x107 mm*)
— 4310 A =

= Rach%io AA (urval’u(a Mmoo = 203 m




Prof.Daniele Zaccaria

SdC Parte IV — 27 agosto 2006

Capitolo 1. Calcolo di spostamenti 16

1.5 Strutture con uguale deformazione

Si supponga che una trave, o una struttura senza sconnes-
sioni interne, sia vincolata e caricata in due modi diversi ma
conservando uguale deformazione. Uguale deformazione si-
gnifica uguale curvatura, ed uguale dilatazione nel caso si ten-
ga conto del contributo dello sforzo normale. Se la deforma-
zione € uguale, i campi di spostamento corrispondenti ai due
casi possono differire solo di un moto rigido. Se in uno dei
due casi sono noti gli spostamenti (e le rotazioni), e sufficien-
te individuare il moto rigido differenza basandosi sul rispetto
dei vincoli dell’altro caso, per determinarne gli spostamenti e
le rotazioni.

1.5.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico ripartito

Come primo esempio si consideri la trave appoggiata di fi-
gura, soggetta ad un carico ripartito costante g. Se ne con-
sideri il tratto AC incastrato nell’estremita C e soggetto, ol-

ZS

§0A7Q lq ¢
! C ;</_Q_B g

¢ nc

|
+q£/2
|

tre al carico ripartito, ad un carico concentrato g¥/2 nell’e-
stremita A. In tal modo il momento flettente della mensola
coincide con quello del tratto AC della trave appoggiata e di
conseguenza coincide anche la loro curvatura flessionale. Ne
consegue che gli spostamenti nei due casi differiscono di un
moto rigido. Poiché per simmetria la sezione C di mezze-
ria della trave appoggiata non puo ruotare e né traslare oriz-
zontalmente, in accordo con l'incastro della mensola, il mo-
to rigido coincide con una traslazione verticale. L’ampiezza
della traslazione deve essere tale da annullare lo spostamen-
to verticale dell’estremita A della mensola, poiché nella trave
appoggiata tale spostamento e nullo.

m q P
o LT
c/%)qE?s

TA
/2 1

G

Una traslazione non modifica le rotazioni e dunque la rota-
zione @4 della sezione A nella trave appoggiata coincide con
I’analoga rotazione cp,&m) valutata nella mensola:

) _ (q?€> (92 q@)g_ al’

PA=Pa = ~""pr Y TeE; T T24ES

Ma
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La freccia in mezzeria nc della trave appoggiata coincide
invece con la traslazione rigida 17 che, come detto, annulla lo
spostamento n/&m) dell’estremita A della mensola:

AYEANENEAY
w122 _q 2) 5 qt
A =7 3F7 8EJ 384 EJ

fn

)
|

3|
|

1.5.2 Trave appoggiata soggetta a due coppie
concentrate simmetriche

Il secondo esempio e analogo al precedente, con la diffe-
renza che la trave appoggiata € soggetta a due coppie sim-
metriche M applicate alle due estremita. procedendo come
prima, se ne consideri il tratto AC incastrato nell’estremita
C e soggetto alla coppia concentrata M nell’estremita libera
A. Ne consegue che gli spostamenti nei due casi differiscono
di un moto rigido di traslazione verticale, di ampiezza tale
da annullare lo spostamento verticale dell’estremita A della
mensola.

x

84\ VDA ,’7\% \\(P
WS e,
m
M

7Y na
M(A c%)” S

¢/2 n

M

La rotazione @, della sezione A e la freccia in mezzeria nc
della trave appoggiata valgono quindi:

£
on = @l My ome
AT VA EJ 2EJ’
2
{
— (m) M <§> :]\/132
Nc=1n=—-nNx
2E] 8EJ]

1.5.3 Trave appoggiata soggetta ad una coppia
concentrata

Come terzo esempio si consideri la trave appoggiata di figu-
ra, soggetta ad una coppia M applicata alla estremita B. In tal
caso non vi € simmetria. Si consideri allora I'intera trave AB
incastrata nell’estremita B e soggetta ad un carico concentrato
M/ L nell’estremita A, in modo tale che il momento flettente
della mensola coincide con quello della trave appoggiata e di
conseguenza coincide anche la loro curvatura flessionale. Gli
spostamenti nei due casi differiscono quindi di un moto ri-
gido. Poiché la sezione B di estremita della trave appoggiata
non puo traslare, in accordo con l'incastro della mensola, il
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M
\'€0A le ©
AW B g
M/ET 13\4/# n
¢
M

moto rigido differenza deve coincidere con una rotazione at-
torno al punto B. L’ampiezza della rotazione deve essere tale
da annullare lo spostamento verticale dell’estremita A della
mensola, poiché nella trave appoggiata tale spostamento e
nullo.

PR
nxm $4>
A BV o
me
jvz/»el g
: n
M

La traslazione dell’estremita A della mensola vale:

pm _ _ (%) C __ M
3E] 3E]

e di conseguenza la rotazione rigida @ vale:

ML

P=""y T3Ep

Sovrapponendo i contributi della rotazione rigida a quelli
valutati nella mensola si ottiene la rotazione @, dell’estre-
mita A della trave appoggiata, mentre la rotazione @y dell’e-
stremita B coincide con la rotazione rigida @:

(%) Eoame e

(m)

PAZPA V=T T T3E] T 6ES
_po M
(pB_(p_SE]'

Per calcolare infine la freccia in mezzeria e sufficiente som-
mare i due casi simmetrici con la coppia applicata prima ad
una estremita e poi nell’altra ottenendo cosi il caso della trave
appoggiata soggetta, nelle estremita, a due coppie simmetri-
che. Poiché le due soluzioni devono essere I'una la simmetri-
ca dell’altra e poiché la sezione di mezzeria si trova sull’as-
se di simmetria, la freccia in mezzeria coincide nei due casi.
Sovrapponendo gli effetti si ottiene quindi:

ML? ML?
) = r’C = .
8E] 16E]

nc+nc=
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M
nc
+ M
A
M ML gy

1.6 Coefficienti elastici

1.6.1 Mensole

S S
f< "
e

/ =25 =

lF
' = [\ rE e
44 1 1A 1*
7 ‘%* o e 17ee
4~ 3 4
°%H£% X R
’ T Iy e 1w’

1.6.2 Travi appoggiate

)
EA Q=M ‘{’—ﬂ
A C gr)m J“ 6E] 7 B"BEJ"
S [ I .
z ]qJ” ,
md m? ¢ 1bE]
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(‘?A qc LfB 16EJ
« 3
L 1 R | = F
Lw—yz—’l i ¢ 4RETJ
9 | 1
MY (48
%i’h L gl : 4
| _ 5 4
r\,c_m ET
v Fb 2 2
| . Eb(I=H)
A ¢ v__g | %7 gEfd
Y e %
L EulEed)
B
b< o 6EI-€

1.7 Esercizio (struttura chiusa soggetta ad un
carico ripartito)

q
C | oD
P ) ‘
14
A?‘ B y
14 14
; 0

. Verificare 1’isostaticita della struttura;

. Disegnare la curva delle pressioni e determinare le reazioni dei
vincoli esterni ed interni;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio
e dello sforzo normale;

. Disegnare la deformata della struttura.

. Calcolare gli spostamenti e le rotazioni dei nodi e in particolare
determinare lo spostamento verticale relativo in corrispondenza
del doppio pendolo in E.
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Verifica dell’isostaticita della struttura

At

-

eqmel

Lo O

b—ﬂ/
o

Curva delle pressioni

Reazioni interne e esterne

1
C E| - [ E_i£
| ' D
! I
1
nire > <
sl Q
p A
TN,
A o 7 B
T“& ot Tiﬂ
‘Q(AWJP\ i 4
1
21 OIQ
talts ACE 4
ik \
ik Lok
QﬂViQ;‘J(JO qu[Q,Ao{iO
t(&Ho ABD tra“o ED
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Diagrammi del momento flettente, del taglio e dello sforzo Spostamenti e deformata della struttura
normale

[ A
q |
—+ - ‘:D
|~ F
S g 1
___r — (‘F
| \
\
7 \ g
Dg
W 't
A B
Qe (A
¥ ik
[ ]— 1. Tratto AB:

| @
aat - AN%)_ B
—({)AB

97 s
%12 $al ‘(47‘122%”) —qu
\\ i TI:IL WTTCET T 6
+
- sfer) o
g @ (‘v\a: %qEJ’ - gEJ’
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2. Tratto BD: : _ & _(;—fﬂz” _fiﬂi
; P “PAQ_ { GET 12 g]
g
-— D
D 1 3
DI g _E @Ot 4l
T _ 1= 1 JET 5 B
g Yy B
: 4. Tratto CE:
4 ol) 0’ P
. (2"! 1t
&= ae_gc_ SET +LPBI€ B 2E] éqﬂz") C @c E
(£ )% 7 g0 Le—= 7
q)m;: LET T bf& T 12 =] ‘"
—NEc
3. Tratto AC: = C E
S¢
ch) ot ¢ (za0°) ¢ 7al?
C <PE=2EJ +(’DC:6E—J’
= § N
+ " (at?) € _1igl
r)Ec=—T—Q9C T T12ESC
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5. Tratto ED:

Je

_(q0)¢*  ql’ _ 3qt®
POE="orr T 6E)  PET2ES

o __ a0t al* 5 aqlt
b 3EJ] " 8EJ 24 EJ’

(1) 11 qé“
Nep = —n +(p€————.
ED D E 8 EJ

6. Spostamento verticale relativo in E

55 g4

AnNg = Nep — NEc = 4 E]

1.8 Calcolo di spostamenti con il principio
dei lavori virtuali

Con il termine di spostamenti virtuali oppure di campo di
spostamenti virtuali si intende un campo di spostamenti (e
rotazioni) infinitesimi possibili, ovverossia la parte prima di
un campo di spostamenti (e rotazioni) che siano congruenti,
cioé in accordo, con i vincoli sia interni che esterni del dato
sistema di travi. Il lavoro di un sistema di forze per degli
spostamenti virtuali viene poi detto lavoro virtuale.

Sotto l'ipotesi di vincoli rigidi bilaterali, privi di attrito e in-
dipendenti dal tempo il principio dei lavori virtuali afferma
che l'equilibrio di un sistema di travi, soggetto a date for-
ze (esterne e interne), e equivalente all’annullarsi del lavoro
virtuale L, delle date forze per ogni campo di spostamenti
virtuali:

L, =0.

Per rendere operativo il principio, occorre valutare il lavoro
delle forze interne, che nel caso in esame sono fornite dalle
caratteristiche della sollecitazione. Limitandosi al caso piano,
si discretizzi una generica trave scegliendo un certo nume-
ro di punti sulla linea d’asse e le relative sezioni rette. Si
consideri poi una di queste sezioni, individuata dall’ascissa
curvilinea s, e la sezione immediatamente successiva, posta
alla distanza ds sulla tangente alla linea d’asse (a meno di
infinitesimi di ordine superiore a ds).

Le forze interne trasmesse sono la forza normale N, lo
sforzo di taglio T e il momento flettente M. Siano allora dati
un campo di spostamenti virtuali v, w e @ e un campo di de-
formazioni virtuali € e ky congruenti con tali spostamenti. Lo
spostamento della seconda sezione relativamente alla prima
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avviene nella direzione della tangente alla linea d’asse e vale
eds. Poiché su tale sezione agisce una forza normale op-
posta a tale spostamento il contributo al lavoro virtuale vale
—Neds. Inoltre, la seconda sezione ruota rispetto alla prima
di kfds. Ancora, poiché su tale sezione agisce un momen-
to flettente opposto a tale rotazione il contributo al lavoro
virtuale vale —Mk¢ds.

11 contributo globale al lavoro virtuale delle forze interne si
ottiene sommando il contributo di tutte le coppie di sezioni,
al limite per ds — 0, per cui il principio dei lavori virtuali si
scrive:

Lye — L(Ne + Mke)ds =0,

dove Lye, detto lavoro virtuale esterno, rappresenta il lavo-
ro virtuale delle sole forze esterne. E consuetudine definire
quale lavoro virtuale interno Ly, il lavoro virtuale delle forze

interne cambiato di segno:

Ly = L(Ne + Mkg) ds.

Con tale convenzione, il principio dei lavori virtuali diventa:

1.8.1 Applicazione del principio dei lavori virtuali al
calcolo di spostamenti (e rotazioni) in strutture
isostatiche

Data una struttura isostatica comunque caricata si vuole
utilizzare il principio dei lavori virtuali per calcolare una com-
ponente di spostamento (oppure la rotazione) di una qualun-
que delle sue sezioni rette, sotto il dato sistema di forze.

A tal fine si osservi che in una struttura isostatica soggetta
a un qualunque sistema di forze I'equilibrio ¢ sempre soddi-
sfatto, ovverossia sono sempre determinabili (in modo unico)
delle reazioni vincolari e delle caratteristiche della sollecita-
zione equilibrate. Si osservi inoltre che per I'ipotesi di piccoli
spostamenti, i campi degli spostamenti e delle deformazioni
dovuti ai carichi applicati soddisfano le condizioni richieste
ad un campo di spostamenti virtuali.

Se si vuole calcolare una componente di spostamento (o la
rotazione) di una sezione, si scelga innanzitutto un sistema
di forze e caratteristiche della sollecitazione equilibrato otte-
nuto applicando una forza unitaria (una coppia unitaria) alla
data sezione, forza avente la stessa direzione della compo-
nente di spostamento da determinare. Poiché I'equilibrio ¢
soddisfatto ne consegue che L. = Li per un qualunque cam-
po di spostamenti virtuali, quindi anche per il campo di spo-
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stamenti e deformazioni dovuti ai carichi applicati. Con tale
scelta il lavoro virtuale esterno coincide con lo spostamento
incognito (oppure la rotazione incognita) che quindi coincide
con il lavoro virtuale interno.

Il sistema isostatico soggetto ai dati carichi e del quale vuo-
le determinarsi lo spostamento (o la rotazione) di una sezio-
ne viene detto sistema degli spostamenti e delle deformazioni,
poiche fornisce il campo degli spostamenti virtuali, ma viene
anche detto sistema reale, poiché rappresenta il sistema che
effetivamente interessa e che si vuole risolvere. Nel seguito
tale sistema e, se del caso, le quantita ad esso legate saranno
indicate con il simbolo (r).

Il sistema isostatico caricato da una forza (o da una coppia)
unitaria viene invece detto sistema delle forze e delle caratteri-
stiche della sollecitazione, poiche fornisce le forze e le caratte-
ristiche della sollecitazione equilibrate, ma viene anche detto
sistema fittizio, in quanto interessa solo quale mezzo per il
calcolo del sistema reale. Nel seguito tale sistema e, se del
caso, le quantita ad esso legate saranno indicate con il sim-
bolo (f). Con le convenzioni indicate, il lavoro virtuale inter-
no, che uguaglia lo spostamento (o la rotazione) incognita, si
scrive:

Si vedra nel seguito che le deformazioni reali €™ e k{" oltre
che ai carichi possono essere dovute anche a delle distorsio-
ni. Finche le deformazioni reali sono dovute ai soli carichi, e
quindi alle sole caratteristiche della sollecitazione reali N™ e
M®;

N@® @ M®

(r) — -
€ T TFa I TR

il lavoro virtuale interno diventa:

N(f)N(r) M(f)M(r) d
Lyi = + .
v L EA EJ 3

Infine, nel caso di strutture inflesse, ovverossia nel caso in
cui sia trascurabile 'effetto della forza normale sulla defor-
mazione, il termine N /EA ¢ trascurabile e il lavoro virtuale
interno diventa:

M(f)M(r)
o= [ MM

EJ

1.8.2 Mensola soggetta ad una forza di tipo assiale

T
Yo

A7 -

s;s]‘eu&a (Q3/Q€
9 (o st

{
N(‘L) g
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Si vuole calcolare lo spostamento orizzontale dell’estremita
libera C della mensola. A tale scopo si assume un sistema
fittizio soggetto, nell’estremita C, ad una forza concentrata
orizzontale e unitaria concorde con lo spostamento positivo.

A -
: -
N(ﬂ) *) sistewa fifizio
i N (&l foree)
W | P e %<% —F/EA pee %<£
N = — ¢
9, PM’Z>% 0 Fe(z>%_
vt g
Lye = 1 (tpc
g g " {
_ | yF 1F gy __F
LVl —_ —_
[N ¢ dy 5 ° = IR
L

1.8.3 Portale zoppo soggetto ad un carico ripartito

BY | C
| |
h, : 4 : hy
i [o |
Al (z) A

_l_
4
ot

Si vuole calcolare lo spostamento orizzontale della sezione
D vincolata da un carrello a piano di scorrimento orizzonta-
le. A tale scopo si assume un sistema fittizio soggetto, nella
sezione D, ad una forza concentrata orizzontale e unitaria

concorde con lo spostamento positivo.
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£
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| |
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AL 2y

o[ ] it

‘H? ‘16 ﬂeg( _ )_
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Verifica con la composizione cinematica degli spostamenti:

al
ALY

L
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1.8.4 Telaio soggetto ad una forza concentrata T !
y D H
C o LT A
e ¥
()

|
|
| (£)
|
|

m(z)(z)z—Ff M(%) =—1-¥

Si vuole calcolare lo spostamento verticale relativo in corri-

spondenza del doppio pendolo in B. A tale scopo si assume Z
un sistema fittizio soggetto, nelle due facce della sezione B, "= {—1 'Z ( F{)) } e

a due forze concentrate verticali, unitarie e di verso oppo- E

sto, con quella di sinistra concorde con il verso positivo. In 2 20 3

tal modo il lavoro virtuale esterno vale: _ F 9 [ J 2 F ?
EyLZ 1 TET

1'A1B=1'(qm\—qso>
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Le=Li = A%B“ng

Verifica con la composizione cinematica degli spostamenti:

Lt

lan™ PET N ensola B o™ 221 Hugaa B0
—F/ ¢ L[ (nofe D fse)
W= ET R

L?BD"-Lf):L{BA = LP:_ziﬂ ({z robaziont nado D)

EJ
o
=~7ZE
L b )
F
%D:_EJ
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1.8.5 Esercizio 1 (struttura chiusa soggetta ad un
carico ripartito)

Si vuole determinare lo spostamento verticale relativo in corri-
spondenza del doppio pendolo in E della struttura chiusa riportata in

figura e gia risolta con la composizione cinematica degli spostamen-
ti.

q
b— °
C E P D ‘
¢
A B
. (4 ) 4 _
| .

A Tale scopo la struttura fittizia viene caricata, nelle due facce
della sezione E, da due forze concentrate verticali, unitarie e di verso

opposto, con quella di destra concorde con il verso positivo. Ne
consegue che il lavoro virtuale esterno vale:

Lie=1-ngp—1-ngc=1-Ang.

Si noti che la struttura fittizia ¢ soggetta a due forze autoequili-
brate. Essendo tale struttura vincolata esternamente da tre vincoli
semplici, le reazioni vincolari esterne sono nulle.
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Struttura fittizia: Reazioni interne e esterne della struttura fittizia:

1
1-¢ 1.¢
C Ep D >—><—é —
P— ? 1T 2 9 i lT 2
1

IT (£) ‘1
2

Curva delle pressioni della struttura fittizia:

/

b—
P [
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Tenendo conto delle convenzioni indicate nel diagramma dei mo- Il lavoro virtuale interno vale dunque:
menti, le equazioni dei momenti reale e fittizio risultano:
MO M

1. Tratto AB: L= TES ds =

M"(zy) = 39421, 1. 2 ¢

: 0<z =26 _ L {/ ¢z} dz) +f 02 dert
MDD =1z, J o 4 0
‘ » 14 1 2 ‘ 2
. lz5 — =73 | dz —{“z3dz lzydzap =

2. Tratto BD: +(/0 <Z3 223) Z3+/¢ St 23)+/0 % 24}

MD () = Lqtz,, ot —{§+1 (1_1 i_l) 1}1-%4_

—_ 2= 9 - =
B (5+5) 1-qt* 55 (1-q£4)
3. Tratto CD: ~\3 8) EJ 24\ EJ )’
1.2
MO (z3) = Gtz = 347, U=z=t e quindi:
- 1,2
sql°, L <z3 <2,
S o Le=Ly = Ap=>2C
MD(g) =123, 0=z =24 ve T "4 ET

4. Tratto AC:

M©(z4) = 3qLza,
M (z4) =2 - z4,
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Curva delle pressioni

1.9 Esercizio 2 (struttura soggetta ad un
carico ripartito)

Y
Yqf /
‘ ) GF
(
1 ¢
14
< CDF
XY \
A
14 ¢ l l §
BN\ AN
1) Verificare l'isostaticita della struttura; \ -
ABC

2) Disegnare la curva delle pressioni;

3) Determinare graficamente le reazioni dei vincoli esterni ed
interni e quantificarle;

Reazioni interne ed esterne

4) Disegnare i diagrammi quotati del momento [letiente, del taglio
e dello sforzo normale;

5) Determinare lo sforzo normale nel pendolo CF utilizzando il 1
principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi: Fquilibrio del

6) Determinare la rotazione del pendolo CF (dovuto alla tratto BCDFG
deformazione della struttura) facendo uso del principio dei lavori
virtuali per i corpi deformabili nell'ipotesi che il pendolo CF sia
deformabile assialmente, disegnando ¢ quotando i diagrammi delle
caratteristiche della sollecitazione che intervengono nel calcolo.
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Reazione del doppio
) pendolo in
qt L

.
y

qt/2

He;t{ione del pendolo C'F

"

A

-l
-«

29

Do 3t X \

\/E(ZE \/quf

B

A

i
Reazione della cerniera in B

Reazione dell'incastro in A

Equilibrio del tratto BCD

Caratteristiche della sollecitazione

3qf?
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C ©

Rotazione del pendolo CF

Schema delle forze per il calcolo
della rotazione del pendolo C'F

Reazione del doppio
pendolo in G

I F \
T
14
G —<
12 - -
Mg = 2l
A
2¢
Y
1
20
B A
YcF = ——(—)(«f g0 (2v20)+

WiT,

t1 oz V2gt 5 g0
— (=)= O\d; = ——2- 4 — 2
EJ (21)[ @+ )] EA | 24EJ
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Capitolo 2

Sistemi di travi iperstatici

2.1 Metodo delle forze

Un sistema iperstatico con grado di labilita nullo puo essere reso
isostatico togliendo un numero di vincoli semplici iperstatici pari
al grado di iperstaticita. La struttura isostatica che cosi si ottiene,
soggetta ai carichi applicati e alle reazioni iperstatiche staticamente
indeterminate, e quindi incognite, viene detta struttura principale.

La struttura principale isostatica ¢ determinata sia per quel che ri-
guarda le caratteristiche della sollecitazione che per il calcolo degli
spostamenti. E cosi possibile calcolare, nella struttura principale,
quegli spostamenti che nella struttura originale sono impediti o co-
munque limitati dai vincoli iperstatici rimossi, per poi imporre a tali
spostamenti le condizioni imposte da tali vincoli. Le equazioni che
cosi si ottengono e che sono in egual numero alle reazioni vincolari
iperstatiche vengono dette equazioni di congruenza. Poiché le inco-
gnite che compaiono nelle equazioni di congruenza sono delle rea-
zioni vincolari iperstatiche, e cioe delle forze, il metodo di soluzione
illustrato viene detto metodo delle forze.

Notiamo subito che la struttura che si vuole risolvere puo anche
essere iperstatica e labile, purché equilibrata. In tal caso rimuoven-
do gli opportuni vincoli iperstatici si ottiene una struttura principale
labile a grado di iperstaticita nullo, nella quale gli spostamenti neces-
sari per la scrittura delle equazioni di congruenza sono sempre de-
terminabili in modo univoco o, in altri termini, non sono influenzati
dai possibili moti rigidi dovuti alla labilita del sistema principale.

SdC Parte IV — 27 agosto 2006

2.1.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale

Struttvra i?us\'al“fca:

A F C

i

S\‘rqufa FfMdF‘y& {GOS}thC& :

F

A C B X
7;;77 | _é_

V.

X= P\Qa—biov( iPus\ahca iv\co?fwih

T\ Fuvu\‘o B \wo\ 5ubire 5 w@@a Shqura rr[vmcifa&
vno SVOG\Wo o(izzon}ajzﬁ éB . Na@@a %*ru\)tura

origguald ipecdiabica L ponke B e fiseo.

37
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Lo sPos¥Wo &y misvra £ sseuzs di
(;owﬁruw’lé (\‘v\comga\il); Q/i\'a\) ha Qa Sh vH‘ur d

?(iv\cj?aj& e q\/z)&é\ 0(\'(34\»3({4. Pe( riF(l'Sh‘:
Wd e QQ Cowzrumza oc(corre &mwfwara

Q\m@wg\ﬂoi%a‘ Va & dee stwbtore s

&, =0 (o.qvau‘owt di c0u5ruwa>

A C B X
i -
I
A A
+ X
A F ¢ B

Si ottiene:
x4 Fep
5= EA  EA
=
E»g = O = X= z‘
E/2 3 E/2
+ E/2
F/2| - _F_
Calcolodi & :
A c In
AN
{12 — &

G2 =
< EA T 4EA
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2.1.2 Trave appoggiata soggetta a carichi di tipo
flessionale

Sia data una trave appoggiata, cioe una trave ad asse ret-
tilineo appoggiata alle due estremita, soggetta a forze di tipo
flessionale (forze ortogonali alla linea d’asse e coppie). Si scel-
ga quale struttura principale la trave appoggio-carrello, cioé
la trave con un appoggio ad una estremita e un carrello con
piano di scorrimento orizzontale all’altra estremita.

%Fl%@ig

1

| {

La reazione iperstatica incognita € orizzontale ed origina
tutto la forza normale della trave. Ne risulta che lo spo-
stamento orizzontale del carrello nella struttura principale
dipende dalla sola reazione iperstatica X:

)¢

&= Fa

F M
A

R
A N

L’equazione di congruenza & = 0 impone quindi che la rea-

zione iperstatica sia nulla:
X =0.

Se ne deduce cosli il seguente risultato generale: Una trave
appoggiata soggetta a forze di tipo flessionale é equivalente
ad una trave appoggio-carrello.

Si noti che tale risultato puo essere generalizzato anche a
travi ad asse rettilineo su n appoggi soggette a carichi di tipo
flessionale. In tal caso infatti si consideri la trave su un ap-
poggio e n — 1 carrelli a piano di scorrimento orizzontale. La
forza normale, e quindi gli spostamenti orizzontali dei car-
relli, dipende solo dalle reazioni iperstatiche orizzontali. Le
equazioni di congruenza che impongono che gli spostamenti
dei carrelli siano nulli sono dunque omogenee (non dipendo-
no dai carichi di tipo flessionale). Ne consegue che le reazioni
iperstatiche orizzontali degli appoggi sono nulle e che quindi:
Una trave ad asse rettilineo su n appoggi soggetta a forze di
tipo flessionale e equivalente ad una trave su un appoggio e
n — 1 carrelli.

N
piw Br hw A

A Fl ;W'Bpl }w'cFl D
A Ay oy %
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2.2 Simmetria ed emisimmetria

Simmetria significa invarianza rispetto ad una data trasformazio-
ne. Per il momento ci si limita alla simmetria rispetto alle riflessioni.

Una struttura piana ¢ dunque simmetrica se resta invariata, geo-
metricamente € materialmente, per riflessione rispetto ad un asse,
mentre una struttura spaziale ¢ simmetrica se resta invariata per ri-
flessione rispetto ad un piano.

Se una struttura simmetrica e caricata da forze simmetriche am-
mette una soluzione non simmetrica, deve ammettere anche la solu-
zione simmetrica di questa. Ovverossia soluzioni non simmetriche
si presentano sempre a coppie. Questo significa che nei problemi
lineari, dove la soluzione ¢ unica, questa deve essere simmetrica.

Per le ipotesi di piccoli spostamenti e di elasticita lineare, il nostro
problema ¢ lineare e quindi strutture simmetriche caricate simmetri-
camente ammettono una soluzione simmetrica.

Si consideri ora il caso di una struttura simmetrica caricata da
forze antisimmetriche o emisimmetriche, cio¢ da forze che cambia-
no di segno nella riflessione che lascia invariata la struttura. Se in
un problema lineare si cambia il segno delle condizioni al contorno
(nel nostro caso forze e vincoli) anche la soluzione cambia di se-
gno. Quindi la riflessione deve cambiare il segno della soluzione e
la soluzione deve essere emisimmetrica.

Il fatto che le soluzioni di strutture iperstatiche simmetriche ca-
ricate simmetricamente (emisimmetricamente) debbano essere sim-
metriche (emisimmetriche) semplifica la soluzione delle incognite
iperstatiche.

2.2.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale
emisimmetrico

>ﬁ

A F C

p I

La hzm ' %owhicwt e ma}&iMe
emw\(ica ﬂ'ﬁ?v“o QQQ'JQQE mr‘r.‘c»@m nggwh P@r«g,

va&o C AX WL A3 » l_g forza F ﬁSu\\'& inveCe

QMX\SMMTWA :

N < P ctione r;sgeﬂo
' asse &i Giwwalria

B C _F> A (c,(\'u'&*ubnl idokicq @WQ
ET3 Gt
forz0 cg\,k\oia}e &wzno)

= VO%ih‘Qz risolvere FroLQma (\wf)a\&u&a e &
So@Nﬁo\UL ({‘}Qsta Cm'ncan (ow QQ qu&./z(ou.( orib,{waria
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CM‘)"Q\'Q o gg_,B,“ 0. La struttura riflessa ¢ indistinguibile dalla struttura originaria sog-
getta alle forze cambiate di segno e quindi deve risultare:
F Nca = Ncg.
A 4—! C B o . CA CB
/7;;77 7,;5,77 Struttura originaria L’equilibrio del nodo C impone infine che sia:
F Nea = Neg = —
- Equilibrio nodo C A= JTCB = 5
—_— —_—
Nea Neg Neat Ney = F
2.2.2 Cavalletto iperstatico soggetto ad un carico
simmetrico
F
B C A .
; ' ﬁ Struttura riflessa
7
F
f— L.
P - Forze normali riflesse n
Neg Nea
B c F A
— Struttura soggetta alla
/77%77 7;;&77 forza cambiata di segno
F 8 = 3x3 =7 oPere ) (onQiCLQI'GAAJO %= 2
—— Forze normali _ K
cambiate di segno J=5xt=10 il nodo D vinco 3)5 V=1
Nea Neg ;

L=1 Jai pondolls -
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%MHW& ?ri vm‘?aQL

. : ® ,0
E7v32aou9_ d cowﬁn/wza. QD — QD
F-X
®  X4%n« N= 0.
L= "En o  F1 x4
— b= 2EASINZL  2EAGiniK
ff)S'noc: N 5 QCD: N1
b EA D EASin o 0 F /2EASintel

QD B WD — X= 1/2ERGin®od + Gin ol /E,A,
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2.3 Travi incastro-appoggio

2.3.1 Trave incastro-appoggio soggetta ad una coppia
in corrispondenza dell’appoggio

A B | ;_> m
| ¢ |

Struttura principale:

P
N

M

(s N

A B

La rotazione della sezione B nella struttura principale vale:

_ Xt o
b= 3E] T 6ES
La congruenza implica:
@B = 0 = X = %

La rotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-
le quindi:

ome (3 e
AT 3EJ] 6EJ  4EJ
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Reazioni vincolari e diagrammi delle caratteristiche della
sollecitazione:

curva delle pressioni
M
(3 )
A C B 2
SM l 3M
24 24
3M — @
27
M2 @D
M
b {-b

Punto di nullo del momento flettente (punto di flesso della
deformata elastica):

b _ t-b b= 2y
M M/2 3
Deformata elastica:
M
- -

st
[ I
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2.3.2 Trave incastro-appoggio soggetta ad una forza
concentrata in mezzeria

lF
A B
| \/> m
| 14 |
|
Struttura principale:
lF
A B
X
ANE _/A}

La congruenza implica:

M

X¢ FP . 3
3EJ] 16EJ 16

Diagramma del momento:

| A

)
it

La rotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-
le quindi:
CFr (GFO) L Fp
" 16EJ  6EJ  32EJ

Pa

2.3.3 Trave incastro-appoggio soggetta ad una forza
distribuita

La congruenza implica:

Xt abt’ _ at”
3EJ] 24F] 8 -’

Diagramma del momento:
S
16
N/
Larotazione sull’appoggio della trave incastro-appoggio va-

T 24E]  6EJ  48E]"

S
S
no

o
S
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2.4 Travi incastro-incastro

2.4.1 Trave incastro-incastro soggetta ad una forza
concentrata in mezzeria

%
>

(oY 4_'-11
=

R \\\\
<

La rotazione della sezione A nella struttura principale vale:

X{  F¢?

PA=5F] T 16EJ

La congruenza implica:

CPAZO = X =—.

Diagramma del momento e deformata elastica:

F
N
7.
%
PN A
R

8

227

S

2.4.2 Trave incastro-incastro soggetta ad una forza
distribuita

q

§A B% j(l?

| 14
|

Z
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La congruenza implica:

Xt _ al’ _
2E] 24E]

0

Diagramma del momento:

at?

1

no

2.5 Travi continue

Una frave continua € una trave senza sconnessioni interne vinco-
lata, oltre che nelle due estremita, anche in punti intermedi, o, in altri
termini, ¢ una trave su pill appoggi.

La struttura principale “naturale” si ottiene inserendo delle cer-
niere sugli appoggi intermedi, cio¢ sconnettendo la continuita della
rotazione delle sezioni su tali appoggi. Le incognite iperstatiche so-
no quindi delle coppie ¢ le equazioni di congruenza richiedono il
calcolo delle rotazioni relative in corrispondenza delle sconnessioni.
Nella struttura principale i tratti fra gli appoggi intermedi divengo-
no delle travi appoggiate alle estremita e soggette alle coppie iper-
statiche ed agli eventuali carichi esterni che competono al tratto in
questione. Per quel che riguarda i1 due tratti esterni, questi sono del-
le travi appoggiate oppure delle travi incastro-appoggio a seconda
che I’estremita sia appoggiata oppure incastrata. Nel caso in cui un
tratto esterno sia a shalzo, ovverossia con I’estremita non vincola-
ta, sull’appoggio interno del tratto non va effettuata la sconnessione,
altrimenti il tratto diventa labile.

Non ha importanza che 1 vincoli intermedi siano degli appoggi
fissi oppure dei carrelli a piano di scorrimento orizzontale, perché,
come si & gia visto, le eventuali incognite iperstatiche di tipo assiale
dipendono solo dalle forze di tipo assiale e sono nulle se queste so-
no nulle. Se sia le forze di tipo assiale che quelle di tipo flessionale
non sono nulle occorrera risolvere entrambi i problemi (flessiona-
le e assiale), problemi che, in ogni caso, sono indipendenti 1’'uno
dall’altro.
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2.5.1 Esempio di trave continua

La trave continua di figura ha tre gradi di liberta se svincolata e
ha nove gradi di vincolo. Poiché I’incastro da solo impedisce qua-
lunque moto rigido, la trave non ¢ labile e quindi ha sei gradi di
iperstaticita:

F
§A, B C l D
N T AN .
! [ ¢ ! % ! o2 !

Poiché I’incastro da solo impedisce la traslazione orizzontale, la tra-
ve ha tre gradi di iperstaticita i, di tipo assiale (anche i tre appoggi in
B, C e D impediscono lo spostamento orizzontale) e quindi tre gradi
di iperstaticita i ¢ di tipo flessionale:

io=3, i;=3.

Inserendo due cerniere nei nodi B e C si ottiene una struttura una
volta iperstatica flessionalmente soggetta alle coppie X € X¢ in cor-
rispondenza delle facce di B e C rispettivamente, facce rese libere
dalle due sconnessioni operate. Tale struttura, anche se iperstatica
flessionalmente, puo essere utilizzata quale struttura principale poi-
ché il tratto iperstatico AB costituisce una trave incastro-appoggio

soggetta alla coppia Xp applicata in corrispondenza dell’appoggio,
tipo di trave gia risolta una volta per tutte. Se ci si riducesse ad uno
schema flessionalmente isostatico inserendo una cerniera anche in
A, si dovrebbe riscrivere 1’equazione di congruenza ¢, = 0 del-
la trave incastro-appoggio che ancora darebbe come risultato che il
momento in A ¢ in modulo la meta e di segno opposto di quello
applicato in B.

Xp Xc lF

§ () N
T
A B C

\

@
i
¢ ] i:>

Per risolvere la struttura dobbiamo scrivere le equazioni di con-
gruenza in corrispondenza delle due sconnessioni:

Agp = ¢pc — ¢pa =0,
A¢c = ¢cp — ¢ =0,

ottenendo:
_Xpt | Xcty (Xt} _
( 3E7 T 6EJ) <4EJ> =0,

Xct _ p2\ _ (Xgt _ Xt _ g
3EJ 16EJ 6EJ 3EJ ) T
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Semplificando e risolvendo si ottiene:

—7Xp +2Xc =0, Xg = iFE,
208
3 = 21
—Xg+ Xc—SFt{=0, Xc=-—F¢.
8 €7 208
Reazioni interne ed esterne:
9 27 152
~—F 2 F =< F
3 208 208 21 208 21 F
ANV
QY| RNy 0 i
R N ST e T M
208 208 27 125 83
9 36 3
081 081 ssl ask 2081
Diagrammi del momento flettente e del taglio:
A B 21 C D
08¢
3
Gt
6
s e Fi
4
v Vs3
ekl
152
355 K
N
36
= F 125 +
o F - 08" b F @
27 -
s - | &F

2.6 Esercizio (telaio soggetto ad una coppia)

M ‘
? 1} 0
| I

y
L =1 ‘%TE:JH*N
T

\/ (LHB ?t’.( C or}o?@p&

. T o C_ __Y d@\ AC ol
T Tea dgse v ¢
C | dove frovam' )}‘ Fvﬂl“‘

' M
| g C ‘{"{"’ Ra Lol eruazione
A : A (@,z % k’r&%w; Q }CH\tHO
7/77”/'77 - @QQg c;po«rz9 no(ma/&)
Teg

|

M |
:@_C_____fz; e By
N, 7 ; ¢

i

JZH‘ 4 C }o ’A/QL
;QQ‘AE%FCC& fj c@ﬂt‘k&»ﬂ; bovare il Fvw}o C c[,oFO
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Capitolo 3

Cedimenti vincolari e distorsioni

3.1 Cedimenti vincolari elastici

Un vinco@o ¢ M“o 25%e( CGKLQ\/D’QL Egﬁs}ic&mm}e Se
Qa redzaone ASZQ vm(oQo AAEJ%AQ um(vOC;lm@n\‘Q

Ll g\;os\amm 4R vineo o&@so(@&;mh)_
In ra(hw%m 1 edinonlo pus® se(e lactico—
Viweare ) OVVe(osSia Va reazions. ol vinolo puo
essere ?(o‘)o(zioué/QL A ahinado decso hauute
o oanks K 4 L@i\&zi de appreseta U
esioun vincdare wrrispoudaate & gdimuo

umiaqo

R:Kg}

dove R élareazionee & il cedimento del vincolo.
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nell’esempio seguente.

53



SdC Parte IV — 27 agosto 2006 Capitolo 3. Cedimenti vincolari e distorsioni 54

Prof.Daniele Zaccaria

3.1.1 Esempio 1 (trave appoggiata con un appoggio

A lF B cedevole)
A [ h q}’i . b
R A o
' t i |5 Q

LJ OULQ/VOQQZZJ &Q vi\/\(a@o VJQQ: €

Il cedimento del vincolo vale invece: Lf —C
A

Q*El
e O EA M m
({}5 T —
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Calcolo di LPA col principio dei lavori virtuali

Schema reale

A [ B K
C Y
e MA
wo ‘
S A R
& 0
qii): Cﬂa M(M)Z %Z
A
Schema delle forze
Al .

w1
J

i

t

3.1.2 Esempio 2 (trave incastro-appoggio con incastro
cedevole angolarmente)

g’
A o B ?%

0|

¢ = cedevolezza angolare

Struttura principale:

. T’
e Fx X, A
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Vincolo angolare cedevole elasticamente:

§=T X

Rotazione % valutata nella struttura principale:

g = ng B X4
AOAET IE]

Congruenza:

~ Q3erE +0)

O MR OUR G\A vwd ﬂwa\uzza

C 2 una ro\'auo\m ?Uunl\—'a AA Coﬂ)wa 4 1u‘vu£4 113
«QQAAW%\QM F L Pe( Cul EIC ha Q/Q

3.1.3 Esempio 3 (trave continua con un appoggio
cedevole)

222
>

”’%i’i[,lf* P

Il vincolo cedevole non impedisce lo spostamento della se-
zione C vincolata, ma reagisce con una forza proporzionale
allo spostamento. Tale spostamento comundque non influenza
I'equilibrio poiché questi, nell’ambito della validita dell’ipote-
si di piccoli spostamenti, viene scritto sulla struttura inde-
formata. Al fine della valutazione cinematica della struttura,
occorre dunque conteggiare anche il vincolo cedevole in C. La
struttura risulta dunque tre volte iperstatica flessionalmente,
come nel caso, gia analizzato, in cui il vincolo in C era rigido.

La struttura principale si ottiene ancora inserendo due cer-
niere in corrispondenza dei punti B e C. Le equazioni di
congruenza in corrispondenza delle due sconnessioni sono
ancora:

A@p = @pc — @ra =0,
A@c = @cp — Pcg = 0.
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F
Xg Xc lF Xy Xc l
§A (B Y fcy D BHC < Cg_D
\T/
TN A AN
Ve
! ¢ ! ¢ ! % ! 1% ! i
[ L
>, EA
Per esplicitare tali equazioni, si considera prima il punto C
fisso (come se avesse un appoggio rigido) e poi si sovrappone
I'effetto del moto rigido dovuto al cedimento di C: L’equilibrio del nodo C impone:
Xpl o Xcl _ nc) _ (Xpl) _
(_3EJ+ 6EJ ﬂ) <4EJ) =0, VC=%+§. (c)

Lo spostamento n¢ di C e proporzionale alla reazione V¢ tra-

mite la cedevolezza c dell’appoggio:

nc = cVg, C=——

Xct  F2 | nc _(M_ﬂ_n_c)_o
3EJ 16EJ] £ 6E] -

Sostituendo la (c) nella (b) e questa nella (a) si ottengono due

equazioni nelle due incognite iperstatiche Xg e Xc.
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3.2 Cedimenti vincolari anelastici

I Viwco@{ Cec{zonA‘ MQGCJHCWQ Lono di
Vario \i?o: FQQJEQ‘/ visCosi O.Q’c\é}mp&ghu'/ e,
Un vir\coQﬂ Vi5(059, Per stio, A b@@ Aa aumw}are
i\ (;QAJ\W)'O So“o carice COS\-&)\}Q/ OVVEr0SS1A Semzd

in(f@ww\&o J.QQJQQ (3 Zioul vir\coQG(’e.

Un caso Fa(hCOQQ(e di viacolo el astico &
vl & oo %gog}amo wprsse . Questo
@?oa\wo (e raquw}a 1 cedivasuke dof
vaclo) @ on dabo Al problua o o

i VWMQ Agm Forze GF?QA‘CQQ. In Fsr\im@ére/

ﬁﬁx‘s& aMc‘m GUQQQ shuHu/a Now CQ(\’CQ/“&.
g& QQ (d\‘ u(y ,gos\‘a\.ca Uno %FOQ}MA}\O

im?{&%o Frovo(a So& mo\‘i riﬁié\i iﬁfoQl Farh chﬂ, Cowuzowz

%ovxo Qa s\ru“ura.

Esempio 1 (cedimento di un appoggio):

A B
B V%Iqo
a
Mqo {Qs: e
‘ b / q)A:(PES:—

Esempio 2 (cedimento angolare di un incastro):

0

4
gA B

N

%,/%ﬁi:;Tﬂ K%%g
/A }% B ('fg - L{)o
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Esempio 3 (cedimento di un appoggio):

A B C D
A A A 0
‘Qo \PZ—
! ) ! 14 ! B {K
§ M= ah =21,
\k?A f[o\q)B/ QB Qo
QB ({’AZJ{—ZZ@—

SL Q’A Q}ruﬂvra ¢ 1?zrs}ahca; %QVo Cas
Pgrhcop.ad/ Q& ghrqu(a ol AQVQ &Pormare ?ef

Congw)({m, i\ CQ(&A\A»&»)O vir\Co&]re, Q»UZQQ%}\'CO WFFQ?SO.

Esempio 1:

B
A
|

s }ruH‘ura Vriwcifaﬁe :

A‘\X B - S
A ) A %

_xt
(’?P\_ BEJ

CO\A%(U(’Mzat LFA = % — X' =3 %%

A ‘\X B
il J |
X/ ¥ + T
/(_era C{.Qm I)r esS10m
X M
J,
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Esempio 2:

al

s %rvH‘ura FriwciFaQe :

X’
=1~ %5
CO\A%N(’M&J:
,=0 = X- 3?—390
A / B

'L’I ;M

3.3 Distorsioni concentrate

e S Qcovme)f\‘n, una }rawz, m corr{sfonctmza
A wmd Seziowl iv\hma , 6 m‘)we e @ros\a\u@u}o
qua\;vo ¢ Mﬁw. & riCovw\O.\)fQ, Qa Ha\/e 54

2 ott\imo. A Cosicw‘\'a Listorsion COmu)rrah .
Ce fa bave & igoshatica , 4 serbvu-‘}o Wa

A)‘S\'ofgim iux‘)regsa G h'&/\m@ l&b QQMKFQJC\' W\o}f
(\'%/ich AQQQJL A»a Par\; W (vt Qa bave & §fafa

SConnesSa
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@
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A7 AE B,




Prof.Daniele Zaccaria SdC Parte IV — 27 agosto 2006

Capitolo 3. Cedimenti vincolari e distorsioni 61

B

L B
BB g =Nt
| lae ¢

Distorsione di scorrimento relativo in una sezione interna
di una trave appoggio-appoggio:

Distorsione di rotazione relativa in una sezione interna
di una trave appoggio-appoggio:

A c By B :
A AN

3 ! b il
1

N
Z / Z
W

2y, = E('FB _ Ga = %At{’
¢, {y = A9 ,

Il
=g
—_—

o= 0y, = Wg = Q%—bmf

SQ Qﬁ fra\/e. o .‘Fershhca, 51 Aﬂve
C&J&or\u&rﬁ ?6{ COwQkai(Q QO Gviguﬂ)o MQ
&S\ersmw iw?m%a .

Distorsione di scorrimento relativo in una sezione interna
di una trave incastro-appoggio:

\3
g
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Struttura principale:

AN G B ¢$ :
A b IArL A
: il
Al X
S =
Cov\?jrvﬂx;.za: \f=o = X = %AT
X
tlx/f bt
o %%
X ‘ M

NN
>
—

@)
==

sy

X
LP _ Xba N X o
¢ {E]  NE]
A B
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3.4 Distorsioni distribuite

Si dice che un elemento di trave subisce una distorsione di-
stribuita se viene in un qualche modo deformato, a partire
da una configurazione naturale (cio¢ non soggetta a forze e
a caratteristiche della sollecitazione), fino a portarlo in una
nuova configurazione naturale, quindi deformata rispetto al-
la precedente ma ancora non soggetta a forze e caratteristiche
della sollecitazione. A seconda del tipo di deformazione im-
pressa, dilatazione lineare € oppure curvatura flessionale kg,
la distorsione puo essere di tipo assiale oppure flessionale.

ked¥%
\(>
£ £
d¥ d¥ edx

Si noti che nel caso di distorsione distribuita le due sezioni
di estremita dell’elemento di trave subiscono un moto relativo
infinitesimo, a differenza del caso delle distorsioni concentra-
te in cui si aveva un moto relativo finito tra le due facce di una
stessa sezione. Se la distorsione e distribuita su un tratto di
lunghezza finita si generera un moto relativo finito tra due
sezioni qualunque del tratto poste a distanza finita.

Se il sistema e isostatico, le eventuali distorsioni possono
svilupparsi liberamente e il sistema si deforma in assenza di
caratteristiche della sollecitazione. Se invece il sistema e iper-
statico, lo sviluppo delle distorsioni puo essere contrastato
e si possono generare reazioni vincolari e caratteristiche del-
la sollecitazione. In quest’ultimo caso, la deformazione to-
tale (rispetto alla configurazione che si aveva prima della di-
storsione) sara la somma tra quella dovuta alla distorsione e
quella dovuta alle caratteristiche della sollecitazione.

Ci sono due importanti casi in cui si sviluppano distorsio-
ni distribuite. Il primo caso e quello dell’interazione con gli
effetti termici, poiché gli incrementi di temperatura danno
luogo a delle dilatazioni lineari in assenza di sollecitazioni,
almeno fino a che tali dilatazioni possono svilupparsi libera-
mente. Il secondo caso ¢ invece quello in cui le sollecitazioni
impresse superano il limite di snervamento e si sviluppano
delle deformazioni plastiche nel materiale. Ne risultano del-
le deformazioni permanenti, cioe delle distorsioni, una volta
che i carichi vengano rimossi. Come vedremo nel seguito, nei
sistemi di travi inflesse le distorsioni dovute alla plasticita del
materiale sono normalmente limitate in zone ristrette nell’in-
torno delle sezioni dove si raggiungono i massimi relativi del
diagramma del momento flettente. Ne consegue che tali di-
storsioni distribuite possono allora essere approssimate da
distorsioni concentrate in tali sezioni (cerniere plastiche).
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3.5 Distorsioni termiche

Un incremento uniforme di temperatura At produce, in un
corpo continuo di materiale termicamente omogeneo, una di-
latazione € costante di tutte le linee interne al corpo in as-
senza di scorrimenti. La configurazione “deformata” dall’in-
cremento di temperatura ¢ dunque omotetica alla configura-
zione soggetta alla sola temperatura iniziale, con costante di
omotetia pari alla dilatazione €. Inoltre, tali deformazioni si
sviluppano senza provocare sollecitazioni. Questo significa
che se il corpo € inizialmente in una configurazione naturale
(privo di forze agenti e di sollecitazioni interne) allora conti-
nua a restare in una configurazione naturale anche dopo la
distorsione termica. Quindi la configurazione naturale di un
corpo termicamente omogeneo varia, in modo omotetico, a
seguito di un incremento uniforme di temperatura. Se invece
I'incremento di temperatura non e uniforme oppure se il cor-
po non e termicamente omogeneo, nel corpo possono sorgere
delle cosiddette autotensioni, cioé delle sollecitazioni interne
autoequilibrate (i carichi esterni continuano ad essere nulli).

La dilatazione lineare «; per unita di incremento di tempe-
ratura viene chiamata coefficiente di dilatazione termica:

o = lim €(at)
v N

ed e in generale funzione della temperatura. Comunque, nel-
I’ambito dei problemi strutturali, il coefficiente di dilatazione
termica puo essere considerato costante con sufficiente ap-
prossimazione. Per es., per I'acciaio e il ferro tra 0° e 100° si

Xt Ath

77 200

{ ‘ ‘ O(tAty
| |

puo utilizzare il valore medio o; = 0.000012. Nel caso di un
corpo termicamente omogeneo, il coefficiente di dilatazione
termica e costante nel corpo.

Se il coefficiente di dilatazione termica viene considerato
costante, la dilatazione lineare € dovuta ad un incremento di
temperatura At vale:

€ = & At,
e, nel caso di incremento uniforme e corpo termicamente omo-
geneo, 'allungamento di una linea inizialmente di lunghezza
{ vale:
Al = (8.4 At f.

Nell’ambito della teoria della trave, si e solo in grado di stu-
diare gli effetti delle dilatazioni delle fibre longitudinali. Pre-
scindendo allora dalla dilatazione delle altre fibre, si consideri
un elemento di trave soggetto ad una variazione termica uni-
forme. Come illustrato, 'elemento di trave, inizialmente di
lunghezza ds, si allunga della quantita o«; At ds. Si noti che
affinché un elemento di trave si deformi in tal modo basta
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| gl

ds & Atds

che At e o siano costanti sulla sezione retta di cui I’elemen-
to e intorno. Per il resto, sia I'incremento di temperatura che
il coefficiente di dilatazione termica possono essere variabi-
li lungo la linea d’asse, ovverossia possono essere funzioni
della coordinata s della linea d’asse.

Se poi l'incremento di temperatura At varia linearmente
lungo l'altezza della trave, la deformazione termica viene an-
cora assorbita in assenza di autotensioni. Se la variazione
termica passa dal valore At; all’estradosso al valore At, al-

ot At ds
— At
X e
Xt
W . " ds At
h -
n \ S
At
ds ‘
|

o At ds

I'intradosso ne risulta, come illustrato, sia una dilatazione
lineare della linea d’asse che una curvatura flessionale. La
dilatazione della linea d’asse ¢ dovuta all'incremento Aty di
temperatura al livello della fibra baricentrica:

rr

h W At +h' At
Ato = Aty + ——(Atz = Aty) = L 2

h ’

dove h”" ¢ la distanza del baricentro dall’estradosso e h l'al-
tezza della sezione mentre la curvatura flessionale ¢ dovu-
ta invece al salto totale At = At, — Aty di temperatura tra
estradosso e intradosso. Ne risulta:

(XtE
h

€c = &t Ao, ke = :

Se la variazione termica passa dal valore At all'intrados-
so a quello opposto — At all’estradosso si dice che si ha una
variazione termica a farfalla. 11 salto totale di temperatura

& Atds
N
red — At
h rads
2 R
h
At
ds ‘
|
\atAt ds
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tra estradosso e intradosso vale ora At = 2 At e ne risulta la
seguente curvatura flessionale della linea d’asse:

_ 20(1; At

ke "

Si noti che se I’asse baricentrico non si trova a meta altezza, a
seguito della distorsione termica a farfalla risulta anche una
dilatazione della linea d’asse baricentrica:
144 V4
(h —h)
€g = o—— AL.
h
Tale dilatazione € comunque normalmente trascurabile poi-
ché baricentro e meta altezza, se non coincidenti, sono di
norma poco discosti.

3.5.1 Esempio 1 (trave appoggio-carrello soggetta ad
una variazione termica uniforme)

3.5.2 Esempio 2 (trave appoggio-appoggio soggetta ad
una variazione termica uniforme)

A At B pA :
5 A
| ¢ | ]
A At B X
‘ y ‘ struttura principale
| - |
X/t
= At — —
S = EA
Congruenza: &, =0 => X = EA&AL.
Deformazione finale:
e—(xAt—i—(xAt—(xAt—o
G = &t FA - & t =0.

Quindi la trave resta “indeformata” rispetto alla configu-
razione naturale dell’asta AB prima dell'incremento termico,
che pero non rappresenta la configurazione naturale della
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stessa asta dopo l'incremento termico. Rispetto a quest’ul-
tima configurazione, la configurazione finale ¢ deformata

. :ds—d5(1+oth):_ o AL
N ds(1 + o AL) 1+ o AL

e quindi:

€G = —&; At,
poiché o At e piccolo. Essendo questa la dilatazione rispet-
to alla configurazione naturale che si ha dopo l'incremento
uniforme di temperatura, ne risulta una forza normale N:

N = EAeg = —EAo; At

in accordo con la soluzione iperstatica.

3.5.3 Esempio 3 (trave appoggiata soggetta ad una
distorsione termica a farfalla)

Si vuole valutare la rotazione nella sezione B di estremita e
a tale scopo si utilizza il principio dei lavori virtuali.

La trave appoggiata soggetta alla distorsione termica a far-
falla rappresenta lo schema reale, cioe lo schema degli spo-
stamenti e deformazioni congruenti. Poiché il salto totale di
temperatura vale 2 At la curvatura flessionale reale risulta:

O(tA_t _ ZO(tAt
h h -~

Lo schema fittizio, cioé¢ lo schema delle forze e caratteristi-
che della sollecitazione equilibrate, e la stessa trave appoggia-

(r)
kf =

Ny A
¢ 0 T
1y
Al / B <%
- I\ 2
Y

S
—

%l ()

ta soggetta ad una coppia unitaria in B. I momento flettente
fittizio vale:

o - ==
M =7

I lavori virtuali esterno ed interno valgono:

Lve = 1(}9]3,

¢
Ly = J MOk dz =
0

Jy () (22 -2t 5] - ot

Risulta quindi:

_ (8.43 At
= 7}1 .

Lye = Lye = s
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3.5.4 Esempio 4 (trave doppiamente incastrata
soggetta ad una distorsione termica a farfalla)

La struttura é due volte flessionalmente iperstatica. Svinco-
lando le rotazioni agli incastri, si ottiene quale struttura prin-
cipale una trave appoggiata e poiché le due reazioni devono
essere simmetriche il problema presenta una sola incognita.

La rotazione della sezione B nella struttura principale vale:

X0 n O(tAte
2E] h ’

e quindi la congruenza impone:

QB = —

EJo: At

= X=2
@p=0 = 7

La deformazione finale, valutata rispetto alla configurazio-
ne naturale che si aveva prima della distorsione termica, vale:

o At X

kf=2 ]’I, _ﬁ:

0,

e quindi la trave resta “indeformata” rispetto a tale configura-
zione.

Nella configurazione naturale che I’asta assume a seguito
della distorsione termica un elemento di trave presenta la cur-
vatura geometrica positiva ¢ = 2x At/h. La configurazione
finale ¢ invece rettilinea e quindi presenta una curvatura nulla
(c = 0). Ne consegue che rispetto alla configurazione natu-
rale che I'asta assume a seguito della distorsione termica la
deformazione finale vale:

(8.4 At
=-2
kg o
e dunque:
M = Bk = _pEJu AL

h
in accordo con la soluzione iperstatica.

o At
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3.6 Distorsioni plastiche

3.6.1 Distorsione plastica distribuita di tipo assiale

Si consideri una trave appoggiata costituita di materiale
elastoplastico e soggetta ad una forza F di tipo assiale. Si
supponga che la risposta elastoplastica sia di tipo bilineare e
perfettamente plastica, come riportato nel diagramma.

ol
A B F O
7 2

N —

T
€ €p €

Si incrementi la forza F fino al valore Fs che plasticizza la
sezione:
F; = 05A,
dove o5 € la tensione di snervamento. La trave si allunga di
Al per effetto della deformazione elastica:

¥

Als = —

S .EA’
dopodiché la deformazione fluisce liberamente. Si immagi-
ni di fermare il flusso della deformazione plastica quando la
trave si ¢ allungata di un ulteriore Af, e indi di scaricare la

trave. La quota elastica A¥s dell’allungamento viene recupe-

A B _Fi
e ot b

by

A B
A

rata e la trave risulta scarica e non soggetta a caratteristiche
della sollecitazione. Grazie alla plasticita del materiale si é
passati cosi da una configurazione naturale in cui la trave e
lunga ¢ ad un’altra configurazione naturale in cui la trave é
lunga £ + Afy. La deformazione plastica permanente:

Al
=7

rappresenta una distorsione distribuita lungo I’asse della tra-
ve.
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3.6.2 Distorsione plastica distribuita di tipo flessionale

Si consideri una trave appoggiata di sezione rettangolare,
costituita di materiale elastoplastico e soggetta a due coppie
M simmetriche alle estremita. Si supponga che la risposta
elastoplastica sia ancora di tipo bilineare e perfettamente pla-
stica. Il momento flettente M e costante e pari alle coppie M
applicate.

M @ €s €p c

Si incrementino le coppie M, e quindi il momento fletten-
te, fino a che questi assuma il valore Mg di snervamento che
plasticizza i lembi estremi della sezione:

bh?
Mg =Wos = —0s,
6
dove o5 ¢ la tensione di snervamento e W = bh?/6 il modulo
di resistenza della sezione. Al momento di snervamento Mg

corrisponde la curvatura flessionale kg di snervamento:

€ o
O
\ L& E
ye| AT
n| X G
Ve €s
vy s
b

dove €5 = 0/E é la dilatazione di snervamento. Il diagramma
M-k; tra momento flettente e curvatura flessionale e lineare
finché il comportamento del materiale e elastico lineare:

bh?
M = Eka = Eﬁkf

Continuando ad incrementare il momento flettente la pla-
sticizzazione si propaga all'interno della sezione, sezione che
resta cosi divisa in due parti: una parte centrale elastica con
andamento lineare della tensione normale e una parte ester-
na plasticizzata in cui la tensione normale ¢ costante e pa-
ri alla tensione o di snervamento. Detta Yy, la distanza del
baricentro della sezione dai lembi estremi della parte a com-
portamento elastico, la curvatura flessionale k¢ e il momento

flettente M corrispondenti valgono:

ke = <5,
Ye
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= (3p0e) (3 + o (-5} ()

2 h? h? y2
= §basye2 +bos (Z —~ yez) =b (Z —~ ?) o

Queste sono le equazioni parametriche (di parametro y.) di
una curva M-kg, valida per k¢ > kg. All’aumentare del mo-
mento flettente aumenta la zona plasticizzata e diminuisce di
conseguenza 'ampiezza y. della zona elastica. Se y. — 0 al-
lora kf — © e M — My, dove M, ¢ detto momento plastico e
vale: -~
Mp = TO'S.
La curva M-k; risulta quindi asintotica al momento plastico

per kg — oo.

M4
M, —
M;
ke
]
| -
ks kp ke

Si aumentino ora le coppie applicate fino a portare il mo-
mento flettente M a superare il momento di snervamento e
a sviluppare quindi delle distorsioni plastiche, e poi si scari-

chino le coppie applicate fino ad annullarle. Durante lo sca-
rico tutte le fibre si comportano elasticamente per cui viene
recuperata la sola parte elastica della curvatura flessionale:

M 3h®-4y?

ke:E_JZ h3

€S)

quantita che dipende dal livello del momento flettente M e
cioe dal parametro y.. Dopo I'annullarsi del momento flet-
tente, resta quindi una curvatura flessionale permanente kj
che rappresenta una distorsione distribuita lungo I'asse della
trave:

€s 3h? - 4y§€

kp = i - h3 S-
kpds
A B
ds

Si noti che per scaricare la zona centrale elastica occorre-
rebbe recuperare tutta la curvatura. Permangono quindi delle
tensioni normali che equivalgono ad una coppia flettente, ten-
sioni che sono autoequilibrate da quelle che permangono nel-
la zona che ha subito la plasticizzazione e che originano una
coppia complessiva equilibrante la precedente. Il valore delle
autotensioni al passaggio tra la zona elastica e quella che ha
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€ o € o M o
Os W
1 €s % j /?7
Ve IS ke
h

Ye €s /é
= DAY=

Og M

w

subito la plasticizzazione é data dalla relazione:

O (Ye) = Ekpye;
mentre quelle ai lembi estremi della sezione valgono:

O—(@) = 0. — M — M
20w oW
Quest'ultima tensione ha segno opposto di quella che si e

generata durante il caricamento poiché M > M,.

3.6.3 Distorsioni plastiche concentrate (cerniere
plastiche)

Nell’esempio del paragrafo precedente il momento fletten-
te e costante e la plasticizzazione si sviluppa contemporanea-
mente in tutta la trave. Nei sistemi di travi soggetti prevalen-
temente a momento flettente in generale il momento non ¢
costante. Questo significa che la plasticizzazione si sviluppa
a partire dalle sezioni in cui il momento ¢ massimo, quando
tale momento uguaglia il momento di snervamento.

Si consideri, quale esempio, la trave appoggiata di sezione
rettangolare e soggetta ad un carico concentrato F in mezze-
ria. All'incrementarsi del carico il momento F¥/4 in mezzeria
raggiunge il valore di snervamento M. A questo punto il mo-
mento nella sezione continua ad incrementarsi con il carico e
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la zona plasticizzata tende ad interessare un intorno di tale
sezione. In tale zona il legame tra momento flettente e cur-
vatura flessionale segue la curva non lineare stabilita al para-
grafo precedente: piccoli incrementi del momento provocano
grandi incrementi della curvatura flessionale e ne risultano
delle notevoli rotazioni relative A@y, nella, ristretta, zona pla-
sticizzata. Tali rotazioni relative dovute alla plasticizzazio-
ne vanno a sommarsi alle rotazioni relative A, di ampiez-
za notevolmente inferiore, che si sono sviluppate durante il
comportamento elastico del materiale.

Si ottiene allora la situazione in cui nella sezione di momen-
to massimo il momento flettente si approssima al momento
plastico M, e nell'intorno di tale sezione tende a svilupparsi
una rotazione relativa tendenzialmente infinita (prescinden-
do dalla resistenza del materiale). Tale situazione suggerisce
I'introduzione del modello approssimato di cerniera plastica
basata sulle due assunzioni seguenti:

1. La rotazione relativa che si sviluppa nell'intorno della se-
zione di momento massimo e dovuta alla distorsione pla-
stica viene concentrata in tale sezione;

2. Larotazione relativa concentrata nella sezione di momen-
to massimo inizia a svilupparsi quando il momento nella
sezione ha raggiunto il livello del momento plastico, sen-
za ulteriori aumenti del momento flettente nella sezione.

Queste due assunzioni possono compendiarsi in un diagram-
ma bilineare M-A@ di comportamento elasto-perfettamente
plastico della sezione generica di una trave prevalentemen-
te soggetta a momento flettente. Si osservi che lo sviluppo

=
Y
Y

A@p Ap

di una rotazione relativa a momento flettente costante cor-
risponde all’inserimento di una cerniera nella sezione. Nelle
due facce cosi sconnesse continua naturalmente ad agire il
momento plastico.

Si vogliono ora verificare le implicazioni del modello di cer-
niera plastica per il caso della trave appoggiata soggetta ad un
carico concentrato in mezzeria. La trave si comporta elasti-

camente al crescere del carico finché il momento in mezzeria
uguaglia il momento plastico. A questo punto nella sezione di
mezzeria si sviluppa una cerniera plastica che rende la trave
labile. Ne consegue che continuando a permanere il carico la
rotazione relativa nella sezione di mezzeria tende a divenire
infinita.
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3.6.4 Esempio (calcolo a rottura di una trave in acciaio
a sezione rettangolare, incastrata e soggetta ad
un carico ripartito)

Si consideri una trave incastrata alle due estremita, di sezio-
ne rettangolare e soggetta ad un carico ripartito gq. Si vuole de-
terminare il valore g, del carico ripartito che provoca la rottu-
ra della trave adottando il modello di cerniera plastica. Nello
spirito di tale modello si raggiunge la rottura quando si sono
formate un numero di cerniere plastiche sufficienti a rendere
labile la struttura. Infatti a questo punto le rotazioni relati-
ve si possono sviluppare illimitatamente senza incrementare
sensibilmente il carico, circostanza che porta inevitabilmente
alla rottura del materiale.

Siincrementi allora il carico ripartito g a partire dalla confi-
gurazione naturale. La trave inizialmente si comporta in mo-
do elastico-lineare fino al livello g, del carico che porta al-

dp
4
My My @
x_%%
2

la formazione di due cerniere plastiche agli incastri, dove il
momento ¢ massimo (in modulo):

‘Zp€2 _

M, _bh?
o M = ap = 1222 _ 32

12 £?

Os.

Ulteriori incrementi Ag del carico vengono ad agire sulla trave
appoggiata e determinano un incremento Ag¥?/8 del momen-
to in mezzeria. Tenendo conto che il momento in mezzeria

Aqr
Al B
L A
14
M,/2
rd
)

sotto il carico g, vale My/2, 1" incremento Ag, del carico che
porta alla formazione della cerniera plastica in mezzeria e
quindi alla rottura della trave e individuato dalla condizione:

Aql? My Mp bh?
3 +7=Mp = Aqrz W:WUS-
Il carico di rottura g, vale quindi:
M, _,bh?
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Strutture simmetriche

Una struttura e simmetrica se € invariante, sia dal punto di
vista geometrico che dal punto di vista materiale, sotto certe
trasformazioni. Nel seguito si considereranno, per le struttu-
re piane, due tipi di trasformazioni: le riflessioni rispetto ad
un asse e le rotazioni di 180° attorno ad un punto detto polo.

In una riflessione il punto corrispondente a un dato pun-
to e posto sulla perpendicolare all’asse di riflessione per tale
punto, dalla parte opposta rispetto all’asse e ad ugual distan-
za dall’asse. Una struttura invariante, sia dal punto di vista
geometrico che dal punto di vista materiale, per riflessione ri-
spetto ad un asse e detta assialsimmetrica. Spesso, quando si
dice che una struttura e simmetrica senza nessuna altra speci-
ficazione si intende che é assialsimmetrica. Si noti che una ri-
flessione é equivalente ad una rotazione di 180° attorno all’as-

N
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se di riflessione. Tale rotazione comunque, a differenza della
riflessione, coinvolge la terza dimensione. Con riferimento
alle sezioni delle travi si ¢ anche parlato di (assial)simmetria
obliqua: in tal caso, dato un punto, la trasformazione gli fa
corrispondere il punto posto sulla retta per il punto dato e
avente la data direzione obliqua, dalla parte opposta rispetto
all’asse e ad ugual distanza dall’asse.

Una rotazione di 180° attorno a un polo é equivalente alla
trasformazione che a un dato punto fa corrispondere il pun-
to posto sulla congiungente per il polo, dalla parte opposta
rispetto al polo e ad ugual distanza dal polo. Una struttura

AN\

N

invariante, sia dal punto di vista geometrico che dal punto di
vista materiale, per rotazioni di 180° attorno a un polo ¢ detta
polarsimmetrica.

4.1 Azioni su strutture simmetriche

Si consideri ora un sistema di travi simmetrico (in senso ge-
nerico, ovverossia assialsimmetrico oppure polarsimmetrico

75
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o altro). Le azioni che agiscono sulla struttura (forze, distor-
sioni, vincoli) possono essere:

1. Simmetriche, se sono invarianti a seguito della trasforma-
zione;

2. Emisimmetriche (o antisimmetriche) se nella trasformazio-
ne si ottengono le azioni cambiate di segno;

3. Generiche, ovverossia né simmetriche e né emisimmetri-
che.

4.1.1 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni
simmetriche

Si consideri innanzitutto un sistema simmetrico soggetto
ad azioni simmetriche e si supponga che ammetta una solu-
zione non simmetrica (quando cio avviene si parla di rottura
di simmetria).

Eseguendo la trasformazione la struttura e le azioni restano
invariate mentre la soluzione si trasforma nella sua simmetri-
ca. Questo implica che se un sistema simmetrico sotto certe

1 1T

lF

azioni simmetriche ammette una soluzione non simmetrica,
anche la simmetrica di tale soluzione e una soluzione. In par-
ticolare se ne puo concludere che le (eventuali) soluzioni non
simmetriche si presentano sempre a coppie.

Poiché i sistemi lineari, tipo quelli che si stanno al momento
considerando, ammettono una sola soluzione se ne puo con-
cludere che questa, unica, soluzione deve essere simmetrica.

4.1.2 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche

Si consideri ora un sistema simmetrico soggetto ad azio-
ni emisimmetriche e si supponga che ammetta una soluzione
non emisimmetrica. Eseguendo la trasformazione la struttura
resta invariata, le azioni cambiano di segno e la soluzione si
trasforma nella sua simmetrica. Se il sistema e anche omo-
geneo di grado uno (come nel caso dei sistemi lineari) e sot-
to certe azioni ammette una soluzione allora sotto le azioni
cambiate di segno (cioe moltiplicate per —1) ammette la solu-
zione precedente cambiata di segno. Dopo la trasformazione

5,41 Ny

de | s 1

] S
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si cambi allora segno sia alle forze che alla soluzione (sim-
metrica della soluzione di partenza) ottenendo cosi le for-
ze originali e la emisimmetrica della soluzione di partenza.
Quindi le eventuali soluzioni non emisimmetriche di un siste-
ma omogeneo di grado uno simmetrico e soggetto ad azioni
emisimmetriche si presentano a coppie.

Nel caso dei sistemi lineari simmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche si puo quindi concludere che la soluzione,
unica, deve essere emisimmetrica.

4.1.3 Sistemi simmetrici soggetti ad azioni generiche

Infine, se le azioni su una struttura simmetrica sono gene-
riche e se vale la sovrapposizione degli effetti (come nel ca-
so delle strutture lineari), possono sempre decomporsi nella
somma di azioni simmetriche e di azioni emisimmetriche.

Infatti, se in punto e data una certa azione, basta dividerla
a meta, una meta fara parte delle azioni simmetriche e 1’altra
meta di quelle emisimmetriche. In piu, delle azioni simmetri-
che fara parte la simmetrica di tale meta e delle azioni emi-

F l X F/2 l X lP/z F/Zl X

1: f T F/TZ

simmetriche fara parte la sua emisimmetrica. Sommando si
riottiene 'intera azione mentre la simmetrica e 'emisimme-
trica di meta di tale azione si elidono reciprocamente.

4.2 Sistemi assialsimmetrici

Si concentri ora 'attenzione sui sistemi assialsimmetrici,
quindi, come detto, invarianti per riflessione rispetto ad un
asse. Nel seguito analizzeremo tali sistemi sia soggetti ad
azioni simmetriche che emisimmetriche, con particolare rife-
rimento alla situazione che si presenta in corrispondenza di
sezioni poste sull’asse di simmetria.

4.2.1 Sistemi assialsimmetrici soggetti ad azioni
simmetriche

Come detto, la risposta di una struttura simmetrica ad azio-
ni simmetriche, nel caso delle strutture lineari, ¢ simmetrica.
Ne consegue che una sezione posta sull’asse di simmetria puo
solo traslare lungo I'asse di simmetria. Infatti, per riflessione,
tale spostamento resta invariato, mentre sia una traslazione
ortogonale all’asse di simmetria che una rotazione vengono

¢ ¢
g §
=
n n
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cambiate di segno nella riflessione (sono cioe emisimmetri-
che). Ne consegue che le condizioni cinematiche imposte dal-
la simmetria sono equivalenti a quelle dovute ad un doppio
pendolo.

1Ty i

Sy z X

Si consideri ora la situazione statica di una sezione posta
sull’asse di simmetria e di traccia coincidente con I’asse. Per
equilibrio del nodo, la sezione puo essere soggetta a forza
normale e a momento flettente mentre il taglio deve essere
nullo, almeno se la sezione non e direttamente caricata:

Equilibrio alla traslazione nella direzio-

.y . = T =0.
ne dell’asse di simmetria

ik

LR

Se la sezione e invece caricata da una forza simmetrica, cioe
da una forza avente la direzione dell’asse di simmetria, 1’e-
quilibrio impone che nelle due facce poste immediatamente
prima e dopo l'asse di simmetria il taglio valga meta della
forza applicata:

Equilibrio alla traslazione nella direzio-
o : = T=.

ne dell’asse di simmetria 2

5A

F
Y
T T T T
S

Si consideri poi una sezione posta sull’asse di simmetria
ma di traccia ortogonale all’asse. In tale caso risulta che la se-
zione é soggetta alla sola forza normale. Infattila forza nor-
male e 'unica caratteristica della sollecitazione che si rifletta
restando invariante.

X

— T T «————

S
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Esempio 5: 4.2.2 Sistemi assialsimmetrici soggetti ad azioni
emisimmetriche
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4.2.3 Esecizio (anello con diaframma soggetto ad una
distorsione termica)
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4.3.1 Sistemi polarsimmetrici soggetti ad azioni
polarsimmetriche

[\} jw‘QJL(\Q (D\HUWQ,

N
N




Prof.Daniele Zaccaria SdC Parte IV — 27 agosto 2006 Capitolo 4. Strutture simmetriche 87

4.3.2 Sistemi polarsimmetrici soggetti ad azioni
polaremisimmetriche
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5.1 Esercizio su una travatura reticolare
iperstatica

1) Risolvere la struttura;

2) Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente e del
taglio;

3) Compilare una tabella riassuntiva dello sforzo normale, pre-
cisando se la singola asta ¢ un tirante oppure un puntone.
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5.1.1 Sovrapposizione degli effetti 5.1.2 Soluzione flessionale
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5.1.3 Soluzione assiale Principio dei lavori virtuali
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N( ) N(?’)
HY (f)
J N gNl EA —L 0
N =N - XxN"
1 15+ 162
X = gt = 0.7684q¥
42 3+42 q

asta |luce | area| N N N®) N |x_0.774¢ | tipo asta
AC | € | 2A | 2//2 | qbj2 |-2X/V2+q¥/2] —-0.59g¢ |puntone
CE| £ | 2A | 1/V2 0 —X /-2 —0.54g¢ | puntone
BD | £ | 2A |-2/V2| —2q¥ | 2X/J2—-2q¢ -0.91g¢ | puntone
DF | £ | 2A |-1/V2| —q¥/2 | X/J2—-q¥)2 —0.04g¥ | puntone
AB | ¥ 2A 0 0 0 0 =
CD| ¢ | 2A |-1/v2|-3qg¥/2| X/V2 -3q¥/2 —-0.96g¢ | puntone
EF | £ | 2A |-1/V2| —q¥/2 | X/V/2—-q¥)2 —0.04g¢ | puntone
AD |V2¢| A 1 3gl/V2| =X +3q¥/\V2 1.35g¥ tirante
CF |V2¢| A 1 ql/V2 | -X+q¥t] 2 —0.06g4 | puntone
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Previsione del verso della X

6.1 Esempio di un telaio a un nodo spostabile
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Trave incastro-appoggio(a meno di uno spostamento

orizzontale)
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La struttura ¢ soggetta a solo sforzo normale e quindi resta
indeformata.
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