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5.1 Proprietà di estremo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Capitolo 1

Cinematica e dinamica

1.1 Deformazione e spostamento

Nel caso di un solido è possibile assumere una configurazione di ri-
ferimento B0 per mappare i punti del solido il cui moto è oggetto di
studio. Per es., nel caso della trave di fig. 1.1 è stata indicata quale con-
figurazione di riferimento la configurazione rettilinea che idealmente la
trave avrebbe se non fosse soggetta a forze.

B

B0 b

h

`

Figura 1.1: Deformazione di una trave

Per descrivere, da un punto di vista lagrangiano, la configurazione che
un corpo solido assume ad un generico istante si può quindi utilizza-
re la funzione φ che mappa la configurazione B0 di riferimento nella
configurazione B deformata:

φ : B0 → B, X , x = φ(X), (1.1)

dove la lettera X indica un generico punto materiale e x il corrispon-
dente punto spaziale (fig. 1.2). Tale funzione è detta funzione di

O

x

y

z

ex
ey

ez

BB0

X
xu

φ

Figura 1.2: Deformazione e spostamento

deformazione o, più semplicemente, deformazione1 del corpo.
Alternativamente, si può utilizzare il vettore spostamento u2 che map-

pa la configurazione B0 di riferimento nello spazio vettoriale ordinario
V (fig. 1.2):

u : B0 → V , X , u(X) = x − X , (1.2)

e che costituisce pertanto un campo vettoriale sulla configurazione di
riferimento. Dalle (1.1) e (1.2) si deduce immediatamente la seguen-
te relazione tra la funzione φ di deformazione e il campo u degli
spostamenti:

u(X) = φ(X)− X . (1.3)

Scegliendo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, la funzio-
ne di deformazione (1.1) e il campo vettoriale (1.2) si scindono ognuno
in tre campi scalari xi e ui (i = x,y, z) delle tre variabili scalari X,Y ,Z,
coordinate del punto materiale X :

xi : R3 → R, (X, Y , Z), xi = xi(X, Y , Z), (1.4)

ui : R3 → R, (X, Y , Z), ui = ui(X, Y , Z), (1.5)

1Se la configurazione deformata differisce da quella indeformata per un moto rigido,
la funzione di deformazione φ descrive tale moto rigido e la “deformazione” del corpo
è in tal caso nulla. In inglese si usa il termine deformation function.

2Displacement vector nella letteratura inglese.
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dove xi è la i-esima coordinata del punto spaziale x mentre ui rap-
presenta la i-esima componente del vettore spostamento u rispetto alla
base ei dei versori degli assi coordinati (fig. 1.2).

Si noti che la deformazione, lo spostamento e tutti i concetti che
da questi derivano sono dipendenti dalla configurazione di riferimen-
to. È infatti evidente che la medesima configurazione deformata viene
individuata da diverse funzioni di deformazione e da diversi campi di
spostamento relativamente a diverse configurazioni di riferimento.

1.1.1 Gradienti della deformazione e degli spostamenti

Dato un generico punto materiale X e il corrispondente punto spaziale
x = φ(X), si considerino gli incrementi ∆x del punto spaziale e ∆u
del campo degli spostamenti in funzione dell’incremento ∆X del punto
materiale (fig. 1.3):

∆x = φ(X +∆X)−φ(X), (1.6)

∆u = u(X +∆X)− u(X). (1.7)

Ne risultano due funzioni definite nello spazio dei vettori e a valori vet-

B
B0

X

x
u(X)

u(X +∆X)

∆X

∆x

∆u

φ

Figura 1.3: Incremento della deformazione e degli spostamenti

toriali le cui parti lineari, se esistono, definiscono due tensori doppi det-

ti gradiente della deformazione e gradiente (materiale) degli spostamenti
rispettivamente:3

∆x = Gradφ ∆X + o(
∣∣∆X

∣∣), (1.8a)

∆u = Grad u ∆X + o(
∣∣∆X

∣∣). (1.8b)

La iniziale maiuscola del simbolo Grad sottolinea il fatto che l’opera-
zione gradiente è fatta su una funzione definita nella configurazione di
riferimento B0. Data l’importanza che i due gradienti definiti dalle (1.8)
hanno nella meccanica del continuo è inoltre consuetudine diffusa ma
non universale di riservare loro i due simboli speciali F e H:

F = Gradφ, H = Grad u. (1.9)

Indicando con dX l’elemento lineare uscente dal punto X della confi-
gurazione di riferimento B0 e con dx l’analogo elemento lineare uscente
dal punto x corrispondente di X nella configurazione deformata B, si ha
(fig. 1.4):

dx = F dX . (1.10)

Se invece du è il differenziale di u (valutato nel punto materiale X ) si ha:

O

x

y

z

ex
ey

ez
BB0

X
x

dX
dx

u

I +H

Figura 1.4: Elementi di linea

3Deformation gradient e displacement gradient nella letteratura inglese.
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du = H dX . (1.11)

Dalla (1.10) e dalla uguaglianza:

dx = dX + du = (I +H)dX , (1.12)

si ottiene poi la relazione tra i gradienti della deformazione e dello
spostamento:

F = I +H. (1.13)

Per quel che riguarda le componenti di F e H in un generico sistema
di riferimento cartesiano ortogonale, si ha:

Fij = ∂xi∂Xj
, Hij = ∂ui∂Xj

. (1.14)

Se u, v e w sono le componenti dello spostamento rispetto agli assi x,
y e z, la forma matriciale delle (1.14) risulta:

[F] =




∂x
∂X

∂x
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂X

∂y
∂Y

∂y
∂Z

∂z
∂X

∂z
∂Y

∂z
∂Z



, [H] =




∂u
∂X

∂u
∂Y

∂u
∂Z

∂v
∂X

∂v
∂Y

∂v
∂Z

∂w
∂X

∂w
∂Y

∂w
∂Z



. (1.15)

La matrice delle componenti del gradiente della deformazione coinci-
de quindi con la matrice delle derivate parziali delle componenti del-
la funzione φ di deformazione, nota come matrice jacobiana della
deformazione. Il suo determinante J:

J = det [F] . (1.16)

è noto quale jacobiano (oppure determinante jacobiano)4 della
deformazione.

1.1.2 Proprietà della funzione di deformazione

La funzione di deformazione φ e conseguentemente, per via del-
la (1.3), il campo degli spostamenti u, non possono essere arbitrari,
ma devono soddisfare delle condizioni di regolarità che fanno parte,
insieme alla sua continuità geometrica, del modello di corpo continuo.

4Nella letteratura inglese jacobiano si rende con il termine Jacobian.

Iniettività. Si assume che la funzione di deformazione φ sia iniettiva,
ovverossia che a due punti distinti P0 e Q0 in B0 corrispondano due pun-
ti distinti P e Q in B. Tale ipotesi garantisce l’esistenza della funzione
inversa φ−1 : B → B0.

Fisicamente l’iniettività della funzione di deformazione garantisce
l’impenetrabilità della materia,5 ovverossia che parti distinte della
configurazione di riferimento del corpo non si sovrappongano nella
configurazione deformata.

Si noti che il campo degli spostamenti può non essere iniettivo e quin-
di non invertibile, come nel caso banale di una traslazione rigida a cui
corrisponde un campo di spostamenti costante. �

Continuità. Si assume che la funzione di deformazione φ sia continua.

Tale proprietà garantisce la continuità della materia,6 ovverossia che
parti del corpo a contatto prima della deformazione restino a contatto
dopo la deformazione. Ne consegue che gli intorni dei punti del corpo
vengono preservati nel corso del moto. Infatti è importante non dimen-
ticare che nel modello di corpo continuo non è possibile isolare dei sin-
goli punti ma solo degli intorni dei punti stessi, intorni che assumono
quindi il ruolo di punti materiali. È quindi indispensabile che la materia
che compone l’intorno di un punto non si disperda nel corso del moto,
rendendo quindi l’ipotesi di continuità parte integrante del modello di
corpo continuo.

Si noti che l’ipotesi di continuità della deformazione è fisicamente
soddisfatta nel caso dei solidi, definiti infatti come corpi che preserva-
no la disposizione della materia, mentre non lo è in generale nel caso
dei fluidi. Se il fluido è, per es., in moto turbolento le diverse parti del
fluido scorrono le une rispetto alle altre e il fluido è soggetto, almeno lo-
calmente, ad un continuo rimescolamento. Se la posizione delle singole
particelle del fluido nel corso del moto fosse importante, non si potreb-
be prescindere quindi dall’uso di un modello discreto, rappresentato da
un insieme molto grande di punti materiali interagenti tra loro e con
l’esterno. Purtroppo modelli discreti di questo tipo raggiungono livelli
di complessità teorica e computazionale ampiamente al di fuori della
portata dei mezzi odierni e ciò giustifica il fatto che finora siano stati

5Nella letteratura inglese si usa il termine impenetrability of matter.
6Continuity of matter nella letteratura inglese.
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utilizzati esclusivamente nell’ambito della meccanica statistica che in-
fatti, come dice il nome, si interessa solo di proprietà medie e non pun-
tuali. Tuttavia nel caso del moto di un fluido le singole particelle sono
fisicamente indistinguibili l’una dalle altre, salvo che alcune non siano
state, per es., opportunamente colorate proprio allo scopo di seguirne la
traiettoria. Ne consegue che il moto delle singole particelle di un fluido
è spesso privo di importanza. Al modello continuo, come del resto al
modello discreto nell’ambito della meccanica statistica, si richiede per-
tanto di determinare quelle proprietà del fluido che sono importanti e
che per la natura stessa di un fluido non possono che essere, in genera-
le, delle proprietà medie. La stessa funzione di deformazione, nel caso
di moto turbolento, può spesso interpretarsi fisicamente come descri-
vente il moto medio delle particelle del fluido, moto medio a cui quindi
si riferisce la continuità della deformazione.

Si noti ioltre che l’ipotesi di continuità della deformazione esclude,
nell’ambito dei solidi, molte singolarità di interesse fisico. Tuttavia que-
sta esclusione è giustificata dal fatto che tali singolarità sono normal-
mente localizzate in un numero ristretto di punti oppure di linee o su-
perfici. A questi punti, linee o superfici si dovrà allora prestare una
particolare attenzione nel caso si vogliano mettere in gioco tali singola-
rità. Un esempio importante dal punto di vista strutturale è quello dello
sviluppo di superfici di frattura in un solido. In tal caso i punti interni
del solido lungo i quali si sviluppa la superficie di frattura vengono a
sdoppiarsi nel corso della deformazione, e quindi la funzione φ non è
definita su tali punti. La continuità è comunque preservata per le parti
del solido non interessate dal processo di frattura e quindi per tali parti
si applica tutto ciò che dipende dall’ipotesi di continuità.

Si noti infine che per via della relazione (1.3) tra deformazione e
spostamento anche il campo degli spostamenti risulta continuo. �

Derivabilità e invertibilità locale. Si assume l’esistenza, la continuità e
l’invertibilità del gradiente della deformazione.

Tale assunzione è equivalente a richiedere che, in ogni punto del soli-
do, le componenti xi della funzione φ di deformazione siano derivabili
almeno una volta, con derivate prime continue, e che lo iacobiano della
deformazione sia diverso dallo zero.

Tenendo conto che per via della (1.10) il gradiente della deformazio-
ne trasforma gli elementi di linea materiali in elementi di linea spaziali,
ne consegue che tale proprietà preserva l’individualità locale degli enti

geometrici (linee, superfici e volumi) nell’intorno di un punto. È quin-
di garantita l’esistenza delle misure di deformazione locali ed esclusa
la possibilità che queste possano annullarsi. Le proprietà di regolarità
precedenti assicurano poi la continuità delle misure di deformazione.

Le ipotesi di continuità, di derivabilità e di invertibilità locale assicu-
rano l’invertibilità locale della funzione di deformazione e che tale fun-
zione locale inversa sia continua, derivabile fino allo stesso ordine della
funzione φ e con derivate continue (teorema dell’invertibilità locale). La
funzione inversa globaleφ−1 : B → B0, la cui esistenza è assicurata dalla
ipotesi di iniettività, è dunque continua, derivabile fino allo stesso ordi-
ne della funzione φ e con derivate continue, e soddisfa quindi tutte le
proprietà richieste ad una funzione di deformazione. Non solo, ma ogni
linea, ogni superficie ed ogni volume appartenenti alla configurazione di
riferimento si trasformano rispettivamente in linee, superfici e volumi
appartenenti alla configurazione deformata del corpo, e viceversa.7 �

Preservazione dell’orientazione. Si assume che lo jacobiano J della
deformazione sia positivo in ogni punto del solido.

Tale proprietà garantisce che la funzione di deformazione preservi
l’orientazione della materia.8 Affinché vi sia preservazione dell’orienta-
zione della materia occorre che tre linee orientate uscenti da un punto e
costituenti, prese in un certo ordine, una terna destra siano trasforma-
te dalla deformazione φ in tre linee orientate ancora costituenti, prese
nello stesso ordine, una terna destra.

Le proprietà precedenti assicurano la conservazione della disposizio-
ne delle diverse parti del solido ma non la loro orientazione. Infatti, per
es., una riflessione è continua, derivabile con derivate continue e iniet-
tiva ma inverte la destra con la sinistra, modificando l’orientazione del
solido. �

1.2 Moto e velocità

Se ora si considera un moto del corpo la configurazione deformata B
diventa funzione del tempo, cos̀ı come la deformazione φ e il vettore
spostamento u. Si indichi con x la funzione del moto, che fornisce la

7Si veda, per es., Gurtin (1981, p. 22) oppure Sedov (1971, p. 21).
8Orientation of matter nella letteratura inglese.
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posizione spaziale del punto materiale X al tempo t:

x : B0 × T → E, (X , t), x = x(X , t), (1.17)

dove T rappresenta l’asse del tempo, mentre E indica lo spazio (eucli-
deo) in cui avviene il moto del solido. Se si tiene costante il tempo t
si ottiene la deformazione φ al tempo t. Se invece si tiene costante il
punto materiale X si ottiene la sua traiettoria,9 descritta dalla funzione
del tempo:

xX : T → E, t , x(X , t). (1.18)

Si faccia ora riferimento alla fig. 1.5, dove sono indicate sia la traietto-

B

B̂

B0

X

x

x̂

u

û

v

v̂

φ

φ−1

φ̂

φ̂
−1

configurazione
di riferimento

configurazione
al tempo t

configurazione
al tempo t̂

traiettoria del punto X

Figura 1.5: Moto di un corpo solido

ria di un generico punto materiale X che le posizioni spaziali x = x(X , t)
e x̂ = x(X , t̂) che questo punto occupa all’istante generico t e rispetti-
vamente ad un istante successivo variabile t̂, posizioni individuate dai
vettori spostamento u e û rispettivamente. Allora la velocità10 v del

9Trajectory nella letteratura inglese.
10In inglese velocità si indica prevalentemente con il termine velocity, ma a volte è

anche utilizzato il termine speed.

punto materiale X è definita come segue:11

v = lim
t̂→t

X=cost

x̂ − x

t̂ − t =
dxX

dt
= ∂x

∂t
, (1.19)

dove x̂ − x rappresenta lo spostamento del punto materiale X nell’in-
tervallo di tempo t̂ − t, mentre x e xX sono le funzioni rispettivamen-
te del moto e della traiettoria del punto X . La fig. 1.5 rende anche
evidente il ruolo di vettore posizione assunto dal vettore spostamen-
to relativamente alla descrizione della traiettoria di un generico punto
materiale X :

x̂ − x = û− u. (1.20)

Ne consegue la seguente espressione della velocità:

v = lim
t̂→t

X=cost

û− u

t̂ − t =
∂u

∂t
, (1.21)

dove la funzione u è ora intesa dipendere anche del tempo:

u : B0 × T → V , (X , t), u = u(X , t). (1.22)

Come già detto, gli spostamenti u a un dato tempo t risultano un cam-
po materiale, cioè un campo definito nel riferimento materiale B0, e cos̀ı
risulta di conseguenza il campo delle velocità al tempo t, ottenuto tra-
mite la (1.21). L’esistenza della deformazione inversa φ−1 al tempo t
generico permette di esprimere il campo delle velocità v nella configu-
razione spaziale B. Indicando con vref e vsp le versioni rispettivamente
materiale e spaziale della velocità:

vref : B0 × T → V , (X , t), vref(X , t), (1.23)

vsp : B× T → V , (x, t), vsp(x, t). (1.24)

risulta:
vsp(x, t) = vref(φ−1(x), t), (1.25)

dove si è utilizzata la deformazione inversa φ−1 corrispondente al tem-
po t per ottenere il punto materiale X che al tempo t occupa la posizione
spaziale x, dopodiché si è applicata la funzione velocità materiale per

11Si veda per es. Levi-Civita e Amaldi (1949, § 3, pp. 95–96) oppure Kittel et al. (1970,
§ 2.6, pp. 37–38).
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ottenere la velocità di tale punto materiale al tempo t. Inversamente,
si può esprimere la funzione velocità materiale vref in termini di quella
spaziale vsp:

vref(X , t) = vsp(φ(X), t) = vsp(x(X , t), t), (1.26)

dove ora è stata utilizzata la funzione di deformazione φ corrisponden-
te al tempo t per ottenere il punto spaziale x che al tempo t è occupato
dal punto materiale X , dopodiché si è applicata la funzione velocità spa-
ziale per ottenere la velocità del punto materiale che al tempo t si trova
nella posizione spaziale x.

Il campo delle accelerazioni12 a si ottiene poi derivando rispetto al
tempo la velocità lungo le traiettorie, cioè eseguendo la cosidetta deri-
vazione materiale 13 del campo delle velocità, derivazione indicata con
il simbolo

.
v. Nel caso in cui il campo delle velocità v è quello materia-

le (1.23), come di solito avviene nella meccanica dei solidi, la derivazione
materiale si ottiene facendo la derivata parziale della velocità rispetto al
tempo e ne risulta il campo materiale delle accelerazioni:

a = .v = ∂vref

∂t
. (1.27)

Se invece il campo delle velocità v è quello spaziale (1.24), come di soli-
to avviene nella meccanica dei fluidi, la derivazione materiale si ottiene
utilizzando la (1.26) nella (1.27), applicando la regola di derivazione del-
le funzioni di funzione e passando dalla descrizione materiale a quella
spaziale tramite la funzione di defomazione, ottenendo cos̀ı il campo
spaziale delle accelerazioni:

a = .v(x, t) = ∂vsp

∂t
+ (grad vsp)vsp. (1.28)

Per quel che riguarda le condizioni di regolarità della funzione del
moto relativamente alla sua dipendenza dal tempo, alla generica traiet-
toria xX si richiederà sia di essere continua che di possedere derivate
continue fino all’ordine richiesto. Si noti che mentre una traiettoria di-
scontinua è priva di qualunque significato fisico, cos̀ı non è in generale
per una traiettoria che presenti delle discontinuità nelle sue derivate,
potendo queste discontinuità interpretare fenomeni fisici ben precisi.
Per es., nel caso di un impulso concentrato ad un dato istante, fornito

12Acceleration nella letteratura inglese.
13Material derivative nella letteratura inglese.

da un colpo di martello od altro, la velocità, che rappresenta la derivata
prima della funzione traiettoria, subisce una discontinuità a quell’istan-
te. Comunque tali eventuali discontinuità sono normalmente localizza-
te in un numero ristretto di istanti di tempo, ai quali si dovrà allora
prestare una particolare attenzione nel caso si vogliano mettere in gio-
co le discontinuità stesse. La continuità è comunque preservata per gli
intervalli di tempo compresi tra due discontinuità successive.

Si considerino ora sia le ipotesi di continuità delle traiettorie e del-
le sue derivate prime che le ipotesi della continuità della funzione di
deformazione e delle sue derivate prime assieme all’ipotesi che lo jaco-
biano della deformazione sia diverso da zero. Ne consegue allora che
nel corso di un moto lo jacobiano della deformazione, dipendendo in
modo continuo dal tempo e non annullandosi mai, ha sempre lo stes-
so segno. Se la configurazione di riferimento B0 appartiene al moto,
ovverossia se:

B(t0) = B0, (1.29)

per almeno un tempo t0 non necessariamente coincidente con il tempo
iniziale, lo jacobiano della deformazione deve sempre essere stretta-
mente positivo. Infatti questa conclusione è richiesta dalla permanenza
del segno dello iacobiano e dal fatto che J = 1, e quindi positivo, per
la configurazione di riferimento, dato che la matrice jacobiana coincide
in tal caso con la matrice identità. Ne consegue quindi che, sotto l’ipo-
tesi (1.29), la preservazione dell’ordine è una conseguenza diretta delle
ipotesi di regolarità della deformazione e delle traiettorie.

1.3 Equazioni di bilancio

Le variabili dinamiche descrivono le cause del moto di un corpo. In al-
tri termini, descrivono le azioni che l’ambiente esterno al corpo esercita
sul corpo stesso oppure sulle sue parti. Per poter descrivere le azioni
esercitate su una parte del corpo, occorre isolare, almeno in via concet-
tuale, tale parte dal resto del corpo. Questo fatto impone che le variabili
dinamiche siano legate ai volumi e non ai punti, dato che i punti non
sono isolabili da un corpo continuo.

Poiché si suppone che un corpo continuo sia indefinitamente suddivi-
sibile, esso non è assimilabile ad un sistema di punti materiali. Infatti
un insieme di particelle può assimilarsi ad un sistema di punti materia-
li se le dimensioni delle particelle stesse sono piccole rispetto alle loro



                    

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 1. Cinematica e dinamica 9

distanze. D’altronde, comunque si suddivida in parti un corpo conti-
nuo, le singole parti sono sempre a contatto, e quindi le distanze sono
nulle. Tuttavia ciò non toglie che una singola parte del corpo continuo,
sufficientemente piccola, possa assimilarsi ad un punto materiale.

Alla base della dinamica di un sistema di punti materiali, come noto,
possono porsi le leggi di Newton,14 e tali leggi sono equivalenti alle equa-
zioni di bilancio della quantità di moto15 e del momento della quantità di
moto o momento angolare.16 Di conseguenza, le equazioni di bilancio
possono essere poste alla base della dinamica dei sistemi di punti mate-
riali ed è in questa forma che la dinamica dei sistemi di punti materiali
si presta ad una generalizzazione alla dinamica dei mezzi continui:

Assunzione fondamentale della dinamica del corpo continuo. Ad ogni
parte, cioè ad ogni volume, di un corpo continuo si richiede di soddisfare
le due equazioni di bilancio.

1.3.1 Variabili dinamiche

Per inquadrare il problema nella giusta prospettiva, come prima cosa
si farà un exursus sulle variabili dinamiche associate ai sistemi di parti-
celle e sulle loro interrelazioni. Una particella in moto è caratterizzata
fondamentalmente dalla sua velocità v e dalla resistenza che presenta
alle variazioni di velocità. L’azione I che in un dato intervallo di tempo
∆t agisce sulla particella modificandone la sua velocità è detta impul-
so.17 L’impulso per unità di tempo rappresenta la forza F applicata alla
particella ad un dato istante di tempo t: F = lim∆t→t(I/∆t). L’impulso
necessario per annullare la velocità della particella ad un dato istante
rappresenta infine la quantità di moto P a quell’istante. Ne consegue
che nell’intervallo di tempo ∆t = t2 − t1 l’impulso vale la differenza
della quantità di moto: I(∆t) = P(t2) − P(t1), e che quindi la forza F
rappresenta la derivata della quantità di moto: F = dP/dt, relazione
nota come prima equazione di bilancio.

La quantità di moto, impulso necessario ad un dato istante per annul-
lare la velocità della particella, rappresenta una funzione della velocità

14Le leggi di Newton, Newton’s laws nella letteratura inglese, comprendono il principio
di inerzia, la proporzionalità tra forza ed accelerazione ed infine la legge di azione e
reazione.

15Linear momentum o, più semplicemente, momentum nella letteratura inglese.
16Angular momentum oppure moment of momentum nella letteratura inglese.
17Impulse nella letteratura inglese.

della particella. Per velocità sufficientemente piccole rispetto alla ve-
locità della luce nel vuoto tale legame può ritenersi lineare: P = mv,
dove il coefficiente di proporzionalità m rappresenta la massa18 della
particella.

Nel caso di un sistema di particelle occorre aggiungere il momento de-
gli impulsi H , il momento delle forze M , che risulta essere il momento
degli impulsi per unità di tempo: M = lim∆t→t(H/∆t), e infine il mo-
mento della quantità di moto L, il cui incremento in un intervallo di
tempo uguaglia il momento degli impulsi: H(∆t) = L(t2) − L(t1). Ne
risulta la seconda equazione di bilancio: M = dL/dt.

1.3.2 Estensione al caso continuo

Ciò premesso, si tratta ora di estendere le due equazioni di bilancio
al caso di un corpo continuo. Si consideri allora un volume V interno
alla generica configurazione deformata B del corpo (fig. 1.6). Detta F la

B

P

V

∂VS

configurazione ad
un istante generico

Figura 1.6: Volume V generico

forza19 totale agente nel volume V , e detta P la quantità di moto totale
relativa a tale volume, il bilancio della quantità di moto si scrive:

F =
.
P, (1.30)

dove il punto indica derivazione materiale, cioè valutata seguendo l’e-
voluzione del volume V nel corso del tempo. Se poi si indica con M il
momento delle forze20 e con L il momento della quantità di moto en-
trambi relativi al volume V , il bilancio del momento della quantità di

18Mass nella letteratura inglese.
19Force nella letteratura inglese.
20Moment of forces nella letteratura inglese.
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moto analogamente si scrive:

M =
.
L. (1.31)

Per rendere operative le equazioni di bilancio (1.30) e (1.31) occorre pre-
cisare, relativamente al modello di corpo continuo, i concetti di quantità
di moto, di momento della quantità di moto, di forza e di momento delle
forze, concetti che in tali equazioni compaiono.

Nel caso statico, ovverossia in assenza di variazioni della quantità
di moto e del momento della quantità di moto, le due equazioni di
bilancio (1.30) e (1.31) si riducono alle due equazioni di equilibrio alla
traslazione e alla rotazione rispettivamente:21

F = 0, (1.32)

M = 0, (1.33)

note come equazioni cardinali della statica. Si ribadisce che le equazio-
ni di bilancio (1.30) e (1.31), oppure quelle di equilibrio (1.32) e (1.33),
devono essere valide per ogni volume V estraibile dal corpo: le sole
equazioni di bilancio, o di equilibrio, globali (relative a tutto il corpo B)
sono sufficienti a stabilire la dinamica, o la statica, del corpo rigido ma
non del corpo continuo deformabile.

1.3.3 Massa

Ad ogni volume V estraibile dal corpo (fig. 1.6) viene associata la sua
massa m(V). La massa risulta quindi una funzione scalare di dominio:
V ,m(V).

La massa per unità di volume ρ, detta densità o massa specifica,22

definita in un qualunque punto P del corpo, risulta:

ρ = lim
V→P

m(V)
V

. (1.34)

Se la massa per unità di volume esiste, ovverossia se esiste il limi-
te (1.34), la massa associata ad un dato volume V viene recuperata via
integrazione:

m(V) =
∫

V
ρ dV. (1.35)

21Equilibrium equations nella letteratura inglese.
22Mass per unit volume oppure mass density, o più semplicemente density, nella

letteratura inglese.

Un caso in cui il limite (1.34) non esiste è quello di una massa
concentrata m in un punto P:

m(V) =
{
m se P ∈ V
0 se P ∉ V

. (1.36)

1.3.4 Quantità di moto e momento della quantità di moto

Con riferimento alla fig. 1.7, si suddivida il volume generico V , appar-

O

x

y

z

Pi

r

V

∆Vi

Figura 1.7: Partizione di V

tenente al corpo B, in un certo numero di parti ∆Vi, e siano Pi un punto
interno alla generica parte ∆Vi, v(Pi) la sua velocità ed infine r(Pi) il vet-
tore posizione del punto Pi rispetto al polo O di riduzione dei momenti.
La “finezza” δ della partizione può essere caratterizzata dal massimo
diametro delle sfere circoscritte ai volumi ∆Vi.

Nell’ambito della meccanica newtoniana la quantità di moto e il mo-
mento della quantità di moto (rispetto al polo O) della parte ∆Vi si
possono “approssimativamente” porre nella forma:

Pi ≈m(∆Vi)v(Pi) = m(∆Vi)∆Vi
v(Pi)∆Vi, (1.37)

Li ≈ r(Pi)× [m(∆Vi)v(Pi)] = m(∆Vi)∆Vi
r(Pi)× v(Pi)∆Vi, (1.38)
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Tenendo conto della definizione (1.34) di densità la quantità di moto e
il momento della quantità di moto (rispetto al polo O) globali (di tutto il
volume V ) saranno allora approssimati dalle seguenti somme:

P ≈
∑

i
ρ(Pi)v(Pi)∆Vi, (1.39a)

L ≈
∑

i
ρ(Pi)r(Pi)× v(Pi)∆Vi. (1.39b)

Le due somme (1.39) definiscono due integrali tripli (secondo Riemann)
che è naturale assumere quali definizioni di quantità di moto e di
momento della quantità di moto nel caso di un corpo continuo:

P =
∫

V
ρv dV, L =

∫

V
ρr × v dV. (1.40)

Dato che il volume V spaziale varia in generale nel tempo, essendo
il corrispondente di un dato volume materiale V0, per il calcolo delle
derivate materiali della quantità di moto e del momento della quantità di
moto serve il teorema del trasporto (di Reynolds), nella forma particolare
che assume quando sotto il segno di integrale compare la densità ρ:

.∫

V
ρf =

∫

V
ρ
.
f dV, (1.41)

dove f è una qualunque funzione vettoriale. Le derivate materiali della
quantità di moto e del momento della quantità di moto valgono allora:

.
P =

∫

V
ρ
.
v dV,

.
L =

∫

V
ρr × .v dV, (1.42)

avendo tenuto conto che:
.

r × v = r × .v, (1.43)

poiché
.
r × v = v × v = 0.

Appendice (Meccanica dei fluidi). Nella meccanica dei fluidi si adotta un
punto di vista euleriano, ovverossia la descrizione del moto e dello stato del
fluido è fatta utilizzando campi spaziali, che quindi descrivono, ad un dato
istante e in una data parte di spazio, lo stato del fluido che in quell’istante si
trova in quella parte di spazio. Si noti che la derivazione materiale di un qualun-
que campo spaziale può sempre eseguirsi, analogamente alla (1.28), senza fare

riferimento alla funzione di deformazione (o al campo degli spostamenti), ma
semplicemente basandosi sul campo spaziale delle velocità e che la scrittura
delle equazioni di bilancio necessita della conoscenza del solo campo spaziale
delle velocità.

Per descrivere, da un punto di vista euleriano, lo stato di un fluido ad
un generico istante si può quindi utilizzare il campo spaziale delle velocità
v che mappa una regione R dello spazio euclideo E nello spazio vettoriale
ordinario V :

v :R× T → V , (x, t), v(x, t), (1.44)

dove x è il generico punto spaziale appartenente alla regione R. Naturalmente
si suppone che il campo delle velocità sia regolare, secondo le richieste del
modello continuo.

Il compito principale riservato al campo (1.44) è quello di fornire la quantità
di moto e il momento della quantità di moto di un qualunque volume finito V
tramite le (1.40). Ci si rende quindi conto che il significato di tale campo con-
tinuo di velocità non è quello di fornire le velocità locali dei singoli elementi
di fluido, bensi quello di riprodurre, ad una scala macroscopica, la quantità di
moto e il momento della quantità di moto di un qualunque volume V . In questo
senso il campo delle velocità è una variabile virtuale non direttamente osserva-
bile ma capace di fornire, tramite le (1.40), delle quantità suscettibili di misura
diretta. In altri termini, la velocità v(x,t), deve intendersi approssimativamente
quale limite del rapporto P(V)/m(V), limitatamente a volumi V macroscopici.
D’altronde questo è il caso di tante altre variabili fisiche, anche se questo non
viene quasi mai detto esplicitamente, come nel caso della densità ρ definita
dalla (1.34).

Naturalmente, scelto un dato volume materiale di fluido, individuato per es.
dalla sua posizione V(t0) ad un dato istante t0, è sempre possibile integrare
il campo delle velocità in un campo di spostamenti ed ottenere cos̀ı le traiet-
torie degli elementi fluidi del dato volume. Occorre però ricordarsi che queste
traiettorie hanno in generale solo un significato medio, e che non è in tal mo-
do possibile in generale prevedere dove un elemento di fluido si troverà ad un
dato istante di tempo.

Si conclude dimostrando il teorema del trasporto (1.41). A tale scopo occorre
innanzitutto osservare che, per il teorema di cambiamento di variabile, la (1.35)
diventa:

m(V) =
∫

V
ρ dV =

∫

V0

ρJ dV0. (1.45)

dove J è lo jacobiano della deformazione. Se il volume V spaziale, funzione in
generale del tempo, corrisponde sempre al dato volume materiale V0, l’ipotesi
che la massa si conservi impone che la massa m(V) associata al volume sia
indipendente dal tempo. Dalla (1.45) si deduce allora che l’integrale

∫
V0
ρJ dV0

non dipende dal tempo e questo per ogni V0. Tale invarianza deve quindi va-
lere anche localmente, cioè la quantità ρJ, se valutata ad ogni istante per la
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stessa particella materiale (X = cost), deve essere indipendente dal tempo. Ne
consegue infine: .

ρJ = 0. (1.46)

Ciò premesso si ha, applicando due volte il teorema di cambiamento di variabile
e tenendo conto della (1.46):

.∫

V
ρf =

∫

V0

∂
∂t
(ρJf )dV =

∫

V0

ρJ
.
f dV =

∫

V
ρ
.
f dV, (1.47)

come volevasi dimostrare. Si noti che è sottinteso che nel termine
∫
V0
ρJ
.
f dV

le funzioni in gioco siano materiali, per cui in tal caso risulta
.
f = ∂f /∂t. Invece

nel termine
∫
V ρ
.
f dV è sottinteso che le funzioni siano spaziali e dunque in tal

caso si ha
.
f = ∂f /∂t + (grad v) f .

1.3.5 Equazioni di bilancio in forma integrale

Nel caso di un mezzo continuo, le equazioni di bilancio si
specializzano nella seguente forma finita:

F(∂V)+ F(V) =
.
P, (1.48)

M(∂V)+M(V) =
.
L, (1.49)

dove F (∂V ) e M (∂V ) sono le forze e i momenti globali trasmessi attraver-
so il contorno ∂V , mentre F (V) e M (V) sono le forze e i momenti globali
che competono al volume V .

Queste due equazioni devono valere per ogni volume V di B. Intro-
ducendo le forze e i momenti specifici e tenendo conto delle (1.42), le
equazioni di bilancio assumono la seguente forma integrale:

∫

∂V
t dS +

∫

V
(f − ρ .v)dV +

∑
i F i = 0, (1.50)

∫

∂V
r × t dS +

∫

V
r × (f − ρ .v)dV +

∑
i r i × F i = 0. (1.51)

dove t indica la tensione interna, f la forza per unità di volume e si è
tenuto conto che per i corpi semplici i momenti specifici sono ottenuti
quali momenti delle forze specifiche. Nelle equazioni (1.50) e (1.51)
si è anche tenuto conto della presenza di eventuali forze concentrate
F i in un numero finito di punti di V. Si noti che la presenza di forze

concentrate nella versione integrale (1.50) e (1.51) delle equazioni di
bilancio non crea alcuna difficoltà formale, a differenza di quello che
succede nel caso delle equazioni del moto, che invece rappresentano la
versione differenziale delle equazioni di bilancio.

Nel caso statico, cioè quando le accelerazioni sono nulle, le (1.50)
e (1.51) si specializzano nelle equazioni di equilibrio:

∫

∂V
t dS +

∫

V
f dV +

∑
i F i = 0, (1.52)

∫

∂V
r × t dS +

∫

V
r × f dV +

∑
i r i × F i = 0, (1.53)

equazioni che rappresentano le equazioni cardinali della statica nel caso
del corpo continuo. Si ricorda che tali equazioni devono valere per un
qualunque volume V contenuto nel corpo.

1.4 Piccoli spostamenti e piccole deformazioni

È noto che molti corpi solidi reali si deformano poco anche se soggetti
ad azioni esterne notevoli e questo conduce alla possibilità di notevoli
semplificazioni. È però necessario essere più precisi, in quanto è eviden-
te che diminuendo opportunamente l’entità delle azioni esterne si può
sempre fare in modo che le deformazioni siano sufficientemente picco-
le. La chiave è naturalmente nella espressione “azioni esterne notevoli”,
che indica genericamente azioni senz’altro non inferiori a quelle a cui il
corpo si trova normalmente ad essere soggetto. In altri termini, per par-
lare di piccole deformazioni queste devono essere dovute agli effettivi
carichi normalmente agenti.

Se un corpo solido reale è vincolato in modo tale da non poter subire
degli spostamenti rigidi, non solo le deformazioni, ma anche gli spo-
stamenti che conseguono all’applicazione delle azioni esterne effettive
sono spesso di piccola entità. D’altronde se il corpo, non sufficiente-
mente vincolato, può subire degli spostamenti rigidi di notevole entità,
mentre le deformazioni continuano ad essere spesso ancora di piccola
entità, ciò non può dirsi in generale per gli spostamenti. Tuttavia è in
tal caso spesso possibile ottenere un campo di spostamenti di piccola
entità se agli spostamenti complessivi vengono tolti i contributi di un
opportuno campo di spostamenti rigidi.

Ciò premesso, si può allora ottenere una notevole semplificazione dei
problemi di meccanica dei solidi sviluppandoli sotto l’ipotesi di piccoli
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spostamenti e piccole deformazioni, con l’avvertenza che per “sposta-
menti” deve intendersi in generale “spostamenti a meno di un opportu-
no campo di spostamenti rigidi”. Naturalmente la “piccolezza” sia degli
spostamenti che delle deformazioni può essere più o meno pronunciata
e quindi più o meno accettabile nelle varie circostanze. Si comprende
quindi come vi possano essere diversi gradi di applicazione delle sem-
plificazioni che ne derivano. Nel seguito elencheremo alcune possibilità
di semplificazione basate sulla ipotesi di piccoli spostamenti e piccole
deformazioni, chiarendo cos̀ı i limiti di applicabilità che ne conseguono.

1.4.1 Corpo rigido

La semplificazione più drastica è naturalmente quella di trascurare
completamente le deformazioni, il che conduce direttamente al modello
di corpo rigido. Se il corpo è sufficientemente vincolato gli spostamen-
ti sono nulli e la configurazione finale coincide con quella iniziale. Se
invece il corpo è libero di muoversi il suo moto è rigido, il campo degli
spostamenti a meno del moto rigido è nullo, e la configurazione finale
differisce da quella iniziale. In entrambi i casi l’equilibrio (o più in gene-
rale il bilancio) viene scritto nella configurazione finale, che è quella in
cui sussiste l’equilibrio (o il bilancio). Nel primo caso la configurazione
finale coincide, come detto, con quella iniziale, mentre in entrambi i casi
si tratta di una configurazione indeformata. L’ipotesi di indeformabilità
può quindi essere separata nelle tre ipotesi seguenti:

1. Spostamenti nulli, eventualmente a meno di un moto rigido;

2. Deformazioni nulle;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata (nella
configurazione iniziale indeformata se è impedito il moto rigido).

Come già detto, il modello di corpo rigido è una semplificazione trop-
po drastica, poiché elimina la possibilità di poter calcolare non solo
la deformazione e gli spostamenti aggiuntivi dovuti a questa, il che è
evidente, ma anche le tensioni interne.

1.4.2 Teoria del primo ordine

Per poter calcolare sia la deformazione che la sollecitazione di un cor-
po solido occorre quindi mettere in conto la deformazione stessa. Il mo-
do più semplice per farlo è di assumere l’ipotesi di piccolezza sia degli

spostamenti che della deformazione con tutte le conseguenti approssi-
mazioni. Il che poi da una parte significa linearizzare le relazioni dipen-
denti dagli spostamenti e dalle deformazioni trascurando tutto ciò che
è di ordine superiore al primo negli stessi spostamenti e deformazioni.
Dall’altra parte significa invece approssimare, ai fini della scrittura del-
le equazioni di equilibrio (oppure di bilancio), la configurazione finale
deformata con una configurazione indeformata vicina, grazie all’ipote-
si di piccolezza degli spostamenti che conducono dalla configurazione
indeformata a quella deformata.

A questo punto è bene segnalare che anche ad eventuali spostamenti
rigidi di piccola entità vanno applicate le approssimazioni di cui sopra.
In altri termini, un campo di spostamenti rigidi piccolo può essere li-
nearizzato, trascurando tutto ciò che è di ordine superiore al primo nei
parametri lagrangiani che lo descrivono. Non solo, ma anche la confi-
gurazione finale può essere approssimata dalla configurazione iniziale.
Se allora il corpo è vincolato a non subire spostamenti rigidi di note-
vole entità (potendoli però in generale subire di piccola entità) la con-
figurazione finale deformata può confondersi con quella indeformata
iniziale.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del primo ordine. Riassumendo, una teoria del primo
ordine è basata sulle seguenti ipotesi:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;

2. Piccole deformazioni;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata vicina a quel-
la deformata (nella configurazione iniziale indeformata se sono
impediti spostamenti rigidi di notevole entità).

Si noti che in una teoria del primo ordine l’equilibrio viene scritto in
una configurazione indeformata, come se il corpo fosse rigido. Si può
quindi enunciare la seguente

Equivalenza statica. La statica di un corpo deformabile, sviluppata con
le approssimazioni di una teoria del primo ordine, coincide con quella
dello stesso corpo considerato rigido.

La meccanica dei solidi usualmente sviluppata nella scienza del-
le costruzioni è una teoria del primo ordine, quindi basata sull’ipo-
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tesi di piccoli spostamenti e piccole deformazione e su tutte le sue
conseguenze.

1.4.3 Teoria del secondo ordine

Vi sono casi in cui le azioni esterne applicate sono tali che non è
lecito scrivere l’equilibrio in una configurazione indeformata vicina a
quella deformata, nonostante gli spostamenti (eventualmente a meno di
un moto rigido) e le deformazioni dovute alle stesse forze possano an-
cora essere considerati piccoli. La piccolezza degli spostamenti e delle
deformazioni permettono ancora di trascurare i termini di ordine su-
periore negli spostamenti e nelle deformazioni stesse ma non vi è più
l’equivalenza statica tra sistemi deformabili e sistemi rigidi.

Questi casi si presentano quando la coincidenza della struttura defor-
mata con quella indeformata si ottiene al prezzo di trascurare termini
piccoli negli spostamenti (anche del primo ordine) che però modificano
quantità altrimenti nulle. Se tali quantità intervengono nelle equazioni
di equilibrio, non sempre la loro piccolezza garantisce la loro trascura-
bililità. In tale ottica la singola quantità può essere si semplificata, però
trascurando termini di ordine superiore rispetto ad altri che devono in
ogni caso comparire nelle equazioni di equilibrio.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del secondo ordine. Quindi una teoria del secondo ordine
è basata solo sulle prime due ipotesi alla base di una teoria del primo
ordine:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;

2. Piccole deformazioni.

1.4.4 Grandi spostamenti e piccole deformazioni

Vi sono casi, come quelli relativi a travi molto snelle, in cui gli spo-
stamenti possono facilmente diventare grandi non tanto perché le de-
formazioni sono grandi, ma in quanto queste sono distribuite su una
notevole lunghezza. Ne risulta che in tal caso non sono più possibili le
linearizzazioni dovute all’ipotesi di piccoli spostamenti, ma continuano
ad essere lecite quelle dovute all’ipotesi di piccole deformazioni. Poiché
l’equilibrio può essere scritto in una configurazione indeformata vicina
a quella deformata solo se gli spostamenti sono piccoli, in tal caso tale
approssimazione non è di conseguenza mai lecita.

Quindi un modello di trave molto snella può essere basato solo sulla
seconda ipotesi alla base di una teoria del primo ordine, e cioè quella di
piccole deformazioni.



    

Capitolo 2

Analisi della tensione

2.1 Tensore degli sforzi di Cauchy

MdS Parte I — 23 settembre 2007 15



  

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 2. Analisi della tensione 16



   

2.2 Equazione del moto
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2.3 Equazione di equilibrio al contorno 2.4 Simmetria del tensore degli sforzi
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2.5 Teorema di reciprocità delle tensioni
tangenziali
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2.6 Significato fisico delle componenti del
tensore degli sforzi
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2.7 Significato fisico delle componenti
dell’equazione di Cauchy
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2.8 Significato fisico delle componenti
dell’equazione indefinita di equilibrio

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 2. Analisi della tensione 24



   

2.9 Autotensioni e configurazione naturale
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2.10 Piccoli spostamenti e piccole
deformazioni (teoria del primo ordine)
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Capitolo 3

Analisi della deformazione

3.1 Cinematica linearizzata

Nel seguito sarà sviluppata la cinematica dei corpi solidi nell’ambito
dell’ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni. Questo signi-
fica che la cinematica sarà linearizzata rispetto agli spostamenti. Poiché
gli spostamenti sono un campo vettoriale definito nella configurazione
di riferimento, bisogna innanzitutto precisare in che senso è fatta tale
linearizzazione. Si consideri a tale scopo un dato campo u di sposta-
menti definito in B0 (fig. 3.1) e lo si “amplifichi” tramite uno scalare
λ generico. Si ottengono cos̀ı tutti i campi del tipo λu aventi la stessa

B
B0

X
xu

Figura 3.1: Campo di spostamenti

“direzione” (ovverossia la stessa forma) di quello originale. Il campo ori-
ginale corrisponde a λ = 1. Uno spostamento u′ che non ha la direzione
di u individua un altro insieme di spostamenti λu′.

Per linearizzare una qualunque funzione degli spostamenti basta al-
lora sostituire λu a u nell’espressione della funzione, rendendola cos̀ı
funzione della variabile reale λ. È cos̀ı possibile sviluppare l’espressio-
ne in serie di potenze di λ e trascurare indi i termini di ordine supe-
riore al primo. Ponendo infine λ = 1 si ripristina la dipendenza dallo
spostamento u della funzione cos̀ı semplificata.

Naturalmente, quando una funzione dipende da una quantità scalare
che sia del primo ordine rispetto agli spostamenti, la quantità scalare
stessa assume il ruolo di parametro rispetto al quale viene eseguito lo
sviluppo in serie di potenze.

È anche evidente che tutte le volte che in un termine compare il pro-
dotto di due o più quantità che siano almeno del primo ordine negli
spostamenti, il termine stesso è trascurabile nel senso sopradetto.

Si noti infine che il gradiente degli spostamenti H = Grad u è una
funzione dello spostamento omogenea di grado 1 e risulta quindi dello
stesso ordine dello spostamento:

Grad(λu) = λGrad u. (3.1)

Dimostrazione. Infatti si ha:

∆(λu) = Grad(λu) ∆X + o(
∣∣∆X

∣∣),
λ(∆u) = λGrad u ∆X + o(

∣∣∆X
∣∣),

per ogni ∆X . Poiché:

∆(λu) = λu(X +∆X)− λu(X) = λ
(

u(X +∆X)− u(X)
)
= λ(∆u),

ne risulta immediatamente la tesi. �

3.2 Tensori di deformazione

3.2.1 Tensori di deformazione e di rotazione infinitesime

Il gradiente degli spostamenti H può essere decomposto nella somma
di una parte simmetrica ε e di una parte emisimmetrica ω:

H = ε+ω, (3.2)

dove:

ε = 1
2

(
H +HT

)
, (3.3)
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ω = 1
2

(
H −HT

)
. (3.4)

Le componenti di ε e ω in un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale, ricordando le componenti (1.14) di H, risultano:

εij = 1
2

(
∂ui
∂Xj

+ ∂uj
∂Xi

)
, ωij = 1

2

(
∂ui
∂Xj

− ∂uj
∂Xi

)
. (3.5)

Poiché H è dello stesso ordine degli spostamenti, questo è vero anche
per le sue parti simmetrica e emisimmetrica. Questo implica che vale
l’approssimazione lineare:

(I +ω) (I + ε) = (I + ε) (I +ω) ≈ I + ε+ω = I +H. (3.6)

L’azione di I + H su un qualunque vettore materiale equivale dunque,
nell’approssimazione lineare, all’applicazione successiva di I +ω e di
I + ε in un ordine qualunque. La (3.6) consente quindi di esprimere la
relazione (1.12) tra un elemento di linea materiale dX e il corrispondente
elemento di linea spaziale nella forma approssimata:

dx ≈ (I +ω) (I + ε)dX ≈ (I + ε) (I +ω)dX . (3.7)

Poiché ω è emisimmetrico, la quantità I +ω rappresenta, a meno di
infinitesimi di ordine superiore negli spostamenti, una rotazione rigida
dell’intorno del punto X in cuiω è calcolato (è una rotazione rigida del-
l’intorno di X , non di tutto il corpo, poiché ω è in generale variabile da
punto a punto). Per tale motivo ω è detto tensore di rotazione infini-
tesima,1 dove la dizione “infinitesima” ricorda che ciò è vero solo nel-
l’approssimazione lineare. La rotazione rigida dell’intorno può essere
rappresentata da un vettore di rotazione infinitesima ϕ tale che:2

ωa =ϕ× a. (3.8)

per ogni vettore a. È immediato verificare che le relazioni tra le com-
ponenti del tensore di rotazione infinitesima e quelle del vettore di
rotazione infinitesima risultano:

[ω] =




0 −ϕz ϕy
ϕz 0 −ϕx
−ϕy ϕx 0


 , {ϕ} =




ωzy
ωxz
ωyx



. (3.9)

1Infinitesimal rotation tensor nella letteratura inglese.
2Ad ogni tensore emisimmetrico corrisponde un vettore soddisfacente la (3.8), detto

vettore assiale del dato tensore (emisimmetrico). Vettore di rotazione infinitesima viene
reso con infinitesimal rotation vector nella letteratura inglese.

Si ribadisce che I+ω rappresenta una rotazione dell’intorno di un punto
del continuo nell’ipotesi di piccoli spostamenti. In generale una rotazione
è rappresentata da una matrice ortogonale e non, a meno dell’identità,
da una matrice emisimmetrica.

Nell’approssimazione lineare, dunque, la parte simmetrica di H rap-
presenta tutta la deformazione dell’intorno, essendo ottenuta depuran-
do gli spostamenti dell’intorno da un moto rigido. Inoltre, la deforma-
zione dell’intorno di un punto è nulla se il moto dell’intorno è rigido,
cioè se, nell’approssimazione lineare, H è emisimmetrico e quindi se la
parte simmetrica è nulla. La parte simmetrica ε di H rappresenta dun-
que tutta la deformazione nell’intorno di un punto e si annulla se e solo
se l’intorno non si deforma. Per tale motivo ε è chiamato tensore di de-
formazione infinitesima,3 dove ancora una volta la dizione “infinitesima”
ricorda che ciò è vero solo nell’approssimazione lineare.

3.3 Dilatazione lineare e scorrimento tra due
linee

Nel seguito si calcoleranno alcune misure di deformazione sfruttando
il tensore ε di deformazione infinitesima. Si tenga conto che al fine del
calcolo delle misure di deformazione si possono depurare gli sposta-
menti nell’intorno di un punto della quota dovuta alla rotazione rigida
e scrivere di conseguenza, in accordo alla (3.7):

dx ≈ (I + ε) dX oppure du ≈ ε dX . (3.10)

3.3.1 Dilatazione di una linea

Sia r0 il versore di una direzione uscente dal punto materiale X di un
continuo. Un elemento lineare dX r uscente da X ed avente la direzione
e il verso di r0 può essere messo nella forma (fig. 3.2):

dX r = dLr r0, (3.11)

dove dLr rappresenta la lunghezza dell’elemento di linea. All’elemento
dX r uscente da X corrisponde, grazie alla (3.10), l’elemento dxr uscente
da x tale che:

dxr =
(
I + ε) dX r = dLr

(
I + ε) r0. (3.12)

3Infinitesimal deformation tensor nella letteratura inglese.
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X x
u

dX r

dxr
dur0

Figura 3.2: Calcolo della dilatazione lineare

Il modulo d`r di dxr risulta quindi:

d`r =
√

dxr ·dxr = dLr
√

r0 ·
(
I + ε)2

r0 (3.13)

Nell’ipotesi di piccoli spostamenti, e quindi di piccole deformazioni,
vale l’approssimazione:

(I + ε)2 = I + 2ε+ ε2 ≈ I + 2ε. (3.14)

Sfruttando inoltre lo sviluppo in serie di MacLaurin:

√
1+ x = 1+ 1

2
x + o(x), x ∈ R, (3.15)

la (3.13) permette di scrivere allora:

d`r ≈ dLr
√

1+ 2r0 ·ε r0 ≈ dLr
(
1+ r0 ·ε r0

)
. (3.16)

Ricordando che per definizione la dilatazione lineare εr della linea
uscente da X e avente la direzione di r0 vale:

εr = d`r − dLr
dLr

, (3.17)

inserendo la (3.16) nella (3.17) si ottiene infine:

εr ≈ r0 ·ε r0. (3.18)

3.3.2 Scorrimento di due linee inizialmente ortogonali

Siano r0 e s0 i versori di due direzioni uscenti dal punto materiale X
di un continuo e ortogonali tra loro (fig. 3.3), quindi tali che:

r0 · s0 = 0. (3.19)

Due elementi lineari dX r edX s uscenti da X ed aventi le direzioni ei

X x

dX r

dX s

dxr

dxs

r0

s0

π
2

π
2 − γrs

Figura 3.3: Calcolo dello scorrimento tra due linee inizialmente ortogonali

versi di r0 e s0 possono essere messi nella forma:

dX r = dLr r0. dX s = dLss0, (3.20)

dove dLr e dLs sono i moduli dei due elementi di linea. Gli elementi
lineari dxr e dxs corrispondenti nella deformazione ai due elementi di
linea materiali dX r e dX s valgono:

dxr =
(
I + ε) dX r = dLr

(
I + ε) r0, (3.21a)

dxs =
(
I + ε) dX s = dLs

(
I + ε) s0, (3.21b)

avendo ancora una volta depurato, in accordo alla (3.10), il contributo
dovuto alla rotazione rigida dell’intorno. Se γrs rappresenta lo scor-
rimento tra gli elementi di linea dX r e dX s inizialmente ortogonali,
l’angolo tra gli elementi spaziali dxr e dxs vale π/2−γrs e quindi risulta:

sinγrs = cos
(
π
2
− γrs

)
= dxr ·dxs

d`r d`s
, (3.22)

dove d`r e d`s sono i moduli di dxr e dxs rispettivamente. Si tenga ora
conto che tra le lunghezze d`r e d`s degli elementi di linea spaziali e
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quelle dLr e dLs degli elementi di linea materiali valgono le relazioni
seguenti:

d`r =
(
1+ εr

)
dLr , d`s =

(
1+ εs

)
dLs , (3.23)

dove εr e εs sono le dilatazioni degli elementi di linea dX r e dX s rispet-
tivamente. Inserendo nella (3.22) le relazioni (3.21) e (3.23) e tenendo
conto che I + ε è un tensore simmetrico si ottiene allora:

γrs = arcsin
r0 ·

(
I + ε)2

s0(
1+ εr

)(
1+ εs

) . (3.24)

Poiché r0 · I s0 = r0 · s0 = 0, avendo sfruttato la relazione di orto-
gonalità (3.19), ed utilizzando l’approssimazione (3.14) dalla (3.24) si
ottiene:

γrs ≈ arcsin
2
(
r0 ·ε s0

)
(
1+ εr

)(
1+ εs

) . (3.25)

Tenendo poi conto del seguente sviluppo in serie di MacLaurin:

(1+ x)−1 = 1− x + o(x), x ∈ R, (3.26)

risulta, nell’approssimazione lineare:

(1+ εr )−1(1+ εs)−1 ≈ 1− εr − εs . (3.27)

La (3.25), sfruttando l’approssimazione (3.27) e lo sviluppo in serie di
MacLaurin della funzione arcsin:

arcsinx = x + o(x), x ∈ R, (3.28)

fornisce infine il risultato cercato:

γrs ≈ 2
(
r0 ·ε s0

)
. (3.29)

3.3.3 Significato fisico delle componenti del tensore di
deformazione

Sia dato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz e sia-
no ex , ey e ez i versori degli assi cartesiani. Nell’ipotesi di piccoli spo-
stamenti, tenendo quindi conto della relazione (3.18), le dilatazioni delle
linee uscenti da un punto materiale X del continuo e parallele agli assi
coordinati valgono:

εx ≈ ex ·ε ex, εy ≈ ey ·ε ey , εz ≈ ez ·ε ez. (3.30)

se ε è il tensore di deformazione infinitesima nell’intorno del pun-
to X . Analogamente, gli scorrimenti delle stesse linee, ricordando la
relazione (3.29), risultano:

γzy = γyz ≈ 2
(
ez ·ε ey

)
,

γxz = γzx ≈ 2
(
ex ·ε ez

)
,

γyx = γxy ≈ 2
(
ey ·ε ex

)
.

(3.31)

Dalle (3.30) e (3.31) consegue quindi la seguente rappresentazione del
tensore di deformazione infinitesima ε nel dato sistema cartesiano
ortogonale Oxyz, valida nell’ipotesi di piccoli spostamenti:

[ε] ≈




εx 1
2γxy

1
2γxz

1
2γyx εy 1

2γyz
1
2γzx

1
2γzy εz



. (3.32)

3.4 Scorrimento tra una linea ed una superficie

Siano date, nella configurazione B0 di riferimento di un corpo, una
linea L ed una superficie S0 inizialmente ortogonali, e sia X il loro punto
di intersezione (fig. 3.4). Si orientino sia la linea, scegliendo il verso-

B
B0

φ

φ−1

X x

S0

S

L `t0 ≡ N tn

Figura 3.4: Scorrimento tra una linea ed una superficie

re t0 tangente alla linea L nel punto X , che la superficie, scegliendo il
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versore N ortogonale alla superficie S0 nel punto X , in modo tale che i
due versori siano equiversi. Dopo la deformazione il versore t tangente
nel punto spaziale x alla linea deformata `, non è più, in generale, or-
togonale alla superficie S deformata. Siano π il piano tangente in x alla
superficie spaziale S e π0 il piano tangente in X alla superficie materiale
S0 (fig. 3.5). Siano poi s il versore della retta orientata individuata dalla
proiezione sul piano π della tangente alla linea `, r uno dei due versori
della retta appartenente al piano π ed ortogonale ad s ed infine γ l’an-
golo tra la tangente alla linea ` e la normale alla superficie S. Poiché la
direzione del versore s è individuata dalla proiezione del versore tan-
gente t , i versori n, t ed s stanno su un piano ed r è ortogonale a tale
piano. Di conseguenza γ rappresenta lo scorrimento tra la linea mate-
riale L e una qualunque linea di S0 che dopo la deformazione ha s quale
versore tangente, mentre lo scorrimento tra la linea materiale L e una
qualunque linea che nella configurazione deformata ha per tangente r è
nullo. Si vuole ora individuare il valore dello scorrimento, rispetto alla
linea L, di una linea generica di S0.

Sia allora v il versore di una generica retta di π . Se una linea di S0

si deforma in una linea di tangente v allora lo scorrimento γv tra tale
linea e la linea L soddisfa la relazione:

sinγv = cos
(
π
2
− γv

)
= cos t̂v = t ·v =

= t · {(v · s)s + (v · r)r} = (v · s)(t · s) = (sinγ s) ·v,
(3.33)

poiché sinγ = t · s.
In definitiva, posto:

γ = sinγ s, (3.34)

φ

φ−1

X

x

π0

π

N ≡ t0

n
tγ

π
2
− γv

π
2

r

ss0

vv0

Figura 3.5: Particolare del piano tangente in x a S

risulta:
sinγv = γ ·v. (3.35)

Il vettore γ, definito dalla (3.34), assume quindi il significato di scor-
rimento tra la linea L e la superficie S0, rappresentando, attraverso la
dipendenza lineare (3.35) dal versore v, gli scorrimenti tra la linea L ed
una qualunque linea appartenente ad S0. La relazione (3.35) implica che
tali scorrimenti sono compresi tra 0 e γ.

Sotto l’ipotesi di piccoli spostamenti, le differenze s− s0 e v−v0, cos̀ı
come gli scorrimenti γ e γv , sono quantità piccole. Si può allora porre:

sinγ ≈ γ, sinγv ≈ γv , s ≈ s0, v ≈ v0, (3.36)

e quindi riferire alla configurazione di riferimento lo scorrimento tra
una linea e una superficie inizialmente ortogonali:

γ ≈ γs0, γv ≈ γ ·v0. (3.37)

3.4.1 Vettore di deformazione

Il tensore di deformazione infinitesimo ε trasforma il versore r0 di
una qualunque linea r0 uscente dal punto nel vettore ε r0 detto vettore
di deformazione (fig. 3.6).

r0

v0

ε r0

εr r0

γr/2

Figura 3.6: Vettore di deformazione

Dato che la dilatazione εr della linea r0 vale r0 · ε r0, ne risulta che il
vettore εr r0 rappresenta la proiezione del vettore di deformazione sulla
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linea r0 (fig. 3.6). La differenza ε r0−εr r0 tra il vettore di deformazione
e la sua proiezione sulla linea r0 coincide con la proiezione del vettore
di deformazione sul piano perpendicolare a r0. Detto v0 un generico
vettore ortogonale a r0, risulta:

(ε r0 − εr r0) ·v0 = v0 ·ε r0 = 1
2
γvr , (3.38)

dato che r0 ·v0 = 0. Il vettore :

γr = 2(ε r0 − εr r0), (3.39)

coincide quindi con lo scorrimento tra la linea r0 e il piano ortogonale a
r0. Se x e y sono due assi ortogonali giacenti in tale piano si ha infine:

γr = γxrex + γyrey . (3.40)

3.5 Coefficiente di dilatazione cubica

Per valutare la variazione di volume nell’intorno di un punto materiale
X si consideri in tale intorno un cubo elementare di lati di lunghezza dL
e paralleli agli assi coordinati di un sistema cartesiano ortogonaleOxyz
(fig. 3.7). Il volume dV0 del cubo indeformato vale quindi:

dV0 = dL3 (3.41)

Sempre con riferimento alla fig. 3.7, dove gli assi x̂, ŷ e ẑ indicano le di-

x

y

z

x̂

ŷ

ẑ

−γxy

γz

dL

X x

Figura 3.7: Coefficiente di dilatazione cubica

rezioni uscenti dal punto spaziale x corrispondenti nella deformazione
alle direzioni degli assi x, y e z uscenti dal punto materiale X , il volume
dV del cubo deformato vale:

dV = (1+ εx)
(
1+ εy

)
(1+ εz) cosγxy cosγz dL3, (3.42)

dove γxy è lo scorrimento tra gli assi x e y mentre γz è il modulo dello
scorrimento tra l’asse z e il piano xy . Nell’ipotesi di piccoli spostamenti
la (3.42) diventa:

dV ≈
(
1+ εx + εy + εz

)
dL3, (3.43)

avendo tenuto conto che in tale ipotesi risulta cosγxy ≈ 1 e cosγz ≈ 1.
Sfruttando i valori dei volumi deformato e indeformato fornito dal-
le (3.41) e (3.42) si ottiene il valore, nell’approssimazione lineare, del
coefficiente di dilatazione cubica:

θ = dV − dV0

dV0
≈ εx + εy + εz. (3.44)

La rappresentazione (3.32) del tensore ε di deformazione infinitesima
permette di identificare il coefficiente di dilatazione cubica con la som-
ma degli elementi diagonali di tale rappresentazione. La somma degli
elementi diagonali della rappresentazione cartesiana ortogonale di un
tensore doppio A, che, come sarà mostrato più avanti, non dipende dal
riferimento, viene detta traccia di A e indicata con tr A. Risulta quindi:

θ ≈ trε. (3.45)

Gli elementi diagonali della rappresentazione cartesiana ortogonale
del tensore ω di rotazione infinitesima sono nulli, essendo il tensore
emisimmetrico. Risulta quindi nulla anche la traccia diω e si ha quindi:

trε = tr (Grad u−ω) = tr Grad u. (3.46)

La rappresentazione (1.15) del gradiente materiale degli spostamenti e
la definizione di divergenza di un vettore4 permettono di porre la (3.45)
nella forma:

θ ≈ Div u. (3.48)

4La rappresentazione cartesiana ortogonale della divergenza di un vettore generico a
funzione del punto materiale, e quindi delle sue coordinate materiali X,Y e Z , risulta:

Div a = ∂ax
∂X

+ ∂ay
∂Y

+ ∂az
∂Z

, (3.47)

dove l’iniziale maiuscola dell’operatore di divergenza ricorda che le operazioni
differenziali vanno eseguite nella configurazione di riferimento.
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X

V0 V

dS0
dS

u

N

variazione di volume
che compete a dS0,
approssimativamente
di misura dS0 (u ·N)

Figura 3.8: Flusso degli spostamenti

Per ottenere quest’ultima formula, si può anche considerare un volu-
me V0 (fig. 3.8) contenente il punto materiale X in corrispondenza del
quale si vuole calcolare la dilatazione cubica e tenere conto che la va-
riazione del volume uguaglia, a meno di termini di ordine superiore
negli spostamenti, il flusso sul contorno ∂V0 del volume degli stessi
spostamenti:

V − V0 ≈
∫

∂V0

u ·N dS0. (3.49)

Risulta allora:

θ ≈ lim
V0→X

∫

∂V0

u ·N dS0

V0
= Div u. (3.50)
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Capitolo 4

Principio dei lavori virtuali
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Capitolo 5

Direzioni principali di tensione e di
deformazione

Applicando un tensore doppio ad un vettore qualunque si ottiene in
generale un vettore avente direzione diversa da quella del vettore origi-
nale. Se sotto l’azione di un tensore A la direzione di un dato vettore v
resta invariata, si dice che tale direzione è una direzione principale di A,
che un asse avente la direzione di v è un asse principale di A ed infine
che v è un autovettore di A. Se v è un autovettore di A deve dunque
risultare:

A v = λv, (5.1)

e lo scalare λ è detto autovalore di A.
Ad un dato autovalore λ di un tensore doppio A corrispondono infi-

niti autovettori. Infatti se v è un autovettore corrispondente a λ, allora
anche αv, con α generico scalare, è un autovettore corrispondente a λ:

A (αv) = α(A v) = α(λv) = λ(αv). (5.2)

L’insieme degli autovettori corrispondenti ad un dato autovalore di un
tensore doppio costituiscono inoltre un sottospazio di V . Infatti la (5.2)
mostra che moltiplicando un autovettore per uno scalare si ottiene an-
cora un autovettore corrispondente allo stesso autovalore. Inoltre la
stessa cosa succede se si sommano due autovettori u e v corrispondenti
allo stesso autovalore:

A(u+ v) = Au+Av = λu+ λv = λ(u+ v).

L’insieme di tutti gli autovettori corrispondenti ad un dato autovalore λ
di un tensore doppio è detto autospazio di A, mentre l’insieme di tutti
gli autovalori di un tensore doppio A è detto spettro di A. L’autospazio
di A associato ad un dato autovalore λ è una retta, un piano o l’intero
spazio a seconda che a λ siano associati solo autovettori linearmente

dipendenti, oppure almeno e non più di due autovettori linearmente
indipendenti, o infine tre autovettori linearmente indipendenti.

I versori delle direzioni principali sono, per quanto visto, degli au-
tovettori e vengono detti autoversori. Se v è un autovettore di A,
l’autoversore ev equiverso a v vale:

ev = v√
v ·v

. (5.3)

Moltiplicando scalarmente per v la relazione (5.1) e risolvendo in λ si
ottiene il significato dell’autovalore:

λ = ev ·A ev . (5.4)

Tenendo presente la definizione delle componenti di un tensore doppio,
la (5.4) afferma che in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
avente un asse principale tra gli assi coordinati, la componente nella
posizione diagonale corrispondente a tale asse coincide con l’associato
autovalore.

Nel caso del tensore degli sforzi σ, l’equazione (5.1) determinatrice
degli autovalori ed autoversori si scrive:

σn = λn, (5.5)

dove n rappresenta il versore normale di un elemento di superficie nel-
l’intorno del punto in corrispondenza del quale la tensione interna è in-
dividuata da σ. Poiché σn rappresenta la tensione agente nell’elemento
di superficie di normale n, è
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5.1 Proprietà di estremo
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5.2 Proprietà di ortogonalità
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5.3 Sottospazio ortogonale ad una direzione
principale
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5.4 Calcolo delle direzioni principali
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5.5 Casi particolari

5.5.1 Autovalori tutti distinti

5.5.2 Un autovalore doppio e uno semplice
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5.5.3 Un autovalore triplo
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5.5.4 Sistema di riferimento principale e linee
isostatiche

5.6 Circonferenza di Mohr relativa ad una
direzione principale
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5.7 Arbelo di Mohr
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5.8 Esercizio sulle direzioni principali di
tensione
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5.9 Esercizio sulle direzioni principali di
deformazione

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 5. Direzioni principali 67



  

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 5. Direzioni principali 68



    

Capitolo 6

Stati elementari di tensione
e di deformazione

6.1 Trazione semplice
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6.2 Dilatazione semplice

6.3 Trazione uniforme
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6.4 Dilatazione uniforme

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 6. Stati elementari 71



   

6.5 Taglio semplice
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6.6 Scorrimento semplice

6.7 stato di tensione monoassiale
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6.8 stato di deformazione monoassiale

6.9 stato di tensione piano
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6.10 stato di deformazione piano
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Capitolo 7

Elasticità lineare

7.1 Legame costitutivo elastico lineare
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7.2 Problema elastico lineare
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7.3 Autotensioni
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7.4 Sovrapposizione degli effetti
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7.5 Lavoro di deformazione
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7.6 Energia elastica di deformazione
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7.7 Teoremi sul lavoro di deformazione

7.7.1 Teorema di Clapeyron
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7.7.2 Teorema di Betti
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7.8 Energia complementare
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7.9 Unicità della soluzione
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7.10 Energia potenziale totale
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7.10.1 Variazione del funzionale energia potenziale
totale
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7.10.2 Principi di stazionarietà e di minimo
dell’energia potenziale totale
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7.11 Esistenza della soluzione
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Capitolo 8

Elasticità lineare isotropa

8.1 Legge di Hooke
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8.2 Moduli tecnici
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8.3 Direzioni principali di elasticità (isotropa)
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8.4 Legge di Hooke inversa
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8.5 Limitazioni delle costanti elastiche
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8.6 Energia elastica di deformazione ed
energia complementare elastica

Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 8. Elasticità lineare isotropa 110
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Capitolo 9

Compatibilità della deformazione

9.1 Equazioni di compatibilità (di Saint
Venant)
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9.1.1 Appendice (rotore di un campo tensoriale e
tensore di incompatibilità)
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9.2 Soluzione del problema elastico col
metodo delle forze
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9.3 Equazioni di Beltrami
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