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Capitolo 1

Cinematica e dinamica

1.1 Deformazione e spostamento

Nel caso di un solido e possibile assumere una configurazione di ri-
ferimento By per mappare i punti del solido il cui moto ¢ oggetto di
studio. Per es., nel caso della trave di fig. 1.1 ¢ stata indicata quale con-
figurazione di riferimento la configurazione rettilinea che idealmente la
trave avrebbe se non fosse soggetta a forze.

T ([ 7

Figura 1.1: Deformazione di una trave

Per descrivere, da un punto di vista lagrangiano, la configurazione che
un corpo solido assume ad un generico istante si puo quindi utilizza-
re la funzione ¢ che mappa la configurazione By di riferimento nella
configurazione B deformata:

$:By—- B, X~—x=d¢X), (1.1)

dove la lettera X indica un generico punto materiale e x il corrispon-
dente punto spaziale (fig. 1.2). Tale funzione é detta funzione di
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Figura 1.2: Deformazione e spostamento

deformazione o, piu semplicemente, deformazione® del corpo.
Alternativamente, si puo utilizzare il vettore spostamento u® che map-
pa la configurazione By di riferimento nello spazio vettoriale ordinario
V (fig. 1.2):
u:Bo—-7V, X—-uX) =x-2X, 1.2)

e che costituisce pertanto un campo vettoriale sulla configurazione di
riferimento. Dalle (1.1) e (1.2) si deduce immediatamente la seguen-
te relazione tra la funzione ¢ di deformazione e il campo u degli
spostamenti:

u(X) = p(X) — X. 1.3)

Scegliendo un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, la funzio-
ne di deformazione (1.1) e il campo vettoriale (1.2) si scindono ognuno
in tre campi scalari x; e u; (i = x, y, z) delle tre variabili scalari X, Y, Z,
coordinate del punto materiale X:

xi:R¥ =R, (X,Y,2)~x;=xi(X,Y,2), (1.4)
ui:R3-R, (X,Y,2) ~u;=ui(X,Y,2), (1.5)

1Se la configurazione deformata differisce da quella indeformata per un moto rigido,
la funzione di deformazione ¢ descrive tale moto rigido e la “deformazione” del corpo
¢ in tal caso nulla. In inglese si usa il termine deformation function.

2 Displacement vector nella letteratura inglese.
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dove x; € la i-esima coordinata del punto spaziale x mentre u; rap-
presenta la i-esima componente del vettore spostamento u rispetto alla
base e; dei versori degli assi coordinati (fig. 1.2).

Si noti che la deformazione, lo spostamento e tutti i concetti che
da questi derivano sono dipendenti dalla configurazione di riferimen-
to. E infatti evidente che la medesima configurazione deformata viene
individuata da diverse funzioni di deformazione e da diversi campi di
spostamento relativamente a diverse configurazioni di riferimento.

1.1.1 Gradienti della deformazione e degli spostamenti

Dato un generico punto materiale X e il corrispondente punto spaziale

x = ¢(X), si considerino gli incrementi Ax del punto spaziale e Au

del campo degli spostamenti in funzione dell'incremento AX del punto
materiale (fig. 1.3):

Ax = p(X + AX) — p(X), (1.6)

Au=u(X+ AX) —u(X). (1.7)

Ne risultano due funzioni definite nello spazio dei vettori e a valori vet-

Figura 1.3: Incremento della deformazione e degli spostamenti

toriali le cui parti lineari, se esistono, definiscono due tensori doppi det-

ti gradiente della deformazione e gradiente (materiale) degli spostamenti
rispettivamente:3

Ax = Grad$p AX +o(]AX]), (1.8a)
Au = Gradu AX + o(|AX]). (1.8b)

La iniziale maiuscola del simbolo Grad sottolinea il fatto che 'opera-
zione gradiente ¢é fatta su una funzione definita nella configurazione di
riferimento By. Data I'importanza che i due gradienti definiti dalle (1.8)
hanno nella meccanica del continuo ¢ inoltre consuetudine diffusa ma
non universale di riservare loro i due simboli speciali F e H:

F = Grad ¢, H = Grad u. (1.9)

Indicando con dX I'’elemento lineare uscente dal punto X della confi-
gurazione di riferimento B( e con dx ’analogo elemento lineare uscente
dal punto x corrispondente di X nella configurazione deformata B, si ha
(fig. 1.4):

dx = F dX. (1.10)

Se invece du é il differenziale di u (valutato nel punto materiale X) si ha:

ZzA I+H

T

u
ez A
B
Bo
O > >
ey y
ex

Figura 1.4: Elementi di linea

3 Deformation gradient e displacement gradient nella letteratura inglese.
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du=HdX. (1.11)
Dalla (1.10) e dalla uguaglianza:
dx=dX +du= I+ H)dX, (1.12)

si ottiene poi la relazione tra i gradienti della deformazione e dello
spostamento:
F=1+H. (1.13)

Per quel che riguarda le componenti di F e H in un generico sistema
di riferimento cartesiano ortogonale, si ha:

0Xx; ou;
Fij = a—X'l.’ Hij = a—X_l (114)
J J

Se u, v e w sono le componenti dello spostamento rispetto agli assi x,
v e z, la forma matriciale delle (1.14) risulta:

fox dx dx) [ou du 0]
0X dY 0Z X dY 0oZ
_|oy oy oy v v v
LF1= oX oy oz |’ [H] 0X oY oZ (1.15)
9z 9z 9z ow ow dw
Lox a3y oz LoX dY oz

La matrice delle componenti del gradiente della deformazione coinci-
de quindi con la matrice delle derivate parziali delle componenti del-
la funzione ¢ di deformazione, nota come matrice jacobiana della
deformazione. 1l suo determinante J:

J =det[F]. (1.16)

¢ noto quale jacobiano (oppure determinante jacobiano)* della
deformazione.

1.1.2 Proprieta della funzione di deformazione

La funzione di deformazione ¢ e conseguentemente, per via del-
la (1.3), il campo degli spostamenti u, non possono essere arbitrari,
ma devono soddisfare delle condizioni di regolarita che fanno parte,
insieme alla sua continuita geometrica, del modello di corpo continuo.

4Nella letteratura inglese jacobiano si rende con il termine Jacobian.

Iniettivita. Si assume che la funzione di deformazione ¢ sia iniettiva,
ovverossia che a due punti distinti Py e Qg in By corrispondano due pun-
ti distinti P e Q in B. Tale ipotesi garantisce l'esistenza della funzione
inversa ¢! : B — By.

Fisicamente l'iniettivita della funzione di deformazione garantisce
I'impenetrabilita della materia,> ovverossia che parti distinte della
configurazione di riferimento del corpo non si sovrappongano nella
configurazione deformata.

Si noti che il campo degli spostamenti puo non essere iniettivo e quin-
di non invertibile, come nel caso banale di una traslazione rigida a cui
corrisponde un campo di spostamenti costante. [ ]

Continuita. Si assume che la funzione di deformazione ¢ sia continua.

Tale proprieta garantisce la continuita della materia,® ovverossia che

parti del corpo a contatto prima della deformazione restino a contatto
dopo la deformazione. Ne consegue che gli intorni dei punti del corpo
vengono preservati nel corso del moto. Infatti ¢ importante non dimen-
ticare che nel modello di corpo continuo non é possibile isolare dei sin-
goli punti ma solo degli intorni dei punti stessi, intorni che assumono
quindi il ruolo di punti materiali. E quindi indispensabile che la materia
che compone l'intorno di un punto non si disperda nel corso del moto,
rendendo quindi I'ipotesi di continuita parte integrante del modello di
corpo continuo.

Si noti che l'ipotesi di continuita della deformazione ¢ fisicamente
soddisfatta nel caso dei solidi, definiti infatti come corpi che preserva-
no la disposizione della materia, mentre non lo é in generale nel caso
dei fluidi. Se il fluido e, per es., in moto turbolento le diverse parti del
fluido scorrono le une rispetto alle altre e il fluido € soggetto, almeno lo-
calmente, ad un continuo rimescolamento. Se la posizione delle singole
particelle del fluido nel corso del moto fosse importante, non si potreb-
be prescindere quindi dall'uso di un modello discreto, rappresentato da
un insieme molto grande di punti materiali interagenti tra loro e con
I’esterno. Purtroppo modelli discreti di questo tipo raggiungono livelli
di complessita teorica e computazionale ampiamente al di fuori della
portata dei mezzi odierni e cio giustifica il fatto che finora siano stati

5Nella letteratura inglese si usa il termine impenetrability of matter.
6 Continuity of matter nella letteratura inglese.
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utilizzati esclusivamente nell’ambito della meccanica statistica che in-
fatti, come dice il nome, si interessa solo di proprieta medie e non pun-
tuali. Tuttavia nel caso del moto di un fluido le singole particelle sono
fisicamente indistinguibili I'una dalle altre, salvo che alcune non siano
state, per es., opportunamente colorate proprio allo scopo di seguirne la
traiettoria. Ne consegue che il moto delle singole particelle di un fluido
€ spesso privo di importanza. Al modello continuo, come del resto al
modello discreto nell’ambito della meccanica statistica, si richiede per-
tanto di determinare quelle proprieta del fluido che sono importanti e
che per la natura stessa di un fluido non possono che essere, in genera-
le, delle proprieta medie. La stessa funzione di deformazione, nel caso
di moto turbolento, puo spesso interpretarsi fisicamente come descri-
vente il moto medio delle particelle del fluido, moto medio a cui quindi
si riferisce la continuita della deformazione.

Si noti ioltre che l'ipotesi di continuita della deformazione esclude,
nell’ambito dei solidi, molte singolarita di interesse fisico. Tuttavia que-
sta esclusione é giustificata dal fatto che tali singolarita sono normal-
mente localizzate in un numero ristretto di punti oppure di linee o su-
perfici. A questi punti, linee o superfici si dovra allora prestare una
particolare attenzione nel caso si vogliano mettere in gioco tali singola-
rita. Un esempio importante dal punto di vista strutturale € quello dello
sviluppo di superfici di frattura in un solido. In tal caso i punti interni
del solido lungo i quali si sviluppa la superficie di frattura vengono a
sdoppiarsi nel corso della deformazione, e quindi la funzione ¢ non e
definita su tali punti. La continuita ¢ comunque preservata per le parti
del solido non interessate dal processo di frattura e quindi per tali parti
si applica tutto cio che dipende dall’ipotesi di continuita.

Si noti infine che per via della relazione (1.3) tra deformazione e
spostamento anche il campo degli spostamenti risulta continuo. [ |

Derivabilita e invertibilita locale. Si assume I'esistenza, la continuita e
I'invertibilita del gradiente della deformazione.

Tale assunzione e equivalente a richiedere che, in ogni punto del soli-
do, le componenti x; della funzione ¢ di deformazione siano derivabili
almeno una volta, con derivate prime continue, e che lo iacobiano della
deformazione sia diverso dallo zero.

Tenendo conto che per via della (1.10) il gradiente della deformazio-
ne trasforma gli elementi di linea materiali in elementi di linea spaziali,
ne consegue che tale proprieta preserva 'individualita locale degli enti

geometrici (linee, superfici e volumi) nell'intorno di un punto. E quin-
di garantita I'esistenza delle misure di deformazione locali ed esclusa
la possibilita che queste possano annullarsi. Le proprieta di regolarita
precedenti assicurano poi la continuita delle misure di deformazione.
Le ipotesi di continuita, di derivabilita e di invertibilita locale assicu-
rano l'invertibilita locale della funzione di deformazione e che tale fun-
zione locale inversa sia continua, derivabile fino allo stesso ordine della
funzione ¢ e con derivate continue (teorema dell’invertibilita locale). La
funzione inversa globale ¢! : B — By, la cui esistenza ¢ assicurata dalla
ipotesi di iniettivita, ¢ dunque continua, derivabile fino allo stesso ordi-
ne della funzione ¢ e con derivate continue, e soddisfa quindi tutte le
proprieta richieste ad una funzione di deformazione. Non solo, ma ogni
linea, ogni superficie ed ogni volume appartenenti alla configurazione di
riferimento si trasformano rispettivamente in linee, superfici e volumi
appartenenti alla configurazione deformata del corpo, e viceversa.” m

Preservazione dell’orientazione. Si assume che lo jacobiano J della
deformazione sia positivo in ogni punto del solido.

Tale proprieta garantisce che la funzione di deformazione preservi
'orientazione della materia.8 Affinché vi sia preservazione dell’orienta-
zione della materia occorre che tre linee orientate uscenti da un punto e
costituenti, prese in un certo ordine, una terna destra siano trasforma-
te dalla deformazione ¢ in tre linee orientate ancora costituenti, prese
nello stesso ordine, una terna destra.

Le proprieta precedenti assicurano la conservazione della disposizio-
ne delle diverse parti del solido ma non la loro orientazione. Infatti, per
es., una riflessione é continua, derivabile con derivate continue e iniet-
tiva ma inverte la destra con la sinistra, modificando I’orientazione del
solido. [ |

1.2 Moto e velocita

Se ora si considera un moto del corpo la configurazione deformata B
diventa funzione del tempo, cosi come la deformazione ¢ e il vettore
spostamento u. Si indichi con x la funzione del moto, che fornisce la

7Si veda, per es., Gurtin (1981, p. 22) oppure Sedov (1971, p. 21).
8 Orientation of matter nella letteratura inglese.
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posizione spaziale del punto materiale X al tempo t:
X:BoxT—-E, (X,t) » x=x(X,1), (1.17)

dove T rappresenta l'asse del tempo, mentre  indica lo spazio (eucli-
deo) in cui avviene il moto del solido. Se si tiene costante il tempo ¢
si ottiene la deformazione ¢ al tempo t. Se invece si tiene costante il
punto materiale X si ottiene la sua traiettoria,® descritta dalla funzione
del tempo:

xx: T - E, t— x(X,t). (1.18)

Si faccia ora riferimento alla fig. 1.5, dove sono indicate sia la traietto-

-~ configurazione

configurazione al tempo t

di riferimento

configurazione
v al tempo t

Figura 1.5: Moto di un corpo solido

ria di un generico punto materiale X che le posizioni spaziali x = x(X, t)
e X = x(X,f) che questo punto occupa all'istante generico t e rispetti-
vamente ad un istante successivo variabile £, posizioni individuate dai
vettori spostamento u e i rispettivamente. Allora la velocita'® v del

9 Trajectory nella letteratura inglese.
101 inglese velocita si indica prevalentemente con il termine velocity, ma a volte &
anche utilizzato il termine speed.

punto materiale X & definita come segue:!'!

_ i X=X dxy  0X
V= ltlfrtl f—t dt — ot’ (1.19)

X=cost

dove X — x rappresenta lo spostamento del punto materiale X nell’in-
tervallo di tempo f — t, mentre x e xx sono le funzioni rispettivamen-
te del moto e della traiettoria del punto X. La fig. 1.5 rende anche
evidente il ruolo di vettore posizione assunto dal vettore spostamen-
to relativamente alla descrizione della traiettoria di un generico punto
materiale X:

X—-x=u—-u (1.20)

Ne consegue la seguente espressione della velocita:

hi—-u OJu
v= lim — = —, 1.21
-t t—t ot ( )
X=cost
dove la funzione u € ora intesa dipendere anche del tempo:
u:BoxT -7V, (X,t) » u=ulX,t). (1.22)

Come gia detto, gli spostamenti u a un dato tempo t risultano un cam-
po materiale, cioé un campo definito nel riferimento materiale By, e cosi
risulta di conseguenza il campo delle velocita al tempo t, ottenuto tra-
mite la (1.21). L’esistenza della deformazione inversa ¢! al tempo t
generico permette di esprimere il campo delle velocita v nella configu-
razione spaziale B. Indicando con vyer € Vg, le versioni rispettivamente
materiale e spaziale della velocita:

Vref : BO X T - ’Vl (Xl t) = Vref(Xa t)y (123)
Vep it BXT =V, (x,t) — vp(x,t). (1.24)

risulta:
Vsp(x,t) = Vref(q5_1(x), t), (1.25)

dove si ¢ utilizzata la deformazione inversa ¢~! corrispondente al tem-
po t per ottenere il punto materiale X che al tempo t occupa la posizione
spaziale x, dopodiché si é applicata la funzione velocita materiale per

11sj veda per es. Levi-Civita e Amaldi (1949, § 3, pp. 95-96) oppure Kittel et al. (1970,
§ 2.6, pp. 37-38).
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ottenere la velocita di tale punto materiale al tempo t. Inversamente,
si puo esprimere la funzione velocita materiale vyef in termini di quella
spaziale vgp:

Vret (X, 1) = Vsp(¢(X)1t) = Vsp(x(Xst)a t), (1.26)

dove ora é stata utilizzata la funzione di deformazione ¢ corrisponden-
te al tempo t per ottenere il punto spaziale x che al tempo t & occupato
dal punto materiale X, dopodiché si ¢ applicata la funzione velocita spa-
ziale per ottenere la velocita del punto materiale che al tempo t si trova
nella posizione spaziale x.

Il campo delle accelerazioni'? a si ottiene poi derivando rispetto al
tempo la velocita lungo le traiettorie, cioé eseguendo la cosidetta deri-
vazione materiale '3 del campo delle velocita, derivazione indicata con
il simbolo v. Nel caso in cui il campo delle velocita v & quello materia-
le (1.23), come di solito avviene nella meccanica dei solidi, la derivazione
materiale si ottiene facendo la derivata parziale della velocita rispetto al
tempo e ne risulta il campo materiale delle accelerazioni:

. 0 Vryet
a=yv =
ot

Se invece il campo delle velocita v e quello spaziale (1.24), come di soli-
to avviene nella meccanica dei fluidi, la derivazione materiale si ottiene
utilizzando la (1.26) nella (1.27), applicando la regola di derivazione del-
le funzioni di funzione e passando dalla descrizione materiale a quella
spaziale tramite la funzione di defomazione, ottenendo cosi il campo
spaziale delle accelerazioni:

(1.27)

vSp

ot

Per quel che riguarda le condizioni di regolarita della funzione del
moto relativamente alla sua dipendenza dal tempo, alla generica traiet-
toria xx si richiedera sia di essere continua che di possedere derivate
continue fino all’ordine richiesto. Si noti che mentre una traiettoria di-
scontinua e priva di qualunque significato fisico, cosi non é in generale
per una traiettoria che presenti delle discontinuita nelle sue derivate,
potendo queste discontinuita interpretare fenomeni fisici ben precisi.
Per es., nel caso di un impulso concentrato ad un dato istante, fornito

a=vxt) = o + (grad vgp) Vsp. (1.28)

12 Acceleration nella letteratura inglese.
13 Material derivative nella letteratura inglese.

da un colpo di martello od altro, la velocita, che rappresenta la derivata
prima della funzione traiettoria, subisce una discontinuita a quell’istan-
te. Comunque tali eventuali discontinuita sono normalmente localizza-
te in un numero ristretto di istanti di tempo, ai quali si dovra allora
prestare una particolare attenzione nel caso si vogliano mettere in gio-
co le discontinuita stesse. La continuita ¢ comunque preservata per gli
intervalli di tempo compresi tra due discontinuita successive.

Si considerino ora sia le ipotesi di continuita delle traiettorie e del-
le sue derivate prime che le ipotesi della continuita della funzione di
deformazione e delle sue derivate prime assieme all’ipotesi che lo jaco-
biano della deformazione sia diverso da zero. Ne consegue allora che
nel corso di un moto lo jacobiano della deformazione, dipendendo in
modo continuo dal tempo e non annullandosi mai, ha sempre lo stes-
so segno. Se la configurazione di riferimento B appartiene al moto,
ovverossia se:

B(to) = Bo, (1.29)

per almeno un tempo ty non necessariamente coincidente con il tempo
iniziale, lo jacobiano della deformazione deve sempre essere stretta-
mente positivo. Infatti questa conclusione ¢ richiesta dalla permanenza
del segno dello iacobiano e dal fatto che J = 1, e quindi positivo, per
la configurazione di riferimento, dato che la matrice jacobiana coincide
in tal caso con la matrice identita. Ne consegue quindi che, sotto I'ipo-
tesi (1.29), la preservazione dell’ordine € una conseguenza diretta delle
ipotesi di regolarita della deformazione e delle traiettorie.

1.3 Equazioni di bilancio

Le variabili dinamiche descrivono le cause del moto di un corpo. In al-
tri termini, descrivono le azioni che I'ambiente esterno al corpo esercita
sul corpo stesso oppure sulle sue parti. Per poter descrivere le azioni
esercitate su una parte del corpo, occorre isolare, almeno in via concet-
tuale, tale parte dal resto del corpo. Questo fatto impone che le variabili
dinamiche siano legate ai volumi e non ai punti, dato che i punti non
sono isolabili da un corpo continuo.

Poiché si suppone che un corpo continuo sia indefinitamente suddivi-
sibile, esso non ¢ assimilabile ad un sistema di punti materiali. Infatti
un insieme di particelle puo assimilarsi ad un sistema di punti materia-
li se le dimensioni delle particelle stesse sono piccole rispetto alle loro
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distanze. D’altronde, comunque si suddivida in parti un corpo conti-
nuo, le singole parti sono sempre a contatto, e quindi le distanze sono
nulle. Tuttavia cio non toglie che una singola parte del corpo continuo,
sufficientemente piccola, possa assimilarsi ad un punto materiale.

Alla base della dinamica di un sistema di punti materiali, come noto,
possono porsi le leggi di Newton,'* e tali leggi sono equivalenti alle equa-
zioni di bilancio della quantita di moto'® e del momento della quantita di
moto o momento angolare.'® Di conseguenza, le equazioni di bilancio
possono essere poste alla base della dinamica dei sistemi di punti mate-
riali ed é in questa forma che la dinamica dei sistemi di punti materiali
si presta ad una generalizzazione alla dinamica dei mezzi continui:

Assunzione fondamentale della dinamica del corpo continuo. Ad ogni
parte, cioé ad ogni volume, di un corpo continuo si richiede di soddisfare
le due equazioni di bilancio.

1.3.1 Variabili dinamiche

Per inquadrare il problema nella giusta prospettiva, come prima cosa
si fara un exursus sulle variabili dinamiche associate ai sistemi di parti-
celle e sulle loro interrelazioni. Una particella in moto é caratterizzata
fondamentalmente dalla sua velocita v e dalla resistenza che presenta
alle variazioni di velocita. L’azione I che in un dato intervallo di tempo
At agisce sulla particella modificandone la sua velocita ¢ detta impul-
s0.17 ’impulso per unita di tempo rappresenta la forza F applicata alla
particella ad un dato istante di tempo t: F = lima¢—; (I/At). L'impulso
necessario per annullare la velocita della particella ad un dato istante
rappresenta infine la quantita di moto P a quell’istante. Ne consegue
che nell'intervallo di tempo At = t, — t; 'impulso vale la differenza
della quantita di moto: I(At) = P(t2) — P(t1), e che quindi la forza F
rappresenta la derivata della quantita di moto: F = dP/ dt, relazione
nota come prima equazione di bilancio.

La quantita di moto, impulso necessario ad un dato istante per annul-
lare la velocita della particella, rappresenta una funzione della velocita

141 e leggi di Newton, Newton’s laws nella letteratura inglese, comprendono il principio
di inerzia, la proporzionalita tra forza ed accelerazione ed infine la legge di azione e
reazione.

15 Linear momentum o, piu semplicemente, momentum nella letteratura inglese.

16 Angular momentum oppure moment of momentum nella letteratura inglese.

17 Impulse nella letteratura inglese.

della particella. Per velocita sufficientemente piccole rispetto alla ve-
locita della luce nel vuoto tale legame puo ritenersi lineare: P = myv,
dove il coefficiente di proporzionalita m rappresenta la massa'® della
particella.

Nel caso di un sistema di particelle occorre aggiungere il momento de-
gli impulsi H, il momento delle forze M, che risulta essere il momento
degli impulsi per unita di tempo: M = lima;—(H/At), e infine il mo-
mento della quantita di moto L, il cui incremento in un intervallo di
tempo uguaglia il momento degli impulsi: H(At) = L(ty) — L(t;). Ne
risulta la seconda equazione di bilancio: M = dL/ dt.

1.3.2 Estensione al caso continuo

Cio premesso, si tratta ora di estendere le due equazioni di bilancio
al caso di un corpo continuo. Si consideri allora un volume V interno
alla generica configurazione deformata B del corpo (fig. 1.6). Detta F la

. configurazione ad
un istante generico

Figura 1.6: Volume V generico

forza'? totale agente nel volume V, e detta P la quantita di moto totale
relativa a tale volume, il bilancio della quantita di moto si scrive:

F =P, (1.30)

dove il punto indica derivazione materiale, cioe valutata seguendo I'e-
voluzione del volume V nel corso del tempo. Se poi si indica con M il
momento delle forze?° e con L il momento della quantita di moto en-
trambi relativi al volume V, il bilancio del momento della quantita di

18 Mass nella letteratura inglese.
19 Force nella letteratura inglese.
20 Moment of forces nella letteratura inglese.
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moto analogamente si scrive:
M=1. (1.31)

Per rendere operative le equazioni di bilancio (1.30) e (1.31) occorre pre-
cisare, relativamente al modello di corpo continuo, i concetti di quantita
di moto, di momento della quantita di moto, di forza e di momento delle
forze, concetti che in tali equazioni compaiono.

Nel caso statico, ovverossia in assenza di variazioni della quantita
di moto e del momento della quantita di moto, le due equazioni di
bilancio (1.30) e (1.31) si riducono alle due equazioni di equilibrio alla
traslazione e alla rotazione rispettivamente:?!

F =0, (1.32)
M=o, (1.33)

note come equazioni cardinali della statica. Si ribadisce che le equazio-
ni di bilancio (1.30) e (1.31), oppure quelle di equilibrio (1.32) e (1.33),
devono essere valide per ogni volume V estraibile dal corpo: le sole
equazioni di bilancio, o di equilibrio, globali (relative a tutto il corpo B)
sono sufficienti a stabilire la dinamica, o la statica, del corpo rigido ma
non del corpo continuo deformabile.

1.3.3 Massa

Ad ogni volume V estraibile dal corpo (fig. 1.6) viene associata la sua
massa m (V). La massa risulta quindi una funzione scalare di dominio:
V—=m(V).

La massa per unita di volume p, detta densita o massa specifica,??
definita in un qualunque punto P del corpo, risulta:

(1.34)

Se la massa per unita di volume esiste, ovverossia se esiste il limi-
te (1.34), la massa associata ad un dato volume V viene recuperata via
integrazione:

m(V) = vadV. (1.35)

21 Equilibrium equations nella letteratura inglese.
22Mass per unit volume oppure mass density, o piul semplicemente density, nella
letteratura inglese.

Un caso in cui il limite (1.34) non esiste ¢ quello di una massa
concentrata 71 in un punto P:

m sePeV
m((V) = {0 sePeV . (1.36)

1.3.4 Quantita di moto e momento della quantita di moto

Con riferimento alla fig. 1.7, si suddivida il volume generico V, appar-

zZA

¥ AVi

Y

Figura 1.7: Partizione di V

tenente al corpo B, in un certo numero di parti AVj, e siano P; un punto
interno alla generica parte AVj, v(P;) la sua velocita ed infine r(P;) il vet-
tore posizione del punto P; rispetto al polo O di riduzione dei momenti.
La “finezza” 6 della partizione puo essere caratterizzata dal massimo
diametro delle sfere circoscritte ai volumi AV;.

Nell’ambito della meccanica newtoniana la quantita di moto e il mo-
mento della quantita di moto (rispetto al polo O) della parte AV; si
possono “approssimativamente” porre nella forma:

P; ~ m(AV)v(P;) = %v(mmw, (1.37)
Li ~ r(P;) X [m(AV)v(P;)] = %r(&) K V(P)AV,,  (1.38)
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Tenendo conto della definizione (1.34) di densita la quantita di moto e
il momento della quantita di moto (rispetto al polo O) globali (di tutto il
volume V) saranno allora approssimati dalle seguenti somme:

P~ > p(P)v(P)AV;, (1.39a)

1

L~ > p(P)r(P;) x v(P)AV;. (1.39b)

1

Le due somme (1.39) definiscono due integrali tripli (secondo Riemann)
che ¢ naturale assumere quali definizioni di quantita di moto e di
momento della quantita di moto nel caso di un corpo continuo:

P=J pvdV, L=J pr xvdV. (1.40)
1% 1%

Dato che il volume V spaziale varia in generale nel tempo, essendo
il corrispondente di un dato volume materiale V, per il calcolo delle
derivate materiali della quantita di moto e del momento della quantita di

moto serve il teorema del trasporto (di Reynolds), nella forma particolare
che assume quando sotto il segno di integrale compare la densita p:

W: vafdv, (1.41)

dove f € una qualunque funzione vettoriale. Le derivate materiali della
quantita di moto e del momento della quantita di moto valgono allora:

P:J pvdv, i:J prx vdv, (1.42)
\% 1%

avendo tenuto conto che:

FXV=FXV, (1.43)

poiché ¥ x v=vx v =0.

Appendice (Meccanica dei fluidi). Nella meccanica dei fluidi si adotta un
punto di vista euleriano, ovverossia la descrizione del moto e dello stato del
fluido e fatta utilizzando campi spaziali, che quindi descrivono, ad un dato
istante e in una data parte di spazio, lo stato del fluido che in quell’istante si
trova in quella parte di spazio. Sinoti che la derivazione materiale di un qualun-
que campo spaziale puo sempre eseguirsi, analogamente alla (1.28), senza fare

riferimento alla funzione di deformazione (o al campo degli spostamenti), ma
semplicemente basandosi sul campo spaziale delle velocita e che la scrittura
delle equazioni di bilancio necessita della conoscenza del solo campo spaziale
delle velocita.

Per descrivere, da un punto di vista euleriano, lo stato di un fluido ad
un generico istante si puo quindi utilizzare il campo spaziale delle velocita
v che mappa una regione R dello spazio euclideo £ nello spazio vettoriale
ordinario V:

VIRXT -V, (x,1) — v(x,t), (1.44)

dove x ¢ il generico punto spaziale appartenente alla regione R. Naturalmente
si suppone che il campo delle velocita sia regolare, secondo le richieste del
modello continuo.

Il compito principale riservato al campo (1.44) e quello di fornire la quantita
di moto e il momento della quantita di moto di un qualunque volume finito V
tramite le (1.40). Ci si rende quindi conto che il significato di tale campo con-
tinuo di velocita non é quello di fornire le velocita locali dei singoli elementi
di fluido, bensi quello di riprodurre, ad una scala macroscopica, la quantita di
moto e il momento della quantita di moto di un qualunque volume V. In questo
senso il campo delle velocita € una variabile virtuale non direttamente osserva-
bile ma capace di fornire, tramite le (1.40), delle quantita suscettibili di misura
diretta. In altri termini, la velocita v(x,t), deve intendersi approssimativamente
quale limite del rapporto P(V)/m(V), limitatamente a volumi V macroscopici.
D’altronde questo ¢ il caso di tante altre variabili fisiche, anche se questo non
viene quasi mai detto esplicitamente, come nel caso della densita p definita
dalla (1.34).

Naturalmente, scelto un dato volume materiale di fluido, individuato per es.
dalla sua posizione V (ty) ad un dato istante ty, ¢ sempre possibile integrare
il campo delle velocita in un campo di spostamenti ed ottenere cosi le traiet-
torie degli elementi fluidi del dato volume. Occorre pero ricordarsi che queste
traiettorie hanno in generale solo un significato medio, e che non ¢ in tal mo-
do possibile in generale prevedere dove un elemento di fluido si trovera ad un
dato istante di tempo.

Si conclude dimostrando il teorema del trasporto (1.41). A tale scopo occorre
innanzitutto osservare che, per il teorema di cambiamento di variabile, la (1.35)
diventa:

m(V) = vadV = Jv pJdVy. (1.45)
0

dove J ¢ lo jacobiano della deformazione. Se il volume V spaziale, funzione in
generale del tempo, corrisponde sempre al dato volume materiale Vj, l'ipotesi
che la massa si conservi impone che la massa m (V) associata al volume sia
indipendente dal tempo. Dalla (1.45) si deduce allora che I'integrale fvo pJdV,
non dipende dal tempo e questo per ogni V. Tale invarianza deve quindi va-
lere anche localmente, cioe la quantita pJ, se valutata ad ogni istante per la
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stessa particella materiale (X = cost), deve essere indipendente dal tempo. Ne
consegue infine:

2] =0. (1.46)

Cio premesso si ha, applicando due volte il teorema di cambiamento di variabile
e tenendo conto della (1.46):

W = JVO % (pJF)dV = JVO pJfdv = vafdv, (1.47)

come volevasi dimostrare. Si noti che é sottinteso che nel termine fvo pJfdv

le funzioni in gioco siano materiali, per cui in tal caso risulta f = 0f /ot. Invece
nel termine [, pf dV é sottinteso che le funzioni siano spaziali e dunque in tal
caso siha f =0f/ot + (grad v) f.

1.3.5 Equazioni di bilancio in forma integrale

Nel caso di un mezzo continuo, le equazioni di bilancio si
specializzano nella seguente forma finita:

F(3V) + F(V) = P, (1.48)
M@V) + M(V) = I, (1.49)

dove F(0V) e M(dV) sono le forze e i momenti globali trasmessi attraver-
so il contorno 0V, mentre F(V) e M(V) sono le forze e i momenti globali
che competono al volume V.

Queste due equazioni devono valere per ogni volume V di B. Intro-
ducendo le forze e i momenti specifici e tenendo conto delle (1.42), le
equazioni di bilancio assumono la seguente forma integrale:

JavtdS+Jv(f—pv) dv + > Fi =0, (1.50)

L rxtdS+J rx(f-pv)dv + > rixF;=0. (1.51)
\4 \4

dove t indica la tensione interna, f la forza per unita di volume e si ¢
tenuto conto che per i corpi semplici i momenti specifici sono ottenuti
quali momenti delle forze specifiche. Nelle equazioni (1.50) e (1.51)
si ¢ anche tenuto conto della presenza di eventuali forze concentrate
F; in un numero finito di punti di V. Si noti che la presenza di forze

concentrate nella versione integrale (1.50) e (1.51) delle equazioni di
bilancio non crea alcuna difficolta formale, a differenza di quello che
succede nel caso delle equazioni del moto, che invece rappresentano la
versione differenziale delle equazioni di bilancio.

Nel caso statico, cioe quando le accelerazioni sono nulle, le (1.50)
e (1.51) si specializzano nelle equazioni di equilibrio:

JavtdS+Jvde+ziFi=0, (1.52)

J rxtdS+Jr><de+Z.ri><Fi:0, (1.53)
A% 1% t

equazioni che rappresentano le equazioni cardinali della statica nel caso
del corpo continuo. Si ricorda che tali equazioni devono valere per un
qualunque volume V' contenuto nel corpo.

1.4 Piccoli spostamenti e piccole deformazioni

E noto che molti corpi solidi reali si deformano poco anche se soggetti
ad azioni esterne notevoli e questo conduce alla possibilita di notevoli
semplificazioni. E perd necessario essere pitl precisi, in quanto ¢é eviden-
te che diminuendo opportunamente 1'entita delle azioni esterne si puo
sempre fare in modo che le deformazioni siano sufficientemente picco-
le. La chiave é naturalmente nella espressione “azioni esterne notevoli”,
che indica genericamente azioni senz’altro non inferiori a quelle a cui il
corpo si trova normalmente ad essere soggetto. In altri termini, per par-
lare di piccole deformazioni queste devono essere dovute agli effettivi
carichi normalmente agenti.

Se un corpo solido reale € vincolato in modo tale da non poter subire
degli spostamenti rigidi, non solo le deformazioni, ma anche gli spo-
stamenti che conseguono all’applicazione delle azioni esterne effettive
sono spesso di piccola entita. D’altronde se il corpo, non sufficiente-
mente vincolato, puo subire degli spostamenti rigidi di notevole entita,
mentre le deformazioni continuano ad essere spesso ancora di piccola
entita, cio non puo dirsi in generale per gli spostamenti. Tuttavia € in
tal caso spesso possibile ottenere un campo di spostamenti di piccola
entita se agli spostamenti complessivi vengono tolti i contributi di un
opportuno campo di spostamenti rigidi.

Cio premesso, si puo allora ottenere una notevole semplificazione dei
problemi di meccanica dei solidi sviluppandoli sotto 'ipotesi di piccoli
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spostamenti e piccole deformazioni, con 1'avvertenza che per “sposta-
menti” deve intendersi in generale “spostamenti a meno di un opportu-
no campo di spostamenti rigidi”. Naturalmente la “piccolezza” sia degli
spostamenti che delle deformazioni puo essere pitl 0 meno pronunciata
e quindi pit o meno accettabile nelle varie circostanze. Si comprende
quindi come vi possano essere diversi gradi di applicazione delle sem-
plificazioni che ne derivano. Nel seguito elencheremo alcune possibilita
di semplificazione basate sulla ipotesi di piccoli spostamenti e piccole
deformazioni, chiarendo cosi i limiti di applicabilita che ne conseguono.

1.4.1 Corpo rigido

La semplificazione piu drastica ¢ naturalmente quella di trascurare
completamente le deformazioni, il che conduce direttamente al modello
di corpo rigido. Se il corpo e sufficientemente vincolato gli spostamen-
ti sono nulli e la configurazione finale coincide con quella iniziale. Se
invece il corpo ¢ libero di muoversi il suo moto e rigido, il campo degli
spostamenti a meno del moto rigido ¢ nullo, e la configurazione finale
differisce da quella iniziale. In entrambi i casi I’equilibrio (o piu in gene-
rale il bilancio) viene scritto nella configurazione finale, che é quella in
cui sussiste I’equilibrio (o il bilancio). Nel primo caso la configurazione
finale coincide, come detto, con quella iniziale, mentre in entrambi i casi
si tratta di una configurazione indeformata. L’ipotesi di indeformabilita
puo quindi essere separata nelle tre ipotesi seguenti:

1. Spostamenti nulli, eventualmente a meno di un moto rigido;
2. Deformazioni nulle;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata (nella
configurazione iniziale indeformata se ¢ impedito il moto rigido).

Come gia detto, il modello di corpo rigido € una semplificazione trop-
po drastica, poiché elimina la possibilita di poter calcolare non solo
la deformazione e gli spostamenti aggiuntivi dovuti a questa, il che e
evidente, ma anche le tensioni interne.

1.4.2 Teoria del primo ordine

Per poter calcolare sia la deformazione che la sollecitazione di un cor-
po solido occorre quindi mettere in conto la deformazione stessa. Il mo-
do piu semplice per farlo é di assumere I'ipotesi di piccolezza sia degli

spostamenti che della deformazione con tutte le conseguenti approssi-
mazioni. Il che poi da una parte significa linearizzare le relazioni dipen-
denti dagli spostamenti e dalle deformazioni trascurando tutto cio che
e di ordine superiore al primo negli stessi spostamenti e deformazioni.
Dall’altra parte significa invece approssimare, ai fini della scrittura del-
le equazioni di equilibrio (oppure di bilancio), la configurazione finale
deformata con una configurazione indeformata vicina, grazie all'ipote-
si di piccolezza degli spostamenti che conducono dalla configurazione
indeformata a quella deformata.

A questo punto é bene segnalare che anche ad eventuali spostamenti
rigidi di piccola entita vanno applicate le approssimazioni di cui sopra.
In altri termini, un campo di spostamenti rigidi piccolo puo essere li-
nearizzato, trascurando tutto cio che ¢ di ordine superiore al primo nei
parametri lagrangiani che lo descrivono. Non solo, ma anche la confi-
gurazione finale puo essere approssimata dalla configurazione iniziale.
Se allora il corpo é vincolato a non subire spostamenti rigidi di note-
vole entita (potendoli pero in generale subire di piccola entita) la con-
figurazione finale deformata puo confondersi con quella indeformata
iniziale.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del primo ordine. Riassumendo, una teoria del primo
ordine e basata sulle seguenti ipotesi:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;
2. Piccole deformazioni;

3. Equilibrio scritto in una configurazione indeformata vicina a quel-
la deformata (nella configurazione iniziale indeformata se sono
impediti spostamenti rigidi di notevole entita).

Si noti che in una teoria del primo ordine ’equilibrio viene scritto in
una configurazione indeformata, come se il corpo fosse rigido. Si puo
quindi enunciare la seguente

Equivalenza statica. La statica di un corpo deformabile, sviluppata con
le approssimazioni di una teoria del primo ordine, coincide con quella
dello stesso corpo considerato rigido.

La meccanica dei solidi usualmente sviluppata nella scienza del-
le costruzioni € una teoria del primo ordine, quindi basata sull’ipo-
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tesi di piccoli spostamenti e piccole deformazione e su tutte le sue
conseguenze.

1.4.3 Teoria del secondo ordine

Vi sono casi in cui le azioni esterne applicate sono tali che non ¢
lecito scrivere l'equilibrio in una configurazione indeformata vicina a
quella deformata, nonostante gli spostamenti (eventualmente a meno di
un moto rigido) e le deformazioni dovute alle stesse forze possano an-
cora essere considerati piccoli. La piccolezza degli spostamenti e delle
deformazioni permettono ancora di trascurare i termini di ordine su-
periore negli spostamenti e nelle deformazioni stesse ma non vi e piu
I’equivalenza statica tra sistemi deformabili e sistemi rigidi.

Questi casi si presentano quando la coincidenza della struttura defor-
mata con quella indeformata si ottiene al prezzo di trascurare termini
piccoli negli spostamenti (anche del primo ordine) che pero modificano
quantita altrimenti nulle. Se tali quantita intervengono nelle equazioni
di equilibrio, non sempre la loro piccolezza garantisce la loro trascura-
bililita. In tale ottica la singola quantita puo essere si semplificata, pero
trascurando termini di ordine superiore rispetto ad altri che devono in
ogni caso comparire nelle equazioni di equilibrio.

Un modello sviluppato utilizzando queste approssimazioni prende il
nome di teoria del secondo ordine. Quindi una teoria del secondo ordine
¢ basata solo sulle prime due ipotesi alla base di una teoria del primo
ordine:

1. Piccoli spostamenti, eventualmente a meno di un moto rigido;

2. Piccole deformazioni.

1.4.4 Grandi spostamenti e piccole deformazioni

Vi sono casi, come quelli relativi a travi molto snelle, in cui gli spo-
stamenti possono facilmente diventare grandi non tanto perché le de-
formazioni sono grandi, ma in quanto queste sono distribuite su una
notevole lunghezza. Ne risulta che in tal caso non sono piu possibili le
linearizzazioni dovute all’ipotesi di piccoli spostamenti, ma continuano
ad essere lecite quelle dovute all'ipotesi di piccole deformazioni. Poiché
I’equilibrio puo essere scritto in una configurazione indeformata vicina
a quella deformata solo se gli spostamenti sono piccoli, in tal caso tale
approssimazione non e di conseguenza mai lecita.

Quindi un modello di trave molto snella puo essere basato solo sulla
seconda ipotesi alla base di una teoria del primo ordine, e cioe quella di
piccole deformazioni.
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Analisi della tensione

2.1 Tensore degli sforzi di Cauchy
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2.3 Equazione di equilibrio al contorno
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2.7 Significato fisico delle componenti
dell’equazione di Cauchy
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Capitolo 3

Analisi della deformazione

3.1 Cinematica linearizzata

Nel seguito sara sviluppata la cinematica dei corpi solidi nell’ambito
dell’ipotesi di piccoli spostamenti e piccole deformazioni. Questo signi-
fica che la cinematica sara linearizzata rispetto agli spostamenti. Poiché
gli spostamenti sono un campo vettoriale definito nella configurazione
di riferimento, bisogna innanzitutto precisare in che senso e fatta tale
linearizzazione. Si consideri a tale scopo un dato campo u di sposta-
menti definito in By (fig. 3.1) e lo si “amplifichi” tramite uno scalare
A generico. Si ottengono cosi tutti i campi del tipo Au aventi la stessa

B
Bo

Figura 3.1: Campo di spostamenti

“direzione” (ovverossia la stessa forma) di quello originale. Il campo ori-
ginale corrisponde a A = 1. Uno spostamento u’ che non ha la direzione
di u individua un altro insieme di spostamenti Au’.

MdS Parte I — 23 settembre 2007

Per linearizzare una qualunque funzione degli spostamenti basta al-
lora sostituire Au a u nell’espressione della funzione, rendendola cosi
funzione della variabile reale A. E cosi possibile sviluppare I’espressio-
ne in serie di potenze di A e trascurare indi i termini di ordine supe-
riore al primo. Ponendo infine A = 1 si ripristina la dipendenza dallo
spostamento u della funzione cosi semplificata.

Naturalmente, quando una funzione dipende da una quantita scalare
che sia del primo ordine rispetto agli spostamenti, la quantita scalare
stessa assume il ruolo di parametro rispetto al quale viene eseguito lo
sviluppo in serie di potenze.

E anche evidente che tutte le volte che in un termine compare il pro-
dotto di due o piu quantita che siano almeno del primo ordine negli
spostamenti, il termine stesso é trascurabile nel senso sopradetto.

Si noti infine che il gradiente degli spostamenti H = Gradu ¢ una
funzione dello spostamento omogenea di grado 1 e risulta quindi dello
stesso ordine dello spostamento:

Grad(Au) = A Grad u. (3.1)
Dimostrazione. Infatti si ha:

A(Au) = Grad(Au) AX +o(|AX]),
A(Au) = AGradu AX + o(|AX]),

per ogni AX. Poiché:
A(Au) = Au(X + AX) — Au(X) = A(u(X+ AX) — u(X)) = A(Au),

ne risulta immediatamente la tesi. [ ]

3.2 Tensori di deformazione

3.2.1 Tensori di deformazione e di rotazione infinitesime

Il gradiente degli spostamenti H puo essere decomposto nella somma
di una parte simmetrica € e di una parte emisimmetrica w:

H=¢+ w, (3.2)
dove:
1 T
e=5 (H+H'), (3.3)
27
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w = % (H - HT) . (3.4)

Le componenti di € e w in un sistema di riferimento cartesiano
ortogonale, ricordando le componenti (1.14) di H, risultano:

1 (0ou; auj 1 (ou; auj
i =5 (an Yox) WvTalex, Tax,) O
Poiché H ¢ dello stesso ordine degli spostamenti, questo e vero anche

per le sue parti simmetrica e emisimmetrica. Questo implica che vale
I’approssimazione lineare:

IT+w)(+e)=U+e)(I+w)=T+€e+w=1+H. (3.6)

L’azione di I + H su un qualunque vettore materiale equivale dunque,
nell’approssimazione lineare, all’applicazione successiva di I + w e di
I + € in un ordine qualunque. La (3.6) consente quindi di esprimere la
relazione (1.12) tra un elemento di linea materiale dX e il corrispondente
elemento di linea spaziale nella forma approssimata:

dx~ I+ w)(I+e€)dX = (I+¢€) I+ w)dX. 3.7)

Poiché w é emisimmetrico, la quantita I + w rappresenta, a meno di
infinitesimi di ordine superiore negli spostamenti, una rotazione rigida
dell’intorno del punto X in cui w é calcolato (¢ una rotazione rigida del-
I'intorno di X, non di tutto il corpo, poiché w ¢ in generale variabile da
punto a punto). Per tale motivo w € detto tensore di rotazione infini-
tesima,! dove la dizione “infinitesima” ricorda che cid é vero solo nel-
I'approssimazione lineare. La rotazione rigida dell’intorno puo essere
rappresentata da un vettore di rotazione infinitesima @ tale che:?

wa=@ xa. (3.8)

per ogni vettore a. E immediato verificare che le relazioni tra le com-
ponenti del tensore di rotazione infinitesima e quelle del vettore di
rotazione infinitesima risultano:

0 Pz Py Wzy
[w]l=| Pz 0 —®x|  (p}=1Wxz1, (3.9)
Py Px 0 Wyx

L Infinitesimal rotation tensor nella letteratura inglese.

2Ad ogni tensore emisimmetrico corrisponde un vettore soddisfacente la (3.8), detto
vettore assiale del dato tensore (emisimmetrico). Vettore di rotazione infinitesima viene
reso con infinitesimal rotation vector nella letteratura inglese.

Siribadisce che I+ w rappresenta una rotazione dell’intorno di un punto
del continuo nell’ipotesi di piccoli spostamenti. In generale una rotazione
€ rappresentata da una matrice ortogonale e non, a meno dell’identita,
da una matrice emisimmetrica.

Nell’approssimazione lineare, dunque, la parte simmetrica di H rap-
presenta tutta la deformazione dell’intorno, essendo ottenuta depuran-
do gli spostamenti dell'intorno da un moto rigido. Inoltre, la deforma-
zione dell’intorno di un punto ¢ nulla se il moto dell'intorno é rigido,
cioé se, nell’approssimazione lineare, H ¢ emisimmetrico e quindi se la
parte simmetrica e nulla. La parte simmetrica € di H rappresenta dun-
que tutta la deformazione nell’intorno di un punto e si annulla se e solo
se I'intorno non si deforma. Per tale motivo € ¢ chiamato tensore di de-
formazione infinitesima,® dove ancora una volta la dizione “infinitesima”
ricorda che cio e vero solo nell’approssimazione lineare.

3.3 Dilatazione lineare e scorrimento tra due
linee

Nel seguito si calcoleranno alcune misure di deformazione sfruttando
il tensore € di deformazione infinitesima. Si tenga conto che al fine del
calcolo delle misure di deformazione si possono depurare gli sposta-
menti nell’intorno di un punto della quota dovuta alla rotazione rigida
e scrivere di conseguenza, in accordo alla (3.7):

dx~ (I+€) dX oppure du=~edX. (3.10)

3.3.1 Dilatazione di una linea

Sia rg il versore di una direzione uscente dal punto materiale X di un
continuo. Un elemento lineare dX, uscente da X ed avente la direzione
e il verso di ro puo essere messo nella forma (fig. 3.2):

dX'y = derO, (3.11)

dove dL, rappresenta la lunghezza dell’elemento di linea. All’elemento
dX; uscente da X corrisponde, grazie alla (3.10), I'’elemento dx, uscente
da x tale che:

dx, = (I+¢€) dX, = dL, (I + €) ro. (3.12)

3 Infinitesimal deformation tensor nella letteratura inglese.
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du
r(\ dx,

dX,

X X

Figura 3.2: Calcolo della dilatazione lineare

Il modulo d¥, di dx, risulta quindi:

dly = \Jdx, - dx, = dL\ro - (1+€)° ro (3.13)

Nell'ipotesi di piccoli spostamenti, e quindi di piccole deformazioni,
vale I'approssimazione:

(I+€)?=1+2e+€~1+2e€. (3.14)

Sfruttando inoltre lo sviluppo in serie di MacLaurin:

\/1+x=1+%x+o(x), x € R, (3.15)

la (3.13) permette di scrivere allora:

d¥, =~ dLy\1 +2rg-€rg=dL,(1+rp-€rp). (3.16)

Ricordando che per definizione la dilatazione lineare €, della linea
uscente da X e avente la direzione di r( vale:

d‘g‘r - dLr
€y = T, (3.17)
inserendo la (3.16) nella (3.17) si ottiene infine:
€ = Fo - €Y. (3.18)

3.3.2 Scorrimento di due linee inizialmente ortogonali

Siano rg e sg i versori di due direzioni uscenti dal punto materiale X
di un continuo e ortogonali tra loro (fig. 3.3), quindi tali che:

Fo-So = 0. (319)

Due elementi lineari dX, edX; uscenti da X ed aventi le direzioni ei

"& dx,

dX, So
/

X dX; % —Yrs X

dx;

B

Figura 3.3: Calcolo dello scorrimento tra due linee inizialmente ortogonali

versi di ¥y e 5o possono essere messi nella forma:
de = dL'rrO. dXS = dLSS(), (3.20)

dove dL, e dL; sono i moduli dei due elementi di linea. Gli elementi
lineari dx, e dx; corrispondenti nella deformazione ai due elementi di
linea materiali dX, e dX; valgono:

dx, = (I+¢€) dX, = dL, (I + €) ro, (3.21a)

avendo ancora una volta depurato, in accordo alla (3.10), il contributo
dovuto alla rotazione rigida dell’intorno. Se y,s rappresenta lo scor-
rimento tra gli elementi di linea dX, e dX; inizialmente ortogonali,
I'angolo tra gli elementi spaziali dx; e dx; vale 11/2 -y, e quindi risulta:

) dX‘r - de (3 22)

. Tt
S Yrs = €08 (_ SYr) = e al
v N

2

dove d¥, e d¥; sono i moduli di dx, e dx; rispettivamente. Si tenga ora
conto che tra le lunghezze df, e df; degli elementi di linea spaziali e
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quelle dL, e dL; degli elementi di linea materiali valgono le relazioni
seguenti:
d’gr = (1 + 67’) dLy, d‘gs = (]. + 65) dLg, (3.23)

dove €, e €, sono le dilatazioni degli elementi di linea dX, e dX; rispet-
tivamente. Inserendo nella (3.22) le relazioni (3.21) e (3.23) e tenendo
conto che I + € é un tensore simmetrico si ottiene allora:

¥o - (I+e)zso
(1+e)(+es)

Yrs = arcsin (3.24)

Poiché ro - Isy = ro - so = 0, avendo sfruttato la relazione di orto-
gonalita (3.19), ed utilizzando I'approssimazione (3.14) dalla (3.24) si
ottiene:

Yrs ~ arcsin i i(g).(elsi)es)' (3.25)
Tenendo poi conto del seguente sviluppo in serie di MacLaurin:
1+x)'=1-x+o0(x), x€R, (3.26)
risulta, nell’approssimazione lineare:
A+e) 1 +e) P ~1-¢ —¢s. (3.27)

La (3.25), sfruttando 1'approssimazione (3.27) e lo sviluppo in serie di
MacLaurin della funzione arcsin:

arcsinx = x + o(x), x € R, (3.28)
fornisce infine il risultato cercato:

Yrs = 2(ro- €5p). (3.29)

3.3.3 Significato fisico delle componenti del tensore di
deformazione

Sia dato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz e sia-
no ey, e, ¢ e; i versori degli assi cartesiani. Nell'ipotesi di piccoli spo-
stamenti, tenendo quindi conto della relazione (3.18), le dilatazioni delle
linee uscenti da un punto materiale X del continuo e parallele agli assi
coordinati valgono:

Ex X ex €€y, €y=ey-€€),, €;=Ee€;-€e;. (3.30)

se € ¢ il tensore di deformazione infinitesima nell’intorno del pun-
to X. Analogamente, gli scorrimenti delle stesse linee, ricordando la
relazione (3.29), risultano:

Yzy = ¥Yyz = 2(ez - fey),
Yxz = ¥Yzx = Z(ex . Gez), (3.31)
Yyx = Yxy = 2(ey . eex)-

Dalle (3.30) e (3.31) consegue quindi la seguente rappresentazione del

tensore di deformazione infinitesima € nel dato sistema cartesiano
ortogonale Oxyz, valida nell'ipotesi di piccoli spostamenti:

€x %ny %sz
1 1
[e] = | 2¥yx €y  3¥yz|. (3.32)

%sz %Yzy €z
3.4 Scorrimento tra una linea ed una superficie
Siano date, nella configurazione B di riferimento di un corpo, una

linea L ed una superficie §( inizialmente ortogonali, e sia X il loro punto
di intersezione (fig. 3.4). Si orientino sia la linea, scegliendo il verso-

Figura 3.4: Scorrimento tra una linea ed una superficie

re tp tangente alla linea L nel punto X, che la superficie, scegliendo il
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versore N ortogonale alla superficie 8§y nel punto X, in modo tale che i
due versori siano equiversi. Dopo la deformazione il versore t tangente
nel punto spaziale x alla linea deformata £, non é piu, in generale, or-
togonale alla superficie § deformata. Siano 71 il piano tangente in x alla
superficie spaziale § e 11y il piano tangente in X alla superficie materiale
8o (fig. 3.5). Siano poi s il versore della retta orientata individuata dalla
proiezione sul piano 1t della tangente alla linea £, ¥ uno dei due versori
della retta appartenente al piano 7t ed ortogonale ad s ed infine y I'an-
golo tra la tangente alla linea £ e la normale alla superficie S. Poiché la
direzione del versore s ¢ individuata dalla proiezione del versore tan-
gente t, i versori n, t ed s stanno su un piano ed r ¢ ortogonale a tale
piano. Di conseguenza y rappresenta lo scorrimento tra la linea mate-
riale L e una qualunque linea di 8¢ che dopo la deformazione ha s quale
versore tangente, mentre lo scorrimento tra la linea materiale L e una
qualunque linea che nella configurazione deformata ha per tangente r ¢
nullo. Si vuole ora individuare il valore dello scorrimento, rispetto alla
linea L, di una linea generica di 8.

Sia allora v il versore di una generica retta di 7r. Se una linea di 8y
si deforma in una linea di tangente v allora lo scorrimento y, tra tale
linea e la linea L soddisfa la relazione:

. ™ Py
siny, =cos|— — =costv=t-v=
Yv (2 y”) (3.33)
=t-{(v-s)s+(v-r)r} =(v-s)(t-s) = (sinys)-v,
poiché siny =t - s.
In definitiva, posto:
y =sinys, (3.34)
nA
¢ Y 4t
/_\ ‘y
s
X >
/r/ v
us T
E —Yv

¢—1

Figura 3.5: Particolare del piano tangente in x a 8

risulta:
siny, =y-v. (3.35)

Il vettore y, definito dalla (3.34), assume quindi il significato di scor-
rimento tra la linea L e la superficie 8y, rappresentando, attraverso la
dipendenza lineare (3.35) dal versore v, gli scorrimenti tra la linea L ed
una qualunque linea appartenente ad 8y. La relazione (3.35) implica che
tali scorrimenti sono compresi tra 0 e y.

Sotto I'ipotesi di piccoli spostamenti, le differenze s — sy e v — vy, cosi
come gli scorrimenti y e y,, sono quantita piccole. Si puo allora porre:

siny =y, sinyy =~ yy, S$=So, V=V, (3.36)

e quindi riferire alla configurazione di riferimento lo scorrimento tra
una linea e una superficie inizialmente ortogonali:

Y = YSo, Yv =Y Vo. (3.37)

3.4.1 Vettore di deformazione

Il tensore di deformazione infinitesimo € trasforma il versore ro di
una qualunque linea 7y uscente dal punto nel vettore € ¥y detto vettore
di deformazione (fig. 3.6).

AFo
A €ErFo
€rp
VOAL,//
Yr/2

Figura 3.6: Vettore di deformazione

Dato che la dilatazione €, della linea 7, vale rg - € ¥o, ne risulta che il
vettore €, ¥y rappresenta la proiezione del vettore di deformazione sulla
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linea 7y (fig. 3.6). La differenza € ro — €, ¢ tra il vettore di deformazione
e la sua proiezione sulla linea ¥y coincide con la proiezione del vettore
di deformazione sul piano perpendicolare a ry. Detto vy un generico
vettore ortogonale a 1y, risulta:

1
(€Erop—€rFp) Vo =Vo-€F) = >Yvr (3.38)
dato che rq - vg = 0. 1l vettore :

Y, = 2(€rg — € Fp), (3.39)

coincide quindi con lo scorrimento tra la linea 7 e il piano ortogonale a
¥o. Se x e v sono due assi ortogonali giacenti in tale piano si ha infine:

Yy = Yxrex t Yyrey. (3.40)

3.5 Coefficiente di dilatazione cubica

Per valutare la variazione di volume nell’intorno di un punto materiale
X si consideri in tale intorno un cubo elementare di lati di lunghezza dL
e paralleli agli assi coordinati di un sistema cartesiano ortogonale Oxyz
(fig. 3.7). 1l volume dVj del cubo indeformato vale quindi:

dVp = dL3 (3.41)
Sempre con riferimento alla fig. 3.7, dove gli assi X, ¥ e Z indicano le di-

z

dL

Figura 3.7: Coefficiente di dilatazione cubica

rezioni uscenti dal punto spaziale x corrispondenti nella deformazione
alle direzioni degli assi x, v e z uscenti dal punto materiale X, il volume
dV del cubo deformato vale:

dV = (1 +€x) (1 + ey) (1 + €2) cOS yyy cosy, dL3, (3.42)

dove yx, € lo scorrimento tra gli assi x e y mentre y, ¢ il modulo dello
scorrimento tral’asse z e il piano xy. Nell’ipotesi di piccoli spostamenti
la (3.42) diventa:

dV ~ (1+€x + €y +€) dL?, (3.43)

avendo tenuto conto che in tale ipotesi risulta cos yxy = 1 e cosy, = 1.
Sfruttando i valori dei volumi deformato e indeformato fornito dal-
le (3.41) e (3.42) si ottiene il valore, nell’approssimazione lineare, del
coefficiente di dilatazione cubica:

~dv -dVy
dV

La rappresentazione (3.32) del tensore € di deformazione infinitesima
permette di identificare il coefficiente di dilatazione cubica con la som-
ma degli elementi diagonali di tale rappresentazione. La somma degli
elementi diagonali della rappresentazione cartesiana ortogonale di un
tensore doppio A, che, come sara mostrato piu avanti, non dipende dal
riferimento, viene detta traccia di A e indicata con tr A. Risulta quindi:

0 ~tre. (3.45)

0 R €x + €y + €. (3.44)

Gli elementi diagonali della rappresentazione cartesiana ortogonale
del tensore w di rotazione infinitesima sono nulli, essendo il tensore
emisimmetrico. Risulta quindi nulla anche la traccia di w e si ha quindi:

tre = tr (Gradu — w) = tr Grad u. (3.46)

La rappresentazione (1.15) del gradiente materiale degli spostamenti e
la definizione di divergenza di un vettore* permettono di porre la (3.45)
nella forma:

0 =~ Divu. (3.48)

4La rappresentazione cartesiana ortogonale della divergenza di un vettore generico a
funzione del punto materiale, e quindi delle sue coordinate materiali X,Y e Z, risulta:

. dax 0ay da:

Diva= —= + =2
Va=Sx Ty Taze

dove liniziale maiuscola dell’operatore di divergenza ricorda che le operazioni

differenziali vanno eseguite nella configurazione di riferimento.

(3.47)
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variazione di volume
che compete a dSo,

approssimativamente
di misura dSp (u- N)

Figura 3.8: Flusso degli spostamenti

Per ottenere quest’ultima formula, si puo anche considerare un volu-
me V (fig. 3.8) contenente il punto materiale X in corrispondenza del
quale si vuole calcolare la dilatazione cubica e tenere conto che la va-
riazione del volume uguaglia, a meno di termini di ordine superiore
negli spostamenti, il flusso sul contorno 0V, del volume degli stessi
spostamenti:

V-V mJ u-NdS. (3.49)
WV
Risulta allora:
J u- NdSo
0 ~ lim 2% = Divu. (3.50)

Vo—X Vo
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Principio dei lavori virtuali
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Si noti che il principio dei lavori virtuali testée dimostrato
non e ristretto all’ipotesi di piccoli spostamenti, poiché tale
ipotesi non é stata utilizzata nella dimostrazione. Si noti co-
munque che la configurazione B e quella nella quale le forze e
le tensioni sono equilibrate e quella in cui ¢ definito il campo
di spostamenti virtuale. Nell'ipotesi di piccoli spostamenti, la
configurazione B del corpo puo essere fatta coincidere con
la configurazione indeformata di riferimento By, che diventa
quindi la configurazione nella quale si eseguono gli integrali
definenti i lavori virtuali:

J p-udSo+J f-udVvy= g-edVy.
aBO Bg Bo

Inoltre, un campo di spostamenti reale, cioe conseguente al-
I'applicazione sul corpo di certe forze, puo essere assunto
quale campo di spostamenti virtuali congruenti, poiché nel
caso di piccoli spostamenti tale campo deve soddisfare, come
un campo di spostamenti virtuali, le equazioni di congruenza
linearizzate.



Capitolo 5

Direzioni principali di tensione e di
deformazione

Applicando un tensore doppio ad un vettore qualunque si ottiene in
generale un vettore avente direzione diversa da quella del vettore origi-
nale. Se sotto I’azione di un tensore A la direzione di un dato vettore v
resta invariata, si dice che tale direzione ¢ una direzione principale di A,
che un asse avente la direzione di v € un asse principale di A ed infine
che v e un autovettore di A. Se v € un autovettore di A deve dunque
risultare:

Av = Ay, (5.1)

e lo scalare A e detto autovalore di A.

Ad un dato autovalore A di un tensore doppio A corrispondono infi-
niti autovettori. Infatti se v € un autovettore corrispondente a A, allora
anche xv, con « generico scalare, € un autovettore corrispondente a A:

A(axv) = x(Av) = x(Av) = A(xv). (5.2)

L’insieme degli autovettori corrispondenti ad un dato autovalore di un
tensore doppio costituiscono inoltre un sottospazio di V. Infatti la (5.2)
mostra che moltiplicando un autovettore per uno scalare si ottiene an-
cora un autovettore corrispondente allo stesso autovalore. Inoltre la
stessa cosa succede se si sommano due autovettori u e v corrispondenti
allo stesso autovalore:

A(lu+v)=Au+Av=Au+Av=A(u+v).

L’insieme di tutti gli autovettori corrispondenti ad un dato autovalore A
di un tensore doppio e detto autospazio di A, mentre l'insieme di tutti
gli autovalori di un tensore doppio A é detto spettro di A. L’autospazio
di A associato ad un dato autovalore A ¢ una retta, un piano o l'intero
spazio a seconda che a A siano associati solo autovettori linearmente
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dipendenti, oppure almeno e non piu di due autovettori linearmente
indipendenti, o infine tre autovettori linearmente indipendenti.

I versori delle direzioni principali sono, per quanto visto, degli au-
tovettori e vengono detti autoversori. Se v e un autovettore di A,
l'autoversore e, equiverso a v vale:

\4

e, = (5.3)

3

Moltiplicando scalarmente per v la relazione (5.1) e risolvendo in A si
ottiene il significato dell’autovalore:

A=e,-Aey. (5.4)

Tenendo presente la definizione delle componenti di un tensore doppio,
la (5.4) afferma che in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale
avente un asse principale tra gli assi coordinati, la componente nella
posizione diagonale corrispondente a tale asse coincide con I’'associato
autovalore.

Nel caso del tensore degli sforzi o, I’equazione (5.1) determinatrice
degli autovalori ed autoversori si scrive:

on=An, (5.5)

dove n rappresenta il versore normale di un elemento di superficie nel-
I'intorno del punto in corrispondenza del quale la tensione interna € in-
dividuata da o. Poiché o nrappresenta la tensione agente nell’elemento
di superficie di normale n,

39
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e augova ofv oMo § é :

€ty = \ Iy

Si ricorda che la dilatazione di una linea ty di versore tg

vale:
€ = lg - €ly.

Ne consegue che un autovalore rappresenta la dilatazione del-
la linea uscente dal punto individuata dall’autovettore asso-
ciato e per tale motivo gli autovalori del tensore di deforma-
zione sono anche detti dilatazioni principali. Se t; ¢ una dire-
zione principale di € allora risulta nullo lo scorrimento y; di
tale linea con il piano perpendicolare:

Y = 2(€t0 — Etto) = 0,

poiché €; rappresenta I’autovalore associato alla direzione t,.
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Ne risulta che una direzione principale puo subire una di-
latazione (salvo che 1’autovalore non sia nullo), ma non degli

scorrimenti con le rette del piano perpendicolare alla stessa
direzione principale.

5.1 Proprieta di estremo

la gmMe no(vaQ a\» }wqm On, J?M}&
GV UMA Cb/faof\"ﬂ faxMMfV& c\i norma»QlL ﬂ/ on\ 25

viR owe Fontiowe sale dld verse n

Gp=1-(dn) .

/‘é_/ T A)WUM l“a
7

Analogamente, la dilatazione €; di una generica linea di di-
rezione to puo essere interpretata come funzione scalare del
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versore {o:
€ = ly - €1y.

Ci interessa determinare i minimi e i massimi di tali funzio-
ni, cioe di o, e €; al variare dei versori normali n e tangenti t

rispettivamente. A tal fine si consideri un generico tensore A
simmeftrico e la funzione scalare:

f(e) =e-Ae
I wiwins ¢ i massiwe & fale Funvionn

winddons on dwe velod shviowsn | Vm‘c\m 04
Fovvioe. £ 2 onbiwsa skl ivgiowe di defius siowg
| widahe on Q' insione doi vermri ) pavo &
Domiocs o Qiwitaho . Vediawe & ddermminare
o ddowac |
U edonsions &l Fmwione £l iveiowe "V
i vk

Ve face cod 4 ongide
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D= (U+09) Al 20) M0V v+ AV)—1 ]
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Analogamente, la massima e la minima dilatazione nel fascio

di sostegno un punto coincidono con il massimo e il minimo
traivalori delle dilatazioni principali.

5.2 Proprieta di ortogonalita
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%«'a CLVY\(,WQ,:
Avi=Ay  « Au=ldy,

\/az?fb‘aw@ MISTR 2 6\&1,69_ (\174,\1 &QQQQ:
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%/\FBH\ ) Pg,r ¢! \'P9rﬂ$4. CL! QfWria cl.A A/rl'Sv/b:

Vie (AV) = (A'wr ) v =(Avr)-y
Q &unqut:

(\2(\{1.1_@ =f\1(1f1“ﬂ> ]
od @v\c\u.-.

(\—N) v v =0

Par i?ahﬂ (\174.&1 p 1u\‘nc{/«‘ ’\1_1_?[1:0

5.3 Sottospazio ortogonale ad una direzione
principale

Una ulteriore proprieta delle direzioni principali dei tensori
doppi simmetrici e che i vettori u ortogonali ad una direzione
principale v si trasformano in vettori ancora ortogonali alla
data direzione principale:

Au-v=0. (1)

In altri termini i vettori del piano (sottospazio) ortogonale alla
direzione principale data sono trasformati in vettori ancora
appartenenti al piano (sottospazio) ortogonale.

Dimostrazione. Infatti, se v ¢ un autovettore di A di autovalo-
re A e u e un vettore ortogonale a v, risulta:

Au-v=u-Av=u-(Av) =0,
come volevasi dimostrare. [ |
Ned caso dd) fewsore 49.8,9; 5p0m/ (@_/D"\_f/(pﬂ
U & U efson (awfewh Va teugiong
kwhmu&& Tou | ajm)re sl caaaa}um A
normale U i direziowse VT O qvwh c;m?oum}e

(JNA] fanQA TANE'N accor&g Con d h&o(“w\w Au rﬁd\){ou‘\\'b\
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! W .. . Nel caso del tensore di deformazione, la (1) rappresenta
\MO\M h&'\%’“’u&‘ ] s aidwiede 3 \Q/QQ CW*?": meta dello scorrimento y,, tralelinee u e v, scorrimento

che deve essere nullo in accordo con il fatto che lo scorri-

\AQM} e du UWG# 2 \'Msfm hﬂﬁwual?& /l:w, mento y, tra la direzione principale v e il piano ortogonale
e nullo. Il vettore eu e dunque perpendicolare alla direzione

WQ SU@J?A Baau‘\‘v(a c\A nofmay.t YV = ch‘m;u‘ou»c U P principale.

e Fa«'u\w\ J &((@u‘m Y(iw‘{)&,/ cv@% 84‘30{)’1/(&

5.4 Calcolo delle direzioni principali
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Analogamente si ottiene:
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g Procedendo allo stesso modo si ottengono le dire-
zioni principali di deformazione:
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5.5 Casi particolari
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5.5.1 Autovalori tutti distinti
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5.5.2 Un autovalore doppio e uno semplice
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5.5.3 Un autovalore triplo
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5.5.4 Sistema di riferimento principale e linee
isostatiche

Dall’analisi di tutti e tre i casi possibili si puo quindi con-
cludere che esistono sempre tre direzioni principali ortogo-
nali tra loro e che quindi ¢ sempre possibile, senza restrizio-
ni, assumere localmente un sistema principale di riferimento
cartesiano ortogonale, avente gli assi coincidenti con tre di-
rezioni principali di tensione. Si sottolinea che il sistema
di riferimento e locale poiché il tensore degli sforzi e quin-
di le sue direzioni principali variano in generale da punto
a punto. Le tre direzioni principali di tensione, ortogona-
li tra loro, associate ad ogni punto del corpo inviluppano
tre famiglie di curve, pure ortogonali tra loro, dette linee
isostatiche. In particolare, le linee isostatiche hanno la pro-
prieta che una qualunque giacitura ortogonale ad una di tali
linee € soggetta solo a tensione normale e non a tensione
tangenziale.

Naturalmente, quanto detto per il tensore degli sforzi va-
le anche per il tensore di deformazione. Tenendo conto che
le direzioni principali di deformazione restano invariate a
seguito della deformazione stessa e che la rotazione rigida
dell’intorno lascia ortogonali tre direzioni inizialmente or-
togonali, si puo affermare che esistono sempre tre direzioni
ortogonali uscenti da un punto che restano ortogonali anche
dopo la deformazione.

5.6 Circonferenza di Mohr relativa ad una
direzione principale

Si fa per il momento riferimento al tensore degli

sforzi.
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Faea @ ofacio).

Assuwgnlo ?osi\iva & tolacions an\ioranafﬁ'&%c!é oly chy
n &%m ndividua Q'ase ¥ %?{&)Hvo. Pertanda
W Fooa gitae:

T
taHZO(OZ-‘ & =__2__.@_7

(02~ 5y)/2 T — 0y

&Q\o C\ML/ M/Q.Ql iYo\ngi da p‘?jvra, /Ltj =0 ) (ix_cyj =0
¢ tanlolo=0. Lo soluziow & kb Qqavionr.
c\k%isw AA W\UQ,\\“)QX AA _721_, '3 Pahm\o (V\c\)\/{z
dvdme %A)‘M\b. aQA I ?rw\a‘mk Z e V‘L

Nel caso del tensore di deformazione vale quanto detto per
il tensore degli sforzi, tenendo conto della opportuna corri-
spondenza tra le variabili. In particolare, in luogo delle nor-
mali alle giaciture nell'intorno di un punto occorre conside-
rare le linee uscenti dal punto. Inoltre, sugli assi del piano
di Mohr vanno riportate le dilatazioni lineari ¢ in ascissa e la
meta degli scorrimenti %y in ordinata.

Si supponga poi che I'asse € sia una direzione principale di
dilatazione e che x e y siano due assi cartesiani ortogonali
nel piano perpendicolare a . Allora la circonferenza di Mohr
relativa alle linee ortogonali alla direzione principale ¢ si puo
tracciare a partire dai punti rappresentativi degli assi x e v,
punti che hanno rispettivamente le coordinate (e, —%yxy) e
(€y, %yxy). Naturalmente la circonferenza intersechera 1’asse
delle ascisse in corrispondenza degli altri due valori principali
di dilatazione €g e €, e i corrispondenti assi § e n saranno
individuati, rispetto agli assi x e 7y, tramite meta degli angoli
relativi ai punti corrispondenti sulla circonferenza di Mohr.

- % YXyI
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5.7 Arbelo di Mohr
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Nel caso del tensore di deformazione, una linea generica v
(uscente dal punto) sara rappresentata, nel piano di Mohr, dal . .
punto di coordinate (€,, %yu), dove €, e la dilatazione della wrWdQQ Oxj% ! MQ' b’u@‘( j} SB{ a g
linea e y, il modulo del vettore scorrimento della linea ri-

spetto al piano ortogonale. Al variare della linea v il punto 6(9-5‘4 wl\‘Q M wn P\N\}o di un or flo COVJ wo .
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Tx = — 1043 — 1042 = — §/200 N/mm2 SO 1 [t

10

ot c,@wh} M | (10,/200 )
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P W;e v R ¢\ duv ?\/Q 500 e -
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) | ' £20,10) | Tuax

Questo risultato puo essere ottenuto anche guardando la 0] 7ANS :l 7 \ .
facci itiva del pi , faccia di te positivo, * ¢ -
accia positiva del piano xv, faccia di asse n uscente positivo %) 20l 3(30’0) -

e notando che la rotazione indotta dalla tensione tangenzia-
le T, agente nella giacitura normale all’asse x e oraria e quindi

ositiva.
P 6:]:6}: 20 N/mm?

Mg

1 =15 N/mm? {j =Ty =10 N/mm?

?@J‘Tl‘\/a M%w\l «&/A@/J (y‘)\ﬁa XY, in 7\)23,‘0 WCLMP_)

w{;,ﬁgﬂv X che, come risulta dalla circonferenza di

visti dalla pagina
positiva individuata
dal versore e, X e,

(che nel caso in
esame coincide con Mohr, soddisfa la relazione :

yr il versore ey)

tan o, = =2,
Por otrengre £ e ?mu‘raQL T awrre rvotare

0)acse x i comeo ”orar:o”(az o %u&(cl@ Ca raT‘m

Ne risulta quindi:

oKy = — arctan v2 = —54.74°.
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XC = arccos 13 = 54.74°

SCALA @
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onesent e ehon
(vwweq Puri

(NP 7

COoS Xy = 1/3

Alternativamente, utilizzando la formula che individua la
direzione principale C rispetto al primo asse (nel nostro
caso l’asse x) si ottiene:

_og-0x 30-10
tan &g = o —J200 V2,

e quindi:
&g = arctan(—+2) = —54.74°.

Tenendo poi conto che:

—+/200
Oy =e -0e, = [0 % - %] /200 ¢ = 20 N/mm?,
—+/200

si puo utilizzare invece la formula che individua entrambe
le direzioni principali. Si ottiene:

tan2a, = =2 = 2V?2,
an 0(0 O-x - 0-1/' 10 - 20 \/_

e quindi:

1
Xy = Earctan(Z\/?) = 35.26°.

Poiché I'arcotangente di un angolo € compresa tra —1t/2 e
/2, applicando tale funzione I'angolo «, che si ottiene é
compreso tra —1r/4 e 1v/4. L’angolo «¢ ¢ all'infuori del dato
intervallo e quindi applicando la funzione arcotangente si
ottiene I'angolo che individua, sempre rispetto all’asse x,
I’altra direzione principale.
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5.9 Esercizio sulle direzioni principali di
deformazione

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo,
in componenti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia
individuato dalle seguenti equazioni scalari:

u=1{(1m2)x*-6y+@m}x107,
v=1{-(3m")x?+3y - (4m)|x107,
w=-(1m2)z*x107%.

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione infi-

nitesimi nel punto P di coordinate (0,0,1 m);

2. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione
rigida dell’intorno del punto P;

3. Determinare dilatazione e scorrimento massimi (in modu-
lo), sempre nel punto P;

4. Con riferimento al sistema locale Pxyz, determinare lo
scorrimento, nel punto P, tra 1’asse x e la bisettrice s del
primo quadrante nel piano yz, orientata dal punto P al-
I'interno del primo quadrante, e dire se I’angolo tra x ed
s aumenta o diminuisce.

SOLUZIONE

Il gradiente degli spostamenti vale:

r

(3 m‘z) x> -6 0
Mrad g] =-(6m)x 3 0 x1073.
0 0 —(3 m‘z)zzJ

N& Funko (0,0,1m) & L\a quindi:

-

0 -6 0]
W& ul=10 3 0 [x107

0 0 —?)J
o -3 o
€)= -3 3 0 |x107,

_O 0 —M

0 -3 o]
flwl =13y 0 o [x107
= J

c o O

Il vettore della rotazione rigida dell’intorno del punto P ha
componenti:

0

TR

x40

e ne risulta una rotazione di ampiezza 3 <1073 rad attorno
all’asse z .
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Circonferenze di Mohr (coincidenti)
relative alle infinite direzioni princi—
pali giacenti nel piano ortogonale a z

7
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Circonferenza di Mohr (degenere)
relativa alla direzione principale z
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A‘,{ VonmQ e in tal caso, piti propriamente, < ?Q(Q/é Av«

GmFrescﬁ' ove %wai)a‘tz .

6.2 Dilatazione semplice

La controparte deformativa della trazione semplice e
lo stato di dilatazione semplice in una data direzione.
Se la direzione della dilatazione e quella dell’asse z, si
richiede che si abbia dilatazione nella direzione di tale
asse, mentre la dilatazione nelle direzioni ortogonali al-
I’asse z devono essere nulle cosi come gli scorrimenti tra
I’asse z e gli assi ortogonali a questo.

Il/\‘unq{e*w A (Iﬁ'e,p'wo Oﬁry% ﬁﬂ CQMT)MI

ci.; 2 n’wﬁ@m:

<o O O
| ]

6.3 Trazione uniforme
Sq' c{,(ce c\)& Mn un ?w}o c{j un Ml'nuo ' M
uno Q\'&)N AA‘ \’Q’L{WL UVV(V‘O(N. 5 Q@ I@V\‘ﬂ'%{

W ywa C‘ﬁﬂﬁque »yaaha m%’.‘m}crwc{(& Pvn}o

A n
: /!

t=acn

Syisee or\We M %A'a(‘j}v(‘ﬁ,
@vﬂﬂfh sirbm‘g"/al C\A,L JZa t&AQ{ML Ajwe, vere &J
direzions 480 ﬂoerQL n :

G0 =A0,  proyw N
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ToHe & dicziow &QQ% %1?*84»'0 gou? dm\7.,( fnnufﬂ/?» 6.4 Dilatazione uniforme
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6.5 Taglio semplice
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6.6 Scorrimento semplice

Si ha scorrimento semplice se in cubo elementare nel-
I'intorno di un punto una faccia scorre rispetto a quella

parallela.
Z A

Bo

X

Le componenti, nel sistema di riferimento Oxyz illu-
strato in figura, del campo degli spostamenti u, nell’ipo-
tesi di piccoli spostamenti, risulta:

u=0
vV=Yz,
w=0

dove y rappresenta lo scorrimento tra le linee parallele
agli assi coordinati y e z.

Dal campo materiale degli spostamenti si ottiene il
gradiente materiale degli spostamenti Grad u:

000
[Gradu] = [0 O y
000

La parte simmetrica e quella emisimmetrica del gra-
diente materiale degli spostamenti forniscono rispetti-
vamente i tensori di deformazione infinitesima € e di
rotazione w:

0 0 0 0O 0 O
[el=[0 0 3y|, [wl=[0 0 3y
01y 0 0 -3y O

Si noti che la rotazione rigida dell’intorno ha ampiez-
za %y e avviene attorno all’asse x. Nella figura seguente
e illustrato l'effetto della sola deformazione.

z A
£{glze.)} = 3 b
o 7
SN ;o
z 1 ”— , _B/dy
C‘ S B é_/ l

¥ ){f—
1r
| d :l

y

g
y

6.7 stato di tensione monoassiale
Qﬂ‘ C\A'Ce c\u h \m c)rzp}o AJ }‘L\LQ{O‘\LQ w@wa%'azQ&
e Q/A \‘b\wm , v und qwﬂuw?ve ?Jaoi}‘um , ha
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6.8 stato di deformazione monoassiale

Si dice che lo stato di deformazione nell’intorno di un
punto € monoassiale se gli spostamenti dei punti di tale
intorno, depurati dell’effetto della rotazione rigida locale,
avvengano tutti in una direzione comune. Se la direzione
comune é quella dell’asse z deve dunque risultare:

€r = Ayez,

dove r ¢ il versore di una generica direzione uscente dal
punto in cui lo stato di deformazione € monoassiale e A,
uno scalare eventualmente dipendente dalla direzione. Poi-
ché la relazione deve valere anche per la direzione dell’asse
z, ne consegue che I'asse z € un asse principale. Questo
assicura che gli scorrimenti tra I’asse z e gli assi ortogona-
li a questo sono nulle. Inoltre, se x e un qualunque asse
ortogonale a z la sua dilatazione risulta:

ex:ex'eex:ex'Aer:O

Ne consegue che lo stato di deformazione monoassiale coin-
cide con quello di dilatazione semplice.

6.9 stato di tensione piano

Tn Py (RS0 ¢ riclu'ecb. zﬂa kmﬁA'o\LQ We in

U qa?;,mquz T‘adh(& du 95t yaw%tﬁd 30\
un \%aw N Y (&f‘)rem | verso vwm@e(

. ‘}\100 dve ri\/\'v\L( AL
elen) =0,  proaw n
Pos Ua C,/fmuﬂ)f(ia & 0 ctve‘llh m&ia‘w Aavwh

ﬂ(q_g'a:) =0 per % n

Qd W\ﬁw’\u,:
g@z =0 .
Ne ol oa e 08 Tougion iy uma yau‘lvra



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 6. Stati elementari 77

W V\ormaﬂﬂ _9_1 e m/JZQ/A ) 1w Fo{ Q?wmﬁa 6.10 stato di deformazione piano
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Capitolo 7

Elasticita lineare

Se si deforma un solido composto da un dato materiale ne
corrisponde un dato stato tensionale agente nel solido stes-
so che dipende sia dalla deformazione che dal materiale che
compone il solido. La relazione che sussiste tra deformazio-
ne e tensione, variabile da materiale a materiale, viene detta
legame costitutivo.

I legami costitutivi si distinguono in locali e non locali. Nel
caso di un legame costitutivo locale, la tensione nell’'intorno di
un punto dipende solo dalla deformazione agente nello stesso
intorno. Il modo piu semplice di ottenere un legame costituti-
vo locale e quello di descrivere la deformazione e la tensione
nell'intorno di un punto tramite i tensori di deformazione € e
degli sforzi o.

In generale ad una storia di deformazione €(t) preceden-
te un dato istante ty corrispondera a quell’istante una ben
precisa tensione. Se invece la tensione o ad un dato istante
dipende solo dalla deformazione € allo stesso istante e non
dalla precedente storia di deformazione il legame viene detto
elastico:

o =o0(e).

MdS Parte I — 23 settembre 2007

7.1 Legame costitutivo elastico lineare

11 caso piu semplice di un legame elastico e quello lineare:
o = Egym [€]. (2)

dove Egym € una trasformazione lineare:
Esym: Sym — Sym, A — Egm[A], (3)

definita nello spazio spazio vettoriale Sym dei tensori doppi
simmetrici (A = A"). Tale spazio ha dimensione 6 e quindi
Esym Puo essere rappresentato da 6 x6 = 36 componenti.
E pero usuale (e conveniente) estendere la trasformazione
Esym a tutto lo spazio Lin dei tensori doppi ponendo:

1
E: Lin—Lin, A~ Egm [5 <A+AT)]. (4)

Una trasformazione lineare Lin — Lin e detta tensore del
quarto ordine e la particolare trasformazione [E definita dal-
la (4) e detta tensore di elasticita lineare. 1l legame costituti-
vo elastico lineare si scrive allora:

o="C[l€]. (5)
Questa si puo rappresentare in componenti nella forma:
oij = 2., Eijnk€nk. (6)

Le componenti E;;nx di E soddisfano le condizioni seguenti,
dette simmetrie minori:

79
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Eijnk = Ejink, Eijnk = Eijkn- (7)

La prima delle (7) dipende dal fatto che E [€] deve essere un
tensore doppio simmetrico. La seconda dell (7) dipende in-
vece dal fatto che [ trasforma un tensore doppio A generico
allo stesso modo in cui trasforma il suo trasposto:

E|A] =E[AT] (8)

avendo A e AT la stessa parte simmetrica. Scivendo (8) in
componenti si ottiene:

Do BiinkAnk = > EijnkArn = ., EijknAnk, — (9)

e poiché A e generico ne deriva infine la seconda simmetria
minore.

Le simmetrie minori (7) fanno scendere a 36 componenti
indipendenti le 6x6x6x6 = 81 componenti E;x, del tensore
di elasticita lineare

Lg (6) {)x[ Qg‘tevSQ G Lo vanga , fe\,\w((ﬂ (‘yv\/}e L(Q/Q&
Guwetcia di £ e B pudiziow (7) :

= £, [ xﬂtw 5 Ecd-zzfz

i ZEW A LA P
oﬂ)urﬁ .

Gd‘zfdmf + E. £

Gyy © DY &3 g% +

*327 2ny_iL Etdxzbgcz H:M 2&;{, (10)

'8 (")5-) = (x x), (y}y %,2 X Z,y) (I,-Z) (u;)x).
for ( L, (/,z) z,x) x,%) non & ofhiet. wicuke b wovo per via
ol C/\W]ME da [ [

I Comw w/ci\T(CQGQQ Q/J (10) si puo scrivere nella

forma;

{E}=[HE]£@} (11)

AWL N
Ox. Co
5 ;
0x %
{_k: Ty ) {Q R, )
Ty Xx}
T g b’yx

Si noti che con tale definizione risulta:

o-e= {0} {e}. (12)
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Comunque ¢ bene osservare che le definizioni algebriche . .
precedenti non rappresentano le componenti di o e di € 7.2 Problema elastico lineare
rispetto ad una base ortonormale di 6 tensori simmetrici,

mentre rappresentano le componenti rispetto a due diverse

basi non ortonormali. Per tale motivo vanno utilizzate solo CV‘A,TE;?H,CHE VARIABIL
nel significato di vettori algebrici. TATICHE
Per esteso, la matrice di elasticita si scrive:
forze eferne
B %2%\‘8%0/\\\\.
E;czzx Exxﬂ Ez:xlz Exx;y Ex:xz Exzyx
Eyy:rx ]Eyyyy Eyyz-z EEV 1% E—Wﬂ EW/Z
oquatow di eqvi Libri
[E]= ‘Ezm E&W E‘é%%'é H—:_%&] ]E-Z‘éx% [Ei‘%yl . ) T = =
‘ E, £ - 7 {gedusfyadu) '} f=-dvg
E%yu E%y ik Ely%’ﬁ Eiyiy [E%yzz £ 1x equaziont di' (ngwnea P=6n
E‘xiu Ex%yy Ecuz sz%y Erzxz Exzyx
_[Eylll E}’xﬂ pi:yx%z ny%y [nyxz (3

el

M L.Qaraﬂhlcas\’f}‘dh'Vo Tencore degls
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9630 650 &ﬂ !
pandpio ay Qavoi virtvals




82 Capitolo 7. Elasticita lineare

MdS Parte I — 23 settembre 2007

Prof.Daniele Zaccaria

Ingz_@}&: 1 %\w‘)o AQWQA S‘)OQ}M\' u

Tormins nofi
'!) forze di volume _P
2)?@(%&;9\/?@&0(( P, Giwitatamenke s porione (&Br dd le'omo
3) QFa%bmfw\}i u¥ Q{w\;hmwh {la 170(?40‘*2 08, M ano

{ OB,V a8,=08,
38,0 363],=?

(Ineﬂ‘ema)
vioto

Equdzions pwcamw}loﬂ (ng&uo«m& Navies mg@
case di dashioR” Gueare “39‘TQ{)3>

dv { B[4 (aedu tyabs ]} + F =0

@V\(L\’(A(MA Q'Q CO_\/L\()fno :
u=u* oo JB,

b T - p o 28

7.3 Autotensioni

Come gia detto, vn orpe > 5%,@)1‘0 ad au}of?/n%'au'
st il Feugere &% sPorus g now an,Qo
T @wh%mu‘m Scacicd , ciok” wlla @M%,(aam
c\u ngsgow&ﬂ a ?om ukema JW/QX(@}Q mu&(.

Si ricordi anche che se QQ a)v\o\ma/{w Sonmo W\)@l %

@um%faz}m CBGA  vitws dpth m&owr;'am
U

YXG\ ‘B/QQ
R @TWQ wotbive

= E[_g_] e {Qy@\\\/o ;&,Qﬂ,) @\AS\'\BNQ@M w@},@j{é/
Pow\uc \)c,( ¢ O /pc{vulg(/& C)__—.O .
(;& Souwd Y(%W)f wi &»Mw%om % 7 QQ

et %QD\)SQA Ay < \m’mw 2 9%‘ o il @ﬂ»@‘:

Cltiove c\; c\/A)fL FO(ZQ eg}une 33QRm0 Q/J SOWMMA

%’}6(9 QAM{\L



MdS Parte I — 23 settembre 2007 Capitolo 7. Elasticita lineare 83

Prof.Daniele Zaccaria

Wl skobesion W 1 oukabde  dowedo ol 7.4 Sovrapposizione degli effetti
Forz e%\ruv\e/ okt valkako cullg @M&%”QM ! | ?(O%w Dedio-bwsare o conthizzehs
s eqmm; Uivgaci deliwite inuno <lesse dowsiuia
B, e @Wrcw%)‘?x s (m%ufwwﬂ nabvade
W wrpe oatiwe. Vi cli'nque, il privaipio &
Soviappsiviows donls et . Shwmalicgusule

caion prive & sotencion

B,
B %a?l}h‘&“l i Wg\?jvw

B, s 4

hoteusiont G dolagiow G e
g = Gs + gt
{ ¢ = 0 + ot
= " u -y o+
o*= F[] ¢ = &+ &
ﬂ g = S 9

alditse



MdS Parte I — 23 settembre 2007 Prof.Daniele Zaccaria
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7.5 Lavoro di deformazione
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Riociswe cut, wlllaubile e picole deformesiau,
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7.6 Energia elastica di deformazione

La richiesta che il lavoro di deformazione non dipenda dal
percorso, ma solo dagli istanti iniziale e finale, conduce in
modo diretto alla esistenza, per il solido, di una energia po-
tenziale elastica o energia elastica di deformazione ¢ funzione
del solo spostamento u. Normalmente si assume che I’energia
sia nulla in corrispondenza della configurazione naturale:

¢(0) =0.

Si consideri ora la quota @ (Vy) di energia associata al gene-
rico volume V; del solido e si introduca 1'energia elastica (di
deformazione) per unita di volume ¢, definita in ogni punto X

del solido: & (Vo)
= lim —2.
¢ Vop—X V()
L’energia associata al generico volume V{ vale allora:

o= ¢pav,
Vo
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Differenziando e tenendo conto del principio dei lavori virtua-

li si ottiene:

dLg =d® = dpdVvy = I (o -de) dVy,
Vo Vo

per ogni volume Vj di By. Risulta allora:

dp = o-de = > 0ijdej.
iJ
e ne consegue che l'energia elastica per unita di volume di-

pende dallo spostamento u solo attraverso il valore locale (nel
punto) del tensore di deformazione e€:

b = p(e) = Pp(€j).
Nq- (i"v‘/\h:
0 = %radt,?{/
o[)‘:v{@, n CD\N\MI‘I
o
G(.. =5 -
Poio\ﬂb\ :
= T o
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C=F"

5 ofhieue

¢e=Clo] .

7.7 Teoremi sul lavoro di deformazione

7.7.1 Teorema di Clapeyron

Si e visto che il lavoro di deformazione puo essere messo
nella forma:

1
La=— o-edV,.
2 Jg,

Per il principio dei lavori virtuali risulta allora:

Ld=1< p-udSO+J fHdV()>
2 aBO Bo
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Tenendo conto che lo spostamento u e i carichi p e f so-
no quelli finali, ovverossia quelli che si hanno al termine del
processo deformativo, si e allora ottenuto il:

Teorema di Clapeyron. Il lavoro di deformazione che le forze
applicate compiono a partire da zero fino al loro valore finale
é pari alla meta del lavoro che compirebbero per gli stessi spo-
stamenti se fossero costantemente applicate con il loro valore
finale.

7.7.2 Teorema di Betti

Per il lavoro di deformazione non vale il principio di so-
vrapposizione degli effetti. Infatti ad un primo sistema di
forze (a), di superficie p® e di volume f @ compete il lavoro
di deformazione:

1
L® == ( p@ - u®ds, +
0By

> f(a) - u®@ dVo) ’

By

dove gli spostamenti u® sono quelli provocati dalle forze del
sistema (a). Ad un secondo sistema di forze (b), di superficie
p® e di volume f®, compete invece il lavoro di deformazio-
ne:

1
Léb) _ = ( p(b) .u® dSo + I f(b) u® dV()) ,
2 \Jam, By

dove ora gli spostamenti u®® sono quelli provocati dal secon-
do sistema di forze (b). Per la sovrapposizione degli effetti,
al sistema di forze (a+b), somma dei due sistemi precedenti,

compete infine il lavoro:

@b {%LBO (p(a) + p(b)) : (u(a) 4 u(b)) dsSo +

N L (F@ + £) - (u® + u®) dvo} _
0

1

dove:

Lab = ( p' - u® ds, +J . u® dVo),
0B By

Lpa = ( p(b) . ll(a) dSo + J f(b) - H(a) dVo) .
0Bg By

Ilavori L,y e Ly, rappresentano, rispettivamente, i lavori mu-
tui che le forze del sistema (a) compirebbero per effetto de-
gli spostamenti dovuti al sistema di forze (b) se avessero
sempre il loro valore finale, e viceversa. Si noti che per il
principio dei lavori virtuali puo anche scriversi:

Lot ZJ c@ . e L - J o™ . @
B Bo

Vale il:

Teorema di Betti (o del lavoro mutuo). I lavori mutui Ly, e
Lya dovuti a due sistemi di forze (a) e (b) coincidono:

Lab = Lba-
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Dimostrazione. Utilizzando il legame elastico lineare e la sim-
metria del tensore di elasticita si ha:

Lap = J o@.e® = J e . E [e(a)] =
Bo By

_ J e E[e™] = [ o®.ew,
Bo Bo

come volevasi dimostrare.
[}

Puo essere interessante dare una seconda dimostrazione
del teorema di Betti, basata sull’osservazione che il lavoro di
deformazione L(“b) non dipende dal percorso. Tale lavoro

puo essere allora calcolato aW&m(ﬁo priva G Loz dof
siowa (a) Fuo W Gro valore Finale, o

b for b sibowa () Fio & lore

e Juale. AWA Fua, bl applicg sious ded
e (@) il Lavoro di doforuacione wle
U spicions L s “ won 558y
pur 1 Uvere & liforasioua LJ) wa Pando

Divore aadis { sistuma &i forae (4 , dua 50u0 403"

\r@(wm L%

QQ Q,O(o WQQF:Z aWAQL W aut

Q) a (
(b L(J‘f'Ld‘i'LaL

D) &)S(W&Q , s G a"yQ,{cA ‘)(fu,(ﬂ ii %'%‘w/a cL'
For (L) fiio QU vl Fruale 2 indi

IQ aiq\mm di po(’ze (a) ) a1 oHiwn, JAAAQOWMQ;
L(j&) (L)

al t Lo’ +t Llaa, .
M et quinds <
L“\: - l—bm

7.8 Energia complementare

Differenziando il prodotto scalare o - € tra tensione e defor-
mazione si ottiene:

d(o-€)=0-de+€-do.

Si noti che o - de é un differenziale esatto, rappresentando



90 Capitolo 7. Elasticita lineare

MdS Parte I — 23 settembre 2007

Prof.Daniele Zaccaria

I'incremento dell’energia elastica per unita di volume:
d¢ = o-de.
Ne risulta allora che anche € - do ¢ un differenziale esatto:
dy =€-do=d(o-€—- ). (1)

E cosi dimostrata I’esistenza di una funzione  della tensione,
detta energia elastica complementare (per unita di volume),
tale che:

wy(o)=0-Clo] -¢p(Cla)), (2)

dove il tensore del quarto ordine C e l'inverso del tensore E
di elasticita.

La composizione tra la funzione energia elastica di defor-
mazione ¢p(€) = %0‘-(—: e il legame costitutivo inverso € = C [0]
fornisce:

$(Clo)) =30+ Clol.

Sostituendo nella (2) si ottiene allora:

1
p(o) =d(Clo]) = 50 C [o].
L’energia complementare coincide quindi, nel caso elastico li-
neare, con la composizione tra energia elastica di deforma-
zione e legame costitutivo inverso.
L’espressione differenziale (1) equivale a scrivere:

€ =grad,  oppure €=

Poiché in componenti il legame costitutivo inverso si scrive:

€ij = Z Cijnkonk,
nk

Si ottiene:
0%y

Cine = ——&
T 90, 00,

7.9 Unicita della soluzione

Ce Q/A gg@vt{d\& && ?(QUZQMM\ @QAC“I\CQ—QMCQ@Q
ee\‘%}e/, eega € unich (beom da Kirchho PP)

Wbt gae £ od g dve deborapaion

%QQAMM AI&QD %\‘&«o ‘)(o\a@hu/a, QQ/clg}f(o- QNQANL.
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plicake wlle 5 vincl gl o 5 didsions
(s \m;m)ci ) wlle. Qoidi 1 Covors di' doforma-
i ssocidle @ 1 soluzioue per il boorana
b Clapeyron ot wlll poicie o fore ol pio),

SOWO Ww‘)ﬁ QD& W @(ﬁsewc{mv/abi v{v\(yjz.-' (u‘T'Cii.

Dove qvww\x (ic,uQ/\'aT&:
N
7| 65 Ele-alav=0.

per ogni volume V, il che implicache ovunque nel corpo si ha:

e ElE-a] =0,

poiché I'integrando ¢ una funzione non negativa. Questo ¢

?o%‘LiQJL % o kb se =0 =0 ¢qunli s ¢
oo @ =g . Rilh gade,

G=Fla]l=F[&]-g .
h@iuﬂ, Uy e U, /D/UA!LQ/\M(Q Ua hean dafomuaione
aon possowd e diffeqice di on wobo r{at‘C(o.
G U oudiviows cwmshidie & ewlorno
cochudoro talt psbililar | andie wy od
inadono.
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7.10 Energia potenziale totale

Ce Q| Wa dathicn b doforuazions $ o
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7.10.1 Variazione del funzionale energia potenziale
totale

)(V\wao 0 (l/f) 3l assaﬂ & wg

CO\/&\OG\/Q’MO\LL inkividiah ofé/ak w U, o

%9)(& @\dagmum m&v.&/a)ﬂ é%)& 9‘»<.W Y,
\/AQ-Q/'.

AT = W—(—l’lt)— T(!1 > .
R owsiderino A%}Q«%\)M» ulx),
iw&)m‘w VWA Gmg\\bzvrauo\u, iﬁﬂomah cm%fuwl}@

Oh 1 e . G mcoweadive T WQM,'
bawite  wua fmciost du . Poiché 5 vooll di
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inkividvata % W{
AT (Su) = 77 (u +5u )~ 7 (u ) .

Si considerino ora tutte le variazioni aventi la direzio-
ne della variazione du e quindi della forma « du, dove «
e uno scalare indipendente dal punto X. Lungo tale di-
rezione, il funzionale 1t risulta una funzione della sola
variabile reale «:

&= T1r(u+ xdu),

e se ne puo calcolare, in corrispondenza di u e cioe per
« = 0, la parte lineare in «:
) «
=0

L'incremento corrispondente alla variazione du prescel-
ta del campo degli spostamenti, indicata con &1, viene
detta variazione prima di 1t e si ottiene ponendo « = 1
nell’espressione precedente:

drr
xou— (a‘&“

_dm
- da

a=0

Se F(u), G(u) e H(u) sono dei funzionali di # e se a ¢ un
funzionale costante, valgono le seguenti proprieta, conseguenza
diretta della definizione di variazione:

Flu)=Glu) +H (u) = JF=3G+5H,

Fle aG(u) = {F=adC,

SLF(H)AVO E f@SF(!)C\VO.

Poiclie® (I‘%Vlb:
= -V + @

e (QN\SQZ{)Q allora:

$r= —Jl/+§@,

Risulta poi:

V= -—f 1.8 dv —f f'gﬂ‘jgo/

650 aBr
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7.10.2 Principi di stazionarieta e di mini
£§:L§£¢J%, dell'encrgia potenziale totale
Bo
indi:
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Bo 08B Ro

P

=0,

dove:
= o8¢ = 5 Ele], e i Bl oo GF=E[£] ot aguilibrio
G QL v"‘a £ e ‘3 QW%(AX(L, e le reazioni nella

=i{ 38\44_( ad Su T}. -
gg A 06(& B (?{( —) parte 9& di contorno vincolato non compiono lavoro

poiche $u = 0 sul contorno vincolato -
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c\M& Mtyq QD\WZ\QS&L hh&o. f’w 14 Wa&
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% u* @ch‘m}a ‘QA Soamx‘m 4 f{oLQQ,\M/d
a&/as\ico,fx( \Ma ol fe:
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Gupaions M espressione i 7. T B caso
5 yaia di solusions_in_semge {2bele )Mraﬂ)pq)fe
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Occorre anche aggiungere che se invece delle equazioni indefi-
te di equilibrio, che permettono di ottenere '’equazione differen-
ziale fondamentale, si impone semplicemente il soddisfacimento
delle equazioni di bilancio per ogni volume estraibile dal corpo
solido, si ottengono ancora le soluzioni in senso debole.

Questa osservazione ¢ in accordo col fatto che per estrarre le
equazioni indefinite di equilibrio dalle equazioni di bilancio oc-
corre aggiungere delle condizioni di regolarita alla funzione spo-
stamento. Poiche queste condizioni di regolarita non hanno si-
gnificato fisico, ma solo matematico, ne risulta che le soluzioni
in senso forte sono un sottoinsieme delle soluzioni fisicamente
significative, e rappresentate dalle soluzioni in senso debole.

7.11 Esistenza della soluzione
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Capitolo 8

Elasticita lineare isotropa
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8.2 Moduli tecnici
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tOf Cioue

E moc{vQS‘ CL e}%ehd\‘a‘ QOV\%«\-U(L‘V"QQ
0 ,moc{u% Cu %lvn5/7

vV coe Bicients & ontazion Q&\WQ,Q
0 mod.\)@’ A Borgon ,

G moduly di dagich \amgwaaﬁe .
o modulo di Coulomb .
%Q @) 'g\‘gxo \‘mc,iw.@QQ, g WGSM'&QL (sﬂ{}\favw{
C\ua,; CMUM\A' f;\)fL\AUffl.. V\eﬁ)/a fro'\/sc\,l h&'a’ou.e))
VU Aﬁy\wum & '{Y\9A/V«09 C{A \/vao(), riguflh

5% = EEE , *® .6)3%@2 % Coi\/\u‘c(Q GM—&I CLrCZ«OuQ
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&ZQQ/J ‘WM . L\Q‘hﬁ ,‘)e( ({ﬂp‘Mum Eh
modol di Voissou e difetasiow QVV%,O 7& asse

p4 ﬂj/of\a}w@QA' 3 ¥/ @Q%ww f{t:—l/%;g

gy:—l/fz . Deve Mz]\m V&QM Ya laioug :

F—)/Ez 0 OP E FO O O
0 & 0 =10 0 0
0 0 & 0 O egy
2 a

U}'\QJZM&O la Q(L%(Q & Hooke , 4 Y\/o\ L‘Luvu(\»( SerTveqe ;

E E;é = r\(‘“)/fz “sz +£z)+2/«<fz

0 = AM-ve vty + )t 2p (-v5)
33 cul G OH’"-W:
E = (/4 =20\ +M (1)

=20\ =2py =0 | 2)

Ricavando A dalla (2) siha:

vV
/\———Zlv(m' (3)

Ricavando (1 —2v)\ dalla (2) e sostituendo nella (1) si ha:

E=2M(4+V) . (4)

da cui:

M = % ' (5)
Ricosudy (lla ) ¢ sodhivedo 3 & Ma &)
o GHW ?o«‘@u&mm ba /Lu,\ n
pde ol £ e Ll ol

_E
M= 2 (4+V) “
vV E
A= (1+)(4-2») 7

Ricavando invece il modulo di Poisson v dalla (3) e
sostituendo poi nella (4) si ottengono i moduli tecnici v
e E in funzione delle costanti di Lamé A e u:
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I Yave '

Por qu& C\& (C%fva(c\/a !l wwcluQQ c\.i Q&S}(u‘h\
m\%wa(&ﬂ G, ot S c\AL,c,e. B b di Feusiont
¢ (\,\ hﬁo}co %?«QA‘QL (@m G o c\){ f\‘?(oc(mctw%
prova i \?orc.%wz/>/ ?&( &J}\\Mum (:'eu”'a

{"j = 63’7 ) (;sfnﬂo 3 due owuw' IR of roJDrO"/Ath
xX ¢ 7 N Aaszm'hva ) lw ers &7 com‘srwlw%):

—

0% O] g [0 6k O]
4—10’,7 0 = 0y, O O
_O Q O LO 0 OJ

£

)

UHQR%AM&) Q/é QJL%,« di HooKe 54 OHJM:

G@:%@/
¢ q\/ivxé’u'
G=pm. (10)
go‘;’\‘ibmb Q/J (10) MQD/A (3) 41 OH{W:
A= QG%V— : (11)

Poiché, per le (10) e (11), risulta:

{—v
1=y

u+d =26

(12)

Q/J M%A\(;CQ éxé CU QQAQ%M\}B\ FVO\ duvgv@ Cerve s
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(1= v v T ~ G
o o U UL 02 = 0, ‘{@‘V) L +V(9]*€z)}
Y
= -, 0 0 ¢C
1=2v  1=2v 12V 5 = G {@_}/)E +/(€1+£z)1
% V 1-v/ o0 0 % /
1-2v A-2v 1=y
E|=2G co= LU 008 < (e, re
] 6 o 0 3 0Q 2* wv& V)“(W)}
c o ¢ 0 F 0 Ty = 20 6x =0y
0 0 o 0 0 %J Ty = 206y =0y
/(//xd: ZG‘ El} = GCY,?/

Por qv& e rfﬁuaai/a G diwonsiows, {2 ot

QM‘W&‘.
A/( Lawg \ < cosi come | JNQA E ¢«
a=2G £+4—/Zl;(&r£)l}) o " )
- l\’w\w QQ c\)w»&iw A» WA \mqim Wrﬁ
Y ??f e“)f(LSQ : )V ({su\\'a UW NUWRAS ?ufo :
- -2

(M =[p] =[E]=[G)=FL,

l:)/] T wwmllo ’)ulo .
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8.3 Direzioni principali di elasticita (isotropa)

L wetie & dadiate ie@ho‘:a cisol b
méigmmz Al cidewnn Ui ciferiwando, o e
2w acord ow U potesr A isohrepia, poicu g
siolons & rileciuands cuh & Fre liceziows a(\mios
wili ofanio D! th&hao\ om Q iw
disacordo n JA cinn & /i fiou ?nw‘p&i " willh
patis da et riselle W qali U
b dadiah kivedha A;a.cau«& e
sl achilads & 3 as or\wﬁom&i A cifeciwanle
v e Wl 3o pssibili i o spacio du
Twger &99?{ .

Su & @qusmh QMR Qo ‘)(\'wu'fvapﬁ

d F doa ﬁsumcﬂm:

Ele]=xt,
dove i & indicato on of £ wuloalbre di [E Pﬂrnow(:ougn&l@
o ona Wl odani di Lame. D' iouds, se £ e'om
E=f1 o qudi(trg)I=

Utilizzando la legge di Hooke si ottiene:

)(QAI\QMQ Q?Q«CI‘CO (f%\)“Q/*&
=3¢ =3¢

El£]= Alteg)x ol =(3A+2p )€

ZJ:QQ f@Q@Z{M mos,ff& che 3,}-&-2/\.(, e un &/}W&@(e
L E cwr.'sfwzlw\h ad o 3(/&&/»47\/4 tousore sherio,

NO}IQAA\Q \\AoQ)F(‘Q c\\Q le (6) e (7) permettono ch ‘)orre t;,Qg

M@&le VlQW/A ?Oﬂw

gzlﬂ_zlu { 3 :E_2

T2
FQ{ O’\)\C/\'(LOA\ ?(»i AT 0‘\/&'6/%‘/@ \‘Q)JSQFQ/ g 4 }Q(UQ

WQQ/A , 0 iQMSO(Q (hv{akariCo . Dallaﬁkﬁx c\j “OOKQ




Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte I — 23 settembre 2007

Capitolo 8. Flasticita lineare isotropa 107

n h& (Ao g1 ottiene:
Ele]=Allg)I +opE =2p £,

Chmue 2 il on sdedbe & E
ol ad um Mﬂmlw b deigtarico.

e & ¢ @ sone fer i s
deforwasionn o di Teugione )5 posseo &w«afw&,

) Mg uvuiC9) ANEIA (’&1\1 GP-Q{\'OQ QA (W vwA fﬂfb ({.Q\A'&}Offf&:

A
=a\rg)l
g=§$ +—6d) ” 3< >— J
_@{:g-%(frg)l
] |
— 2} I
f-fe =g ltce )l
J=§—%UW)E

La linerita del tensore di elasticita [3(’1 mﬂ”@ C[A Scrivefe:

Ele] = EL&]+ ELLN

da cui:

EL€] = (GA+u) g, + Qubd .
Re Qlowioht dilla diwuposizione di' G i ona
aPoriva od inoma dovidkeicd dewe windi risvlRee.
G =0BA\r2u)e — Hg;éh—@ﬂ)frﬁ/
§=opmy
Ubiizzsado : molalli Yeemier )i rollazious i sceivones

e

. B
lro = =y e
0) =2G¢)

(O6serviamo mpinc c\/\Q frﬁ @W(qu)d’a 04 dilatazione

cubica \/)Q@’\'(\}o(v\o &Q Puw\‘o Q %ffg Qatensione

normale media, quantita che, a meno del segno, si presta al ruolo

di pressione nell’intorno del punto nel caso in cui la tensione

non sia sferica. X
I@ @Qpﬂ‘o«'w)fq, E chy J& @ﬁ"’ﬁﬁﬂ @P‘)M a c[vwo(ve_
m VYIOCZUQO i Mq}{a'h\ \/o&/vnz,\’(iw .

31-2r)
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T4 Fesore @7 nverso g E; cisvlh a@@@:

8.4 Legge di Hooke inversa

Uhilicziso 0a rapf)(o.smhu'ou ?nm(mﬁi oltenh v v 0 0 I
L\QC()W\POVIQMC{!) 0 ed £ nun ‘73(}12 QPQ(E%) eJ (n ung —~)/ 1 =V 0 O O
‘}a(h A)W{a}ofica) per invertire Ua @%& & HooKe : [@2]: -1€ YRV 0 0 0

g = 4—52/ g (¢ 0 2wy 0 C
0 0 0 0 qw)
1 / )
4=559= 154 000 0 0 2w
(:)O\XX\\LQN\&Q Qa ?3(}( QP&{{CW Q JﬂVA'Q}OI'{C\'\Q KL £ Ver acb)rcso y Q/a QOJWL di HoaKe VA% 8 serive
A OH{M :

Ox “V(Gj Sy ) }

{
{o’j - (6, f(fz)}
{
1,

) 5, — V[0 +7
£ = oy = Y, <X
/ g PAS %o G J*
ed W tine y
E*%: —Z—_G——{Q‘E XII—: é—{xz
1
g:—{ﬂl/)o’—wffr _ A 1
a1 (o)1 ] WI Ay GyT Ty
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8.5 Limitazioni delle costanti elastiche
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1 -V s
Lo = =
= VR S
o
1 _ y
ol E{@ v )ﬂ/ z/-,/) x/i/)J
v -
iE{U /) - 2w(4+ﬂ)
=L (100 0
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1+ >0
byt
-1 1 V

Gli usuali materiali utilizzati nella pratica tecnica hanno va-
lori positivi del modulo di Poisson, almeno finché si compor-
tano in modo elastico lineare.

Tuttavia recentemente sono stati prodotti dei materiali po-
rosi, sia polimerici che metallici, che ben si adattano ad esse-
re descritti dalla teoria dell’elasticita lineare e che presentano
valori negativi del modulo di Poisson (anche fino a -0.7 per i
materiali porosi polimerici e -0.8 per quelli porosi metallici).

8.6 Energia elastica di deformazione ed
energia complementare elastica

VhQXZ%«Mb Q/.l QL%,Q A Hooke ¢ &@ua WV (SR

<y QH;M .

Vediawo di @Fﬂ'uwrﬁ hon W/de‘ow' n W:’:

£E =6 +€] + & +([ v Z) <€b¥+{zx (,%;H%)
—fx+€ +€z+{?§ +Y7x>

l
(bre)= &eb) 6 + 2 (606466, + 660,

1o

=g=6§+dj+ 6+ (z; ) {{ L)+ (fpfﬁ{x;)

=07 +6} + 0y +Z(1}Z +Tak +(x; ),
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(H§ﬁ=®5§ﬁWi+%@@+@%+@®).

RX;JJZ/\’A qu(m&/i :

¢
T (Ezgﬁsxfﬁfjéx)
+ (£§]+£7l,c)+(€fz+€;) +(¢5+ zﬁy)}
A=V .1 2
= G{ m (Ex +§7 +£:)
P (G gy 6 )
+%—( &;ﬂﬁ; +Y7i> } :

La lasious
s _ 9

—

Q(S - 8&() /

f&)Zz ?zf ?{ Gm‘H‘A M/%& F(i% PO{M} C&)vt m(;ﬂ;w
e ¢ 9 Q&MW' JW‘ €. La %@V\M porvm c{m

asse e u}IQA‘U/Ah 9 S Cwq'w 7 e ¢ 7@?/ ﬂM‘od

Aj 6 CWAfWVAI)"f‘.
Or £,
% ¢
‘{§$ =% %, {_2.%5 fy’L
Ty 7y
Tey, Yoy
T Tyn
In Y e -

0 = 08 -

J : \ )
L @w{%a %Q&uwhrﬁ meh Fm :
{ (62 Q_z Gz) %
‘f/z Z-E' x Hly +0g ) = E(O’Z(j}‘f—@@-\-ﬁy()’x)
2 L .
A )+ () (e 1)
V :
ZE(G‘,}«-G)Z +0\z’,l )—_E'(@O_z +016; +6¢6)>

+ L(l;;-i—'f,& +’fy€c) .
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Capitolo 9

Compatibilita della deformazione

9.1 Equazioni di compatibilita (di Saint
Venant)
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MdS Parte I — 23 settembre 2007

Wl campe Seuspride £ (X):

£ By, X E(X)
dabiuite i i i vfpo owkin, ?,oss«'l;(&
ulividare o dugo di %\ws\'éuw)f.‘ u(x):

u: @G-V x—-u(x)
toll A £0%) raﬂre;wh Ua deformasion mfiuilesina
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9.1.1 Appendice (rotore di un campo tensoriale e
tensore di incompatibilita)
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9.2 Soluzione del problema elastico col
metodo delle forze
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9.3 Equazioni di Beltrami
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Capitolo 10

Criteri di snervamento
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10.6 Criteri di snervamento per i materiali
metallici

Nel caso dei materiali metallici, le prove sperimentali mo-
strano che, con buona approssimazione, il limite di snerva-
mento non viene modificato dalla sovrapposizione di un mo-
derato stato sferico di tensione. Si assume allora che il limi-
te di snervamento sia indipendente dalla parte sferica dello
sforzo, oppure, in altri termini, che dipenda solo dalla parte
deviatorica. Poiché gli sforzi su rette parallele all’asse idro-
statico hanno uguale parte deviatorica, ne consegue che se un
punto appartiene alla superficie di snervamento allora anche
la retta parallela all’asse idrostatico per il punto appartiene
alla superficie. La superficie di snervamento puo allora esse-
re generata da una retta parallela all’asse idrostatico che si
muove usando quale direttrice I'intersezione della superficie
con il piano deviatorico. Si puo quindi affermare che la su-
perficie di snervamento ¢ rappresentata da un cilindro con
asse coincidente con I’asse idrostatico e che é quindi comple-
tamente determinata dalla sua intersezione col piano devia-
torico o con un qualunque piano parallelo a questo. Inoltre,
dato che ai fini dello snervamento conta solo la parte devia-
torica della tensione, un tensore degli sforzi si trovera sulla
superficie di snervamento se la sua parte deviatorica si trova
sull'intersezione della superficie con il piano deviatorico.

I materiali metallici sono in genere anche caratterizzati da
un ugual comportamento a trazione e a compressione, ov-
verossia da un uguale valore per i limiti di snervamento a

asse idrostatico

\

O

retta parallela
all’asse idrostatico

trazione o, e a compressione oy :

4 7

Og = 0Og = Og.

Tale proprieta equivale a dire che per uno stato di tensione
monoassiale il cambiamento di segno della tensione non in-
fluenza lo snervamento. Estendendo tale proprieta, si richie-
de, piu in generale, che la superficie di snervamento sia inva-
riante sotto un cambiamento di segno della tensione, ovveros-
sia che se una tensione ¢ appartiene alla superficie di snerva-
mento allora gli appartiene anche la tensione opposta —o. Si
consideri allora I'intersezione della superficie di snervamento
col piano deviatorico. Se una tensione o sta sulla superficie
di snervamento allora la sua parte deviatorica o4 appartiene
all’intersezione col piano deviatorico, cosi come —0oyg, parte
deviatorica di —o. Le parti deviatoriche oq e —0q sono polar-
simmetriche rispetto all’intersezione dell’asse idrostatico col
piano deviatorico, cioe si ottengono I'una dall’altra tramite
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una rotazione di 180° attorno a tale intersezione. Ne conse-
gue che la superficie di snervamento e invariante per rotazio-
ni di 180° attorno all’asse idrostatico. Essendo gia invariante
per rotazioni di 120°, se ne deduce infine, combinando due
rotazioni di 120° con una di 180°, che ¢ invariante anche per
rotazioni di 60°.

Si consideri ora che la superficie di snervamento deve pas-
sare per i 6 punti rappresentanti lo snervamento a trazione
e compressione. Si ricordi che la parte deviatorica oq di un
tensore degli sforzi o vale:

1
O4=0— §(tro)l,

e che i suoi valori principali sono:

d_ 1 d_ 1 d_ 1
Og =0g— 300, 0y =0y-3U0, 0g=0g-3Uo.

3

Per quel che riguarda lo snervamento a trazione, un valore
principale vale oy e gli altri due sono nulli. La traccia coinci-

de quindi con oy e un valore principale deviatorico vale %Us
mentre gli altri due valgono —%O‘s. I tre punti corrisponden-
ti sono dunque posti sulle proiezioni degli assi di riferimen-
to, nella direzione positiva, alla distanza \/g (%05) = \EUS
dall’asse deviatorico. Stessa considerazione per quel che ri-
guarda lo snervamento a compressione, per cui i tre punti
corrispondenti sono posti sulle proiezioni degli assi di riferi-
mento, nella direzione negativa, alla distanza \EUS dall’asse
deviatorico.

Si noti che esistono due esagoni regolari passanti per i 6
punti corrispondenti allo snervamento monoassiale, uno dei
quali contiene I'altro, e che soddisfano tutte le condizioni ri-
chieste per la superficie di snervamento. Il criterio di snerva-
mento associato all’esagono interno prende il nome di criterio
di snervamento di Tresca, mentre quello associato all’esagono
esterno prende il nome di criterio di snervamento di Hill. Si
noti poi che, sotto l'ipotesi di convessita della superficie di
snervamento, un qualunque criterio di snervamento accetta-
bile deve essere rappresentato da un dominio di elasticita che

circonferenza
di Huber-von Mises

~__ esagono di Hill

0y

esagono di Tresca

w2
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contiene il dominio di Tresca e che e contenuto nel dominio
di Hill. Una tra le superfici di snervamento intermedie e quel-
la che interseca il piano deviatorico in una circonferenza di
raggio \/gas. L’esagono di Tresca risulta essere inscritto a ta-
le circonferenza mentre I’esagono di Hill risulta essere circo-
scritto. Il criterio di snervamento associato alla circonferenza
prende il nome di criterio di snervamento di Huber-von Mi-
ses e rappresenta il piu semplice criterio di snervamento per
i materiali metallici.

I risultati delle prove sperimentali eseguite su materiali me-
tallici risultano a favore del criterio di Tresca.! D’altra parte, i
tre criteri (di Huber-von Mises, di Tresca e di Hill) differiscono
di quantita che da un punto di vista ingegneristico possono a
volte essere trascurabili. Ne consegue che la decisione di qua-
le criterio applicare puo a volte dipendere anche da ragioni
di convenienza, e, come gia detto, in molti casi il criterio di
Huber-von Mises e senz’altro il piu semplice da un punto di
vista analitico, sopratutto se si deve studiare ’evoluzione del
flusso plastico susseguente lo snervamento.

10.6.1 Criterio di snervamento di Huber-von Mises

Si vuole innanzitutto ricavare 'equazione della superficie
di snervamento individuata dalla circonferenza del criterio di
Huber von Mises. Se la parte deviatorica o4 della tensione
sta, nel piano deviatorico, sulla circonferenza di raggio \EUS
e centro l'origine degli assi deve risultare:

1 2 1 2 1 22,
0'§—§t1‘0' + (rn—§tra + O'g—gtI'O' =§0's.

LTale criterio fu infatti proposto da Tresca nel 1864 per interpretare una serie di
dati sperimentali.

Sviluppando si ottiene:

2 3 2
Of + 0y + 0f —§<O'§+O'r,+0'§) trcr+§(’[ra)2 = 5052.

Tenendo conto che:

2

tro (O‘g—l—O‘n—I-O'g)z =

2 2 2
=0 +0o;+07+2 (ogan + o0 + (7,705) ,

Si ottiene poi:

2 1 2
tro? -2 (ozan + Og0¢ + O'r,O'g) -3t o’ + 3t 0’ = 5032.

Ricordando che il secondo invariante di tensione oy vale:
o = (O‘;O‘n + Og0¢ + O_YIO-E) ,

si ha infine:

(ro)? - 3oy = 02
che rappresenta I'equazione della superficie di snervamento
del criterio di Huber-von Mises.

Il criterio di Huber-von Mises ha una interpretazione parti-
colare, dovuta a Hencky! e riportata nel seguito:

Criterio dell’energia di deformazione distorcente (Hencky).
Lo snervamento viene attinto quando l'energia di deforma-
zione distorcente per unita di volume associata alla tensione

Lper tale motivo il criterio & a volte citato quale criterio di Huber-von Mises-Hencky.
Esso fu introdotto da Huber nel 1904 per le sole tensioni principali negative e nella
forma completa da von Mises nel 1913. L'interpretazione di Hencky risale al 1924.
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uguaglia l'energia di deformazione distorcente per unita di vo-
lume che si ha all’atto dello snervamento nella prova monoas-
siale.
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10.6.2 Criterio di snervamento di Tresca

Per ricavare I'equazione della superficie di snervamento as-
sociata all’esagono del criterio di Tresca si consideri la coppia
di piani paralleli contenenti due facce della superficie, I'uno
passante per i punti (0,0, o) e (—05,0,0) e I'altro per i punti
opposti (0,0, —-0%) e (0,,0,0). I due piani sono ortogonali al
piano deviatorico 0 + 0 + 0¢ = 0 e hanno quindi equazione:

G'g — 0'§ = — 0y,

Og — O¢ = Os.

Infatti tali piani passano per i punti predetti come puo facil-
mente essere verificato. Inoltre, dato che il vettore di compo-
nenti (1,0,—1) e ortogonale alla coppia di piani e il vettore
di componenti (1,1,1) al piano deviatorico risulta verificata
I'ortogonalita tra la coppia di piani e il piano deviatorico. Af-

O, -
\Q@Q@ 3 ;\/ F{M 3—6;—65
7 / _‘F_Z
—\ /z o
5 > w0 di Tregeg
0
L
oo 6—G =0 - ur nge«rwza N
}7074/40 s 63 s HL/L—Q,{- Vou HA(;QS

finché la tensione o si trovi nella striscia individuata dai due
piani deve quindi risultare:

‘O'E—O';‘ =< Os.

Procedendo in modo analogo per le altre due coppie di piani
paralleli, si ottengono le seguenti relazioni:

|UC_0'17|

IA

s,

Ne risulta la seguente condizione di appartenenza al dominio
elastico:

,|O',7—O'§H’SO'S,

max{\oz—cr,ﬂ,

e la seguente equazione per la superficie di snervamento:

max{]a;—a,,|,

oc|,|on - x|} = o,

Si vuole ora mostrare che il criterio descritto sopra coincide
con il

Criterio della massima tensione tangenziale. Lo snervamen-
to viene raggiunto quando la massima tensione tangenziale
associata al dato stato tensionale uguaglia la massima tensio-
ne tangenziale che si ha all’atto dello snervamento nella prova
monoassiale.

R@(&M c\uz Q/J WS wy mg\wz @A&j,QMUQQE
U%vdﬁgia il (&,‘3%&0 M w OO—M&.Q urm@uwm



142 Capitolo 10. Criteri di snervamento MdS Parte I — 23 settembre 2007 Prof.Daniele Zaccaria

Cain

(&,1 Mo\l\“ :

e quindi:
1
Twe= gm0 |- |, 1 G- 61,1 1)

Lg %mg«'m \%yxxu&ﬂ WAas S’ ’Q s G \«a
Q&Qj &\f\‘° 0 S‘VKP/(WD nQQQ/A V{‘O«G WGQS\'&QQ VA/QQ

TAVE(R  :

O(\

o, -

circonferenza Eh Ho‘l\r N'Q/;}(va 6”/4 ?fm/& vv\owaéﬂiﬁh

W cn Q10 cL\ wao clA Trescd
{MAM = /Eé/
@V\AU(Q qmm\i QQJQ/L] §95A/0)6\\‘Q Qtf%ﬁfa'a zb G‘anvmwdb t
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in accordo con quanto gia ottenuto.

10.6.3 Criterio di snervamento di Hill

L’equazione della superficie di snervamento associata all’e-
sagono del criterio di Hill puo essere ottenuta in modo analo-
go a quanto fatto per il criterio di Tresca. Si consideri allora la
coppia di piani paralleli ortogonali al piano deviatorico e con-
tenenti due facce della superficie, I'uno passante per il punto
(0,0, gg) e I'altro per il punto opposto (0,0, —o). Tali piani
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} o piano per il punto (0,0, o%)
u‘(mrﬂf%m &
Hutufvow Mzes
— S
6; Q%SQ\AO AA H‘u
g

piano per il punto (0, 0,-0%)

devono avere versore normale n con componente \E rispet-
to all’asse o¢ e uguale componente rispetto agli assi o e 0y,.
Poiché n deve anche essere ortogonale al vettore di compo-
nenti (1,1,1) (vettore che € ortogonale al piano deviatorico)
si ha:

{n} =1-\%

Le equazioni dei due piani possono quindi essere messe nella
forma:

1

Og — 5(0,, + 0%) = 0,
1

oy — 5(0,, + 0g) = —0s.

Affinché la tensione o si trovi nella striscia individuata dai

due piani deve quindi risultare:
1
or — 5(0” +0%) | < 0%.
Procedendo in modo analogo per le altre due coppie di piani

paralleli, ne risulta infine la seguente condizione di apparte-
nenza al dominio elastico:

1
max{ ‘ Og — 5(0; + 0y)

1 1
oy — s (og+0¢) |, Og—§(0n+crg) < Os,

2

e la seguente equazione per la superficie di snervamento:

1
max{ ‘ og —5(og+ o)

1 1
‘U,,—E(O'§+0§) ,‘U§—§(0n+a§)’}=0'5.
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10.7 Cenni sui criteri di snervamento per i
materiali non metallici
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Saranno nel seguito descritti i criteri di Drucker-Prager e di
Mohr-Coulomb.
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10.7.1 Criterio di Drucker-Prager
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10.8.4 Esercizio su un campo di spostamenti

Sia dato il seguente campo di spostamenti:

u = 2kxy + kz2
v =2kxy + kz?
w=-2k(x+vy)z

1. Determinare le componenti dei tensori di deformazione e
di rotazione infinitesimi.

2. Nell’ipotesi di elasticita lineare ed isotropa determinare le
componenti del tensore degli sforzi.

3. Nei punti del piano di equazione x — vy = 0 determinare
inoltre:
(a) L’asse e I'entita della rotazione rigida locale;
(b) Le direzioni e i valori principali di tensione;
(c) La tensione tangenziale massima e la tensione ideale
nel caso del criterio di Huber-von Mises.

4. Infine disegnare i circoli di Mohr relativi al tensore degli
sforzi, sempre nei punti del piano di equazione x —y = 0,
ed indicare i punti rappresentativi degli assi x e y.

Per risolvere I’esercizio occorre innanzitutto determinare il
gradiente degli spostamenti:

2ky 2kx 2kz
gradu = | 2ky 2kx 2kz
—2kz —-2kz -2k(x +y)

I tensori di deformazione e di rotazione infinitesimi rappre-
sentano poi rispettivamente la parte simmetrica e quella emi-
simmetrica di grad u:

2ky k(x+vy) 0
€= |kix+y) 2kx 0 ,
0 0 —2k(x + )

0 kix —y) 2kz

w=|-k(x-y) 0 2kz

—2kz —2kz 0

Il tensore degli sforzi si ottiene applicando la legge di Hooke:

%
1-2v

0:2G{e+ (tre)l}.

Poiché tr € = 0, risulta quindi:
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2y x+vy 0
o=2kG|x+y 2x 0

0 0 —2(x+y)
Nei punti del piano di equazione x — y = 0 il tensore di
rotazione infinitesimo e quello degli sforzi assumono 'e-
spressione:

0 01 11 0
w=2kz| 0 0 1|, o=4kGx|1 1 O
-1 -10 00 -2
Il vettore di rotazione infinitesimo ha quindi le componenti:
@Qx =—-2kz, @, =2kz, @,=0.

L’asse della rotazione infinitesima nei punti del piano di
equazione x — y = 0 giace nel piano x7y e la sua parte
positiva coincide con la bisettrice del II quadrante. Il suo
modulo vale:

|| = 2v/2kz.
L’asse z rappresenta una direzione principale di tensione
a cui corrisponde il valore principale oy = —8kGx. Gli al-

tri due valori principali si ottengono risolvendo I'’equazione
caratteristica:

4kGx — O 4kGx
det = 0.
4kGx  4kGx — o

A

Yy
8kGx
/ 4kGx
C . I3 n

\_%GX 8SkGx T
X

v

Si ottiene:

0'§=0

02 -8kGxo =0 =
on = 8kGx

I versori delle direzioni principali risultano quindi:

1 1

+—= +—

-2 —V2 0
es =175 e, =1+t~ er=10
ET1 T2 T2 8T

0 0 1

La direzione principale € coincide con I'asse z, mentre le di-
rezioni principali & e n giacciono sul piano x7y e coincidono
rispettivamente con le bisettrici del IT e del I quadrante.

La tensione tangenziale massima e la tensione ideale del
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criterio di Huber-von Mises risultano infine:

On — O,

01 =4kGxJ/(1+1+4)-(1-2-2)+3=283kGx

Si noti che lo stato tensionale nei punti del piano di equa-
zione x — y = 0 ¢ uno stato di taglio semplice. Infatti, si
considerino gli assi ¥ e s nel piano nC che si ottengono ruo-
tando I'asse n di —45° e di 45° rispettivamente. Nel riferi-

)
s
45°
45° -
12 <. of75° y
45° /" 45°
45°
X n
e

mento O&rs le componenti del tensore degli sforzi valgono
allora:
00O
o=8kGx |0 01

010
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