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Capitolo 1

Statica e cinematica delle travi

1.1 Statica della trave spaziale

1.1.1 Equazioni indefinite di equilibrio

Si ricordi che le caratteristiche della sollecitazione rappresentano
la risultante £ e il momento risultante M agenti sulla faccia
della sezione retta di normale uscente positiva, ridotti al punto O

intersezione tra sezione retta e linea d’asse.

€, = tangente alla linea d’asse

Localmente sia la risultante che il momento risultante vengono

decomposti in un vettore normale alla sezione retta e in uno

giacente nel piano della sezione:

MdS Parte II — 31 agosto 2007

dove:

N =%forzo normanZ

T =SFerm @5/&&0‘2 0 %88%‘0

A loro volta le componenti nel piano della sezione possono
decomporsi secondo le direzioni di due assi cartesiani ortogonali
X e y prescelti nel piano della sezione retta:

M, = Momendo  Faretrle
‘\_/\pz Ho.ma,nh) PM@VI}Q '

’

T = T et Egj

s
Bﬁ = Mx€x+Nj §7
x O
z = asse normale
alla sezione
vy
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1.1.2 Equazioni di discontinuita
Poaki di aWPma'w U fom o coppie onankale
Fls7)-Fls7) +£}[ =0
HM(sit)-Mls)+ 1, =0

1.1.3 Equazioni di equilibrio al contorno
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1.2 Statica della trave piana

Le QMZQ &f‘)ﬂxwh{ (ri&oHl N Pvnh wﬁ QXV\QQ C“&€$¢> 'S

Q,Q cacalier ihiche A@Q/Qél s:»@?wibdome, &FVA(\’WWO GzQ Fféw\o
M’J%&L (o qvfaf%@naomo Futte ad un ?{Smo neﬂ (') @’a%é&

MDA Frave sia feH{QXneq).

L’analisi seguente e valida sotto I'ipotesi che la tangente alla
linea d’asse coincida con la normale alla sezione retta:

et = ez.

Questo e senz’altro vero nella configurazione di riferimento,
dove I'equilibrio viene scritto nell'ipotesi di piccoli sposta-
menti. Nella configurazione deformata, dove in generale deve
essere scritto I'equilibrio, I'uguaglianza e ancora valida nell’i-
potesi di trave inflessa oppure se invece di riferirsi alle sezioni
corrispondenti nella deformazione alle sezioni rette di riferi-
mento ci ci riferisce in ogni caso alle sezioni rette anche nella
configurazione di riferimento.

Risulta:

de. _
7s =0

de
ds —
Jgj_
de =

|

I
~
)

/)“\ c= (,wva}u{q C{S}Wa

(/ | Q’nead’dss‘e
ds O
re \ = xh wrva\‘ Q
\\ R R‘%ﬁ( v

Pa’o\w\ QL ?OfZQ_ %acwm n@Q q}(&vxo

CWQ/J h(\WG, ;- [ mow»e/vx}{ LIGMV\O dsse WWVY)MJ?)
o{}o&apv\wQ!L &Q Fiamo AY/QPA f/EWQ,e LIVMCL' (r'sdlb:

f=qe+pe,

’ (/M Ze)

m=mc,
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4
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, (@@Hu('%}fc»m aﬁé&}
M=M €, 5¢€Q@d}aa’we)

e qindi non vi sono momenti torcenti.

P

T k&QA i?o\egi $ h&:

e xXF = QX(T%—FNg&)
= TExG tNExg

:_77_62: .

S

Tolte , & wcw,u); di TE (isvltam

m

dT dN
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1.3 Geometria della trave spaziale

0[61,
*‘*:—:{en
ds =
det
do = C

df" =cg-18,

= g curvibives (Lidza i Qdaon pordy
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1.4 Cinematica infinitesima della trave
Se Ca TEEA V«‘au/a <’L’ 20) ﬂwﬂ? : spaziale
é{il = Z)[% b ‘£(5) (’mﬁiggg@m_»g &
g 4

(hecimonls

<
n

\/J‘}o'rﬁ @fO‘){M“ ILU th}; CM,QQSL
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1.4.1 Ipotesi di piccoli spostamenti
L ;gp\w A ix‘c@@' ?MC qf?)w‘ﬁ«/a dee
0 bascunli i beowini & ordive cyerrore 2l
priwo ciopelte 3d vn paguckre ool A anlifiche
&zfix erWr. Ovitfogia , e U e ”f Appes
Sakino luew i st:Wf geven bigvals (%fsbz
vt i bt bl Bhvs dlase ¢ pohrains bll
Siowi (e ) flsa Aue Ay on AER,
GWKW TR chs«‘l):fb' ow; wlla Dicoiont”
whivdaR da U e g Unn il guantile civslis)
ot qudi &/&—\_4 o ) aith 3w d
ol & ordive o oA o in o
Una priwa wsesuenss £ du il sndiente

&XU QYOS\"MMM// ) @(’fﬁsoﬂh}‘o AAXQQ c{u,L

bogate
Y
ds g

o\ LQQQQ thﬁo ording &,:& %/YOSWH
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w) oy du

As As
by de

45 na
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1.4.2 Spostamenti dei punti della sezione retta

Gorbigugainue
defecnala

La normaQL _E"% 3«@4\ 5024 0L rd’ﬂ ruob r{%’fc\W{
(ome «% SeZUML re\'\‘a . Nd)JZ' iPahS«' & \m((,(’@\ QF%*M{:

¥
& =gt Yxe =e+¢xg

1.4.3 Decomposizione degli spostamenti

WJZAA/‘I T é' ol’eg‘ (L
4= f;* bep < 1@& c{ﬂpwuaiw (ba finguh

\ va ofi (ofdzatne Non o somm& IQA )

{\X/E @thWo . bacicakre Ql/\/‘éa &4 Q«M o lasge.

'\[E%Vo%}wo A& \ﬂ(\'&uk(‘o sVQQA UM (P)b
%z Ro\(aaw. MNQAM&,QL (&H’ow‘o ad un 3sse
- (W\h/vu)fo o ‘%&wcw&/,l sta'w\&)

’61 = ngaz«'m to(ﬂ,{tmaQL (3\\'}0{%\0 ad un 465
norwali 3@4 e refta )
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1.5 Deformazione
1.5.1 Spostamento relativo per unita di linea

La prima misura (vettoriale) di deformazione riguarda lo
spostamento relativo per unita di linea tra due sezioni del-
la trave. Tuttavia lo spostamento relativo per unita di linea
non rappresenta direttamente una misura di deformazione,
poiché non si annulla nel caso di un moto rigido. A tale sco-
po occorre depurarlo del contributo dovuto alla rotazione ri-
gida della sezione retta. Detto d; tale spostamento relativo
depurato, e con riferimento allo schema riportato, risulta:

du
dr=E—(p><et.

0] dse, O+dO e =¢;

Per l'ipotesi di piccoli spostamenti, proiettando il vetto-
re d, sulla direzione normale alla sezione retta nella con-
figurazione deformata si ottiene la dilatazione della linea
d’asse €:

e~d,-e}.
Tenendo poi conto che i versori normale materiale e, e spa-
ziale e} differiscono di un infinitesimo del primo ordine
negli spostamenti, la proiezione di d, puo essere fatta sul-
la direzione normale alla sezione retta nella configurazione
indeformata e quindi tangente alla linea d’asse indeformata:

du
E,’t‘/d 'et=_'et.
g ds
Si noti ora che lo scorrimento y tra linea d’asse e sezione
retta vale la differenza tra i versori delle direzioni tangente
e normale alla sezione retta nella configurazione deformata:

y=¢ —e.

Tale differenza coincide, come puo dedursi dallo schema
riportato, con la componente del vettore d, sulla sezione
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nella configurazione deformata per cui:

_(du_ xe—%-ee
}’—dS(Pt qs &) e

In funzione della dilatazione € e dello scorrimento y lo spo-
stamento relativo depurato d; risulta quindi:

d. =y +€e;

€ ne consegue:

du
eet+y=$—(p><et

Dok bt il veMere scorrimento y ¢ YM;@&) aQ,Q/.) CRAUOME.

(O)h/ Qa St Fuo\ Q(pwfo(& ' AA/Q LW\/‘;W(:
_b/=b;, £, "'@_@j ,

dove ¥e ¢ 0y QWW g@ sorrmankt ta biwa
A]A%c e % e @orAmA)F( ed j TQW}F |
QUQ.Q/A SRUNL mh . I\w[he

LFL?U\

|
|
4

(e« (295« [

QAA'V\AA. 4,2 o\'\;w\ﬂ,.;

L= oY
du .
5’:": Z{—S—.Qj +‘-Py/

1.5.2 Curvatura

NV.Q s di \m@@l dofocmadon i vektori coldarone
seo0 sl - Lo oRoione olobia | per st i
lvglezsa ta dve sevioni celte ddlla bave vl
bt

o
T

lA Cur(a}v&\ 6@% _”S =% %w?w W WA 7V0’h
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%orc,wh W?wiw’?/m &QQA\ SRz Oue re)h e in WA
qvo}é F%mk& cé)gawxh WQO/A CRTONL. re/Ha:
KﬁE omhurg P@%Wﬂ&
K=K+ 08¢,
@—E 4\&60@0 vn[\\’ado ds

Forsiou

VJ U/r\/é)fvfé wﬂ/\\m}& Ef on\ {)Oﬂ‘ WG\' \AQQQQ

Mw&)\x)(‘i cic,?q»ﬁc J/J/Q,{Q%{x Qj,

Kp=Keeviggy .

1.5.3 Trave piana ad asse rettilineo

Cu(\a\fv(a geometrica &QM/J Q;«u\m c\'aw& c\do(m
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do 4
Kg = e = dt



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte IT — 31 agosto 2007 Capitolo 1. Statica e cinematica delle travi 17

1.6 Principio dei lavori virtuali

Gia ela}& ma 8Qmuic/d mﬁ\%ura“u'm % zbn una HMQ

spaziale . Tale configurazione puo essere una qualunque

configurazione deformata che, comunque, nell’ipotesi di pic-

coli spostamenti coincide con la configurazione indeformata.

O

Sia i dake on aidewa di fore sskerne 1) mis),
LI L\ O (i=1,.0) ¢ di canllerictide
il solhctonine E M shlicouske susibill )
cioe® coldashacki Y equaciows lehited auilibgio,

U eguililonic sl anlorno e di discontinuita in corrispondenza

delle forze concentrate 31' ,m_i : _[‘j (g(.*)_ ﬂ(%—) + @ :Q
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S AN
”Qf du dy
- J{E(F -t ) 1 2 b

divisione in n + 1 intervalli numeratida O an

Risulta quindi:

e i\/\ﬁ{v&:

{
L, =g { (Ne,+T )'(EQHEHW_e.wﬂp)'(@gy%p)} &,
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Legame costitutivo

Prevedendo il ruolo del baricentro G di centro delle sol-
lecitazioni legate alle tensioni normali, nel seguito si fara
riferimento alla linea d’asse baricentrica. Poiché si prevede
anche che il centro di taglio C, quale centro delle solleci-
tazioni legate alle tensioni tangenziali, differira in genera-
le dal baricentro, riferiremo nel seguito tali sollecitazioni e
le corrispondenti deformazioni ad un centro C distinto, in
generale, dal baricentro.

2.1 Dilatazione e scorrimento della generica
fibra longitudinale

Limitandosi al caso della trave ad asse rettilineo ed a se-
zione costante, cioé alla trave di forma cilindrica, si vogliono
calcolare la dilatazione €p e 1o scorrimento yp relativamente
ad una fibra longitudinale passante per il punto P generico
della sezione.

b baiconkica

G ﬁlﬁ__ {;__i_efgb
/‘ —AT“_—_

\?M @w?f\‘\v&w&& Joucd
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Si ricordi che la dilatazione €; e lo scorrimento y della
linea d’asse sono tali che:

du
Ccerty= ——@xe, (1)
dove u e @ sono rispettivamente il vettore spostamento dei
punti della linea d’asse e il vettore rotazione delle sezioni
rette.
L’espressione che individua €p e yp ¢ formalmente iden-

tica alla (1):
du
epez+yp=d—;—<p><ez, (2)

dove ora up e il vettore spostamento dei punti della linea
longitudinale per il punto P. Tenendo conto che:

up=u+@x (P-aG), (3)
Si ottiene:
dup _ du _ d
- dz + kx (P G)+cp><dZ(P G).
Poiché:
dp_c-o0
dz -
si ottiene infine:
dup _ @
P —dz+k><(P G). (4)

Sostituendo nella (2) si ottiene:

Gpez+yp=(%—(pxez)+k><(P—G)_

21
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Utilizzando la (1) e mettendo k in componenti si ha poi:
€pe; +yp=¢€cge:+y+kx(P-G)+0e; x(P-G),
e quindi:

€Epl; = eGeZ+kf>< (P—G), (5)

Yp=y+0e;x(P-G), (6)

oppure, in componenti:

€p =€ + kxyp — kyxp, (7)
Y2 =yx— Oyp, (8)
Yx = Yy + Oxp, 9)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel sistema
baricentrico.

Le equazioni (5) e (6) mostrano che la dilatazione € e lo
scorrimento y dipendono dalla fibra considerata, a diffe-
renza della curvatura flessionale k¢ e dell’angolo unitario
di torsione @ che dipendono solo dalla sezione retta. Poi-
ché nulla obbliga a scegliere la stessa fibra di riferimento al
fine della definizione di tali deformazioni, per non perdere
in generalita nel seguito si continuera ad utilizzare la fibra
baricentrica per quel che riguarda il calcolo della dilatazio-
ne €, mentre per il calcolo dello scorrimento y si utilizzera
la fibra longitudinale passante da un punto C distinto in ge-
nerale dal baricentro e che poi sara fatto coincidere con il
centro di taglio, quando questo sara introdotto.

Alla scelta del punto C resta dunque associato un vettore

D di deformazione:

(10)

dove si sono indicate con y$ e yjc, le componenti di scorri-
mento relative alla fibra longitudinale per il punto C.

A seguito della scelta del vettore di deformazione D oc-
corre modificare di conseguenza il principio dei lavori vir-
tuali. Dalla (6) scritta per C in luogo di P si ottiene lo scorri-
mento y relativo alla fibra baricentrica in funzione di quello

yc relativo alla fibra per C:
Y=Yc—0e,x(C-G). (11)

Sostituendo questa espressione nel termine M;® + T -y che
compare nell’espressione del lavoro interno si ottiene:

M®O®+T-y
= (Miez) - (Oez) + T+ {yc — Oe: X (C - G)}
= (Miez) - (Oe;) — (Oe;) - {(C-G) X T+ T-yc
={Me; - (C—-G)xT}-(Oe;)+T-yc
= (Mce;) - (Oe;) + T-yc=McO®+T-yc,
dove Mc e il momento torcente valutato rispetto al centro

C.
Si assuma allora un vettore S delle caratteristiche della
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sollecitazione contenente il momento torcente Mc¢ valutato
rispetto al centro C in luogo di quello valutato rispetto al
baricentro:

Ne risulta allora la seguente espressione del lavoro virtuale
interno:

~

Li=| (Ne+M-ki+McO + T-y:)ds

Je
=, (Ne + Myky + Myky + McO + Tyy$ + Tyyjc,) ds
= yS-Dds. (13)

2.1.1 Appendice (Trave ad asse curvo)

Nel caso di trave piana ad asse curvo il versore e, tangente alla fibra
longitudinale per P, coincide con il versore e; tangente alla linea d’asse
baricentrica.

Dimostrazione. Infatti:
P =G + xpex + ypey,

e dunque:

e’—dP—de—P—dS(eJrc er)
1T 4y T ds’ds | ds \STeYPeus

dove s’ & lascissa curvilinea della fibra longitudinale per P e ¢ ¢ la

curvatura geometrica della linea d’asse baricentrica. Poiché, come noto,

risulta:
ds 1

ds” 1+cyp’

si ha infine l'asserto.
[

Ne consegue che i piani normali alla linea d’asse baricentrica sono
normali anche alla linea longitudinale per P e le sezioni rette, nei due
casi, coincidono. Nella cinematica basata sulla linea longitudinale per
P quale linea d’asse risulta allora:

dup
EPeZ+YP: dS, _wers
1
ds R
ds’ R+yp
cds
1
c==
\ R
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dove e é il versore normale alla sezione retta. Poiché:
up=u+@x(P-G),

risulta:

dup 1 (du

ds ~1+cvp E+k><(P—G)+cyp(pxez>,

avendo tenuto conto che:
d(P-G) dP 3 ds dG
ds’ ~ ds’ ds’'ds
1 cyp

T T o E T e
Si ottiene quindi:
EPez+)’P:1+1CyP{(i?—(Pxez) +k><(P—G)},
e infine: )
€Epez = m{egez +kex (P-G)},
1
Yp =m{y+@ezx(P—G)}.

Secyp < 1 alloral+ cyp = 1 e siriottengono, approssimativamente,
irisultati della trave ad asse rettilineo.

Se I'asse della trave & sghembo e se e indica ancora il versore tan-
gente alla fibra longitudinale per P, risulta:

e,_dP_ ds
U7 ds’  ds/

{(1 +cypler+ T(xpey - ypex)} ,

dove T ¢ la torsione della linea d’asse baricentrica. Poiché e; & un
versore, deve risultare:

2
d
(d;,) [+ +T20g+vpl =1,

e quindi:
ds 1

ds” \/(1 +oyp)2 + 22

dove:

r=|P—G|=\1x%+y§,.

, 1+cyp
(o - 5
\/(1 +cyp)2 +Ter?

Si ha allora:

e (43

-
+ (xpey — ypex),
\/(1 +cyp)2 + T2r2

e, se T # 0, risulta e; # er. Al passare dalla linea d’asse baricentrica
alla fibra longitudinale per P i piani delle sezioni rette si modificano.
Ne consegue che nella nuova descrizione cinematica i piani delle se-
zioni rette originali non si conservano in generale piani e che le due
descrizioni cinematiche generano due campi di spostamento che non
differiscono, in generale, di un semplice moto rigido. Di conseguenza
I'analisi precedente perde di significato. Se invece risulta cyp <« 1 e
T < 1, cioé se sia la curvatura che la torsione della linea d’asse bari-
centrica sono “piccole, si riottengono, approssimativamente, i risultati
della trave ad asse rettilineo.

2.2 Legame costitutivo elastico lineare

Il legame elastico lineare piu generale possibile si scrive:
S=[E[D],

dove [ e la matrice di elasticita di dimensione 6 x6.
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rappresenta il lavoro di deformazione :
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0, per esteso:
d¢ = Nde + Tdye +M.dB + M. dip

Ne consegue:

S = 5D /
oppure, per esteso:
of
N=o¢ ]
\ |27 Ok
T=@g" = i 2
e T= =
J Bj
20
€ 086 9(5
TR
_Yr - 97
\ L/lf’— K ” Mj ak,

Nel caso di elasticita lineare deve risultare:

¢ _ b _<ron.
sp ~ ELDI, aDi—gEUDJ,

e quindi:
0%
oD;0D;
L’integrazione e possibile se e solo se:
0% 0%

aDiaDj aDjaDi’
cioé se e solo se la matrice di elasticita é simmetrica:
E=E", Eij = Eji

Si integri allora dallo stato naturale allo stato finale carat-
terizzato dalla deformazione D e dalla sollecitazione § =
E[D]. Uno stato intermedio vale AD e AS, con A € [0,1].
Ad un incremento dD = (dA)D di deformazione corrispon-
de l'incremento d¢p = A(S - D)dA dell’energia elastica di
deformazione. Integrando si ottiene quindi:

1 1
cp:JOA(S-D)d/\:ES-D,

avendo scelto di porre ¢(0) = 0. Inserendo il legame costi-
tutivo elastico lineare si ottiene infine:

1
¢ = 5D-E[D].

{A (ic\u'%h C\ML i !%vwc c{_, ((Jofwam fali!
{)oC/{\(wo (él ?g.f\ffe MQVA Wﬁilbw(avm v\afu(a/Qe/) l'ﬂPfo/El
b doViwlezne ?oc/(\(\/n} & F e laus avectibilikas.
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Detta { la matrice inversa della fF :

—
c-E7,

2.5 Teoremi sul lavoro di deformazione

2.5.1 Teorema di Clapeyron
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2.6 Energia potenziale totale
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2.6.2 Principio di stazionarieta dell’energia potenziale

totale
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\AV\UL lor W"«U'f"" doi ?ﬂwri V"(\VJ’QJ U SoMMA 2.7 Teoria tecnica delle travi
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| ria della trave inflessa. Nell’ipotesi che esista I’energia ela-
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- - (o elasticita e di elasticita inversa sono simmetriche. Si sup-

ponga inoltre che la parte flessionale sia indipendente dal

taglio e dal momento torcente. Si scelga poi, nel piano della

sezione, un sistema di riferimento Gxy principale di inerzia

e si faccia per il momento riferimento alla linea d’asse bari-

( U ,L()) - 77-( Ef' Lﬁ*) — O centrica per il calcolo di tutte le quantita che intervengono
: nel legame costitutivo.
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messa nella forma:

| ;
= 0 0 0 0 0
1
0 =— 0 0 0 0
Efxl
c-|0 0 gz 0 0 0f

0 0 0 C Cu Gy

o

dove si é tenuto conto del fatto che la matrice di elasticita
inversa deve essere simmetrica.

2.7.1 Parte assiale e flessionale

La parte flessionale di tale legame e scritta in una forma
che dipende dalla scelta del baricentro quale polo per il cal-
colo di My e M,, e dalla scelta degli assi principali di inerzia
quali assi cartesiani ortogonali nel piano della sezione.

Si ricordi che, sempre con polo di riduzione il baricen-
tro ma indipendentemente dal sistema di riferimento, tali
legami possono scriversi:

o N
EA’

1
ke=—J"'M
£ E'I ,

dove la dilatazione € e quella della fibra baricentrica, il mo-

mento flettente M e valutato rispetto al baricentro e J e il
tensore di inerzia valutato nel baricentro.

2.7.2 Parte torcente e tagliante

Si consideri ora la parte del legame costitutivo che coinvolge
il momento torcente e il taglio:

v, L =14 7’,L
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Tale punto individua il centro di taglio. Se il momento torcente
si calcola rispetto al centro di taglio e se ci si riferisce agli scorri—
menti relativi alla linea dei centri di taglio, il legame costitutivo
assume la seguente forma semplificata:
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d \ C ‘
1§ 0 E @ T

]

o
(e
-
=

>

f\
N

) W
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dove G e il modulo di elasticita tangenziale, A e I'area del-
la sezione retta, J; € detto fattore torsionale di rigidezza e
le costanti adimensionali xx, Xy € Xx, sono dette fattori
di taglio. Questi rappresentano le componenti, nel sistema
Gxy, diun tensore doppio piano X, detto tensore dei fattori

di taglio:
Xx Xxy
[x] = { } :
Xxy Xy

Come ogni tensore doppio simmetrico, anche il tensore dei
fattori di taglio ha in generale due direzioni principali, in
tal caso di taglio, ortogonali tra loro che diagonalizzano la
matrice delle componenti. In generale le direzioni principali
di taglio differiscono da quelle principali di inerzia.

Un asse di simmetria, come gia noto, contiene il baricen-
tro e il centro di taglio ed e principale di inerzia. Inoltre
risulta essere anche principale di taglio. Infatti un taglio
diretto come l'asse di simmetria ¢ simmetrico e non puo
quindi generare uno scorrimento nella direzione ortogonale
all’asse di simmetria, essendo tale scorrimento emisimme-
trico.

Riassumendo, i legami costitutivi inversi legati a taglio e
a momento torcente possono scriversi:

Mc
@ = S
GJt
T T
Y;(cz = Xxé + XxyG—y,
T T
ygcz = Xxyﬁ + XyG—ys

dove il momento torcente M¢ é valutato rispetto al centro
di taglio e lo scorrimento y. ¢ valutato rispetto alla fibra

longitudinale per il centro di taglio. Indipendentemente dal-
la scelta di due assi cartesiani ortogonali di riferimento nel
piano della sezione, il legame costitutivo legato al solo taglio
si puo invece scrivere in forma vettoriale:

1

Yo = gaX T = T = GAX ' yc.

Infine, ’energia elastica di deformazione e quella comple-
mentare assumono la forma:

1
§ = L {EACE + Eki- Jha + 10 + GAye - X yc),

1 (N2 1 - MZ 1
(’U_2{EA+EM"I Mrcntoal X1y

2.7.3 Estensione del problema di Saint-Venant

Per rendere operativi i legami costitutivi cosi individuati e
necessario determinare, in generale, la posizione del centro
di taglio C, cosi come il fattore torsionale di rigidezza J; e i
fattori di taglio xx, Xy € Xxy-

Queste informazioni saranno ottenute dalla soluzione del
problema di Saint-Venant, la cui estensione al problema del-
la trave, come si vedra, soddisfa tutte le ipotesi precedenti
sul legame costitutivo.

Non é invece accettabile dedurre il legame costitutivo tor-
cente e tagliante direttamente dal campo di spostamenti
rigidi delle sezioni rette, analogamente a quanto fatto nel
caso flessionale, come illustrato in appendice al capitolo.
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2.8 Appendice (Legame elastico lineare

dedotto dal campo di spostamenti rigidi
della sezione retta)
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Sinoti che in tal caso il centro di taglio coincide con il bari—
centro, il tensore dei fattori di taglio col tensore identita e infine

il fattore torsionale di rigidezza con il momento di inerzia pola—
re rispetto al baricentro.
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Capitolo 3

Problema di Saint-Venant

3.1 Schematizzazione della trave nell’ambito
della teoria matematica dell’elasticita
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La linea d’asse della trave viene scelta coincidente con
il baricentro, mentre gli assi x e y sono scelti coinci-
denti con gli assi principali di inerzia. Questo signifi-
ca che i momenti statici Sy e S,, cosl come il momento
centrifugo Jyy, sono nulli.

49
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T A
x G _/QA Sx__-gjzo
I o=
2, xy
i I
()

Poiché la trave non e vincolata occorre imporre le condizio-
ni di equilibrio globale. L’equilibrio alla traslazione richiede:

podA + J pydA = 0,
Ag AB

da cui:

Fo+Fe=0,
dove F, e Fy sono le risultanti globali sulla sezione di pri-
ma e, rispettivamente, di seconda estremita. L'equilibrio alla
rotazione richiede invece:

J (P—Go)xpOdA+J (P — Go) X ppdA = 0.
AO Ag

Tenendo conto che su Ay risulta:
P —Go=(P—Gyp)+ (Gp—Go).
si ha infine:

Mo+ My + (Gp— Go) X Fp=0,

dove M, e My sono i momenti risultanti globali sulla sezio-
ne di prima e, rispettivamente, di seconda estremita. Ne ri-
sulta che la risultante ¥ e il momento risultante M, agenti
sulla base di prima estremita dipendono dalla risultante F,
e dal momento risultante M, agenti sulla base di seconda
estremita:

.7:02_5:3’
My =-Myp— (Gp— Go) X Fy.

3.2 Caratteristiche della sollecitazione

Siano Fy, F, e F; le componenti della risultante F, agente
sulla sezione di seconda estremita e, analogamente, M., M,,
e M le componenti del momento risultante M,. L’equilibrio
del generico tronco di trave compreso tra la sezione retta ge-
nerica e la sezione di seconda estremita conduce ai seguenti

Hy Mo
GrG=l-1)e, % y
¢ N [ ] Gy
F At i

J
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valori delle caratteristiche della sollecitazione:

NZFz, Mtz‘MZ!
szmx_Fy(g_Z); Ty = Fy,

Si noti che lo sforzo normale e le componenti di taglio sono
costanti lungo I’'asse della trave e che tali valori uguagliano
le corrispondenti componenti F,, Fx e F, della forza risultan-
te agente sulla base di seconda estremita. Analogamente, il
momento torcente e costante lungo 1’'asse della trave e tale
valore uguaglia la corrispondente componente M, del mo-
mento risultante agente sulla base di seconda estremita. Le
uniche caratteristiche della sollecitazione in generale variabi-
li (linearmente) lungo I'asse della trave sono dunque le com-
ponenti del momento flettente, componenti che per i risultati
precedenti possono porsi nella forma:

My =My -T, (£ -2z),
My =M,y +Tx(£-2).

Ne risulta che occorre tenere distinte dalle caratteristiche del-
la sollecitazione le sole componenti M, e M, del momento
risultante M, agente sulla base di seconda estremita.

3.3 Principio di Saint-Venant

10 {;fo%w com I\w’:s’%b}'o 5 preseu di diPhecde
oot 5 ww = pongons Qiwitr alla  Listibvzione
(i caidii vl due seciow diedrenihn. Scone,
¢ Wb qro\aod\'o; | peincipie 4 Gail-Veusuk. T34
prncipie aflerwa  cle due diveme diskeibiniowi ol
toree cdly eiow i edewild  venks ucawﬁ[ ciculRuke
L monando ekl povessus Mot ceusibilwonke
LBanti ool i prosiwas S0 ceiow & eshau N
ho esee dlia posnbile. scient  fa Qo diverse cobusious
W,,VWM; 2 didabvuows & Pre sl dve bosa

Mx\\‘i uoXﬁQ\A (iw\bwh e M’m tisulhu)(e} vy
QOQWD\ML @(\‘\MMQ %A,I)QXCJZ.
Pﬂu’cwa/ A CceChw ?VJZQQ solurioun du
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coddishons Sejdw}ﬂ oudiziown cestafhive ol
fungo &Ljp,\ SPore ((ﬁﬂ}wf & QQMF'VM) :

6:‘& =0:j = ,]:Zy :O/
ovverossia:
0 O 1
lg]= (0 O (1]
’l’ch Ty% 6‘%

Tale richiesta e giustificata innanzitutto dal fatto che le
componenti della terza colonna del tensore degli sforzi de-
vono essere in generale diverse dallo zero per poter generare
delle caratteristiche della sollecitazione generiche sulle sezio-
ni rette (di normale z). Se poi le altre componenti sono nul-
le il problema delle tensioni tangenziali viene drasticamente
semplificato dal fatto che queste (come si vedra nel seguito)
diventano indipendenti dalla coordinata z sulla linea d’asse.

Si noti anche che la (1) equivale fisicaente g

cdwiedie e & Bbe defly Fare (shese @@Q%Me
Whae ¥ ) wheqyiscave P & Gt Ao Hcavess
oMo Ar tugion di dirzioe ¥ . Iwhlh e
0 o=(ngn, 0) o fa wonueledi o St di 303

x; 00

gara@.&a Wage 2 P

r o C T | )N 0
{gﬂi: 00 t |4ty {=¢ C

\

%ma‘m f&(«lw)lp/d W 'age ¥

E\ C(\A/\'&po (,Lu. 4 i)p'or\’ A c(ﬂ./H\o cLUL }‘m fQL
99@%(@ //&fw'«/}aﬁv\}i’/ aqu WALQ f’ﬂ'vt&t'(}fo A f wt—%nan/‘
@ W 43 wwA WQ Q/a &rm/a (1) , ao clie.
gikibica 00 dwowinociose &i polesi dahy ol
bizow (). G wdat Cmrmgye ol Qod,v{lb cle
((SDQV@\L&P f&«QL ‘afol?QQMAA G OHJM [~
CQQA/’&O\UL M@ h@i pomg.

QTM' cdSe v
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D odosions doi cisdteht Mrenkt w ol wodelly
M@k%\xo L us M i asse comn, dd
cvion aidbile ¢ L bav cancah sudi s/l
pupelicie ool ¢ Wl wlowt @8 oigine W
podddls tooia tecnica dila brave

3.4 Problema di Saint-Venant

Vorsiawo | ques\o VW\}‘O , evwniae il f)(uly@uu/a
L Saink- Vewank:

"Date un o lindcio (B caivalo o ol odremit®
Wierwinag vn caupe i Yousiows & di deferwaaon
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e da s?gswf u h;ﬁi N 5200 90JL‘9P3H€
saé«/w}f Q4Ua T oW MQ volume R -

<

b
div ¢ =Q_ (quauouz m(&&?’\W\h i ?.?ui@‘lm'v)
= (fa«raolg +a(adg1—) (Wukmm)

1

7
t= jé {(1+1/)§-— /(f(g)g 2 (@,&@M @s}i\u\ivcy 7
Ce=6y=Tay=0 (ipoves di Saint-Vena! )

QQ %Q?JQMXi CO’\AAJ&&WA QQ W\'mﬁ\o locali GvQQ/a ‘}\/WQOQ
Catod -

n=0

7

e le seguenti condizioni di equivalenza statica nelle sezioni
rette delle travi:

F:J oge,dA, M=J (P-G) X (oey)dA,
A A

dove F e M sono le caratteristiche della sollecitazione. Si noti
che tali condizioni scritte per le due basi del cilindro equi-
valgono alle condizioni globali di equilibrio al contorno sulle
stesse basi. D’altronde le condizioni globali di equilibrio al
contorno sulle basi del cilindro insieme alle equazioni inde-
finite di equilibrio impongono la validita delle condizioni di
equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi.
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e quindi:

I _‘/Cf; O (1&1/)@,;_-
- {

EEJ = E O - 1/52_ Q*.,/)g%

Oy

~(1 +l/)/fq ftv) 'C) r
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'Eciu{Qerio Cu% L;ulpa(cfcxe &}QGQQ

0 0 T Ny C
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7
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Si ottiene quindi:

Lé SYQA)\CAM bwa;m’a&@k kohzoi 'E M un ?w\}o P
&W\MQ & (m}omo on & wa %mumw SetAoML j
(c)*a e JISYXLE H«%w)m ’A& (Q\A}Q(‘V\o A9~QQ/A KRuUowl ., A

Equivalenza statica nelle sezioni rette ?A sz"\p\ = My — Ty (£ - Z)
{
LA lwc,i oL oe; M Q); W{ W,‘:
%b'\/ COM? S\ G;IC‘A—“MJ;—T}((E—Z)
Tek Ag
{oef - {5
E J, (62 ~Tay)dn= a1
jQ V\no\,uw}o ALWA %Mw.e, ge; m'tfwo R,Q \
byi(,wk(o ﬁ'@uu}: : g 1;7: AA = Tx
€x &y £y A
(P-Gxoe=|x y 0 |, EATJVJA: T,

T Ty G
'3 va(v\(?\.j 5 SWR\A\LQ QL CD\MPMI'Z

r 7 J
{ (P-C)xae. § =4 =0, 2

T
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3.5 Energia complementare elastica

e ' pekes i Gail-Vousuk (=6, -6, =0)

Q\Wa Mwm dashics e ot di
VOQNW&. WL »Q\Jg\ﬂ)f*o:

1+V

v Grcr) -
_ n fﬁzﬂrfyi

°E G

L )szx'a&il Cwu‘:Qw‘m}a& QQ/JQ\EVA fu wjb\ ch' Q(«,e,@
% D“;QA&Q M\Q-?f(w&) \AQ/Q/Q.\QIQ,J {a ¥

N GL g {Z +T»yz
Vo= £ x T E
: SA )

3.6 Soluzione del problema di Saint-Venant in
termini di tensioni

Ig l'wgo(z A%ﬂ; spora‘/ Sa&z{owt c((’ﬂ Fro'y@uua C(A

%M\A}—VQMawb on\ egere oH‘Wo IVJ’WC@ '&

L
Qw)@h%‘;& 3‘?} = [heg)=0,
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Lo eﬁww'wi i Bel b rau (&erswm b cudiziow

WL (553N (Q Supﬁ{o{w)ﬁ Wl tdse di SC 20U vusw)comssa)

per £ iukesanione  in fermini & spedfiuanto, &l
bugoe i deforwasiony Mewbily (ol fusoe Aaj)b
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@:q]:{x/j =0 e ?vfw(Ju; kf§=0}> Livedbano -

N,
l:—:&;ﬁ(% %xi =O ,
%0,
L§657:7 (ajf =O >

92(& 926; 920; 9% 00
( et + 8\52 * Iy > (azz -O >

W MmO 0%
=) )= %:?(“*/)(0 Gy 9ylz* Dzlz) Bxgz =0,

oxt Tyt 9y OF

Utilizzando le prime due, la terza equazione diventa:

8263
o =0

Utilizzando la prima e la seconda equazione indefinita di equili-

brio, la quinta e la sesta equazione di Beltrami divengono:

¥ 9 Y O
( e 9 Tp +?a%>+ 0.

N e o0,
“W)(Wz z) dxg% :

(9% Q2. 9%
() (G~ 524 2% (0

3.7 Tensioni normali

Equazioni di Beltrami:

%2(¥
Axt

0'6;
£ - éd;&%e.nxje{

o5 ma\wt

r()zgz B
oxt =0

92@ — = nqpﬁ/ éS‘?(Q‘S\M CL‘ G\‘E naA QQIQ“W
99@7 |‘®rV\uw ww‘%’h n X aj

In}‘ﬂj-(a«gl EMVAQKLW w<noua nomﬁr&

O;= (b,z+ Q1>x+(bz¥+az)j + 531’{ + 0y -

=0
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Le costanti di integrazione possono essere determinate imponen- por cui :
do le condizioni di equivalenza statica nelle sezioni rette:
(ﬂt‘j}e B = {G
F W= T 2T
| odh = N,
A Dalla terza condizione si ottiene infine:
YAGMAA:%_@@_;); (b1z+a1)Ij =_mj_7;(%_;)7
Q qvt’v\(b :
S spedh=— ), ~T(4-2),
A j m lj + ’T,.x,'pz _ 71
Qx1 = — ) }31 = T .
Dalla prima condizione si ottiene: J y J
( by ¥ +44 ) A = N 5 La tensione normale vale allora:

e quindi - N M= T (1-x M, + T (-2)
N TR T T )j_’l( ‘-
L= 7 by=0 . ’ ‘

L)%V&%'Ocu, M/A hu%nkw- vlorm&Qz ) serth in
Dum,.'m 5.0@& mHan'shc\mApﬁM sv@u‘}az{m /J/vf/w’?
&quue:

Dalla seconda condizione si ottiene poi:

U’zz*"aa) be =M~ T](%—Z) 5



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 59

LWQ)U\Q/(%a WYQS\WW QQ/ASXWCA Fz{ uvu‘]’a\cb' EMQJ
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Uowereia ronde 4 golfhcheow N, Mee Ny
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3.8 Sforzo normale centrato

[ ave so%pﬂa 3 Sfora nprwﬁ/& W@/;\O ;

G (w.’cm}m JJQA sezoul
I e j QQ.QA.CDU}f@Ql.

A iverza

R Canpo Feusionale soboeiouns. ficlha :

s=N

2= a0 = =0,

bl Counpo ke Jdormazon o i sl (@ha‘o\u.

invefSa c\/\ \-—\OOKQ. :

€= é—{(ﬂwg— V(Erg)L} :
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0 0 X
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-v 0 01
N
[gJ:E—A ¢ - 0]



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 61

G radioake dlla rotacione Gcale KWJA ;

(t9)
% _ It 08« 0 Q,d-)z{(x,m.
DX 0x; o ’ (4,2

A WA (&J una {MW?,{EQQ ro\’adm m’aa‘cka 8@5&?!, cL« }v}}c
i inm&(c (i%vk\‘a :

Integrando si ottiene quindi:

N
u=-vegre +Hy).

Risulta:
»_ Py -y
N~ 5 > Fy)
8_2”:%(:0 = ’g: cost .

Una costante rappresenta una traslazione rigida, in tal caso nella

direzione dell’asse x. A meno di tale traslazione rigida, la compo-
nente dello spostamento in direzione dell’asse x vale:

N

H————I/E“Eqﬁ .

Procedamts MWL pr Ve W, e Mean
Aﬁ%m\ﬁwu\}L | 3v3i(o w?gﬁ)fc AQDQQWFWIL 4FoS}2mem}0:

_ _ VYN
U = A X,
VN
UV o=— =Y,
N
W_———EAZ

TgQ.Q OMA/‘)O di SY%\'GWA}( {)\;o\ gL Qbrﬂ{a*o in (,lde
qu\et

r

{ O x

NJ Q) YN
U o= N

— EA EA j 7

: Q)
oppure, in forma vettoriale:
N VN
U=

Il primo termine & wl W& e ol y ¢ qm&x rappresenta

una tashziow m@m A&QA semoud (in direzione dell’asse z).
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3.9 Flessione retta
z
. . {P_G}z y N=M=TJ_=TJ=M£=O/
—Vaﬁ’(;—G /PP, ° Me #0 .
v/

Il secondo termine ha componente w = 0 e dipende da x e
da y. Rappresenta quindi una deformazione della sezione nel
proprio piano.

Tale deformazione sposta un punto P in direzione della
congiungente di P con G, e poiché il rapporto:

IP—P’I_ N
-6 ~ EA

La solues Gormes WQQL AOM L o
¢ costante, cioé non dipende da P, tale deformazione rappresenta : e &QL }M“W rormale
una omotetia. odwee ﬂ&g forvvw&; di Nawer:

Da tale decomposizione del campo degli spostamenti risulta
evidente che la sezione resta piana.

(Z = % ¥,
mentr (A 9,0. }QAAQ«O«\M }WU’&& Soaa w@&:

/fxzzfj_/z=0 .



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 63

V4

5= age di el iR yes d

N= agr nzwfro

G < bariaabre 4l 2y ol
L 2ot Cuerzid

Tkuwo‘o (.ouko c\w. :

éfQ‘U,g/
0c 0 0
cl==(0 0 0
0o

N Gveegue { e,viuw}e fnore di g foruiaioue. i«ﬁx‘u"}aaa:

'y 0 0]

1 My
[((‘f} T C 990
0 0 1.
y _—}/j 0 0
]zgi 0 -7 0
L0 0y

~

/\/¢)®/r< e £=0 {”Ljio, oo d @va {!3gse vw}ro.
QJW&AM C\Q & (oh/b{w& (\'8/{8/‘\ AM‘(V\}“MC\A‘V\A ‘)uv\}o

e\ mw,e«u)m)u dal Fewore di coRziow @ i 209
oppure dal ko (b ¢

2]

r o - by -
Yy 0 —w%/
—W WE/ O

, {Mw

[ wyy

(ny/



MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 64

Prof.Daniele Zaccaria

il & w

9WLA . Sgpl( _ afak

(a Xk Ca IA‘ (a X
Si noti che le componenti non nulle di £ sono £y , fj ) 52. e che
queste dipendono solo da Y- Ne consegue che per avere derivate

diverse dallo zero occorre che x; =y oppure xi = Y. Risulta:

i
() 2 y O
0 0 1 | ¥

gy ] = FL| 0 00w,
Y O (O | 1%

e quindi:

My

= ———% s
HoE],
Wxg-—O ’

Mz

W, =v L

=

a meno di inessenziali rotazioni rigide complessive di tutto il
cilindro.

In definitiva:

- M)C
[#] =g

e quindi:

[yu]~[ee]

0 -vx (]
e 0~

0 ¥ 0

QU M Mz

v MMy @E__ﬂz_ .__g_g_
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Defocwaione 4l Szioue wel propCio piano: 3.10 Equazioni determinatrici delle tensioni
7 |

tangenziali
YV gjl o 1+ Qxdg | QqWdow
. & Bhewy
- 1y oty 4 ey
et T oyt | MY Oy
v @},ﬁz— ?_ff"_g_ — @6_? i berza equazioue
) 9x 9y o2 idefiwika & Q:(_m@‘}rio
. Utilizgado @ shorioe e G, .
E possibile scivere il coupo 4 spostamanki, ’
- . ( [ %2_& 82{1 1 Tx
" po/rvm VQH‘MAQL, V\QQ moco gq,i)vwl‘g.' EJCZZ + (ajp_z - _ 4_-;7 g.
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(wdiziok di equivalenza statica nelle sezioni rette:
&mM=ﬁ
SA TedA =T,
SA@E 2= Tagy )APs =M
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3.11 Appendice (soluzione del problema e ?W&Q '
delle tensioni tangenziali) VY = _’57 5
Decivaudo o tocze equazione andtfinily i QJIV.‘Q«'Ln'o o oNiowe .
priud (is?e)"o S X o po (ispaHo 3 9 i oftieng - 9Ty 0 Tey 7(7]}' T, )
( NPTy . OLGy o ipd 0y T Ijj
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&ovt:
Me= My + T, yS—TxS

| vesabo bocaabe ol cisgette o pute S

AA @o(&\w}il X o4 Yq (Pw\}o che per V#(0) qom Qo,mgcm
om 1| ok & H?IQ&O, come si vedra Piu\ é)/v&/t\‘x) .

o tomgiour Wu&a »@ﬂ%omg cv/m&
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Ty = ZIj{ (X—V%)J* "
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9% _.1
E 2% aj z/f {aﬁy (y-72)} +
Mg(éiﬁ o)

%

Verificliauo ce Lo tuusiou Gy, Ty, Ty g codditans 0 ferza
%%UWL ivxlgfr{ui\"a AA Q(ivfeil;[io:
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Q\eﬁwﬂ‘w miﬂ"\mh L\A qu\'ij(Io (iS(/”] idm.mw\w)fe goc{c{ispajh
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Capitolo 4

Problema della torsione

4.1 Funzione di ingobbamento

S oha solbotssiow & tersion quands ¥
alindro & Sgint-Veuaah %vﬁo Mo due echromita
aA una @Wia %orcw}e Me.

Cappiane e in tal caso non vi sowe feusious
normali Wi 50 wn2 qm-vQWcIui Sevione ret ddl
indio . Rsdfaws pectante wllle & dilatsuiow
Wle Unee ppadovanki dla sezione obta . Dako

MdS Parte II — 31 agosto 2007

Mo Yo condizione ’f,j =( oot Xuj =0, som0

i sude P sorcimanki di i Giwe . Quosto
mwigm e non v @ doformazions A coeione
vu& propeic ‘7\8».0 Si tenga conto che ¢id non esclude o
\'m695ol>amm}o s sezious 3L & Puori ol prepria pidmo.

Si assuma allora che la sezione retta generica, quindi dipen-
dente dalla coordinata z, subisca un moto rigido nel proprio
piano piu una componente di spostamento nella direzione or-
togonale alla sezione retta variabile da punto a punto, com-
ponente che in generale provochera un ingobbamento della
stessa sezione, che quindi non si conservera piana.

Assumendo quale polo il baricentro, il moto rigido della
sezione nel proprio piano si comporra di due traslazioni, in
direzione degli assi x e y rispettivamente, pari alle due com-
ponenti di spostamento ug e vg del baricentro nel proprio
piano, piu una rotazione torsionale 3 attorno all’asse z bari-
centrico.

Qo/(c\ka\ »Ql ¥mﬁf{o&u' V\grwa&/i c{Wo«w essede vaQL )
dove esee willa Lo dilateviowg €y ddlly fhee

yaa@&a z

W
Ezrgi‘zo = W=\>/(DC,9>.

75
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~
s

Y

La MM!L da SFOGWO W ool CLV,,,,WQ ,-,,\Cuf)@ﬂ:

e da ¥, Lo Ww}\ di %‘)sﬁwﬁ rouidug

u :uG—l}j ,
U =g +193C 5
w=flzv)

Le owicha MW. & defermacione v wille

Sono (CQ\NJ. deve qc,e,wz,) g& scorcimamks Tep © k/ﬂ-'

Y., = duG—@j+8—f-

X% dz
_ dvg
éf)z iz Ox+ 4

dove

6= a’g i (Qrv%oQo vvv(}é(fo Eh i‘w@«'one,)

LQ (or(JstMi \Y%\s«‘w \'amgwu'a&( r(sdlb/y.o:
=g -0y« &) ,

d
=G de W*gj

Poidie  tali towsiows  dovoe e%ele nn&»?w&ﬂm\.iﬂ 3

dove esserp

dug _ dve = oo
P = ok, e =k, @=0st,

£

Quindi gli spostamenti U e VG e la rotazione (,Q possono

porsi nella forma:

uc,:@ycz, UG—’-—@XC%, {}:@%,
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A wons & ;mswiji woli ricb,{ch Ai rotadiow e di traslazione U = — @ v,
%QO\OQQJ. ’ J = @ x% ,
La @‘fhm% on L A ® Pume}h poi i serivece W= @Bw.

La differenza tra i due campi di spostamento vale:

W o= @ wc(x)ﬁ) )
© _ G _ X
(&OVQ, Q/A g\/‘m@\w&, U/C(Xl")) viewg clfz“ﬂ SZVVW)'M J“ u U = @ yg%,
U(C) —U(G) _ @ XC%,

in39\>\96'M°MX° . Il campo degli spostamenti diventa quindi:
Y WO WO = @ (we—w)
= C b

u

- @(J/—yc),’é,

U= @(x—xc);é,
o= Gunlny) oo 0 o g

e, in forma matriciale:

4O (G
Da queste espressioni si deduce che le sezioni rette ruotano v = @ C O — X ﬂ
attorno al ?W\\o C i Coor(‘b'/\él}e Xe @Y, - W —w© —Ye X O_ z
Poiché tali coordinate sono arbitrarie e possibile scegliere
il punto C coincidente con il baricentro, ottenendo un cam- O
po di spostamenti che differisce dal precedente di un moto
rigido. Inoltre, a priori, ci si puo aspettare che la funzione * O
di ingobbamento dipenda in generale dal punto C. Si indichi
allora con w la funzione di ingobbamento relativa al baricen- (wc— (U) + Ve X — xCﬂ

tro. Il campo di spostamenti relativo al baricentro quale cen-
tro di rotazione lo si ottiene dal precedente ponendo xc = 0

e ye=0: Il primo termine rawreéwhl U (ohz{ow. (ig‘zlq 3\‘}0{(\0
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ol ssse bacicankico pes il ko di roleione € dla pritta
GQ5TA O ClA €9¥(W\\2\\ (%=O>. Uwf{ezm cw)ﬁ (ohv’ou
(ig%cig deQ @1’/9@}-#}61 .

=4

& .
GQSZJ/QQQA foldzious. ( :B«M?um
&83\:&% S@%Q /CLL,Q (ﬂﬂ)rﬂ&wh} gﬁuﬁh& da
c ) (2VZ) | 2 1'
W

S?o% Q

Il secondo termine rappresenta uno spostamento rigido se
e solo se la terza componente e costante. Poiche la funzio-
ne di ingobbamento e data a meno di una costante additiva,
rappresentando questa una traslazione in direzione z, la re-
lazione tra le funzioni di ingobbamento relative al punto C
generico e al baricentro puo porsi nella forma:

(wc—w)JrJ’cﬁC—xcﬁ = 0.

Utilizzando, come visto senza perdita di generalita, il campo di
spostamenti relativo alla scelta del baricentro quale centro di
rotazione delle sezioni rette, si ottengono allora i seguenti campi
di deformazione e di tensione:

T =GE (‘8’3% "j)
11=6@<% )

{ ko2l
)\ fax = @<"ax _j>
)
dw
Y= @<‘5§ = }
oppure, in forma vettoriale:

_2_( =0 {‘3(96\00 +E§ (P_(y) k y

T R CIRE S YOLY

T
-2

dove BE & il Yeugore (O}Rﬂm di 90% in AX&?AM A«A}:M&(\c‘
\A \Q/(za e_anfo{m, M(&QYamh cL ealu&Q{lam'o ((‘c‘/u‘zilz
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' YNw
GO ot sz ) = G@div(gradw) = 0,

owerosi
Viw = div(gradw) = 0

Mlle Sontione & sngobbawonte & dungue st

coldishie 0 qussion &i Loglice . Lo comdizions ol

oneens ol C,u‘yzrp{ocq, Qateale ridiedmo mvece:
Lon = Ty, + Ty 0y =0,

quin(&)\ &9.1\/4.. (I%th(Q:

G@(g«k\w-ﬂ +[B§<P-(7)]'ﬂ> =0,
¢ i deFwitiva

Y - [RE )] 2 = yne—xry
Tn owclusione, (a fnzione @ dove soddishee i
ekt pobliwa & Newmawn (diponduake s

AAQQ/A ?omna %wﬂ)fﬁ(@ &QQQ/A GezouL m}’fa):

ggzyﬂx—xnj Sv 9A

La sgi&om &9\ ?ro\wQQWA & Neomarm esiske
¢d ¢ unica (a wmew & wna WWGQLWMQJ(M%)
G @ gpc{i»’s‘% O/A C(M(Lbow. .

§9A %% s :O

Virliduawo  die i gudivions ¢ seddislath.
ow
Saa In 9= Y;;A@ Ne —xﬂ”dg é\(iomvfa ‘u@m)

N SA(%% - %)AA =0 .

La relazione tra funzione di ingobbamento &/ relativa al baricentro
e quella @, relativa al generico punto C permette poi di affermare
che @, ¢ soluzione del seguente problema di Neumann:
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(azwc + !aZCUC :O
2" ‘ajl

d w

T = (f ) ne = (2-x)ny

Inoltre, dato che la sezione circolare e I'unica nella quale
il modello costitutivo locale dipendente dal moto rigido della
sezione conduce a delle tensioni tangenziali soddisfacenti le
condizioni al contorno, ci si puo aspettare che questo sia I'u-
nico caso in cui la funzione di ingobbamento si annulli, cioe
che risulti w = 0, naturalmente a meno di una costante ad-
ditiva. Infatti nel caso, e solo nel caso, di sezione circolare il
termine non omogeneo

[Rz (6]

nella condizione al contorno si annulla, le condizioni al con-
torno diventano omogenee e il problema di Neumann ammet-
te di conseguenza la soluzione nulla, come volevasi dimostra-
re.

4.2 Fattore torsionale di rigidezza

A que's\te vako (ash 99Q9 CDA .'Mfzorre Qél Mz«‘we ?QO\EQZ

CU quf@jla(io qg,QQL W:

EA @91 x — Ty JdA =M

(3( O’H\l'QMQ:

o6 [ [ (82 < (B2~ yfib=n,.
Definendo il PAHOHL tocsionalle di riéicl!;zza:

= “(%% wx)z— (57 1)y} IA

9
R ALY
A

(.‘sth:

o M
© Gy
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N& % i sevioue a(@pfa& in wi, (om. vfsb,
W) :O ’ (fgdl\’é .

J = XA (gt Jdh =g,

dove I(, eil VV\Q'MQM}O ds Az Q Pol&a& (f%PQ,H‘o a
bacicmto .

La soQua‘owL dsz& gro\aQw/A &QWA }omwz, (v(a
Cw\@im di m?\awo) risulta quindi:

Y

M My
U= & rx I T, <5j +x)
oppure:
Mt
W= = w(xg M
Gt ) 1 =—If{3(ac\w +B% (P-G) §

Siadi da b Ponsione & ingobbampude @ o ik
e & rioideeea torgiowals dApmcbwo ol dalla

forma Oxeowo}m/a s sezious celta .

4.3 Energia complementare

Emwg\fl & are per um‘}’&\ & Q;ma;

Poiche risulta:

) [%"é(m 7) oy 7
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I thwg’ia QO\LMQ(Q assume l'aspetto:

4.4 Funzione delle tensioni

La terza condizione indefinita di equilibrio richiede:

aTXZ aTyZ

0x oy =0

Una qualunque funzione scalare F(x, y) tale che:

oF oF

Txz = @; Tyz = _a

0, equivalentemente:
T = R} gradF,
7

ove al solito R% e il tensore rotazione di 90° in senso antiora-
rio, rende automaticamente soddisfatta I'’equazione indefinita
di equilibrio. Una funzione F cosiffatta é detta funzione delle
tensioni.

Dal confronto con la soluzione in termini di funzione di
ingobbamento si ottiene:

grad w = Jupy RY (P -G) = R: {LgradF-i- (P - G)},
M; 2 2 (M

oppe, in WW.Q)J(-‘

dw_ J OF

ox M 9y +J
w_ ToF
0y M ox

Darivam)o p/d Pﬁ'uw ffswao 80[ 7 e &l %Me{e (»'ef)effo
QC{ X u{ u(avaa,QAau&p or oftiews % CD\ACL'H‘N!Z neRssariy
(¢ suliviouke se La sezion e\wcvmec%l) b mhﬁmbi@‘h\
m% E/Vlzim& w s Mag“)ﬂwm}o ((,ou%{uwza),gf oH{au,Q:

OF R oF
A o T T Tl

Owerossia b &W SQA&,‘\SY?Am la seguente aiua—u'w& c\i PO«'QSWV

VEF - o M,
Jt

Per quel che riguarda la condizione al contorno:

T-n=0,
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HA

=

(RN

N

questa diventa:
(RTE gradF) -n=0.
2

Applicando la definizione di tensore trasposto si ha poi:
grad F - R% n=0,
e poiché ruotando il versore normale al contorno della se-

zione retta di 90° in senso antiorario si ottiene il versore
tangente s si ha infine:

oF _
os

(vacu Fooe @shobl‘t w«Q Om}o(no /Q/Fm'clu;‘
VWA G"bMQ W WLLW Qp 4"3}0 }ws{owa,QQ/ Fuo\
2cse1p &WWVMS .

gradF-s=0 = 0.

La Qmm MQDL M«'w e d»w?ve sv&&‘m
o WQ FfoL@m& & D{({c\r\wi

Me
I

F=0 sv QA

ViE =<2 A

Notiame e e 0n cecionn 2 FQU((CONWES%/
5 on‘ porcL F=0 QUQ @u}omﬂ eXecno ) WA nom
guca%‘ sk mdarnt 7dm 3 O(VQQ.,\YO Wko 2 soldp
Emuf?x dire cue e

oA

M,
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La condizione di integrabilita in una funzione w di ingob-
bamento richiede che sia soddisfatta la condizione di circui-
tazione sui contorni interni:

SaAi %?‘ngg (%ﬁéinx_ %Q%/Vv)c‘% =0 .

0A;

dove l'indice i si riferisce all’i-esimo contorno interno.

Tonnds ouke &QQQQ ﬂ’/@&v{owi a,c,ishu}i bo w o F
i Mewy  infug
M@—i %—E +x>nx *(% %;' WM}A%:Q

Quindi O‘X\n.i aw\\orw wmlerwo l'W\('cc{UOQ wld fn@zw‘\"a

( e e F sl CSM}OIM) od vwp qdvione .

Con n crewiti fﬂ\‘@rf.h‘ S \)uo\ froculere f{SOQVQMO]O |
pro‘oQbu/A di Diiehel i (uneione o valori F, {n@yni}.‘
sui conforni in\@rm’, ciodeidAQ\ L n Cfm&wwu di circuibab‘e
diventano 1 egudzion e m«zawh F..

Per determinare il fattore torsionale di rigidezza J; per il
mezzo della funzione delle tensioni F, si imponga la condi-

zione di equivalenza statica:

M; = P (Tyzx — szy) dA

JA
(( 0F  OF
—JA(—aX—@ )dA
I DY AR A G 2N [ N
Ja 0x oy
_ P{ZF—diV[F(P—G)]}dA
JA
=2J FdA - F(P—G)-nds—ZI F(P - G) - nds.
A 0A i JOA]

Nel caso generale di una sezione pluriconnessa, tenendo con-
to che sul contorno esterno 0A si ¢ posto F = 0 e che sui
contorni interni 0 A; risulta F = F; = cost, si ottiene:

M, = ZJ FdA—zFiJ (P - G) - nds.
A i aAi

N




Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte II — 31 agosto 2007 Capitolo 4. Problema della torsione 85

Dato che:

] _ . — . _ T
JaAiFl(P G)-nds = 24, - R (LAF nds + LAiF nds)

dove A; é I'area racchiusa dal contorno interno 0 A;, ovverossia
I'area dell’i-esimo foro, si ottiene infine:

T
- R Fij 1 nds
; 0A;{

M; =2 (LFdA ~ ZF1A1> : (1)

Nel caso di sezione monoconnessa la condizione diventa:

R > FiJ grad1dA = ()
- A -
1

My =2 JAF dA. (2) come volevasi dimostrare.

LA SV@J?)M n F AZQ f/ot)ngl (L D“r.‘c\np,tl‘ ¢ 6{3]’.}
in fermini & M d @ nole o di I . @ m&ivu'h.
La (py\(lia’one, (1), oppure (2), P@rmq)r)w i dﬂ}e,{rm'wz [2

F&Pfo(q c\,\ (;az;izzza hm‘ow& ]b'
\(u;ﬂ}c}uw mﬁ‘m C\u @l aoluziout oH@muﬁ
soddich Ua omdiziowe T=0 .

E]P&H! , a[/& _'L/= praf&d F s OH{U&:

f=LBT?r@JFJA =&TL%JJJFJA =
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K =@ {%@c\w +Eg (P—(I) & div £ =0
" L=68 P~
— G
rot{é _{*E%(P—G)EZO 1= Rz 3(ac\ F

0A
G
t

Campo vettoriale
v pilano

Area piana A

Circolazione di v sul contorno dA di A: c(A) = j\a
— A

Rotore di v (circolazione per unita di area): rotv = }qin; i

f_a_F‘
T oy
Bg 3(8c\ F = Sp |
ax |
-y
R (-6)) -
-2 X

Vetds

a4A)
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5.1 problema di flessione, taglio e torsione

Come prima cosa si determinera il centro di taglio quale
centro che renda ortogonali energeticamente il momento tor-
cente M; e le componenti di taglio Tx e T, e atale scopo sara

necessario impostare, anche se non risolvere, il problema di
flessione, taglio e torsione.

G ha solocitavion & @Qmm/ ‘rsj(),«'o & Forsiout
s Uo cevime & osbreanit® ¥={ o s ad on
taglie T opustics now wptsac dwmke Yagsg«,{l’o.
pec il baankeo

s be y=t o dungue me)n Qe dve
ouponki oo Ty ddla forea di gl o
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wonaake Yorauke My dowde sl ecaukiibs o
fon & baglio ispMe & banado. Se ¢ =(ze,4,)
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1 mowsle bercaude ciaulle;

M= T = s
Leltee | per (oguilibiio sa ohiowe dofl ciindro |
olla bise 1 =0 o pasae un momeude alerno

_m ) W errew'mr

mo = —(Gg - G)x T ,

2 AA (;OM'YO«W-\}\‘:
m; = 732 ( @\AA?O«LQU}I Aol azionn
: e M ¢ su N
imo]: -7l %s%zm"cfxwml%% ¥ a,)
Todbe Q/A (A(a“ﬂrid:ca&@/cl go@m}aa‘m Wo
Bhede ha MWn !

Mgc % _—'—[/—, 2—
)= hle) (i )
Z) éoswﬂ 99%@\?1«'%

5.2 Centro di taglio

Cordigwo | qube i h\;}on C Civﬂ‘QL poko
pec ek ctore for pasrare o Mpilddion di
%o T affnde 1 due ?(o%»x dlle loion
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Foleuttnls 1 cool¥ati oWeki Mg teoria

M ‘o attaves Clavargia & defeomasiona
LulRa Forma upluontice ) ol subite o ol
wllladsle  iolla Yeora ddlla bave | ke i
ngo oo dobiuwilo  Zgume il e,-;w‘?:m}o unewmghico
bi esee gl ke pec | gl dove passace ba
o 3 s Ay <o i balio A Prue A ) S| M,
on avere deformaziont  Yorgiougd), }

(a+h) @th) _ g@ 4 ) W(Mk,’a, 7;)

Si considerino allora i due problemi (a) della torsione e
(b) di flessione taglio e torsione e siano T® e T¥) le tensio-
ni tangenziali associate ai problemi (a) e (b) rispettivamente.
Per la sovrapposizione degli effetti al problema (a)+(b), som-
ma dei due problemi precedenti corrisponderanno le tensio-
ni somma e I’energia complementare ¢/ per unita di linea
dovuta alle sole tensioni tangenziali vale quindi:

W = %J Lla+b) | pa+bh) g4
A

1 1
- = (a) , () = (b) , (D)
ZG,[AT T dA+2GL'r ™' dA

T
(b) T(b) q”(E,E)

1
(a) (b)
+—=| ™ .79 dA
G_[A
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Quindi il problema della determinazione del centro di taglio
richiede di annullare il termine mutuo dell’energia:

J @ . da =0,
A

Ricordando la soluzione nelle tensioni normali, nel V(OLQQAWJ

AM/A p&%{m, {'%o e \”Mdoua la *we&cm M{MGQIL vale:

Ll ks
T(1-%) T (0-2)
= —i«]x j— T T .

Le 1™ sono @Skwg\{ on I e devows Soc(&i%hfe Q/J
h(m gqﬁ@im migi{u,i\‘a di qu(@(lx{o:

ot 0w _ _ %, L,
(JJC (()j J‘xy ]j 4
ovverossia:
div 70 — — By,
)77
x 9

Le ™® dgvows inoltre 605(&}\%%46 Q/é CW&AUM ﬁQ C‘M}O’“o‘:

™. n=0,

Q B/QQI oudiviow on\a'dQ« di @(va{'o(fo w@x sezioni rette:

Q T(b)AA = T
JA /

HA“"G)X r(buAk-ez =TTy

Le J(QMQ{O\N.‘ &Sﬁoa‘a}e aQO/A @@dbu’mv WPQ«‘CQ cgu
tocsione valgono invece:

0 M fgee
rio = Tﬁ{gca\wg%(m)& .

L’Qqu@wim (herminatie dd ot di h;afb‘o
(i%uth Auvxquo..:

M
7, {gedw + Rs (6)

Poiché:

div(wt®) = %ac\w- T + wdivt®,

Rz (-6 = e:x(P-0),
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come ¢ facile verificare, si ottiene:

TP dA

| {gedw + Rs (-6)

- L{div(wr(b))— w div ) dA

+ J{(P—G)XT(b) -e; dA
A

:J wt®.nds + f W{Qj-l-zif g dA
0A A Jx Jj

+ Tz— Ty
™ T
- —?—Lw;dA +I—”JAwydA
j x
+ Tr— Ty,

L’Qq(/cl«zjm dlerminalice dd ol di haﬁio

(if;u\b infine -

T (x + ;j ij JA>

SR >
_’X(% wAw ) =0,
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Pr 0'achitacde &l @mfo«m&)ﬁ T, ¢ 7}'

OHwao\(\o MC\KQ Qﬁ coorck)ug\l AQQ &u}(oc(i l‘élj@(o .

5

1
=— — |wydA,
,IC J-I EA _‘j
1
= — | wxdP
ﬂc J’jjp\w

Siowehi die WU gordivale dipondono s dallla
formas  dila cerione ot |

Verifichiamo che, nel (so di  sezioue. otk di un asse
' wmdria | awko di \'Z%Qio dve appactevace
) hge Ai siwwskia . Tnfatti in 20 caso i\ wowanho Yorcauke
et wua o@auRvione emisimnshiica o quindi Yol
povltane  aa b difermasion e €a Funeisae
di m?\)\owo.
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ga «Qyﬁ%‘l i m'mw}ﬂ}l Cmv\u(&!l ww Q‘a«r&j 0/-1 gvvm'ww,
S ch ({%VQJU‘& M%‘w«ﬂ‘(\'t/l
A ] Awmclvg |\ Guo \V\}Qbﬂ/QL
c,thQ‘arca e waJ)»
OW\,M, 5 Qggpaf»". Q/g
Rrowme d ywn h?}z,(o T}
Vj fﬂg%»‘)’( ()e{ n\ \)Q((m*(o

Lr@ G. Tde Qﬂﬁahdm £
gimw)f(k/-\ I3 A/vv\1w L/imwl)mc\m (.‘sul\'éwo QL ¥m&,{wf

ta«wﬂa&x 7®  Invece le tensioni tangenziali 7@ dovute

al momento torcente sono emisimmetriche. [ﬁi quva’m

T®, @ |, epriud i{ termine mutuo dell’energia

complementare ¢ waokvz owisimnd(id ¢ il 6o M}é’ﬁ(&ﬂ
%QX‘M-@ a‘wv%. Rx'év“’a cl\,md,( WuQQO iQ termine

ww}uo dell’energia complementare ¢ CLUmt Ve Oa (wzpﬂ j

(w)tim \ azukro di \—Q%QAO

5.3 Energia complementare

Esprimendo I'energia complementare associata alle ten-
sioni tangenziali in funzione del momento torcente M va-
lutato rispetto al centro di taglio C e tenendo conto della
soluzione del problema della torsione, si avra:

1 { Mg :
= {—C +aTZ +bT2 + c:rx:ry} :

Y (sz, Tyz) = 21GJ,
dove G e J; sono rispettivamente il modulo di elasticita tan-
genziale e il fattore torsionale di rigidezza mentre le costan-
ti a b e ¢ dipendono dalla soluzione del problema di fles-
sione, taglio e torsione. E prassi di porre tali costanti nella
forma x./GA, x,/GA e 2Xx,/GA rispettivamente, dove A e
I'area della sezione retta e le costanti adimensionali X, Xy
e Xxy coincidono con i fattori di taglio a suo tempo gia in-
trodotti. Si ricordi che questi rappresentano le componenti,
nel sistema Gx 7y, di un tensore doppio piano X, detto tenso-
re dei fattori di taglio. Risulta ora semplice confermare che
un asse di simmetria e principale di taglio. Infatti un taglio
diretto come I'asse di simmetria € simmetrico e genera delle
tensioni tangenziali simmetriche, mentre un taglio ortogo-
nale all’asse di simmetria ¢ emisimmetrico e genera delle
tensioni tangenziali emisimmetriche. L’energia complemen-
tare mutua ¢ dunque nulla e quindi € nullo anche il fattore
di taglio mutuo, come volevasi dimostrare.

Mettendo in conto sia le tensioni normali che quelle tan-
genziali, 'espressione dell’energia complementare risulta al-
lora:
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1 (N2 M2 M5 M
Y==3—+ + + +
2 |EA " EJc EJ, GJ

+ T2+ T2 +2 LTy
Xxgq *Xoga t 2o

oppure, in forma indipendente dal sistema Gxy:

1 (N2 1 MZ 1
il Qi M-J'M —T-xT
V= 25(EA+E JIM ot Ga X}

5.4 Legami costitutivi
Derivando I’energia complementare si ottengono i legami
costitutivi:
1. Sforzo normale:

oy N
—ﬁ—a = N—EAE,

dove la dilatazione € e quella della fibra baricentrica;

2. Momento flettente:

(a) forma algebrica:

_ oy _ M, _
ky = oM, = E—Jx = My = EJxky,
aqj B My B

dove M, M, sono le componenti del momento flet-

tente valutato rispetto al baricentro e il sistema di
riferimento Gxy e principale di inerzia;

(b) forma vettoriale:
| -
kf:EJ M = M = EJ k¢,

dove il momento flettente M ¢ valutato rispetto al
baricentro;

3. Momento torcente:

O — 8([/ MC

M- =
oMe G ¢=GJo

dove il momento torcente ¢ valutato rispetto al centro
di taglio;
4. Taglio:

(a) forma algebrica:

oy T. T
c_ _ x v
Yy = o1 T Xga TXGa
oy Ty T,

C )
Yy =51, TXGa TXGa

dove gli scorrimenti y$ e yg sono valutati rispetto
alla fibra longitudinale per il centro di taglio;

(b) forma vettoriale:

1 _
yczaxT = T = GAX 'y,

dove lo scorrimento y ¢ valutato rispetto alla fibra



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 5. Estensione del problema di Saint-Venant

94

longitudinale per il centro di taglio.

Dalle relazioni costitutive inverse e possibile confermare
la forma della matrice elastica inversa:

_iooooo_
oE—ix(l)ooo
(=OOE?OO
SEETY

GA GA
_oooo%é—;_

Inserendo invece i legami costitutivi diretti nell’espres-
sione dell’energia complementare, si ottiene poi l’energia
elastica di deformazione:

¢ = %{EAG% +Eki- Jke + GJ:@O% + GAyc - X! )'c} -
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Problemi particolari di torsione e taglio

6.1 La torsione nelle sezioni rettangolari
sottili
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j ;waQ Q/QC\):(QZ(M &QA :
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MYM ADJZ% & M‘a‘m :

2c = -2
C T
amhum g w‘)o\m {Q m@rg M&l mshu)e C :
__ M
Tt
la Fnziour -
M
F= n(x 4))

9&2{4;& qum&{ 0" egaziong & Poisson pel & [\Lma'owa
X&Qﬁ bongiows e/}/&mm A MZQQ,Q due ocfreunita®, Lo ondi=
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Zy Fdh =M,
A
Gudiziows e 8% Scrive :
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dove \n A Q’ag}ez%z&Q rQH&ug)on.

Si ¢ o ottewld unma Q?vaa'w& che [)umﬁH‘e d; debewinate
i«Q VGQD(QA(Q F@MM & (iaj&zw \VO(%MGQE J% :

e quindi:

3
L.—.%LL .
La ﬁuwz{o«& &Q@}L \ﬂkﬂ,{w diventa:

ele tewSiont \Mb@uu JQA valgono:

Lo, bre
Ve I&x T bh T
sz=0-

La tensione tangenziale massima si ha in corrispondenza dei lati
maggiori e vale:
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ML, \} A~ NN ‘\
Ik 4’\ ¢ \ \ Mt’
o ke
fMWL,
N Iy
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e
Y)

M
wtgelo)l = 5 =

Si noti che il flusso delle tensioni tangenziali imposto dal
contorno nelle due zone di estremita fa si che in tale zo-
na siano presenti delle tensioni tangenziali Tx;. Il momento
torcente totale generato dalle T, vale:

MR 2y L M Bh M

T 43 bh 4 O

@w«&x s(Qﬂ n&h\ A& wak‘o \orw)\h, Mk e
Mc c\/&%& {ﬁ' l/o) ( 3 Li\/oh. A qvau:)u'

&o\/)fa aB&L \‘wiwd \’Néfzm,iaQA Ten P{Qg&k}( u/Q&L Am
Zone Ad u}rmuh\, AVEPS pesouo W“Lm WJ&@ ¢ie
w\m}e/ R 3 Mi/2h .
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6.2 La torsione nelle sezioni sottili aperte

Si consideri una trave di sezione sottile aperta di linea me-
dia ¢ in generale curva e di spessore b in generale variabile. Si

yA

assuma poi un’ascissa curvilinea s sulla linea media £, espres-
sa dalla distanza misurata sulla linea media da un punto pre-
so come origine. E allora possibile individuare il punto gene-
rico P della sezione sottile per il tramite dell’ascissa s e della
distanza * del punto dalla linea media, misurata nella dire-
zione ortogonale alla linea media stessa. La funzione P(r,s)
rappresenta un sistema di coordinate generali. Le linee coor-
dinate » di equazione s = cost sono le rette ortogonali alla
linea media, mentre quelle s di equazione » = cost sono le
linee parallele alla linea media.

Si supponga poi che il raggio di curvatura a della linea

@)
y
A e o
b
ds/a
N
£
A{ v
=r S
vy QS\*

media della sezione sia grande rispetto allo spessore b:
b
— < 1.
a

Sotto tale ipotesi il laplaciano che compare nell’equazione di
Poisson che regge il problema della funzione delle tensioni F
si scrive in modo approssimato:

0°F 0°F

VF~ — + —.
or2  0s?

L’equazione di Poisson diventa allora:

0°F 0°F M;
— = = —2—. (1)
072 * 0s? 2 Jt

Si trascuri, come per la sezione rettangolare sottile, il soddi-
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sfacimento delle condizioni al contorno nelle estremita della
sezione e in piu negli eventuali nodi e si supponga che lo spes-
sore b vari lentamente lungo la linea media della sezione. In
tali ipotesi la funzione:

M [ , b2)
F=—-—|r—-——1,
i

soddisfa, in modo approssimato, sial’equazione di Poisson (1)
che le condizioni al contorno F(b/2) = 0 e F(-b/2) = 0
e rappresenta dunque la soluzione, approssimata, del pro-
blema della torsione per le travi di sezione sottile aperta,
naturalmente sotto le ipotesi dette.

Dato che localmente il sistema generale di coordinate ori-
gina approssimativamente una base di vettori ortonormali le
tensioni tangenziali valgono:

OF M,
TSZ — _a_”/ — 2IT,
oF

Tyz=g%0,

dove nella T, si sono trascurati i contributi della derivata
dello spessore b per l'ipotesi di lenta variazione di questo
lungo la linea media. Lungo una corda la tensione tangenziale
assume il valore massimo in modulo sul contorno. Detto T
tale valore, risulta:

My
Ju

_ b
T = Tsz(ig)‘ =

D’&)fo C\‘-‘l Mi e I[, M(U?m(bwo A/a S,Q4 }QMS{WUL
t&/\&%&t}&vé&n Wi wa Q4 % \\a M M(.'c,(lxmc{w% A&% Q?a%sort

ol
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6.2.1 Semicirconferenza sottile

Sia data una semicirconferenza sottile di raggio R e di spessore
b costante. Il fattore torsionale di rigidezza e la tensione tangenziale

sul contorno valgono:

10 ﬁﬁ&g'w ¥ Cu(\/é\'vQ e @g‘:mhz e va/Qg. R.
Lo Tuigioni ridotte W Diwsa walia Awon‘a,m
ag&a forzp @ wonu | szz,aum)h :
p _ M X n = M b
6\]_# R , g b IL-

0 Wa \b(&u}l cl@vu}o dQOﬂ }QAAQ/\'OW' +QM?J»@/'&&Qt
Tes 7(@,(2(0%0 (on PoQ) h f[clua'm \ ceu.}ro O

WA comiciontoronza e rwonds ek &bl
WQ&NW\QX{?& 3&9 F(o\wQQW\Q:
W

T/l
M; :Zfo JCR(RC{X)'%ZJ m, (Rdd.)

. 27/_ m
—gpﬁ z ‘l—thR-Z—

_ MybgR”’Jr MH;Q’RT

6 It 6 ]y
¥ Foucs ous \Y&h%muﬁﬂ Top P 7(/!\/\&,( Fobo
owsmhe Yormule (u&h‘ MNaverse | e wely™
Q“QVM@ W\l_). L}Qﬁvl‘ch({O &zQQ/A \‘@QQA'M‘M
0((%0«&&& &,Q)TQ/(W\A\MJ Fm‘ QL ﬁarZi P on’zwb)zi
W@Xe Lo Yewsiowna h»\%%aaQA Tyr il dve one.
A oY cRwiTd s

TR

[ p G R = P

%g oﬁfm:

=M, .

5 _M;b?): M
P=FR=77 = 7rg
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6.2.2 Lasezione a C Z) hablo @ :
Qe
Fvios di_inpbhauanle (o0 Gisa widia dove T=0):

=~ (P-6)my = —de
0%
geadw= =Ry (P-6)= RY(P-G). ) iche @

W (o )emy = 5‘—

2%

Rolazicurds 90°m semso antionrio ( R =—Rn> )
-7 -2

1

Jovtﬁ

s
2

Integrando, si ottiene quindi:
61}£1 — H = _'__; {S )
Ny
de

wy=—dy 5, + (
n G |G

H
b5,
€

5t

Poiché la sezione é simmetrica, la funzione di ingobba-
mento w € emisimmetrica a meno di un moto rigido globale

di traslazione nella direzione dell’asse della trave. Imponen-
do 'emisimmetria, deve risultare:

jV

(UZ(O) =0 = Cr = Os
1) haho @ :

w3(s) = —wi(s) = c3=-0C1.

Imponendo infine la condizione di continuita in uno dei due
spigoli della sezione si ottiene poi:

H
w1(0) = (Uz(—?) > (= gdc-
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Gk & h?;&
|
X, = — '5; S‘ijolA

Trascurando Q/& Mél)mPAb\ A,A ) V\Q,Q,QQ szgsprL e tenendo

conto che:
~5 ek €
Y=< Sz rakle @
5 ik @
risulta:
: g
- _E% +de) 74
* 0
+g ‘g
_f AGSZMSZ Y %(sﬁdo)_gidsg}
) 0

_ _;; {(5 SZH: de jiBHZ)

3 2,2 2
Y +(&B e b )}

12 g 4

)

Ricordando che:

tgz H% gigH?’
Jx 12 + 9 >

si ottiene infine:

§,B2H"
=g e

X

La distanza (‘lc del centro di taglio dalla linea media dell’anima
vale quindi:

-‘_

34’

in accordo con quanto gia ottenuto utilizzando la formula di
Jourawski.

C
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6.3 La torsione nelle sezioni sottili chiuse

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa e si ricor-
di che la tensione lungo una corda di spessore b e costante e
vale:

T = 2_&5 (Porwa/AcL Brea’l'>

Si ricordi inoltre la relazione tra tensione tangenziale e funzione
di ingobbamento:

1 = %{%{adw + g%(P-G)},

0
M

N . . QO . . .
dove _R_% ¢ il tensore rotazione di 90~ in senso antiorario.

D&QQL %wcfio:wi WU@QA 2" ‘)983*4"1:{«02 quindi ((sa/@(& a/Q
gabioate ila fonsime &5 wgobosunk
i
’clc\ w = — { — RE P-— o
4 &1 - {Rs(P0))
Per poter integrare tale espressione nella funzione di in-

gobbamento ) la sua circuitazione lungo la linea media
chiusa deve essere nulla:

& qradw et do =0,

Questa espressione rappresenta in definitiva una condizio-
ne di congruenza.
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S oM Lo shesso riouliahe o sadbhe PQMQ oftowre  dall,
D )
| o _ ds ‘ ] S
&F' tds = %Q-g ’(gﬂaci% = ’Qﬂ)%}{—b— ) UWZQAQMZR (&Na(o di dQFOvaoUQ).
N 2 A
n /Le.’e M
Rr(P-C -H=<QP—G-A§ ég—“bﬁ‘3=‘*—>
%{_2( )b JQQ )en e 5T,
= ihclg = ?Q . ?'@V\QA/\AQ @/;J‘o e rfS\/l\*a:
LS
dove f) elare; r‘acchlusa dalla linea media. (y _{é L _{ﬁ A_S ) _Mj_ (gQ b
DVV\({UQ,/QR ComOr DML ?i 2 - ZG ) L 2 t 4_QZ
§ ’E't Clg_ tl %{RE(P—C’)}'E‘C‘ :O
1 I AT - ’ V@({%c\/\xw g P/Aeopz\mm oot rouxspd @4 ondizoue
i“"?w: cL{ mj&o nv«QDﬁ) (_T ZQ > . Iﬂpa}'l‘-".
ds M
/\,g \D %ﬁ_ - — > [ = =
4 {b 25& Jr O _T ﬁ’_ﬁhc\@—i‘fggbtk‘
e infine: \
t =4 b o bds =4, bRro nds
e s i)

:{SzLBgJK grad1dQ =0
Q
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6.4 La torsione nelle sezioni sottili chiuse
pluriconnesse

Analizziamo nel seguito, quale esempio facilmente generalizza-
bile, la sezione sottile chiusa triconnessa.

G, G, Ty,

4 iV\(D(K\N:\'Q
4 e.q%}q,{m di equilibrio di no (Jo ,

A 0qa tioue Ak Q,T\A\/A/QQAA,% datica ta b 7 e M

( equazioni di circuitazione lungo le linee chiuse 0€2; €
0Q), .

I flussi delle tensioni tangenziali nei vari tratti valgono:

f1 - {113“ fz - fzbu fg = Tgbg,

A‘*}
\ \fz
L

L’equazione di equilibrio del nodo alla traslazione nella direzione
della linea d’asse richiede:

f1A\£ - fzt‘.lz-i- fgc{z_:o ,
e si ottiene:

f}: fz_f1

Lequivalenza statica richiede:

=9 hy + 6 1,
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e si ottiene:

Mo=2n,/ + 20,/

dove JL4 e JL » sono le aree racchiuse dalle linee medie 90Q;
e 002, rispettivamente.

La circuitazione lungo la generica linea 0€2; si scrive:

&Q%QAW'L ds =( |

e quindi:
il A -lde - oo =0,
fie (8- Lo
e infine:
RN S
S AE = e

Vu.'%c\@m infine che &uc\ux m& N tL Se z oug SDH;KQ
bionnessd vale Q/d (ud; ziowe. T =0 :
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6.5 1l taglio nelle sezioni compatte
simmetriche

Gt Gusidors wa rione cauyfa)*ﬁ/smwdnm riopekte
QQQ’QS% 7 ¢ so%ﬂh aci wm \"&zﬁ(o Tjj awwl‘o, j cg«/a/QL
(z)fh cUa’u'wz, ((buvuive, pﬂ%ﬁuxﬂ Per i\ (SL\A)((OCU t@:azo )

' B

L4 (&NA((‘WZXWJL c(&,Ql )’WQ«'O\M‘ \YMSEIQAWA& (fﬂ ,GUQOA
?WM\'C& cg(ch 0(}0909%&9. &QQ)JQSE «j M gm\w)r(ia, si

suppone costante e di valore individuato quindi dalla formula

di Jourawski:

_ TiSe
{ji b T,

L4 &4{(\>uam &&Q}L }'(m&«‘mu' \M%me(z&; Ti% lungo la
rakm"ca cng O(}QM AJZQ)JS”% 3 M simww)f(ia ¢ invece

lineare e vale:
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Emuca,;g cpw')&‘uu}arﬁ peq il i ivea:

A
MR A T

JWA ) %
Ne consegue:
v 5] @%(4 4t L ) AR
J WA )AT b’
A e )
) wx —— (gL
BoALS Y, M
_— Z———/:L%\)A l)g_ (/"f' bz %OL)(”'\\
Il fattore di taglio relativo all’asse y di simmetria vale quindi
A Poexl 2
_R g Ay
7= 4 B = (1 i)
A
hls*z % )C?' ®
_ A}_l -égajS(H 7 )z =
) _%

6.5.1 Sezione rettangolare
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h A
L L
_ AT R
)Cj_ IR KJ 4 =(1z)zghs & Z(A, 3L>j

FTI

36 W

;m -7y

1
_o36 [y iy sy
h [ ETR A }

b
5
L4 1>a
T daliwitiva

P(OCQ([\QM&D Q/QQQ c@.)t&so m&) 2% r;mu%& e )(f'éé:/

?Mo\ o((ore \W Y&sw}Q dus QA §9evu'wl k{ow\} a p Xj >

%\/WDQWXW‘L boowa s b<h ) ¢ a’m\k&&‘

%J = % 2% W SOQU?AO\ML ‘;\/W\CAML Iguw@/
Mo Lo =6£_ on o cubbicieatonsute buowg

6.5.2 Sezione circolare
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y= R (sl
d\j= -RQM(%W

b= 2R G}



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 31 agosto 2007 Capitolo 6. Problemi particolari di torsione e taglio 112

FoMore i \F%O: 6.6 1l taglio nelle sezioni sottili aperte
T"RZ' Tr% Q(’S{n(’to 1 G P&cu'é r{,\enmk}o ad o onrzp di }Gﬁ&o CQA(QH] cU duowl
k= ZZRS Om/ T >R%‘“‘9‘“’Q pseate per i caukro & \’l?é};lo :

-
o bowe S cob AV 0
= W 3 O?\V\ (9(1‘?’ %%w ) f{

S ot T / G

>63=% ' C/&g
J

La feusioue }Au;b;z).\u aRe ’G% ¢ approssimativamente (9%“3«&}2,

meﬁb Q/A (9(:;\/5 évale:

S msk
’(sz_ L]:j + lofx .
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b(s)
E«\ua,{a da iﬂ.corm[,\v‘m e ol & Liwea i farma

L
)
=4 S 7 bds = y(ﬂg Tigf bd
5y = 5" + S
i \ Z(,Q b bJ, )
2 2
%_Ag)flf
1\;

?a\*wi L\A \'&?;&'0 :

& Ny b
2l
- AV
Xl _j_;,_ SQ _L)— Olg

6.6.1 La sezione a C

%%QJO S‘i(w&()j PQ(C

gf
* &—
14, ¢
@
L e
cl ¢
L&
'T" ¢
/ Vo5
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Prof.Daniele Zaccaria
4

e =-dsy WP B gBut b
¥ {gH H e ) Li 6 44, § 24
52 <Sz)= - 1?)'2' — SZ(—Z-+S)'>[I(7+S")—-S’-]
— _fad St GH® &S SH
Ji%2 2(4 _SL> t o T e T 20Th }
(;j <S3> = 6153_12— e infine:
ik A )L, A ORI P S T
FaHM Cl" {»aU o Xj = F’ {g&%H AS?’&%H 12 <§1EH + 1% SZH} .
AP
/(J:“ﬁf&—&wlg: Tdog&'o embo x pr C
B
_A ‘B(Q e o ZA S/ ' 2
= Tf%zgo —‘4— 5d5 + d&%z +5 (4 2)}{;
i)
13
H C G Tx,
AR ﬁ TR T F
Ki 6 4L 4y % 2 5,
1 54
H 9%
Gt bt T}I% 5
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5=~ b (b= 7).
Sls) = Gl as)de - 18l 7 -de).

B & hﬁ)l.'e Secmdo %

A
(S
YERL

F&HO(Q AA }d?é&'o m,{gl‘o

POic\AJL\ x & % A QM\M}HQ 1 %)Hbfﬂ JJ@VUO V\M%\o
< &vmuQQ/J:
=(

Tn &\7*(& ?@{09,&/ T e / o0 Q% fr;na'fg/@' c{, hﬁ{),'o.

Nel caso:
40.40 vaw 30.14 mm
Somn |
11t
= o
!
Y y T@.f)-mm
Fe——>
100 mm
si ottiene:
= L90%



