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Capitolo 1

Statica e cinematica delle travi

1.1 Statica della trave spaziale

1.1.1 Equazioni indefinite di equilibrio

Si ricordi che le caratteristiche della sollecitazione rappresentano
la risultante £ e il momento risultante ™M agenti sulla faccia
della sezione retta di normale uscente positiva, ridotti al punto O

intersezione tra sezione retta e linea d’asse.

€, = tangente alla linea d’asse

Localmente sia la risultante che il momento risultante vengono

decomposti in un vettore normale alla sezione retta e in uno

giacente nel piano della sezione:

MdS Parte II — 31 agosto 2007

dove:

N =5forzo no{m&Qﬂ ) Mt = HO\MQM}O }Qr(lWLi’Q .
T =Clorm @KQA&A}Q 0 )faakxo ‘\_/lfl = Holmoﬂ\‘o P%@AP&

A loro volta le componenti nel piano della sezione possono
decomporsi secondo le direzioni di due assi cartesiani ortogonali

X e y prescelti nel piano della sezione retta:

/7
Bﬁ = Mx€x+ Y € j
) 0
z = asse normale
alla sezione
r Y
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1.1.2 Equazioni di discontinuita
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1.2 Statica della trave piana I

AR c= curva}urél Md

Lo forze QWJZA'whg (r;c}ch u P"“h 1, Pinea J’dgy) e /L/_,i Rineadlisre

cds D
/ \ = o da Curv, \'v(
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W ssse <o nvfar\oﬂamo bote ad un pidno 1l o 0lacse
MQA Frave 3id feH{Qmeq).

L’analisi seguente e valida sotto I'ipotesi che la tangente alla
linea d’asse coincida con la normale alla sezione retta:

et = ez.

Questo e senz’altro vero nella configurazione di riferimento,
dove l'equilibrio viene scritto nell’ipotesi di piccoli sposta-
menti. Nella configurazione deformata, dove in generale deve

essere. S.Cl”lt'[O l.equﬂlbrlo, luguagllanza e. aI'lcora yahda ngll 1? Po{O\Uu\ Q& PO(ZQ, %\ AUONG N bQ ?1 o
potesi di trave inflessa oppure se invece di riferirsi alle sezioni
corrispondenti nella deformazione alle sezioni rette di riferi- AQQQA }(8/\/?, - w}\' \a o e mom (?/Vl}b

7

of}oamapl aQ (Jiamo JJQ,Q/A ffa/m,a q\/inct ﬁ'salb;

mento ci ci riferisce in ogni caso alle sezioni rette anche nella
configurazione di riferimento.

Risulta:
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1.3 Geometria della trave spaziale

‘d? = {gn
det
de = CE
Jﬁn —ce __/}:‘e
ds T O
= ) rw‘j&' . tb.%\ AiOA/QVY‘ Vﬂ} d
e _ o = g it e GO I i )
A memo AA mem}fww 0\4 O(O\AM €u]>e/(-om m JS/»QQ 8‘%@1 O o e o ba% %%& 5;
dlacse MQQ‘ n‘ﬂ\ornoAi un Pvﬂ}o, e th V)QJ( P{@no oscug?}ofe. oy =
Oxyx becna Qocalle
A
_1 \ ‘
Cﬁéo:)c_‘—l // \ c = cur@}ara &QQ\Q%Z Wrn’(p c(ﬁ% }W
//Jz\\
\

= lotiome &' age %ﬁam&}(i(p (a2 tave

& = hm(aw)n H/QQ/A QA\&A ' asse (W/@ore)«

€,= v@/-wmQ.(L Frincifago, (vu%re)
gb = Eivw(mJ)L (veﬁc!re)

R = (8%{0 L wr\/a}ura




10 Capitolo 1. Statica e cinematica delle travi

MdS Parte I — 31 agosto 2007

Prof.Daniele Zaccaria

P( I oscu%}ofﬂl

P@\w OQCVQA}oQ = Qum

01_’0

A o CL. IVIP\\M\'&CA\MA c&A o(lilml c,upumt ﬂfe Q(lvuﬂ

9112)(*0 i gmsatho Ds el QSam cver»uM\,

(@ Cmv\uc[l GMJZA }W

%“WL a Wi CLA mﬁmmm &Aorcbwa quperiore.

ZQWI\‘W (Sgg)‘*a 3 Qs , Lo cuma app’a(}iedz oy
Piaz‘\m oGCU»%\‘o(‘Q H

La v\ocwanL WMQ'W«QsLKQp/Z\ i (Bﬂoffwkh ba whs
Mgw ccodahork ar\‘o%fwh | NA%W}L

Se vl @ wn foncoe ehendl  dells
8% weiliven s ¢ s Ux(é),“y(s),%@) Sous
Qe sue WFW; sl gistens Looals ijz

v (s) = ng,wfjgnﬂfzek i

({%ulh :

ds  ds
+Uxi;b @i—i""“fzj*q
Qo inds
/
£- 1% )
+<%_(fzc+0x’(>€n
e )e



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte I — 31 agosto 2007

Capitolo 1. Statica e cinematica delle travi 11

1.4 Cinematica infinitesima della trave
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1.4.2 Spostamenti dei punti della sezione retta

Uy = U +¢(pP-0)
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1.4.3 Decomposizione degli spostamenti
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1.5 Deformazione
1.5.1 Spostamento relativo per unita di linea

La prima misura (vettoriale) di deformazione riguarda lo
spostamento relativo per unita di linea tra due sezioni del-
la trave. Tuttavia lo spostamento relativo per unita di linea
non rappresenta direttamente una misura di deformazione,
poiché non si annulla nel caso di un moto rigido. A tale sco-
po occorre depurarlo del contributo dovuto alla rotazione ri-
gida della sezione retta. Detto d; tale spostamento relativo
depurato, e con riferimento allo schema riportato, risulta:

_du
~ ds

d; — @ X ey.

Per l'ipotesi di piccoli spostamenti, proiettando il vetto-
re d, sulla direzione normale alla sezione retta nella con-
figurazione deformata si ottiene la dilatazione della linea
d’asse €:

e~d;-e}.
Tenendo poi conto che i versori normale materiale e, e spa-
ziale e} differiscono di un infinitesimo del primo ordine
negli spostamenti, la proiezione di d; puo essere fatta sul-
la direzione normale alla sezione retta nella configurazione
indeformata e quindi tangente alla linea d’asse indeformata:

e~d el = /€.

' ds
Si noti ora che lo scorrimento y tra linea d’asse e sezione
retta vale la differenza tra i versori delle direzioni tangente
e normale alla sezione retta nella configurazione deformata:

* *

y=e'—e}.
Tale differenza coincide, come puo dedursi dallo schema
riportato, con la componente del vettore d; sulla sezione
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nella configurazione deformata per cui:

_(4u_ xe—@-ee
)’—dS(Pt ds &) e

In funzione della dilatazione € e dello scorrimento y lo spo-
stamento relativo depurato d; risulta quindi:
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1.5.2 Curvatura
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quoh [oReke %‘acmkﬁ M weiong @ - Xzéfﬁy’ y=ye,, £=ke, .
K= omoha Mossimale
K=K +0¢
/ @E Q«Aﬁooﬂ vn[\?rio Al‘

borsioul

L crdbe T Mede Kp pw' por O@w?or%' Mo
oupronki o gl A Sf‘(d'%)'c _

Eiz Kxgl*'{(jgj .

y= (e = &y
K’f: % (W(w}um erwwa,Qa>
<ot |

Cu(\[d}v(d geometrica 3&9\1/4 Qmsua cU pILY3 &?‘O(W

o v
Ke = Jx = dz




Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte II — 31 agosto 2007 Capitolo 1. Statica e cinematica delle travi 17

1.6 Principio dei lavori virtuali

g«‘a o[ta}a wma 60/%((%] mﬁi%«/«@—um % AA una }‘(&VQ

spaziale . Tale configurazione puo essere una qualunque

configurazione deformata che, comunque, nell’ipotesi di pic-
coli spostamenti coincide con la configurazione indeformata.
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Risulta quindi:
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Legame costitutivo

Prevedendo il ruolo del baricentro G di centro delle sol-
lecitazioni legate alle tensioni normali, nel seguito si fara
riferimento alla linea d’asse baricentrica. Poiché si prevede
anche che il centro di taglio C, quale centro delle solleci-
tazioni legate alle tensioni tangenziali, differira in genera-
le dal baricentro, riferiremo nel seguito tali sollecitazioni e
le corrispondenti deformazioni ad un centro C distinto, in
generale, dal baricentro.

2.1 Dilatazione e scorrimento della generica
fibra longitudinale

Limitandosi al caso della trave ad asse rettilineo ed a se-
zione costante, cioe alla trave di forma cilindrica, si vogliono
calcolare la dilatazione €p e lo scorrimento yp relativamente
ad una fibra longitudinale passante per il punto P generico
della sezione.

MdS Parte II — 31 agosto 2007

Si ricordi che la dilatazione €; e lo scorrimento y della
linea d’asse sono tali che:

ecet+y=d—u—qo><ez, (1)
dz
dove u e @ sono rispettivamente il vettore spostamento dei
punti della linea d’asse e il vettore rotazione delle sezioni
rette.
L’espressione che individua €p e yp € formalmente iden-
tica alla (1):

du
6pez+yp=d—zp—q9><ez, ()

dove ora up e il vettore spostamento dei punti della linea
longitudinale per il punto P. Tenendo conto che:

up=u+@x (P-aG), (3)
si ottiene:
dup du d
= dz + kx (P G)+(p><dZ(P G).
Poicheé:
dp_¢-o0
dz ’
si ottiene infine:
dup du
P —dz+k><(P G). (4)

Sostituendo nella (2) si ottiene:

€pe; +yYp = (%—(PXQZ)+RX(P—G).

21
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Utilizzando la (1) e mettendo k in componenti si ha poi:
€pe; +yp=¢€ge;:+y+kx(P-G)+0e,x(P-G),
e quindi:

epe; =€ge; + ke x (P —-G), (5)

Yp=Y+0e;x(P-G), (6)

oppure, in componenti:

€p = €¢ + kxyp — kyXp, (7)
Yy =yx—Oyp, (8)
Yt =y, +Oxp, (9)

dove xp e yp sono le coordinate del punto P nel sistema
baricentrico.

Le equazioni (5) e (6) mostrano che la dilatazione € e lo
scorrimento y dipendono dalla fibra considerata, a diffe-
renza della curvatura flessionale k¢ e dell’angolo unitario
di torsione @ che dipendono solo dalla sezione retta. Poi-
ché nulla obbliga a scegliere la stessa fibra di riferimento al
fine della definizione di tali deformazioni, per non perdere
in generalita nel seguito si continuera ad utilizzare la fibra
baricentrica per quel che riguarda il calcolo della dilatazio-
ne €, mentre per il calcolo dello scorrimento y si utilizzera
la fibra longitudinale passante da un punto C distinto in ge-
nerale dal baricentro e che poi sara fatto coincidere con il
centro di taglio, quando questo sara introdotto.

Alla scelta del punto C resta dunque associato un vettore

D di deformazione:

D=1 57, (10)

C
¥x
C

LYy )

dove si sono indicate con y$ e y$ le componenti di scorri-

mento relative alla fibra longitudinale per il punto C.

A seguito della scelta del vettore di deformazione D oc-
corre modificare di conseguenza il principio dei lavori vir-
tuali. Dalla (6) scritta per C in luogo di P si ottiene lo scorri-
mento y relativo alla fibra baricentrica in funzione di quello

Y relativo alla fibra per C:
Y=Yc—-0e,x(C-0G). (11)

Sostituendo questa espressione nel termine M® + T - y che
compare nell’espressione del lavoro interno si ottiene:

M®+T-y
= (Mie;) - (@e;) + T-{yc — Oe.: x (C-G)}
= (Me;) - (Oe;) — (Oez) - {(C-G) X T} +T-yc
={Me,-(C—-G)xXT} - (Oe;)+T-yc
= (Mcez) - (Oe;) + T+ yc=McO+T-Yyc,
dove Mc ¢ il momento torcente valutato rispetto al centro

C.
Si assuma allora un vettore S delle caratteristiche della
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sollecitazione contenente il momento torcente M¢ valutato
rispetto al centro C in luogo di quello valutato rispetto al

baricentro:
N

S = - (12)

Ne risulta allora la seguente espressione del lavoro virtuale
interno:

~

Lyi = {)(N€+M'kf+MC@+T'Yc)dS

= {)S-Dds. (13)

2.1.1 Appendice (Trave ad asse curvo)

Nel caso di trave piana ad asse curvo il versore e{, tangente alla fibra
longitudinale per P, coincide con il versore et tangente alla linea d’asse
baricentrica.

Dimostrazione. Infatti:
P =G + xpex + ypey,

e dunque:

e'—dP— dsd_P_ ds
U7 ds’  ds’ds  ds’

dove s’ & l'ascissa curvilinea della fibra longitudinale per P e ¢ @ la

(et + cyper),

curvatura geometrica della linea d’asse baricentrica. Poiché, come noto,
risulta:

ds 1

ds’” 1+cyp’

si ha infine I'asserto.
]

Ne consegue che i piani normali alla linea d’asse baricentrica sono
normali anche alla linea longitudinale per P e le sezioni rette, nei due
casi, coincidono. Nella cinematica basata sulla linea longitudinale per
P quale linea d’asse risulta allora:

dup
EPeZ+YP: dS/ _(per)
!
ds R
ds’ R+yp
cds
1
C ==
R
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dove e é il versore normale alla sezione retta. Poiché:
up=u+@x(P-G),

risulta:

dup 1 (du

as " T1xcyp a+k><(P—G)+cyp(p><ez),

avendo tenuto conto che:

dP-G) dP dsdG
ds’  ds’ ds’ds
1 cyp

- e, = es.
Z l+cyp ? l+cyp °

Si ottiene quindi:

1 du
€Pez+)’P=1+CyP{(dS—<P><ez>+k><(P—G)},
e infine: )
€pez =m{€Gez+kfX(P—G)},
—#{ +Bez x (P-G)}
Yp _1+Cyp Y z .

Se cyp < 1 alloral+ cyp = 1 e siriottengono, approssimativamente,
i risultati della trave ad asse rettilineo.

Se I'asse della trave ¢ sghembo e se e; indica ancora il versore tan-
gente alla fibra longitudinale per P, risulta:

, dP ds
e = 1 dS,{(1+cyp)et+T(xPey—ypex)},

dove T ¢ la torsione della linea d’asse baricentrica. Poiché e{ & un
versore, deve risultare:

2
(c(liss’) {(1 +cyp)® + Tz(xf, +yf,)} =1,

e quindi:
ds 1

ds’” \/(1 +oyp)2+ 122

dove:

r=|P—G|=\/x127+y12).

, 1+cyp
et =
\/(1 +cyp)? + 1212

Si ha allora:

-
+
\/(l +cyp)2 + T2r2

(xpey — ypex),

e, se T # 0, risulta e{ # er. Al passare dalla linea d’asse baricentrica
alla fibra longitudinale per P i piani delle sezioni rette si modificano.
Ne consegue che nella nuova descrizione cinematica i piani delle se-
zioni rette originali non si conservano in generale piani e che le due
descrizioni cinematiche generano due campi di spostamento che non
differiscono, in generale, di un semplice moto rigido. Di conseguenza
I'analisi precedente perde di significato. Se invece risulta cyp < 1 e
T < 1, cioé se sia la curvatura che la torsione della linea d’asse bari-
centrica sono “piccole, si riottengono, approssimativamente, i risultati
della trave ad asse rettilineo.

2.2 Legame costitutivo elastico lineare

Il legame elastico lineare piu generale possibile si scrive:
S=E[D],

dove E e la matrice di elasticita di dimensione 6 x6.



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte II — 31 agosto 2007

2.3 Lavoro di deformazione
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SZE’
oppure, per esteso:
of
N=a—£' i _@éé
| Te= gy
v 22 4{ 0 ¢
X T- 2%
J BJ
0o
¢ o6 9¢§
Hy=§§;
Mo = ?_?j - :%
e Y™ VAPYS

Nel caso di elasticita lineare deve risultare:

op o
ap _EWPL 5p

> EiDj,
j

i

e quindi:
P O
L’'integrazione e possibile se e solo se:
°p 0%

aDiaDJ aDjaDi
cioé se e solo se la matrice di elasticita & simmetrica:
E=EY [Ej=Ej.

Si integri allora dallo stato naturale allo stato finale carat-
terizzato dalla deformazione D e dalla sollecitazione § =
E [D]. Uno stato intermedio vale AD e AS, con A € [0, 1].
Ad un incremento dD = (dA)D di deformazione corrispon-
de l'incremento d¢p = A(S - D) dA dell’energia elastica di
deformazione. Integrando si ottiene quindi:

1
1
¢—JOA(S-D)dA—§S-D,

avendo scelto di porre ¢(0) = 0. Inserendo il legame costi-
tutivo elastico lineare si ottiene infine:

1
¢ = 5D-E[D].

{A (ic\Alesh c\NL gl »&Wo(o c{* MO{M@(W}L 611
{)oc/i\(vo (a ?@1\"(2 A@%M%me nafu(a/oe/) "NPQJ%I
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Detta {C la matrice inversa della F :
c-£"
/
si ha quindi:

D=C[S].

—_—

E anche assicurata Q\oqs\mm A&Q’Mﬁ/{a caw"&uuwh <

FQ( uvu"}a\ di Emw che vale:

¥= ‘g’ J-CI81,
0
D= x /
oppure, per esteso:
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" o
(= ch 8MC
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sz m f Kz M
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j =Ty 9 oM,

2.5 Teoremi sul lavoro di deformazione
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2.5.2 Teorema di Betti
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2.6 Energia potenziale totale
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2.6.2 Principio di stazionarieta dell’energia potenziale
totale
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2.6.3 Principio di minimo dell’energia potenziale
totale
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2.7 Teoria tecnica delle travi

Si assuma un legame costitutivo elastico lineare coinci-
dente, nella parte flessionale, con quanto dedotto nella teo-
ria della trave inflessa. Nell'ipotesi che esista I’energia ela-
stica di deformazione il legame e invertibile e le matrici di
elasticita e di elasticita inversa sono simmetriche. Si sup-
ponga inoltre che la parte flessionale sia indipendente dal
taglio e dal momento torcente. Si scelga poi, nel piano della
sezione, un sistema di riferimento Gxy principale di inerzia
e si faccia per il momento riferimento alla linea d’asse bari-
centrica per il calcolo di tutte le quantita che intervengono
nel legame costitutivo.

In tali ipotesi, la matrice di elasticita inversa C puo essere

N &

——
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messa nella forma:

1
a(1)0000
0 =— 0 0 0 0
EJxl
c=|0 0 gz 0 0 0f

0 0 0 C Cu Cy

e}

dove si € tenuto conto del fatto che la matrice di elasticita
inversa deve essere simmetrica.

2.7.1 Parte assiale e flessionale

La parte flessionale di tale legame é scritta in una forma
che dipende dalla scelta del baricentro quale polo per il cal-
colo di M, e M,, e dalla scelta degli assi principali di inerzia
quali assi cartesiani ortogonali nel piano della sezione.

Si ricordi che, sempre con polo di riduzione il baricen-
tro ma indipendentemente dal sistema di riferimento, tali
legami possono scriversi:

o N
" EA’

1
ki=—J"'M
3 E'l ,

dove la dilatazione € é quella della fibra baricentrica, il mo-

mento flettente M e valutato rispetto al baricentro e J e il
tensore di inerzia valutato nel baricentro.

2.7.2 Parte torcente e tagliante

Si consideri ora la parte del legame costitutivo che coinvolge
il momento torcente e il taglio:
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Tale punto individua il centro di taglio. Se il momento torcente
si calcola rispetto al centro di taglio e se ci si riferisce agli scorri—
menti relativi alla linea dei centri di taglio, il legame costitutivo
assume la seguente forma semplificata:
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dove G e il modulo di elasticita tangenziale, A e I'area del-
la sezione retta, J; € detto fattore torsionale di rigidezza e
le costanti adimensionali X, Xy € Xx) sono dette fattori
di taglio. Questi rappresentano le componenti, nel sistema
Gxvy, diun tensore doppio piano X, detto tensore dei fattori

di taglio:
Xx Xxy
[x] = :
Xxy Xy

Come ogni tensore doppio simmetrico, anche il tensore dei
fattori di taglio ha in generale due direzioni principali, in
tal caso di taglio, ortogonali tra loro che diagonalizzano la
matrice delle componenti. In generale le direzioni principali
di taglio differiscono da quelle principali di inerzia.

Un asse di simmetria, come gia noto, contiene il baricen-
tro e il centro di taglio ed e principale di inerzia. Inoltre
risulta essere anche principale di taglio. Infatti un taglio
diretto come l'asse di simmetria ¢ simmetrico e non puo
quindi generare uno scorrimento nella direzione ortogonale
all’asse di simmetria, essendo tale scorrimento emisimme-
trico.

Riassumendo, i legami costitutivi inversi legati a taglio e
a momento torcente possono scriversi:

Mc
O = R
GJt
T. T
Y;Cc = XXG_Z + XxyG_y,
T. T,
Y§/ = XxyG—ji4 + Xyas

dove il momento torcente M¢ e valutato rispetto al centro
di taglio e lo scorrimento y. ¢ valutato rispetto alla fibra

longitudinale per il centro di taglio. Indipendentemente dal-
la scelta di due assi cartesiani ortogonali di riferimento nel
piano della sezione, il legame costitutivo legato al solo taglio
si puo invece scrivere in forma vettoriale:

1

Y= gaX T = T = GAx lyc.

Infine, ’energia elastica di deformazione e quella comple-
mentare assumono la forma:

1
¢ = 2 {EAE% + Ek; - Jke + GJiO° + GAyc - X YC}’

1 (N2 1 MZ 1
=1 L M-I M+=C 4+ _—T.¥T!L.
v 2{EA+E SM G TG X}

2.7.3 Estensione del problema di Saint-Venant

Per rendere operativi i legami costitutivi cosi individuati e
necessario determinare, in generale, la posizione del centro
di taglio C, cosi come il fattore torsionale di rigidezza J; e i
fattori di taglio Xx, Xy € Xxy-

Queste informazioni saranno ottenute dalla soluzione del
problema di Saint-Venant, la cui estensione al problema del-
la trave, come si vedra, soddisfa tutte le ipotesi precedenti
sul legame costitutivo.

Non é invece accettabile dedurre il legame costitutivo tor-
cente e tagliante direttamente dal campo di spostamenti
rigidi delle sezioni rette, analogamente a quanto fatto nel
caso flessionale, come illustrato in appendice al capitolo.
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2.8 Appendice (Legame elastico lineare
dedotto dal campo di spostamenti rigidi
della sezione retta)
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Si noti che in tal caso il centro di taglio coincide con il bari—
centro, il tensore dei fattori di taglio col tensore identita e infine
il fattore torsionale di rigidezza con il momento di inerzia pola—
re rispetto al baricentro.
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Capitolo 3

Problema di Saint-Venant

3.1 Schematizzazione della trave nell’ambito
della teoria matematica dell’elasticita
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La linea d’asse della trave viene scelta coincidente con
il baricentro, mentre gli assi x e y sono scelti coinci-
denti con gli assi principali di inerzia. Questo signifi-
ca che i momenti statici Sx e Sy, cosi come il momento
centrifugo Jyy, sono nulli.

49
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(RS

()

Poiché la trave non e vincolata occorre imporre le condizio-
ni di equilibrio globale. L’equilibrio alla traslazione richiede:

J podA + ppydA =0,
Ag Ay

da cui:

Fo+tFe=0,
dove F, e Fy sono le risultanti globali sulla sezione di pri-
ma e, rispettivamente, di seconda estremita. L’equilibrio alla
rotazione richiede invece:

J (P—GQ) XpOdA+J (P—Go)ngdA= 0.
Ag Are

Tenendo conto che su Ay risulta:
P—Go=(P—Gy) +(Gp— Gy).
si ha infine:

Mo+ Mp+(Gp—Go) X Fp=0,

dove M, e My sono i momenti risultanti globali sulla sezio-
ne di prima e, rispettivamente, di seconda estremita. Ne ri-
sulta che la risultante ¥, e il momento risultante M, agenti
sulla base di prima estremita dipendono dalla risultante F,
e dal momento risultante M, agenti sulla base di seconda
estremita:

Fo=—-Fo
Mo = -Myp — (Gy— Go) X Fy.

3.2 Caratteristiche della sollecitazione

Siano Fy, F, e F; le componenti della risultante F, agente
sulla sezione di seconda estremita e, analogamente, My, M,,
e M. le componenti del momento risultante M,. L’equilibrio
del generico tronco di trave compreso tra la sezione retta ge-
nerica e la sezione di seconda estremita conduce ai seguenti

M
oGy, [T A
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valori delle caratteristiche della sollecitazione:

NZFZ’ Mt:‘MZ’
MXZMX_FJ/(’E_Z), TXZFx,

Si noti che lo sforzo normale e le componenti di taglio sono
costanti lungo I’asse della trave e che tali valori uguagliano
le corrispondenti componenti F;, Fx e F,, della forza risultan-
te agente sulla base di seconda estremita. Analogamente, il
momento torcente e costante lungo 1'asse della trave e tale
valore uguaglia la corrispondente componente M, del mo-
mento risultante agente sulla base di seconda estremita. Le
uniche caratteristiche della sollecitazione in generale variabi-
li (linearmente) lungo I'asse della trave sono dunque le com-
ponenti del momento flettente, componenti che per i risultati
precedenti possono porsi nella forma:

My =My -T, (¥ -2z),

Ne risulta che occorre tenere distinte dalle caratteristiche del-
la sollecitazione le sole componenti M, e M, del momento
risultante /M, agente sulla base di seconda estremita.

3.3 Principio di Saint-Venant

¥ f/owﬂ«mﬂ st I\WF%}D}O 5 preseu di dibhude
clriout. S un = posions Qiwitr alla  Ustahvzion
bi caidui wdBe due seviows dieshonchy. Sine,
e Rm\m\ro) 1 poncipie & Gaiok Veuwsuk. T34
prinuipie aMlecwn  che dve Siveme disteibivnioni cli
fore olly ziow di eewila  svenk: UWL‘ ciculRuke
L monanto cioliule poveraus Mtk ceucibilunsbe
i ol i prosind®™ &l qeiows di- eshawla
e eccare allbn ?mw& ecaaﬂe«{ fa G diverse colbuziow
@(,\c,fwdm}: 2 didabveion & P s/ dve bos

MAA\’i u«XJaQA (isfd\bwh e W@MM}@ (iwl\“w}fe/ vy
gaQ,\,@am gfs(\\cﬂpﬂfwe WNTQA’&.
Precissuwsnle [ et 7«% solutionn die
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coddishme U %}\/w}v oudizons costafhie ol
Tongor &j}b SPore (('Py}esw‘ & Qm‘n“—VM) :

Oy = qj = '{Zy '_-O/
ovverossia:
0 O 1y
[_6]5 O O T | (4 )

Tale richiesta é giustificata innanzitutto dal fatto che le
componenti della terza colonna del tensore degli sforzi de-
vono essere in generale diverse dallo zero per poter generare
delle caratteristiche della sollecitazione generiche sulle sezio-
ni rette (di normale z). Se poi le altre componenti sono nul-
le il problema delle tensioni tangenziali viene drasticamente
semplificato dal fatto che queste (come si vedra nel seguito)
diventano indipendenti dalla coordinata z sulla linea d’asse.

Si noti anche che la (1) equivale fisicawante 3

cidiedee . Be Rbe by bare (shese (h@,QMAmw}e
W ¥ ) (M)‘e(a?r{scw la &i ot oo ahhraveqs
s Mo Ar tugion di ez ¥ . Jubadh e
=0y 0) o 04 wormaledi wn cbusde di area

<10

wapﬂ& Mge 2 o

rO Q {x‘g ﬂ%’; O
LTer Tﬂ 61 O ‘faﬂﬂ' lﬂﬂj‘&

n %E&cj}v@ Faa?ﬁzp/a W lage ¥
E\ A\Maro (,L.L a Vp‘or\' ron et ({bH\o i }“m Lo

colutiows //zc(w‘«aﬂﬂm}i 7wl seU o Aol fm'wat‘(h'o i fmt—%nan/
@ %3 WA WQ D forwa (1) , aot clhe
%M\i?ica 2 {ovowingciona di ipotess deh I
onlivow (1), G wdat Commgye ol g%ﬂ‘}o cle
fvava&!’ {'&QL ‘;mwhwa G OH.‘M [~
Ao geae Ho o .

QK\M' cdSe v
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UO%‘FMC/\M L\RA {isulh\hM T bﬁe_, wt(bwﬁ

MQ\(A}O ?X A9 M i asse Corva, i

viona vaaabile o L v cane sudu s/

SV(w;\'oia Q/\;}m&t ¢ \,,& Vo bl &/cl\ ori%mL a@l
@QAAQ&& teocia t@cni%l A.P,QQ/A l?(ave_, )

3.4 Problema di Saint-Venant
Vorsi aauo , 4 quas\o ?W\l‘o ,Q/vwnu'ame il f(ub()ww
(&A‘ gaM\T-VW :

//DQ‘B un (9(?0 Q'Q,{V\&HCS’ @(/a,n'wj\o QQQ() G&QQ Q‘A-(O\W.b\
ot wiuag v Cauipe & Tesiow @ di deferwaion

%o\(&\\ Gz\\ mx

T = - :

7 )

o L spefuonti u tli e saw soddislohe
%\;w} QJNJTAO\M MQv@@vma

¢ e
la :

divs =0 (cqmont wdsbiis & eguilibeo)
£=% (yedu +gotu™) (ogromnzs )
{fé{OwOG/UM)IE(%MamHJ@)7

6= 6) = 'Vay =0 (ipoh'.%' (Lfgain}—\/eném})

QQ %QQX)QMXE W&A&WA QQ umhrv\o locali G\/Q.Q@ %‘LM&OQ
Cateds -

fn=0
e le seguenti condizioni di equivalenza statica nelle sezioni
rette delle travi:

=J ge dA, M=J (P - G) x(0ez)dA,
A A

dove F e M sono le caratteristiche della sollecitazione. Si noti
che tali condizioni scritte per le due basi del cilindro equi-
valgono alle condizioni globali di equilibrio al contorno sulle
stesse basi. D’altronde le condizioni globali di equilibrio al
contorno sulle basi del cilindro insieme alle equazioni inde-
finite di equilibrio impongono la validita delle condizioni di
equivalenza statica nelle sezioni rette delle travi.
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VQCUW & %Y(;WL N @“U‘?Wk}\ QL varie Eti\/cl'&lbbu;

ancora assumendo che Q\a%c ¥ coincida (ow u@ '&%ﬂ iﬂ%
l'f&/\/( 2 Q\‘o(iﬁbzi\)& con il h’é(‘icwho &A AR GOTAONL A\A
e ld™.

E?M'ow' ndefiwte A %’R«‘Ln‘o ny-; o'y __117 -_-Q) .

T ) o =T (-w)

DE
%%%O - {JE'=/L3?(I/‘/,) '
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Leoyomut @g\i\v\‘\'vo (”(Q/=C7%_>1
4 0 0 & [¢ 0 O'(
[g.‘:EQH/)O O {ﬂ—tjo O;O (/
T Ty (7%_ 0 ¢ 0“)

e quindi:
Y 0 ()]
1 4
¢l = — V6, ()T
_J E O ¥ K v 9%

_(1+v)/fq (W}'fﬂ Gy ]

Fqu(Qj\:(io Cu%d Qu!)e(?{oie eG}QGQSl
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Si ottiene quindi:

Lo Tensiow bwa;ma&QIL ko\?ﬁl T inoun \;)vw\m P

QW’M\TWRA&*Q & Yoo OP & wwa Wim SeThoud. j\ ]
3 . Gyoh= N
(N3 dwe Ll \.WQ q&_ (W\}Qﬂno (,\S&QA Rzl .
Equivalenza statica nelle sezioni rette g QﬁAA My — Ty (ﬂ —Z ) /
la towgioue oe. ha g " ompouand -
%Mhm yﬁﬂN-MwJHEZ)
Tey AQ
{oef — 47
Q

| Gex—tay)dn= 1,

A

IQ, V\nWO AbWA %WM ge; v»'wo JQ
beciuukeo ril & T R = .

Ex &y &y A
(p-choe=|x 3 0 |, AR
T Ty O

¢ qvmc‘u 51 M\w 13 CJMPM

TN

{(P—G)xa‘ez j =4 =02

Tpex=Tqy
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3.5 Energia complementare elastica
Colto € ?O}Q‘fn di Gaint- \/W = -O)
Q\W@ M&Mace achica per uvu}’a\ di

\(OQNW\,Q Rl Q\as‘n)‘}o:
4
%—2 (tr cr) - %’idl't

L l
/sz + @%
-+ N A—

T e 26
L’w?)aa @«Ma& &As\ic/a ‘}e/u\u‘}a\ h \DA'«LQ
5 optim m\iﬁmcb \L@P,Q]afu @3 Y

_ g g Tyl
K KA k) e R

3.6 Soluzione del problema di Saint-Venant in
termini di tensioni

IE h?Al\Go(Q c(%ﬂ, gpora'/ s‘a&a‘o\& CQQ rrowﬂuﬂ c(»

%am\—\(mawf/ on\ egere oHMo (Vl]'ﬁaz@%lcb Q

Ul\/-l’b{ ow A BQD}QMM :

) p¥ 96 ot
(1+ ‘/)<£’fo‘* a? 91” o 316( 7)-0.

Lo e‘?xﬂm'wi & B@Q)fm @Wfﬁm O owlivou

WL CRS5an0 (Q.. sullicieuti wk case di sezione wowowmy s )

e 0 inhganion  in feomini & spofSonts, b
bwgoe & daforwauions. Nawbile Lol fousor dogh
Rocs via Barae o v,

le equisios & Bllaui , ccritle per osteso
ol oo &l polesi i Saint- Vewawh (cioes
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=0 < lfvlw(Ju« thp 6} > (L«vﬂA}&m

"0 =Ty
D46,
li&z,’(# xgzo,
D2,
(={=y = (()jf =0,

2 0y 92(7; 9 9T\ 0%,
'd L= <’|+/)( Qrt 8\3’ 921 > %le :O )

0%,
Ll, 7=> (()xa; :O,

. (bg’fxz O 92(12) 9
i=x, 3‘:'% = <1+;/)<%x2 97 T D%f 8348; O )

Utilizzando la prima e la seconda equazione indefinita di equili-
brio, la quinta e la sesta equazione di Beltrami divengono:

(521}; 9 ’Gg 80}
UH/)( dx? 9y %o =0 >

(a?,,f (a 1 (()2
) (S Yy, V%)

3.7 Tensioni normali

Equazioni di Beltrami:

%2({
T =0
0
z=O #Gz&u&e.nxje,’g

oy se‘wa\amwk
r()zgz B
oyt 0

02
J 70y _O = nﬂ’esfm%oue i Gi nan esistows
Ony Fernut i wu,‘%h n X (’.j

va}eﬁ»ﬁpl 324%0&?% R

G= b+ @) x (bt ra,)y + byt vay.
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Le costanti di integrazione possono essere determinate imponen- pes cui
do le condizioni di equivalenza statica nelle sezioni rette:
Moem 734 b=
0 LI A
A Dalla terza condizione si ottiene infine:
—n _ bzm)I:— -T-%
S'quﬁAA—mx ’T}(J& ;.Z,)) ( 1 1] Y m) x 2
§ A Q (ivi\r\(h H
Spxdh=—1ll,~T({-%)
¢ x s
T A
Dalla prima condizione si ottiene: J j J
(LSZ +£{3) A = N , La tensione normale vale allora:

¢ quindi - Me-Ty(t2)  My+Teftn)

N
e N J
Q,3=“/[\:]’; Bgzo x ]j

L)Q%Y&%'m MQ/A h)\)\ga'o«u. vwfml@,) gcn'HS %)
puvm[OvUL Aﬁ@ﬂ MHMQ}\‘MJ&,@A so@u‘hﬁm }c{;mb
LL«MO‘\/Q'.

Dalla seconda condizione si ottiene poi:

(b¥+), =N, (-9,
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3.8 Sforzo normale centrato

Trave sﬂ%ﬂﬁ? d Sfar® ngrm/d/& Mﬂ/{‘o:

X e j agls{wl'raﬁj

A iverza

N/A

—

] G baciaidro dolls sezon
E

e Canapo Feuaionale sobzioug. risvlha :

N _
O:Z=TA\_/ 114:’6%_0;

H Caospo e dformanion 4 Mine dalln iz

inversd di Hooke

t= Lo - (eg)1].

Po{g\
0 0 0
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- 0 O ]
=0 v 0
El=ty
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Gradioake ddls robacione Dhcale (3,“:1/(] ,

£Y)
Oy _ Jtw _ 08k _ N gz,%o .
PEP= " =0, {(V;L)
A W9 ‘b vna [\Mlt,siw\z{&o,(l rﬁ\az{m rfaz\'A/A 8&5@9& (L. }uHo

X chiv\&(o ({QVQ\A :

Integrando si ottiene quindi:

N
U= -VgR® +Fyx) .

Risulta:

G—U:A%:C) = 3: cost .

Una costante rappresenta una traslazione rigida, in tal caso nella
direzione dell’asse x. A meno di tale traslazione rigida, la compo-
nente dello spostamento in direzione dell’asse x vale:

N

u:—l/E_’A;X .

P(omiﬂmb MQQWL P U e w, o OH’TM
iﬁp’iw\ﬁ\/&ww}t | 7\/31{0 @w‘y@z}o wwﬂuﬂl)'&( efos]:mwo:

u :_E\/A/\—/x’
VN
VoY
_ N
W =gt

T&Q‘_: Oﬂ«wr) & s\)o%\am(w}( V\,o‘ e¥e e Qarﬂ(a}o in (Lje
(1\)0 e

JPO‘ x‘

_ N _ N
—”—“EAO NERE
2 Q)

Il primo termine & il ?ML 2 ol Y e qw«\,{ rappresenta

una |elizon ¢ c\m\ MQQ/& seuoud (in direzione dell’asse z).
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3.9 Flessione retta
x G {P—G}z g N=M=TI=T]=M£=0}
—VEA—fV(;—G) /PP' Me #0 .
y

Il secondo termine ha componente w = 0 e dipende da x e
da y. Rappresenta quindi una deformazione della sezione nel
proprio piano.

Tale deformazione sposta un punto P in direzione della
congiungente di P con G, e poiché il rapporto:

1e-p1_ oy
-6l ~ EA '

La soluei Gomr ‘ MQD& oM L o
¢ costante, cioé non dipende da P, tale deformazione rappresenta : e &QL }WW ormale ¢
una omotetia. odwie Jé&g forww{)q ch Nawer:

Da tale decomposizione del campo degli spostamenti risulta
evidente che la sezione resta piana.

(y = % 4,
mentr e QJL hw&‘w }u\?&»u’a& Soaa w@&:
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Cadinde & @
9(&/[8 _ NLK _ agjk
(a IK %IA {axt

Si noti che le componenti non nulle di £ sono €y, fj ’ 57&, e che

queste dipendono solo da Y- Ne consegue che per avere derivate

diverse dallo zero occorre che x: = j oppure X; = 3 . Risulta:

4

In definitiva;

Mx

El.

-

e quindi:

(k) x

A S C))

-

-‘/j

Vx

00 1w
el = B0 0 0w

[Brady_]=[£_+@: Me

OEL

R O 0 | jx 0 Y y
e quindi: )
M Integrando negli spostamenti si ottiene:
W, = —=¥,
zj Iﬂ g\i - _ _fjf M.’l ﬁ(
Wy =0 , ox e, J U=-vzEay +H(y8)
o M Me . o0 M. 9f
=Y =y =S Ve X o = ey =
szngél’ 0y ET, X El. Bj Elx 7'5j
y A e o ob
a meno di inessenziali rotazioni rigide complessive di tutto il oy = 0 = Y =
cilindro.

=yl
U= VEIi 17+6@\-




MdS Parte II — 31 agosto 2007 Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 65

@Nimt&/: /a WO A) wn [v\egg@na’aQo. w\g{:o f{g,((lo w\?»QQCMVo

Prof.Daniele Zaccaria

QU ™ Y My 2
ot VEx v et 4y )
o EL’ ZEL AA t(asQﬂu‘OuQ, , 61 oH{M i\ é‘.ﬂﬁ,‘/w}‘e., %«w?a (gwl)ﬁvwo Aa\
s M M UMy 2 _
——j—z_uE—L—j —~ oy T Eiy = f= TE ‘j+3() s?oca\‘ama“}. :
Ma d Mey oo 1M 4=V EL X
_81_{:_5]1;&@ A_g'z_ELc 0T ZEJx N
Mz { L 2 2
= L+ v(x% )}
£ ]
=i [t | =
My
V=g, 1R

Q@@(A«&a L Van CW\X"({LU)‘{ , e FQ%‘LIQL Strvele taﬂa c&m«)o
d s?oérameAJ; i forma wabriciadle well modo ecﬁvw}e:

W/ My Mz f!_E _ M Cl_p_z
9% T EL 0 e, ) d e T V
jz-{—GJS]' ,




66 Capitolo 3. Problema di Saint-Venant

MdS Parte I — 31 agosto 2007

Prof.Daniele Zaccaria

f 0

{uf =15+

0
fraeoémm
M)!h Srions

i &(&’(XMJ

}@s&—(jm M&

Wo o k‘l\aqﬂﬂQL

ad e ngv
Ua A;muwj

0 0 0 |

) Me

O 0 —_EI-}
My

0 gt 0|

Robcio 4lla 5o i

oo W' asse

le* g)wv;féb% Nz %/E]x

PO __,/%ixO
e 00
oo

Pol ot el piawo della sevione
S seqgmontsotpondle 3d %, Ghermo
ad punte X M*ma'm&!&s%mm}o
on Qasse x ¢ di élw.,rieuq VE—;L

Deforwavag M

o nrfooa»«wf.fz
T T

0

)
0

EARH

} W\V&




Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte II — 31 agosto 2007 Capitolo 3. Problema di Saint-Venant 67

DQ/PO(M'Z{'M JLQQ/A %ione well propio p1avg:
L B

E FQGS%L(QJL SCrvele | Mi«w\;o da 3?‘99\'8«/“%}{,

v forma vd‘*oﬁaﬂt, MQ moc(o Sz,f)‘/wl‘e-_

U= -gire o+ reag

Mx
+Z—Vﬁx—xl_€ + u%xfﬁx(P—xv

X

v Me 2

7L

3.10 Equazioni determinatrici delle tensioni

tangenziali
Ny 0Ty 1 '
At ®7L - 1+ Qedp || (qWdow
b Btew
Al AV, 4 Vg
ot ey T v 0y0
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(owdizoui di equivalenza statica nelle sezioni rette:
| win=
EA TyedA =T,
KA@E x—Tegy )dp =M,

Riodae A«Q, Ter @ {ﬂ Souwo iv\c\.iilmim}( da L,
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3.11 Appendice (soluzione del problema
delle tensioni tangenziali)
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e?w,QM&Q'.
v Y ,
1+v
o a“fwuz:
9Ty O Tex (T T
— = V|2 *
9% Bj (Tx X — -Ty j)+67

dove € ¢ wna @swe i ;nhaafum.
G Sigwo dumque  cibothi ad on aiteng i dve
eq\/azim AJPPUWU@QA (S:QQ ‘)(‘W\o ordiva :

0Ty 9y —_<x1—*—j)+c

ox %j
Otay Iy _ B, Tk
Tx— T Dj - Jx ] J} *
&QY?M\CQ gV A) (om & cwchum & Cw}omo cv OA:
TX{— X -(j‘z “j :O .

Po/r rigonwz | Qis}euw ?on(awp @a gona'w

N/Q/Q/t\ PO(MG :

— o 2
(xz - /f;z + fyz

W=t
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dove /—{LZ e /_E}z S’dﬂ)rew}&w un [n\'ﬂ.:)»ﬁ»Q«L
Va(\;coQ/Am N T

o ’f;* cowd gotuzions

Lz
CW %\\C&M OW‘BQ\LQD .
Ity 0w _
x By =0

9x ‘39
oM Q/Q @WL\'“WQ B/Q W}Bﬁ/\a :

@:i+iz>“ (’Cj; +(Z)v)j=0.

PM (EACBR un nv\hin,& Fa{haw&l& no}‘n'&w.o c\kb
Ua POWA Qquazions < q,wi(lzispa)f'h ge /sz oubieve

1\ Wmm, -42—7 ?—yrz e hrm‘u. %cx e se
X

’—fx% ontione 1 WM\AL ;;/ %—y e il hrv\uhe
5 j VV\)N 1\/@9\‘. \'Q(miw( nom c[/amv@ (ymj’nlx/!‘

W gam paciove. due c\eu“a perkauto soddishahy

1Ty

Qca{ﬂ% W\aQ,"—i Q&QJ{zz

S Hgivwae — 7 ch Y In defiwibia & e
\)WAuke \Q geta\/wu}e, \\A\Q/%/IB«QQ Pa(hco?/olre:

?xl = = '2—{ %(12'752) +Cj}

' @\:\&am WLl <Q Qupﬁl'a'uJe (e &1 Sevioue.
A W‘O'V\OCDVW\QQ%) pa Q‘Q‘f\'g“%\%} CL wma fvnziouwl Q%Qﬁrt
g ol

oY
/fx,z = 55
o9
Tﬂ: -9—3“
La Qch(gﬂ Yvduone omo‘awaa cLA\/uA}a:
0 2
M + %:P_ :O mn A)

ort 371
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b Qopavion & odorno  dicius Cokbonds 1 doc i To € T
g\P Mo + % g = =Tyt = Ty s OA. vi=0 i A
Ne ciadfd quindi i oquente ‘)(‘OI)QQAM/B di Neumann %Lf\ = %%(%Z—Dj&)nﬁ%%( Z-sz)nj
o &' epaime di- Laplac: rzelyne-eny) o A
20 _ 1
éy G{ e X

Lo colusionr qsitte ed & owicq & weuo i wna codaure
additiva, se o sl o

vie=0 A
|

%‘% - (xz-ijz)nx svoh

i o, {
&\f(‘,A on %V?‘fj*O in A

relazione senz’altro soddisfatta: Y 9% J 2ud |
J_(j Vx)n sv OA g‘a 9“SJ\ jA:O

¥, .
Sy -i\zdi:O)

oA
g (B;EXLZ QfLZ C‘A . VZL& ZO MA
- A 73_? T ) a R
j B% = YN, —xn sv OA § -(gfc‘%O
_ T T_y- ~ 3n oA
AR j diA=0.
AN
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as o\&(w :

Ty = %{E—[% —(ﬂz—gjz)* J %'+

I 0x

Prof.Daniele Zaccaria

Definendo il M ol O(QioxwzQL di (%‘&Wa:
1%

] = @—ﬁwx—(%-ﬂm

A

e posto:

_-D} Is:ij“% ~(~vx ]x‘%;&7}cm

9+x)} :21_]§{ %ﬁx_Z _‘)“%jx}/\

fove risuQ/\’E:\m (w&;a‘m 3@95@990‘4 egvfe{bn’o).—

c
Cde e g+ Ty = M

h C M, + Te Y — Ty 5 Ms
Z%KA%(%L*W—(%@-MV“ 7= — -

J N
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&DVQ:
Moo= ™M+ ey -~ T x
Wo Eo{(/QM}Q \/w&/b}o (:sfz &Q Vvvl}o
c{/& @O(AA\‘A}Q IS QC‘ jS (Pw\}o C\% P@f )/740 A Cpmg(iﬂ

om il CD)\/\\‘(‘-\ c\,« \‘Sa%o, come si vedra Piv\ a/va\ftﬁ) .

I

v
le tongiow h«AﬁaﬂMu&QA @Q!Z)wg cimzh

{ LFJ: (12_7.71)} + 2_’7%_ 9_9(_2_ +
B‘f’r
8x 7)
/JC 9%: /J

oY _
1 : {_y oy
9T 2_5 DY ZL 5 (j X } +

i

\/@ngsc\u&w ChL QD +UACAM Gzlﬂz/fyz QOC{!LS%MD ()/3 l’e{%
Qﬁl/Jv'O\UL iV\AL@\.W;\.& (L Giv[?jLn'O:

9T | Iz 9% _
@x+9/+%—0

Risully
o _ (%, 1,5 0% M o
T\t ) % 5t oot
0T ﬂ_% T3 [, 04
5 o, ot +2L<i>y—1*z) h 971
0 T T
LA A

@V{»\&J(I VW\&L(D cw\}o clUL V,Z‘f)x = Vz(fy = Vzﬁ = O
Q‘Q‘IW"’{W‘" ‘V\&QL\Mh AA QLIV\'D/;L([O (isu“'.l ‘A%\n’mw\w}(’ SDC{C{A‘ngJh'

Ho\h?f?xmwboﬂ pu g e m\z?ﬁw(g skl aea ol
gwmva wuot (R i oftions:

A ‘ e
(T2 y) Oty obey) )
Si " Ty Tt TR =0
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Qe ({ui\l\(\j :

d
T N+ Ty )y dA —ST AA+—§6 dA=0.
ggA( * 793 LA AZj 0

Twm&,o au}o MDA Owdizious B,L (‘9\4}0[\9 va/d Wuﬁfae
lateals

'(q Ny +(/ﬁﬂ} :O;

G orfiene m?&u Q‘(th\;

g:ﬂ dA :Tj

Peadodinds in wolo &wﬂﬁaﬂ (wﬁ“iPQMm(p pec x %
CO’\,&foO‘I\Q \‘v\iﬂ%m\h cb Q,?Vi“Q/;\?(FO e W\}W) o OH;%L
ol a \/ui&m wﬁ udiziou -

gA T dh=T,,



Capitolo 4

Problema della torsione

4.1 Funzione di ingobbamento

% oha solbotsuiow & torsion quands
clinro &i Saint-Venant qs%;zho My due eshremitd™
ad una @W‘a borauke M .

Mt G\\
SR —— £ |6 My
¥
X

P

Qaﬂmw i in tal caso non vi gows teusiows
sormali ,gam}i Su vna o(mﬂ&/vv1uz sevione reth dil
lindio . Risulians pectante wllle & dilatssiow
Iy Givee gpadencati dla sezione cehta . Duko

MdS Parte II — 31 agosto 2007

e o codizione Tay =0 fupous 5;7 =0, som0
ol sads P soorcimeki i i Qivee . Quosho

%‘w‘?m de von v @ deformazions  dlla coniove
wl pregric pidwo.  Sitenga conto che cio non esclude o

{w693c>\>ﬂwuw}o AHD«Q/A SeAoML BQ & Q\'ori AQQ» fre€rio ‘M‘&V\o.

Si assuma allora che la sezione retta generica, quindi dipen-
dente dalla coordinata z, subisca un moto rigido nel proprio
piano piu una componente di spostamento nella direzione or-
togonale alla sezione retta variabile da punto a punto, com-
ponente che in generale provochera un ingobbamento della

stessa sezione, che quindi non si conservera piana.

Assumendo quale polo il baricentro, il moto rigido della
sezione nel proprio piano si comporra di due traslazioni, in
direzione degli assi x e y rispettivamente, pari alle due com-
ponenti di spostamento ug e vg del baricentro nel proprio
piano, piu una rotazione torsionale ¢ attorno all’asse z bari-

centrico.

Porchust QL Yousgion m-rwaﬂ& dovous essere vw-QQL)
dove esee w2 Ra dilehaziong €y dlle fkee

VMQQLQIL a 1t
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\/A MM"- ds %Foswo W C[Amli\/Q .'ML'F@V\:

(&M\e da L. Lq (;Mfow(w\}{ i %Poswo ( c,u\bw

v :uc—l}j,
v=vs +Ux,
\X/Zf(x)‘/)

Le uwiche MM: & defermadioug von wolle
Sono (W deve Qs%fe.) g'& sor(mw}{ T © k’y'e:

d f
Yoy = dL;,G Oy %;
dv 3/
}f)z @ tOre %y

dove :

@ _ ‘j‘g i (Q/\A%OQO UMb(fo A }w@{one,)

LQ (M(iSPWJLQA)ﬁ \\'%\c,{(m' \‘Mgp,u.u'afj n’sdn’&no-_
x;—G(duG @_‘j +—ai>
MG AR R

Poicle tali \W%«m dovemo  esere \A&FW&M\«M ?
&WQ 2821

dug _ dve _ _
. = ok, e =k, @=0st,

Quindi gli spostamenti Ug e VG e la rotazione il pOssono

porsi nella forma:

w=Qrz, vi=—Brt, U=0f,
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4w b Mé%ku’&i woli r((a,;&i A rotaziowe e di traslazione U — @ y Z,
%QO\DB/QA : V= @xE,
Lawmma{ & @ pm%mpmAJ%MW@: W= @w-

La differenza tra i due campi di spostamento vale:

W =0 w(x9),

© _,© _
dove 0 fonsione wc(x,q) viewg dotta (ovaione di u u & Ve ¥,
SO @k,

WO —w 9= @ (.- w) >

i_v\%gh\;@mwo . Il campo degli spostamenti diventa quindi:

vl

- O -r)E,
U= @(X—xc)%, )
v Qulng) | [0 0 g

¢, in forma matriciale:

(O REN())
Da queste espressioni si deduce che le sezioni rette ruotano vo-v = @ ¢ O —Xc
attorno al PVY\\O C Coor(b'/\él}e Xe &Y, - W/ (@ Y Xc O* b
Poiché tali coordinate sono arbitrarie e possibile scegliere
il punto C coincidente con il baricentro, ottenendo un cam- Q
po di spostamenti che differisce dal precedente di un moto
rigido. Inoltre, a priori, ci si puo aspettare che la funzione + O
di ingobbamento dipenda in generale dal punto C. Si indichi
allora con w la funzione di ingobbamento relativa al baricen- (we—w)+ Yo X —xc Y

tro. Il campo di spostamenti relativo al baricentro quale cen-
tro di rotazione lo si ottiene dal precedente ponendo x¢c = 0

e ye = 0 Il primo termine ra“;rww\l"nl UNA (obz{owz, (;3;4/3 ‘-;H@mo
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e bacieonkiio pes | _&\Jro di roeioug € doll; prifg
comiove di eshumil® G:O). U&mf(&&ﬂ ddla ohziowe

/ia;cLQ va/QQ @f'/DCCZJerL .

{0
}O(Qrw

&
AQSQ.JRQQA foldzious ( Mﬁa& A/a
v cfuz (d Wh vﬁ;‘o
Ly e don o o)

‘)o% Q

Il secondo termine rappresenta uno spostamento rigido se
e solo se la terza componente e costante. Poiche la funzio-
ne di ingobbamento e data a meno di una costante additiva,
rappresentando questa una traslazione in direzione z, la re-
lazione tra le funzioni di ingobbamento relative al punto C
generico e al baricentro puo porsi nella forma:

(we—w)+ Ve X —*c

Utilizzando, come visto senza perdita di generalita, il campo di
spostamenti relativo alla scelta del baricentro quale centro di
rotazione delle sezioni rette, si ottengono allora i seguenti campi
di deformazione e di tensione:

(

sz‘—‘@(%% —ﬂ> fm-‘-G@(% ”7)
fy= @@ac;i *”) szzf’@(%% *x)
oppure, in forma vettoriale:

=0 {yac\w +Rz ([6) E )

=00 g rs 00},
dove. RE WMQO& (Obﬂm & 90% in G\A{tu(w% A«)\)‘\oﬂmﬂ.
Lo Torza equadione. indeliuila 61\,(0/{19{\'0 richieds s

L( (

____5%1 + M_& =divt =0

Cax ch\j 7
Wb do 6=0. Quinki -



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte II — 31 agosto 2007

Capitolo 4. Problema della torsione 79

9?
GO ot *‘5}‘) GO div(gradw) = 0,

QW0 3

Vza) = div(grad W) = 0
MQ/@ Contions & ivxayUaamw}o ¢ dm\c{ve dwieshs di
soddistace ! Yuazious di La/‘vQAUL. Lo cudiziow &
Mor“q qd”/a %P:z(ffaq, ()/ﬁon. rid.u’u&gwo inve:

§2 =[RE@eI e = ynemxry
In mcﬂv%m) Ui fonvio @ dwe soddishee
esz%uw)‘l ‘)(o\DQ,O.mA ch Newmanmn (&AP@WMQS_OQp_

dalla forma geomikcioa A cezions m})fa):

V‘?‘U -_—O in A

Y

5;]‘=J“x—11ﬂ] Su 9A

La SQQNO'ML (w\ ?ro\)Q.Q\WA & Neomann esiste

ed ¢ unica (él meww & una iMWQWQJ(b‘}&U)
G @ 694&?% Q/J CQA&ADO\LL .

f B__ ds —O
d9A

Veebidiawo e hQ& oudivious ¢ Soc{LU%PaH}:

gaA do % = gag(ﬂ =g ) ds £ el & Gt

- SAL%?‘— j)AA O .

La relazione tra funzione di ingobbamento «/ relativa al baricentro
e quella @, relativa al generico punto C permette poi di affermare
che @, e soluzione del seguente problema di Neumann:
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EZWC N D,
oyt %fjl

=0

dw,

T = U =y, )N —(x—xc)n)

Inoltre, dato che la sezione circolare € 'unica nella quale
il modello costitutivo locale dipendente dal moto rigido della
sezione conduce a delle tensioni tangenziali soddisfacenti le
condizioni al contorno, ci si puo aspettare che questo sia I'u-
nico caso in cui la funzione di ingobbamento si annulli, cioé
che risulti w = 0, naturalmente a meno di una costante ad-
ditiva. Infatti nel caso, e solo nel caso, di sezione circolare il
termine non omogeneo

[Rz (6]

nella condizione al contorno si annulla, le condizioni al con-
torno diventano omogenee e il problema di Neumann ammet-
te di conseguenza la soluzione nulla, come volevasi dimostra-
re.

4.2 Fattore torsionale di rigidezza

A que%\e Qw\ko (ash solo {2 impo (2 % cowdiziove ?QO\mQﬁ
di oquilibrio sl bagi

ot o

gf OH;QMQ:

@@L{ (%@i +r)x - (‘%?u ‘V)YMA =M.
Definendo il pAHOfe kareionaQQ di rigjc{tzza !

= ﬁ(%% +x)z— (57 =)y} IA

- gﬁ%ﬁi” TRRESCHNY
A

nqub:
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NQQ % i Ruoug a(@k,& in cui7 (OMmR vf%‘“o)
w=0 , (reulfa

It = BA (30 +‘}Z)dA I(,;

dove I(, eil MMO da A7) po@af( (f%PQ,Ho a
baricombo .

LasoQuzimLIL C(QD» V(o‘UQ,QN/A (LQWA }O(Crfo«&, (v(&
Cmﬁm c\i in??\awo) risulta quindi:

u:———% Ty = =

( 6, "

' !
Mt , fﬂzﬂe_(@ﬂu

V= G, i L
oppure:
M
W= C—j— &)(Xﬂ ) _/E =E;_H%(ac\w +E% (P_(I) a .

i foti e Us mewa L% iw%LLaWo @ Q:‘Q
pa\w % f‘g)/\CLQZ?/CI o«c,«ow@@,@ &APRM&Q/\O soQo C(@Q,Q/a

forwa OXQMO/\TWA ddla sezicus relfa .

4.3 Energia complementare

(bmu?ia @’.Ware per uvu'}a\ s Q«'ma;

Poiche risulta:

H%%(ax 7) oy (%_;/“‘)J‘JA

~ a3 v>+—9-(w%§+w)w
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I Qmﬁada MAYQQMA(L assume l'aspetto:

4.4 Funzione delle tensioni

La terza condizione indefinita di equilibrio richiede:

0Txz . 0Ty:

0x oy =0

Una qualunque funzione scalare F(x, y) tale che:

OF OF
Txz = @; Tyz = “ax

0, equivalentemente:
T = RY gradF,
¥l

ove al solito R% e il tensore rotazione di 90° in senso antiora-
rio, rende automaticamente soddisfatta I’equazione indefinita
di equilibrio. Una funzione F cosiffatta e detta funzione delle
tensioni.

Dal confronto con la soluzione in termini di funzione di
ingobbamento si ottiene:

grad w = Jurg R (P-G) = R: 5(£gracumr (P—G)},
M 2 2 (M,

oppte, in WWQM( :

w_ Je 9F
or M dY +J
w _ I gF
oy M 8%

Darivam;o @d Fﬁ'vuﬂ ff%,%/Ho aA 7 e O/J Qe(,wcu (»'@PQHO
d X el 08"/33"& aMig or oftvens %a COucL«'u'm NeRLsafia
(g quf?{o{w}e e &1 S 0zioul e\ww(ywﬂecca) (L mf%ﬁdbnb&}‘a\
MW/A fnzione @ & inap%awm)o (@u?rfvwza),g’oﬁ{w:

It 9°F W oF
DAL *‘“‘a;a—g*h

owerossia F gy SQ&A)SE(Q. la seguente equgeiove di foisson:

2
VeF= —» M,
&L

Per quel che riguarda la condizione al contorno:

T-n=0,
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I=

f o

questa diventa:
(RTT gradF) -n=0.
2

Applicando la definizione di tensore trasposto si ha poi:
grad F - R% n=0,

e poiché ruotando il versore normale al contorno della se-
zione retta di 90° in senso antiorario si ottiene il versore
tangente s si ha infine:

oF _
os

@ut\/\(lﬁ. F et @shah %pQ CO\A}O«{V\O /Q/Pg{gw‘
VWA aqhm W wch&w Qo 9‘3}0 }ws{owa,gg/ Pucn\

¢cserp &vva/A)( d.

gradF-s=0 = 0.

La Cwm'm {JZQJZL %Qu@now e! c{muive Qo&ﬁm
M We F(ol:@hna da Dir{c\np.d' :

VaF=*—2% in A
t

F=0 sv QA

No\{&w@ At e Da sesionn 2 ?Qur;c,Onn&pa/
i ov ot F=0 ol oukerne ececno , wa nom
gui)%‘ ki oulorni ) dove 4 qvqg\o Vw\){o 2 solp
Foq..i\o{Qn dire e F=ad.

OA

M,
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La condizione di integrabilita in una funzione w di ingob-
bamento richiede che sia soddisfatta la condizione di circui-
tazione sui contorni interni:

SaAi%%Agzg (%—?Ln*— %—fnj)t{ﬁ =0 .

0A;
dove l'indice i si riferisce all’i-esimo contorno interno.

TW (m}o &O,Q,Q.Q (Qﬂau'ow' agis‘flz.u}i lo w e F
5 oftitng W‘f’iv& :
1 3E e el i & ol

Quindi OW am\orw wierno iw\’(ociuoe wid fv\.ceﬁw‘}a

( L odbre e F ol cm)‘arw) ad vwy eqdvione .

Con A citewihi inferai o ?uo‘ froozcie(e r.‘schvemo]o 1
p(owﬂw&\ & Dicichlel v funcione doi valors F {n(pj/m}{
sui conforni in\‘ern{, Aofotiidna\ b Ondiziow i circvihme
divetano Q(fuau’ouu' S iwwaw}e Fo.

Per determinare il fattore torsionale di rigidezza J; per il
mezzo della funzione delle tensioni F, si imponga la condi-

zione di equivalenza statica:
Ja
[ OF oF
(o S)an

_ | {21:— [a(Fx) +a(Fy)H»dA
JA ox oy

JA

~

[ for-a[re- o]} as

J

= 2J FdA—J F(P—G)-ndS—ZJ F(P - G) - nds.
A oA — Joa;
Nel caso generale di una sezione pluriconnessa, tenendo con-

to che sul contorno esterno 0A si ¢ posto F = 0 e che sui
contorni interni dA; risulta F = F; = cost, si ottiene:

M, = 2J FdA—ZFiJ (P—G) - nds.
A i 04
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Dato che:

Fi(P - G)-nds = 2A;, = R' J J'
oa; ( aAF nds +§ aAjF nds

dove A; é 'area racchiusa dal contorno interno ¢ A;, ovverossia
I’area dell’i-esimo foro, si ottiene infine:

- R'S F, [ 1nds

My =2 (J FdA - ZFiAi) . (1) i
A i

Nel caso di sezione monoconnessa la condizione diventa: - R! z F. ( grad1dA = ()
1
A

Mt = 2 JAFdA (2)

i soboions in F 4o F(QLQAM L Dicichbl & daks
in termini &d M e @ nolo ¢ di J, cw e .'ncpim'fo.
La ondizione (1), oppure (2), P@er/H‘Q i debermivace 4
Palbore (;az;luza locsionale I -

Veihichiawo infine du D goluziour oHoncha
soddish 0a owdizione T'=0 .

}}!%H( , da _7:= BTéfﬁd F & OH{UUL:

f=LBT?I@JFJA =3TL grad FAA =

come volevasi dimostrare.
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@ Viw =0 @

[ I _ % %
rotv = B_JC_ W
=0 {%@c\w +g§ (P_G) H div { =0
“ div £ = rot(Rz 1)
o=l = RS E
- -1z T : ™
- G~ Reged F=1 oF |
Y . a )
1 T
mtJ@ Kﬁ'&%(P-(J)&ZO 1= Eg 3(&\ F : Ly
“ gg@_(;)&:
2 X

@ V2F+ZG@:0 @

0A Circolazione di v sul contorno 0A di A: (A) = j\ Lo

Campo vettoriale 5
v piano s A "
— . . . RN . . . . C

Area piana A : Rotore di v (circolazione per unita di area): roty = !4151; i
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Estensione del problema di
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5.1 problema di flessione, taglio e torsione

Come prima cosa si determinera il centro di taglio quale
centro che renda ortogonali energeticamente il momento tor-
cente M, e le componenti di taglio Tx e T, e a tale scopo sara
necessario impostare, anche se non risolvere, il problema di
flessione, taglio e torsione.

Giha cloctaziony & CQm’wz,} ‘r%ﬂ«'o 2 borsiout
s U cenime &t il v =0 o sogphta el un
o T usccs |, non wesacawste pasaake
e | barukro

Sl bae y=b smo dunque pressaki B due
oupousiki o Ty ddla forea di Faglio ¢ il
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o ol apadmste s o & s, & oo
| wowsade Ferate cieulhs:

Mi=Toxe— Tt
Laeltee per (equilibrio sla ohione dofl ciindro |
ollh base 1=0 ¢ pesake vn momente  esterng
My & espreiona

Me= —(Ge-G)x T,

¢ M W{:
M; = '73& ( @\M?owx)‘n Al azinue
: m ¢ su (\'
imﬂf R gl
Tod ke QA w(a\\zrid:ca&@/d go@&d}@z{mﬂv m;mw)(o
Bhede ha CO\M,?O\UW.}' :

Mg)= 7 (1
(%) {7(2 Z/)- <%H&is}ic\w )
Hj (1) = T (JZ - ) A sollbihazion

5.2 Centro di taglio

Gorcuismo | qubea i ¥aa‘Q;o C quale pobo
por ? ey ot fac psace o Hoilddione di
mz&o T alhndes e problowi e borione
o tdla Pessious, gl e tersione sismo orlegpadls
WW\{M«.
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Fotadools 1 coullali oWowki Mg tosria

M ‘o attaves Q‘%‘”TM‘. defermaious
e borma @W@m)) ol subite o o
Wladblo ol Yeora ddla fave | qukee
\@Km oot debiwle  gegume il z,»;m.(?ic@}*o unemghicr
b e gl pabo pur i1 gl dove pasiace o
M e dly for A egio ol Prve

non avere daformazion  Yorsioual

Si considerino allora i due problemi (a) della torsione e
(b) di flessione taglio e torsione e siano %' e T¥) le tensio-
ni tangenziali associate ai problemi (a) e (b) rispettivamente.
Per la sovrapposizione degli effetti al problema (a)+(b), som-
ma dei due problemi precedenti corrisponderanno le tensio-
ni somma e I’energia complementare ¢/ per unita di linea
dovuta alle sole tensioni tangenziali vale quindi:

W= %J Ta+h) . pa+h) ga
A
1 (@ . (@) 1 b) . +(b)
= E T =T dA + E T =T dA
A A

1
(a) (b)
+ — . dA
G L T T

[FAY

1 My
% B ) S

|

|/’

C
T ‘
(a+b) @b _ g@ 4 7 W(Wﬂla j)

Mg
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Quindi il problema della determinazione del centro di taglio
richiede di annullare il termine mutuo dell’energia:

J 7@ . 1) dA = 0.
A

Ricordando la soluzione nelle tensioni normali, nel V(OLQQW/&

&U?J?a mt%m, l’%)o e \”moua S(/a JKOMQ{M, wr-maQJL vale:

m_ My My
S S
b)
L) T(¥) 3
- jx ]j .

Le T® sono @S)W\L\'t. own ¥ e L{EVO'\A.P 6oc((&x%¥’3f€ 'Q/c‘
qud gqﬁyou& m&Qi\wh di Qgiv(g\')wmi

Az, 0y Qy— T
Qx raj Jx }j 4
ovverossia:
div 7P = — Qy—zﬁx
Je Jj

Le T® c{[vw inoltre 6oc(th%h‘€ Q/A CPM&A?AM GQ W}Ofno:

T n=0,

Q aQQz owdiziow 3@0\0304 zL‘e?m'Q{l)n‘o wwx sezioni rette:

( TN = T

JA /
wA(P—G)x T® JA &.ez = 7j"xc_ Ty .

Le Jiom,{ow.' &Ssoofa}e &W/A Qﬁziciha'owz. ‘;@Wf@ice Au

tocsione valgono invece:

o= Mgl
o _Iﬂg(a\uurg%(%)ﬁ.

L)qug'zim debermivalcice ddl cotkeo i "&y)ﬁ'o
ri%u\h C\W\qua‘.
M _
3 pete e s eerzman -o
Poiché:
div (wt®) = %ac\w- T® 4+ w div t®),

Re(-6) = exx(P-0),
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come ¢ facile verificare, si ottiene:

1™ dA

L {%GC\W + Rz (-6)

= IA{diV(W ™) - wdivt®) dA

+ J{(P—G)XT(b) re; dA
A
7, T
LAWT nds + L\W{LEW jj x ) dA
+ 7;’%- le Y,

m T
- 7f’iJAou;ch + J,—”Lwy dA
j pa
+ Tz— Ty

L’Qq«@ﬂ'm deterninatcice dd cotkee i "c\}y&'o

(i5v \h infine -

7] ( x, + ;:Sij JA)

mly-Lt X >:
—'/x(‘jc IyJACU A 0.

e ' acbitacde MQL @wfmﬁ)\l}f T, ¢ 7} 5

OH'QM?)OV\O mﬂw QQ coc»{chG\l AQ/Q COAl}bc[A l‘a;@«‘o:

X, =— i gu)vc“-\ ,
x A
bl
= — | wxdA
ﬁc J'J jp\w

Siovehi de Wi gordingle dapondone solb dally
forma  dla cenionn ola

Verifichiamo che, nel (Aso di  cezions dotoh di un asse
da wmdkia | ek di hano dave Am?ar\'@uué
e & ciwnskcia . Tubakti in T caso il wowonko Yoraauke
ielte s ol uone wmisinndhica e quindi Fole
ovltane  aia & deformazion de €a Funzioae

di m?\o\owo,
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Qe ﬁlﬂ‘ﬁi i s&w\w}ﬂ}l Cmvww&l o Q‘Mj Q/& gvm{wz
oS Wy ol owisimudhan
‘B\ ¢ c\/uwivn 1\ 8o \'v\}Wb«(&QL
%Q,Q\&r(a e MQ,QA
OWMQ/ & kspwﬁ)ﬁ" QA
R 3 ywn W{D T}
Vj @c,c,@)( per 1 b3 (iemudreo
\ rrj G T QV%CA’\‘QL(M i
C/iux\u,xﬂ)f(§ﬂ e ANV\TM LAMMUL\UL ({s\)lh\w QL \'QM&\'(m‘

\Xé«wjmai&/i 7™ | Invece le tensioni tangenziali T @ dovute

al momento torcente sono emisimmetriche. [ﬂ Qw\’um

T®. @ |, espriud il termine mutuo dell’energia

complementare N Aw\o\vg Q,\w{quw}’(iw ¢ |'| Gue M}QSQQQ,
Q\zu‘a«ma Q‘MQQo, PA/HQ ctw’nc{[ wv% in termine

wwho dell’energia complementare ¢ vauiva ¥ m)f)l\ j

okios i\ ok di ﬁ?fQio.

5.3 Energia complementare

Esprimendo I'energia complementare associata alle ten-
sioni tangenziali in funzione del momento torcente M¢ va-
lutato rispetto al centro di taglio C e tenendo conto della
soluzione del problema della torsione, si avra:

2
WY (sz,Tyz) = % {é/[—i +aT; +bT; + chTy} ,
dove G e J; sono rispettivamente il modulo di elasticita tan-
genziale e il fattore torsionale di rigidezza mentre le costan-
ti a b e ¢ dipendono dalla soluzione del problema di fles-
sione, taglio e torsione. E prassi di porre tali costanti nella
forma x./GA, Xy/GA e 2Xxy/GA rispettivamente, dove A e
I'area della sezione retta e le costanti adimensionali xx, Xy
e Xxy coincidono con i fattori di taglio a suo tempo gia in-
trodotti. Si ricordi che questi rappresentano le componenti,
nel sistema Gxy, di un tensore doppio piano x, detto tenso-
re dei fattori di taglio. Risulta ora semplice confermare che
un asse di simmetria e principale di taglio. Infatti un taglio
diretto come I'asse di simmetria e simmetrico e genera delle
tensioni tangenziali simmetriche, mentre un taglio ortogo-
nale all’asse di simmetria e emisimmetrico e genera delle
tensioni tangenziali emisimmetriche. L’energia complemen-
tare mutua ¢ dunque nulla e quindi ¢ nullo anche il fattore
di taglio mutuo, come volevasi dimostrare.
Mettendo in conto sia le tensioni normali che quelle tan-
genziali, 'espressione dell’energia complementare risulta al-
lora:



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte II — 31 agosto 2007 Capitolo 5. Estensione del problema di Saint-Venant 93

1 (N2 M2 M; M
Y==4=—+ + +
2 |EA " EJ.  EJ, GJ

T2 T3 T, Ty
_ X _ 2 2 _~ 7
TXxGA TXyGa TeXT oA

oppure, in forma indipendente dal sistema Gxy:

1 (N2 1 ) M 1
(IJ_Z{EA-I_EM.J M+GJt+GAT-xT .

5.4 Legami costitutivi
Derivando I'’energia complementare si ottengono i legami
costitutivi:

1. Sforzo normale:

_oy _N

E_aN_ﬁ NZEAE,

dove la dilatazione € e quella della fibra baricentrica;

2. Momento flettente:

(a) forma algebrica:

Yy My ~

kx = 5 S My = EJyky,
_ oy My _

ky = oM, ~ EJ, My =Elyky,

dove M, M, sono le componenti del momento flet-

tente valutato rispetto al baricentro e il sistema di
riferimento Gxy e principale di inerzia;

(b) forma vettoriale:
1.
kuEJ M = MZEka,
dove il momento flettente M € valutato rispetto al
baricentro;

3. Momento torcente:

_ 9y _ Mc

0= oM. GJ

U

MC = GJt@!
dove il momento torcente ¢ valutato rispetto al centro
di taglio;

4. Taglio:

(a) forma algebrica:

c_ oy Ty T

_ oy _ T Ty
Yx =31, ~ Xxga T Xoga
oy T T
c_ov_, LK 1y
Yy = o, T X6a TXGa

dove gli scorrimenti y5 e y5 sono valutati rispetto
alla fibra longitudinale per il centro di taglio;

(b) forma vettoriale:

1 _
yfaxT => T = GAX ' yc,

dove lo scorrimento y. ¢ valutato rispetto alla fibra
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longitudinale per il centro di taglio.

Dalle relazioni costitutive inverse € possibile confermare
la forma della matrice elastica inversa:

5(1)0000

OE—Jx(l)OOO

CZOOE(I)OO
o o e

GA GA

Inserendo invece i legami costitutivi diretti nell’espres-
sione dell’energia complementare, si ottiene poi I’energia
elastica di deformazione:

1
b= {EA€2 + Ek; - Jk + G1O* + GAyc - X 'ycl.



Capitolo 6

Problemi particolari di torsione e taglio

6.1 La torsione nelle sezioni rettangolari
sottili
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dove k e Q‘&Q}ezmcl& fQ)H@MaoQa.

SN onwb w4 exiuaa’o\m che Pe;m@”“e &'c/ﬁermafe
8| an,o(QAGQ Noce & (ifa;&uw borgiouale J,c :

Ph[ 2 e
S L

e quindi:
y 3
L:§LL°
La fonzious é\ﬂy&& \m{w& diventa:

3M b
F= —Tf(xz—z}—)}

ele tw%«o\u \’&azoku QQA valgono:

oML LME
= — X =

R S T A N
’[xfO .

La tensione tangenziale massima si ha in corrispondenza dei lati
maggiori e vale:
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M
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Si noti che il flusso delle tensioni tangenziali imposto dal

contorno nelle due zone di estremita fa si che in tale zo-

na siano presenti delle tensioni tangenziali T,,. Il momento
torcente totale generato dalle T, vale:

ﬂﬁlm: 3M Bh _ M
43 b h 4 ¢

Quindi 5d nehRS AL wowsnde foreke M,
Me C\/ﬂ%)i (ﬁ' l/c? (&M«. quh e qvfwcb'
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6.2 La torsione nelle sezioni sottili aperte

Si consideri una trave di sezione sottile aperta di linea me-
dia £ in generale curva e di spessore b in generale variabile. Si

assuma poi un’ascissa curvilinea s sulla linea media ¥, espres-
sa dalla distanza misurata sulla linea media da un punto pre-
so come origine. E allora possibile individuare il punto gene-
rico P della sezione sottile per il tramite dell’ascissa s e della
distanza v del punto dalla linea media, misurata nella dire-
zione ortogonale alla linea media stessa. La funzione P(r,s)
rappresenta un sistema di coordinate generali. Le linee coor-
dinate » di equazione s = cost sono le rette ortogonali alla
linea media, mentre quelle s di equazione » = cost sono le
linee parallele alla linea media.

Si supponga poi che il raggio di curvatura a della linea

O
< e / <
- -
do/a
H
é v
R
vY g\s\

media della sezione sia grande rispetto allo spessore b:
b
— < 1.
a

Sotto tale ipotesi il laplaciano che compare nell’equazione di
Poisson che regge il problema della funzione delle tensioni F
si scrive in modo approssimato:

0°F 0°F

VF ~ 2= + —.
or2  0s2

L’equazione di Poisson diventa allora:

0°F O°F _ M

- L X 1
ar2+as2 T (1)

Si trascuri, come per la sezione rettangolare sottile, il soddi-
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sfacimento delle condizioni al contorno nelle estremita della
sezione e in piu negli eventuali nodi e si supponga che lo spes-
sore b vari lentamente lungo la linea media della sezione. In
tali ipotesi la funzione:

M [ , b2)
F=—-—1r<—-——1,
Jt( 4

soddisfa, in modo approssimato, sial’equazione di Poisson (1)
che le condizioni al contorno F(b/2) = 0 e F(-b/2) = 0
e rappresenta dunque la soluzione, approssimata, del pro-
blema della torsione per le travi di sezione sottile aperta,
naturalmente sotto le ipotesi dette.

Dato che localmente il sistema generale di coordinate ori-
gina approssimativamente una base di vettori ortonormali le
tensioni tangenziali valgono:

oF M
TSZ N _a_r N 27:1/"
oF
Tyz = ds ~ 0,

dove nella 7, si sono trascurati i contributi della derivata
dello spessore b per l'ipotesi di lenta variazione di questo
lungo la linea media. Lungo una corda la tensione tangenziale
assume il valore massimo in modulo sul contorno. Detto T
tale valore, risulta:

M,

t
b.
Ji

T =

b
Tsz(ig) ‘ =

W‘) C\'\‘L Mp e ]k Mc\i‘pm(hw\o da S,Qﬂ %msio\u(
EAA&%&RU:&Q WA wq Q/.,l %\ \\a i @{(;c,‘l)m({m% A{L% Q?Q.QSOOL

WaSAMY ¢

el
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6.2.1 Semicirconferenza sottile AQW/A CRWACAT CW\?@(QM%) / \/&Qe y )'QMQML(Q M‘) Jﬁﬁ&l

Sia data una semicirconferenza sottile di raggio R e di spessore . .
b costante. Il fattore torsionale di rigidezza e la tensione tangenziale WC"“‘“\‘ZX{ \d 3&9- F{oLQQAUA
sul contorno valgono: /2 7/
Ly , o =2] ER): z]m d
JE«:B_WR}) » {\Mih(: TTRL?_ . b ( >
o fR°T Jm RT
*Tq_ AN L 2
F
+ _ M PR M bR v
= ‘ =M .
Y A ¥m§\w& V?W\éémanQ 3 W@ 7u.'v\c\,( }‘VHO f[

WM \MWXQ( weh™ abaverse [ e w,b\
&\'\TAVM§9 mk) L 4 \/\Q.A\b(uo &QJL& H&QQA’O‘M

Q c\u Cur\/a\‘vQ et Cp@hmhl e VG/QQ. R C‘(\Zzpt/le(L djl}fuwv\uﬂ i)o’i Rﬁ ﬁarZz P on ZW}Q/QA
Le h\w‘w ri&oH‘e QQQ/J vaa uu&xa clﬂm«oof(‘yuﬂ W@kﬁ MS&Q Vouss o \Wk?)ma:&/\ LH %QQ& iﬂe one
aﬂ\&a Forze ;xxi;mx)ﬁ W; : Lg M BN A - W
po M O J PGl Rt = P
A 6T,
R \AWQ \‘Gﬂm}m A\Q\A/}o dgéo}l }m%ouj f&vﬁmwg‘
Tes 7CA'Q(DQMOC9V\ ?O%c\ificlua"m A @u}!‘o O P:PR: 61& :ZWR
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6.2.2 La sezione a C

Fuvions i iv\zp\:.)pwo ((»’QQ/(\ QA\UUQ MCL\'Q CI!”VJl ;(:O)

cfo\,( E% = an@,mch 3OOM emGo Qu&\'O(An'O < an =—-R n) .
-7 -2
\Sf,b
Ny - ¢ 1
de
x R 461 G H
bs,
€
S.b
32 © 9
Ny
‘jV
-
)take @

Z,) L’ﬂMo @1

99&5;L == G-6)rm=—4

N ik @

. b
Wy (G )m=—7
25

Integrando, si ottiene quindi:

A
WZ_—A&SZ + CZ
W
W= =500 = —-;—’<€3+Jg)

Poiché la sezione e simmetrica, la funzione di ingobba-
mento w € emisimmetrica a meno di un moto rigido globale
di traslazione nella direzione dell’asse della trave. Imponen-
do 'emisimmetria, deve risultare:

w2(0) =0 = =0,

w3(s) = —wi(s) = c3=—cr.

Imponendo infine la condizione di continuita in uno dei due
spigoli della sezione si ottiene poi:

Wi 0) = wa(-3) = =%

> dg.
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&U}fe cL h?}(?io

1
X, = — T gijo“\

Trascurando Q/A wwa)mQAh‘ AA ) V\QD,QQ Q(w;sprt e tenendo

conto che:
H _
- 'Z’ %GHO @
4= 52 Me @
2 ich @
risulta:

_ _;; {(5 §2H2+ do ZSCBHZ)

2,2 2
A (&BH b )}

12 \g 4

Prof.Daniele Zaccaria

b 3 (N
S A it et

si ottiene infine;

La distanza dc del centro di taglio dalla linea media dell’anima
vale quindi:

d :igingz
‘L 4q

in accordo con quanto gia ottenuto utilizzando la formula di
Jourawski.

b
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6.3 La torsione nelle sezioni sottili chiuse

Si consideri una sezione sottile chiusa biconnessa e si ricor-
di che la tensione lungo una corda di spessore b € costante e
vale:

. M .
Ly = -Z_[Lﬁk\o . (Cormvp/éch Bfedk)

Siricordi inoltre la relazione tra tensione tangenziale e funzione
di ingobbamento:

€= P gt + Ry (P0).

O
/ //‘vw
L G
5
T
Yy

dove Bg & il tensore rotazione di 90° in senso antiorario.
DaQQL *w%w kau&mvap-a 2 ?)S?\‘LJ«QQ quindi ((‘SAQA'& a/Q
(ﬁﬂdﬂ”}l ‘{’&QA S\Mum AA }n%p\)‘aﬁwQAJQ :

i - 2~ [gy(p0).

Per poter integrare tale espressione nella funzione di in-
gobbamento (¢ la sua circuitazione lungo la linea media
chiusa deve essere nulla:

%2 qradwfde =0 .

Questa espressione rappresenta in definitiva una condizio-
ne di congruenza.
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i o\)“bu.:
%Q’E-E_A% = (%Q% /(SZ%JS = ’L/gg})&——>

\

6, BP0} - «%Q@-cmo@

=§\n4%=2ﬂ.
£

dove f) &larea racchiusa dalla linea media.

DW\((\)Q/ Pa Cow&» LOML

Mg%
Tk ds— — 04 Rn(P- do —
§ 0t b= 2 b ael0) s =0
iW\«?W
b ds ML
b 0= = 01— N =0
¥ J{b JL—
e infine:
40
5 §é%_
Qb

Lo hesso (.‘c,u\b)(o 4 abbe i)puo oHWL dallly

u‘a/\@g%gm?,ﬂ (&Na((\ & &QFMMM) :
\ {2 Mgz
ox _ ’
é&% S0 bds T,

ZL%W @Jro e cisulta

Eéfﬁ;(;s M (§Q
y b 26 4Nt

G
y ——bds =
50T

\/Qr{g'c\/\xaw c\«n Q/d w@«mm oﬁesz}a rouispd ?/a cmd,(a'm
di i’ﬁz%'o anDQ (_7_7 =Q ) . lﬂpJH‘l
T = j}_{ug =£f§gb_fdc

:@zgfgm :fszgg%ﬂws

~ 1y bRy | qudian <o |
Q
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6.4 La torsione nelle sezioni sottili chiuse
pluriconnesse

Analizziamo nel seguito, quale esempio facilmente generalizza-
bile, la sezione sottile chiusa triconnessa.

-C"‘),(Z) T J Jk >

4 ivx(poﬁwf\t

1 01&/&1&0\& Ai equilibrio di v\vo ,
A €3 vioue LV Qﬂviva/Quaa datica ta b € e My

{ equazioni di circuitazione lungo le linee chiuse 0€2; €
0Q,; .

I flussi delle tensioni tangenziali nei vari tratti valgono:

f1 = (1E1> fz: {sz f} = Tngg,

/ﬁ
T e
1 \ f;

L’equazione di equilibrio del nodo alla traslazione nella direzione
della linea d’asse richiede:

f1A‘£ — fZClZ+ fgc“{zo ,

e si ottiene:

f?, = fl - f1
Lequivalenza statica richiede:
N
M =§ fy s +§ f, hds, |
20, 20,
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e si ottiene: \/@(;% c\@m infine che &uc\ul M,Q CRSO ({A Sezioug SDH.‘I).Q

M = 2—‘11][1 * Z—szz Li@wne,s%l vale %d COM(L‘U'OWL IZQ :

dove J14 e ﬂ_z sono le aree racchiuse dalle linee medie 0Q)4 T - 3 § ft ds
P L

e 0Q), rispettivamente. —

2Q;

La circuitazione lungo la generica linea 0Q; si scrive:

, = T Ryf ud
§ %'fél(lw-_li_dgzo’ ' ‘ o
e quindi; = X/ Bgf jrad1dQ =0
- 1 b Q.
A j hyel % do = L
Mk{iﬂl_g 4 - {_Clgj asz‘(l\ > =0,
oA 5 fy w N % do —
ME{iQZ—ECK - Q_Clgj aﬂ‘? > =0,
e infine:
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6.5 Il taglio nelle sezioni compatte
simmetriche

G Omndory WA rione W'Q/S(Mu&*ﬁ(ﬁ ( fePeJ‘\e
QQQ)Q%@ 7 4 SOWPQ ac\ wn h%o Tj aww)re, j 7(/&29/
(z)r)(k &!aam {(b«vu(ve, Pﬂ%ﬁu\xl Per i\ M(OA) h@?é&c )

X

L4 (&A‘%fhibuu'm AQD.Q,O. }'QMS«'M' \Ya,\;\gao,\m,{a% {7‘1 ,QUQQA
uecicd widA oc}ubpm@QL 2 'xse y i Siwadl (13, si

suppone costante e di valore individuato quindi dalla formula

di Jourawski:

TS
b T,

fj% =

LA didiiboziows &Qh }'MQ«'M' \rw%mua% T,y lungola
?mu{ca @{AA 0(}6909\@/‘20. aJZQ)J%e ~j M gimw}(ia ¢ invece

lineare e vale:
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E&AUCDAS OM/F‘QWA‘M}R& Pt uwﬁn\ o QA\MLQ: h/

Z A ﬁzu 1 b)d
oo A 1 _ladethoy AL DUS
JWh T I

Ne consegue:

7;2 p@% 4x= 4 b
R R N | Ty ]
Xj WA )AZ (4 ’ 3(*) " - s oL=0
L . =0
| 7;23&2 4xt o — <
UBE (e B
)Azc«mx( Y z el |, =
N Y
L P AR L A % — p
- = 1 O iz
(GN Jx Jo b b
S
Il fattore di taglio relativo all’asse y di simmetria vale quindi: A iq—\j
~xl
-4 - sz“ afh = * 1 3
ORI -ty b
Voo « _ﬂ(ﬁ_ )
Sao* 4_’)52_' L ‘zj bh 4 j
_ Azy ?AJS(H i kgx)Ax _
X _%
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L h
L 2 L 2
_AL S 2 1 L
M= K o =g ghz(H)“j
40 :
1

T &ﬂ(\'wi\f\a:

_ 6
Xj_5

Poalindo ol deso woby i ricavecbbe e f =2
?Uo\ o(ere \‘W YKQUA}Q L\l& Q/A @euuw& }(0‘\/-}}8 (Pe( Xj o

sifiviamente bwa s b<h ;e qm‘w&;

50 ;Yj = _(Z 28 WA sﬂuvm §dmo§e\x}wk I:\)W/‘;}
foa L, = 3 am  collicientonsuke buowsg

6.5.2 Sezione circolare

y=RGs0
A‘j=-—R§m{9dUl
x G
R o b= 2R G}
L=T R
9
gxx = S?ZQZSMZ* R Gol_dol :%P\%%’m?’@
o
= iT.Z_ : nZLQ
By~ 37
Ty =— % %g-x&
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Fa)r)rom AA \‘@Zﬁioc
R: T4e b
T R°Sin 4
= 7
K ?Z—Rg—g T [1+ 3%%)%@%19
16 0
boowb [Te 1
= ——— — ‘:\‘v\ Lo C{/w'
T}—Ré ? SOB\ (9(1‘1’ ?)tgw )
G ot
_ 3
xj_a%
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6.6 1l taglio nelle sezioni sottili aperte

G Bais checimanto 1d oo shorze & Hf&'o oow @y dl aziowr
psaute per i ke & \&B&jo :

/T

/(L%

La feusioue }

u‘aRe {,% ¢ approssimativamente &s\‘&ax}t

Qm\aﬁ Q/A @rA/a évale:

TSy . GBS

LIJ bT,

{sz:
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b(s)
Enua{& b dilormazions e ol & Liwaa i forma

?3“(% C\; \&%pio :

¥
(o= Al 5
6.6.1 La sezione a C
'7'5%9)[0 ?tcwd&oj e C
5
| I
4, ¢
b
X | G
cl o
&
My | ¢
/ Vo5
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SHe)=—4 54, _A i LT LG A LT
5 4 24
53 (s)= 4t - gz(%%)%(%w)_sz} 6 % 8
— _fad Syt gH® LHE M
1H3 2(4 Z> *fo’e"ézx%*zéae)’

3 7 . e infine:

Fallore di tagiio A VA3 A4 ey, ey 4 A 5
;A eX
= = *dy =
/(j I &L o i Td.oa)QA'o oo x per C
ﬂ T
ALt P T s L ;
i - [ttt ol 2
B
. § C G T
_ AL LR gz SBH . GBH _ SBHE <o i X
Li 6 4, S 2 .
“H L
' 54
4 V) <4 7 hz—
GH™ S5 9f B
+ 4116 - 2% + —Z——JJ%} - j\(
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%j(%) = —45 (B_CJC'_ Eli> ’
S;(%) = Sz(—;i +92>0lc~ - {8 k%‘ "i(f> :

Bee & %ag)?;o secmdo

Poq’c\\!z\ & 2% d §4‘u¢uu/‘fr;a 1 %)/Hb& eLI?/()o vw's\o
S MV@A:
=0
X:x/u ’

%&M ?2(0521/1' 3 ] 500 % rn‘na‘fak&) %%/P/o.

Nel caso:
40.40 mm 30.14 mm
e—————
e
s W
L
Y v T&’)'mm
Fe——
100 mm
si ottiene:
= 9%,



