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Capitolo 1

Analisi statica e cinematica
dei sistemi di travi rigide

1.1 Cinematica dei sistemi rigidi piani

1.1.1 Centri assoluti di rotazione
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e, per il momento, sia () 1 # O2 « I campi di spostamento rigido
dei due corpi risultano:
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Supponiamo ora che O; = O, = O.

Nel caso di O proprio, se i due corpi subiscono una rota-
zione di ampiezza diversa allora anche la rotazione relativa
avviene attorno allo stesso centro e risulta O,» = O. In caso
contrario non vi € moto relativo e non esiste centro relativo.

Nel caso di O improprio, se i due corpi subiscono una tra-
slazione di ampiezza diversa allora anche la traslazione re-
lativa avviene nella stessa direzione e risulta, come nel caso
precedente, O1» = O. In caso contrario non vi € moto relativo
e non esiste centro relativo.

Riassumendo:

1. Due corpi in moto rigido definiscono due centri assoluti
07 e O> eventualmente coincidenti;

2. Se due corpi subiscono un moto rigido relativo viene de-
finito anche un centro relativo O, altrimenti i due corpi
Si muovono come un unico corpo e i due centri assoluti
coincidono necessariamente;

3. Nel caso di moto rigido di entrambi i corpi con moto rela-
tivo tra i due corpi, i tre centri, che necessariamente esi-
stono, sono tutti e tre distinti e allineati oppure tutti e tre
coincidenti;

4. Se un primo corpo é fisso e un secondo corpo in moto,
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Se due centri assoluti coincidono deve coincidere con que-
sti anche il corrispondente centro relativo, altrimenti il moto
relativo non e possibile.

Se un centro assoluto e un corrispondente centro relativo

coincidono, deve coincidere anche il secondo centro assoluto,
altrimenti il secondo corpo non puo subire moto rigido.
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Schematicamente, dati i tre corpi I, II e III, valgono quindi le
relazioni:

01 = 012 * 02 = II ﬁSSO,
01 =0 0> = non c’é moto relativo tra I e II,

01, O» e Oqp distinti e non allineati = I e II fissi,

012, O13 e O»3 distinti e non allineati =
= non c’e moto relativo tra I, II e III,

O12 = 013 # O3 = non c’e moto relativo tra IT e III.
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1.2 1l principio dei lavori virtuali per il corpo

rigido libero
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ot % dabe v Sihuwa B A forze BW()’W}Q )
1 Qaveco vichale edecns & nllly oo oo %Mv
sidvdle g;eaxl&o a1 sidews & Poce 2 in
Q»\m'msdo \
T s Lm0 g o oo
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SN0 (V\L[A' =
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FW&QM}[ gfé Qﬂ(o/m MC,V-&\/Q {MMAXB}WQ Q‘l%a(\‘u .
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!
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Dal PV‘*kO & b C(QQQ’&AALCA onoth, sl
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i A e B e 843& & Q?m’go'))@{
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worg ?w\\o C, U eovioe Ra doe pasiae

/\ -
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Ca \MQH‘L 1) Mo.

Vebigwo & aualizzare | sideung  ows Cinike

Au{ C/(S\W m chQQ &“AQ AC o BC souwo
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>
—
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I S
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Qjm P\Q:CO
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F Ma;m/h «'V\(ﬂszfb
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UMWO Wy AC B
M-t ) 2(4‘&"‘)

(o5 ok Gs L
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o Fr2
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Se oL e ‘71&,0& VVO\ fm&

~ _ &
6%0(— L 1 (o5 = 7

va\gtut:
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o /EA
g«’ (pesono qvméu' %Q@QAK Qo QPOS}W' ‘o

iQ,Q (’\/\\}o C e Q/A (AL RA )c\m f“gulb/v\p;
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.= 14,8 o
Ra=590#45N .

Gidwg clwzive aaw}«' &Q@& owlusiong
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GGQO, WA &1 puo sl oucbdue e Foree clee
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1.4 Problema cinematico per i sistemi
spaziali di travi rigide

Si rivedono innanzitutto alcuni concetti relativi alla cinematica

dei sistemi di corpi rigidi vincolati.

10 iden © doo Qabille o oo uwmssabili wolt

& \m&; W siowa oo 3 i mm}r: &Maw

A diiduane i posibili woli dl cictewa o dilke
jabe & Uabilite: . L individuagions doi- posibill
b sl o Wi b rohuow diun sida pidw
mw)r)fe G ol Ao TV Ly 8{&&( AN AN
I womeco "1 di vinobi euplici cha possons
woce cimova sowvs Whee il yaly di abilik
W cideue o debe b & \'?ueh\;a‘\a\. Ce um
sidnd e (ﬁrac(() & i?uqﬂid\a\ixvusoia 200 view

deRo igug\&\i(o . Un edtowa {)uo\ 5522 @w}wom—

Wz %leL ¢ 1 'pue.hhco

I fa/mch di Qibe 3™ ’,’MQL FMH r.’g{c{sz, @gf{h/wh'&
Githwa P ouciderate prive di v\'v\(,OPX (t’wl’em ed agfe,rvu')}

\/EQ%,(N\a :
6 n per W %{s‘rrwva 4?31«321
% ?)\(\ F,e( wA %G‘YM ‘?1'3410 ’

ve v 2 1 ol parki asfituendi il cideus.

Do Uil wenere dii vinods w?«QA'u' S e

& vinghi w,l;&cx efliac vale v~ e quinds
4—(v-0)=%,

b i o oo :

U-g = -4

Se (=1=0 | aiotows  viewe dobo
if;oc:}ra)r@ . (oudiziow wassang (\MA msﬁf;u‘m}z)
ck,i i@oaﬁ\ﬁu'\'é\ .

U=2/ :
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1.4.1 Matrice cinematica

Si consideri un sistema di 7 travi rigide e si consideri un sistema

di riferimento Oxyz.

L{fmx (P-0)

L?(\\),

Lo hesine Yave e | ous o {634(&9 ,43@1,-
Lo . S pons dpade O (.-Wuwe
ongege Wa hh-eswa fave | Lo efp%wa di on
WO P owaw er‘Ma Wa h-esiwma Hare
s Abn espaveace Wa foomn

- B \{’(h)x (P-0),
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due ﬂih) S b srﬂshuw}o Aol V\Mko @) Pwsa)‘o
g2 rizcé/aw\w}q, &QQA ‘TA«,& h—tsiwd o (f(h) &

DN vkl Fae heeswa /;whwe,
W o.

Si comides i oo vinglo G"T"W sl L-ecimo
o o o, seake e bane holl ke B
Gia 1 v Wl dieio dollo sl guuacdiuaho
(poshannds < tozione ) impodile &l vy

e {\ vmwQﬂ L—0simo ¢ \'f\h’fﬂo, aoé;w)ro. Svmt }rw

\n—ec/ma ¢ K-eoima in CO((“ESPO\AW'&QA‘?UVL}; PL(%\ ¢

qu i | vereo doi versori F

mo&? \‘GQJL e (i%u\\ri :

0 3 y;(“’ vers> qello i

(
. Kl—. _l)‘f(“‘

’

H %viv\@Q/\'V\O ocd QQ &vucq mvf @Mfouw}‘ ija
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risulta:

(m
(231) =1,
@ | vinolh -esius @ en,}em (&WQA‘% allq tave h-esima )E
oppure:

(h

(2b> ’(; = 'l;,)_t- ,z?q >
&\ vinoly esiwo © ivxfe(w (a(;‘,ﬁboah Mo tari heing <
k-@,«‘w.a).

, y .
givewd . S om ‘1&‘ i wdaca il w\aduf&aéaﬂb%m\g:au} No)fA,c de o i W.WQO PN M}uvwo; Y. g}*‘)
kao il poe P M dicezione ¢ vl vesco & VI, riculla : (&Wxﬂ%*b ) QWMO aho dib el 3 K e

\ N g ‘ . (l:)

(m \ }
U' W . - ! .
x Yy (@WU{XM)‘; Unb 9‘)09 » oppure: IJV\&) C\QQ, %A‘Q)\u@ QVKWQ/A}O, di dimensione %/.___ 61 :
h (w)
(1b) »(E)= y g 50
e 'Y;(h\ ﬂﬁ)r«,wh vua (oha'we. |
s = §(h)

Detto 7 il velore Laz(QA Q[AWC (?IwmQAzm’n) ivxulwh}{

A/.h'vu‘v/\m@\’, di dimensione pari al v(o U (Lj,a \/\'A(ref ) §(m
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dove il generico vettore ._S(L‘) , di dimensione 6, contiene le

3 componenti dello spostamento g},“‘ e le tre componenti della
rotazione L(m:

(h)
\/l01

h
u

w
0
1

(h)
3

g

3

Poiché le equazioni (2) sono lineari, possono allora essere
scritte in forma algebrica nella forma seguente:

(3) r=As,

dove la matrice A, di dimensione v x %,, ¢ detta matrice
cinematica.

1.4.2 Condizione di non labilita di un sistema di travi

Nf& %%\“QAM/J VW\(.O'Q/QA‘O r =0 . La (3) (HW(QSW
ZQQDQ wm QAQ\YM ovn(@@;u&o di v equazioni uﬁ()QQ %,

m(paw'\’e S .

Si puo allora affermare che:

Ma‘m W 4a119 e sulficienke @Wm\n: {

& shuu/a di eguBziou

As =0,

3‘0134'3 s=0 cl\/&t UM 99'?4/24'0\1(, ovverossia affinché

il sistema di travi non sia labile, ¢ ce QA w(&\*%%}m/&

¢, g wakice A iz wana«QL 29
C’A: %,

Bide U= C & evidmbe do devt

V\Q%SGAWQ Lege( e v = %« affinché il sistema di

travi non sia labile .

L dgle & A appesendans i vinodi. Co g
ipdi A e Moy per pubingrione biunae
L aWee ighe L cm;gfwlsw}@ vingle e
wsontiale (ot @ on vineky iperetatice) . Tl numero
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S
>
1

|

; v )y

L odghe i A Livwacmonkt o\xgw&ou}; oinide quindi
on A wmere U di vineli ifemm{u’. La %\@H‘%t}(%
chp/A vv@)f(fab A mﬁmzut\ | oo ds rié\ua Q(uﬂﬂrwm}i
m(&x?w&w}f:

CA—;J—b .

Ne risulta che il grado di iperstaticita L vale:

L= U-C,,
eche ) <iduwe di tavi wm & Gbile co o
A s |
(a/ = J—( .
Ce §> V==, L womare 9 — ¢, (d‘)\)ruwh
L wonare i sofvtions s £ 0 Livearasnke digendun;

d gistoms mﬁgwo As =0, yoe~ (ap\xw)ﬁ i
%ﬁ&i & LabillRs df) cidtenna:
2 = ?f— CA = %{-(U’_{J‘
1.5 Problema statico per i sistemi spaziali di
travi rigide

Si rivedono innanzitutto alcuni concetti relativi alla statica
dei sistemi di corpi rigidi vincolati.

X sidowa o dolfo E_‘L;QM}_O_% wiste on
sidouss di ceaciont vinolari awuwissibil eqvlibauh
& oz edfome. Un sistws equlibahe o dolto
cdobicaumke lhecainato  ce b reavion vinolad
o pwivorsuende  dobormivghe Aol equainy

di eqv%‘\orio , in 469 owrario il sistema o

e shaticamente indelerainato |
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1.5.1 Matrice statica

Si consideri ancora un sistema di #n travi rigide e un sistema
di riferimento Oxyz.

Pu\\

) (h h . ) )
Siano E e (‘_’\_0 rispettivamente risultante e momento risul-

tante rispetto al polo O delle forze esterne applicate alla h-esima
trave. Dd‘b, poi R; @Ammfmen,l({(zﬁoﬂ (-051ug fw'u'mu;/

\ . h T
N dAzaouL € vesse C{J\ «jf )) QGL Qﬁmaw vettoriali da

Qﬂ"imm i Yave h-esiwa o0 secvous :

FY 4 7 =0

- Ri Por;a

/
(h (h) Wy ~(h)
Miwﬂ- ZL) ‘L C‘_r't + i\(PL -O)X RI‘QEM:O
R; coppia R Porza =

(4)

) plk)
P; PL k
R: i
O K-esrwmg
rﬁvﬁ

c{Qv‘l Qﬂ eoww/a}ofia govo QA’M‘\’B)YQ u VWXA che '1184@(9\\0 Qu%

h-eiwd fawe .

Si introducano il vettore AQQQSL (02740u vi\ﬂcﬁ&ir{ (MZ—

Ry
=3 [
Ry

di dimensione v, parial numero di vincoli semplici esterni ed

interni, eil vettore AQQQQ, po«(ze Q?IPQJ%"Q (‘}lﬂ%&m}é,

di dimensione g = 6n, pari ai gradi di liberta del sistema svinco—
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lato: 1.5.2 Condizione di equilibrio di un sistema di travi

La (5) rappresenta un sistema di ¢ equazioni nelle v incognite
R e di termine noto il vettore - S.

@A(L(aiou_ MRKANA € gu?ﬂ‘u‘w}vt Jf’\%m\w‘ l CDRS\YQAM&J
eq(/yu'w( (5) e muru‘ht R mw}b 90&0‘0“&,
ovverossia affinché il sistema di travi sia equilibrato sotto

. 1 . . ) Pazione delle forze S, ¢ ¢ % e\ C 1
dove il vettore Sm , di dimensione 6, contiene le componenti della = \ML M”@H? (‘q’k“/‘\ 8 ‘L‘
risultante e del momento risultante relativi alla trave h-esima: & @fv\o(cLZ Com @& m\*&ie}ica Co ch()/A V\wh\cjz,

y ga , di dimensione gx (v+1), clo 6 othewt ({/AM 5
(

Fe
yM oclandsla o il veltore S

r

W _ S Co=Co .

M

0x
(n
Moy

o

DQQ% (4) st olfiene. allora: B,

(5) BR + 9 = 0.

T2
Il

n
o
195}
o

dove la matrice @ , di dimensione g x v, ¢ detta matrice statica.
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1.6 Dualita statico cinematica eckerue 5 (&%}Q_ :
\/0691&»0 o wdne e -7, } ‘
B= A bt Ly agprste 1 lovors ol eaions ol
L= R' 1

LN ciawo R oo s &wmﬂ'?w&wvzeﬁw&nﬁ

i dews & lav svinelake. Ge o poue :
So_sn Covocso ¢ il sifewn 5}10@?/«/1.«)@?2(

(6) B A .'\ %Q\M *Q/I\nuo, md Ylm/l-?pe\/ \'y,%g,u%fa/ ?e(?‘,m V{VWMO,
Risullg Johidizzands 2o (é) :

Tt f{w}w}& ClU»ée r #0 G cegoion vndlaa

=

]

1 ciotows & Forz B) S o Q?MQJL@/}'O e i{

%‘YW& i %MI r, s ' couﬁ(uw}& per Le-% LR = S s + B r
;Q %‘Ikw QVW\MO, @v{mb‘, per iQ P(mu?io doi = - BTQT-S + BTA N
Vewor, vidvali Ayf@c/a}e a@wvy@ ow sw‘wv%/ R4 -8")s = 0,
dove 25 s ‘ 0 .
Le 4+ LK :_O’ F@(O?{w \/e,Ho& N oq¢ s eﬁ&/fu(,]j A - 5 = Q ,

come volevasi dimostrare.
&WL LQ (aﬁ)r?wx& \Q Q/-Wo(o AA \AH‘I «Q,Q porze
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Una ovgmoanze di e prapriek € clie

Co=Ch = V-1 .
Nl caso i bbb Labile | cive™ o

g > U-i =6,
Degilibeo dipude dellle fom 8 (5 e egiliboo s
S liwarnanke dipdode dot vt vl e ).
S invea i sighouns di Y v @ Uabill ¢ |gilibiis
0 Dup Fa%{]oin Pm‘c,\u\ w fl caso

g =0 =v-1 =V,

e @g %l@pm{(s‘kfc/d 6(2«@,0/4 wu)m'a of&&h go /u‘cu”?

B

g ) R +ﬁ§ :Q

nesaiaolt pad a g, mdipw((gn\mw}ei@ <
G 1=0 o &=V Litwa litev ¢ soshlip
) gidtena & ugon  (5) swwedte uig Qunasd@
coluzions. Ge iwvee (=0 o &>V | asiteuy
Litai ot Dabile o« G ) awwette omz ¢
ot KB o el caso Co=Cp  mavhee

i amwdie cokupiows se Co = Gp+1

L o di tav
& gt o ) gieus di guzion (5) quwolle
co¥ slusow , ciod K wwmay di obvsiow Livamade

)

Se L0 ¢ g =U-u

wdipolanki (gl & indolermingtine. dilicr) @ pac
X olo di edabicts 1

G 120 ¢ g =v-i Y sthha o Dol €
sdon L epasiow (5) amwalle 0o coliioni st G=Gy
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ke wow awate sobvzions se Ce=CG+1 .

Riassumendo, ¢a QabiQia di un addruwa s dipende
Sl ocoe pplicale, wa oo dalla geometia 4l
sistoun, Un cisfous Gabile  put ossere equilibabe g
sohe 2 un erto sistouss di forae wank pe e
non ¢quilibabe g 9% id on o siduwn i forze,

I sistews, non dabili covo oquilhibak: per oW
sifowa di o . T sideun isoshhici gour  sempe
abicauonte defecuinahy  naubre 1«'@@* ﬂWQ}ﬂ)ﬂO
w0 SBup (L SaNicewonde mdeforwinaki

1.7 1l principio dei lavori virtuali per i
sistemi rigidi di travi vincolate

Date wn cdowa di tani ria&& vw\a)&i}o v V\'wcﬂa'
Linkorwi ed edterni) igids , billaleali o privi di atrits

oulizions acessaaa o subhiciente g 0! cidheuaa i
o sdwa A reaziow vinebarr i equilibrio con um
ko si9eua b forze osteme applice & e risulki:
L. =0,

por o cpotmandde vikale bl sdona (compalibile
A 1v vindi di riaz«'cm?\ ¢ ow i yinoli interwi ed
o) de o Ly gt inbends iR avoro ddle
ole Forze ety _U%?,Q,{ca)n (i B e b reaeious
vinai o Svolaow %Mo) .

) Meusl®. P ipheh = As =0 ¢

-/



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Capitolo 1. Sistemi di travi rigide 30

dongue | Qawore Lo ol roqsiows virolari, die
ah R s ol Qudi L, =0,
2) bhcionsa

Gia c[umh L. =0 per o o du
spostauoul cwsxfmh ow i vinols di (;3,{&;\3\ 3

i viv\f.oei ierwi ed aserni ,a[vmd,{ h@q e 1 = Q}

Cio®> ¢

(l} As =0,

Voiss mostoe dba de A sshuue & forze
o equlibnte , cio®® due i @(r;c.Ywimm . cidonva
bhaoe edome S @ posibitle dekecminae on
idows & repzia R tole de

BR+ 0 =0,

Pe,( w m\\‘o fQ,omuLa Cb SQaﬁLrﬂ co™ ¢!

senz' alkeo Yosqik)iQL e i wakie E e %

waie B, due ot da B oOaudola con
{‘erwviwi no\‘\' S k@mp Q/a G}es% o&x’a)fhr{f;\tiva.

E)o = &zﬁm S 18
v+ 1
Risulta
g
1 T
= S's
v A -
Vs
As
E%T/ Jg )

Rde 875 = L.=0 per .‘Fohzc,{} e« As =
[)e/ C,W\%WW% & M T (LQY'\\N\\"V& .
(8) B s = 0 .
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S b (F) o (8) sowo les come die citouss
b oquazni owesgned welle wopule s, quesh
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Capitolo 2

Travi elastiche lineari

2.1 Equazioni della teoria tecnica delle travi

Equavow di Oug rvemzd

Bey +Kp = Lji

ds
foy + 1~ Bexr(-G)- S ~fxee

poiche Y =Yc—-0e:x(C-G).

I~

Y

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Si ottiene:

(8= fj—f'gk
Kp= %”(% -zx>§z
Y= %'G%‘gi)ik“f"ﬁz

Equazioni di equilibrio

fi‘("@z*l")*f:Q

b4

J%(MCE’H(C’~G)XT +M})+m + €, xT = O

poiche Mie, = Mce; + (C—-G) X T.

35
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:; Legami costitutivi
0

N=EAEL Mc=GJ @
M=EJ kg T =6AZTY,

Principio dei lavori virtuali

(Lo = [ s m)ds 440,
Equanio 4i cglibio dl koo ; * Syt Mgy e Z ot M)

MLy + (C_ GIXT+HM [ ‘ - _‘Jﬂo Energia elastica di deformazione
s=0

d= "Z (EAQZJHEKFJ K¢ +Gj6@2+ &Afc—ﬁ%)
N?.p“f‘S:&: j(

HCE*H(GG)XTM;‘ %: My
s=
E@\/Miou; & dsowkiwmike

(DNgg +AT), +%; =9

(AMeex + -6 AT+ MMy ).+ My =0
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Diagramma teoria tecnica delle travi
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2.2 Trave di Timoshenko \/a/r\‘a)e{& dwwa)ﬁc\tt

Trave piana elastica lineare ad asse rettilineo. gfcphmmh au PW\; Aﬁw/d QA\UL& dlasse - U, W
Ferze ag*‘emz Rohvions. doflle sezious - ¢

Forze distbale = 9, p
Mook dialibibi = m

Foze onediale: @, P
Moawki oucentkati s 1] Deformazioni

Form ¢ momm)n aMUL due es\(ew'\a‘: DiQ/lklm &WA QA\L% l’éssﬂ«: ¢
Qo,Po,mo' @g,ﬁzﬂﬂ& CUN&)WQ %Q‘L@Q.L K

Scorrimento tra linea d’asse e sezione retta: Y

Eqwu‘w i g veu zd

s e dmb A
P 'Q’ % ( =_\X1
g*}jj; 2Fs > =

§

L 4 k= e

X b
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Eﬁ‘@uw I(VULQQ\'\MATQ A_A e?\/t?ﬂ){io

j—Z+P=O /

Principio dei lavori virtuali

T ... |
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A o

g =T
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(N(0)=-17 (N{ET= Py
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-
Y

4
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* Z(P w; +@;v.-+m;q{~)
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Energia elastica di deformazione

4= %(Emﬂ ETKY %y)
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Diagramma [rave CIA TI‘MOQ%Mb
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2.3 Trave piana inflessa Eqvazion 9 cwa{vwm

\/a/n‘a)e{&‘ dmwa)ﬁc\l.t = OTE
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bl di ks Ml G d -, Ty

Taglio in funzione dei momenti esterni ed interni

7"=m+£i_M_ —> aT

<7z
1k
v
PR

dE
y E;n@uow MLQQ\MATQ AA ﬁgwﬂi’orio
Jl\/ 0
YMUJQO interno sulla rotazione () della sezione +F
JZN dm
v a7 ¢ 4 g =0
y=0 = uf:—jﬁ i T

Principio dei lavori virtuali
Deformazioni 0 0

Dildcoe ol Gioa dasse: € f my 4% —j: j?; d%

0

Q/fﬁ)fvﬂ P&%MBQL K ! J

I

L, M
e

= aM oyl —[m«r]g —>

b A%

0



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte III —

31 agosto 2007 Capitolo 2. Travi elastiche lineari 43

{
. Y@UH-MLF)&% +Q,v0) +Qut) =
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Ce  p=q=0
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Diagramma trave piana inflessa ad asse rettilineo

VARIABILI CINEMATICHE

VARIABILI STATICHE
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2.4 Sovrapposizione degli effetti
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2.5 Integrazione dell’equazione della linea
elastica

2.5.1 Esempio: Trave incastro-appoggio

i

j% 51
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Soluzione del problema assiale:

L w=0

Lo

Soluzione del problema flessionale:

_ME e e
v derd  2gg +ZEJT

-2 e

4 E[ ET —AEJ
M= —im% +m
3
T=-77

T |
3
1 ) o
: 1

~|2
I

o~ 0w

L

Vnnaw = U(jf) = {ZY\_;%'—
__ M
fle)= 4€T



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007

Capitolo 2. Travi elastiche lineari 53

2.5.2 Travi caricate solo alle estremita
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Capitolo 3

X G = Baricentro
Calcolo di spostamenti . C = Centro di taglio

3.1 Calcolo di spostamenti in sistemi

isostatici con il principio dei lavori Y

virtuali
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Cotuma di forze-caatteriohiche ddla sofleciaont Lavoro- virtuale esterno-:
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3.1.1 Esempio: sistema di travi iperstatico spaziale
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Momenti flettenti:

[ rave @

7/7«/@ @

v
Ttave @
MY = vy - 0y (2,+h)
2
(o
Mi?a) B \/?2— ﬂ%-
(F)
j”m =%
()
( Mia {‘
{M;:C X1
p
(x
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Equazione di congruenza: (})
M= — (A-6)x [-£.) = (A-6) xe,

M(p M;QQ/A ‘m—h 4l wruwpz uscad’a \;gayf}{va

Momento fittizio

Tae @ a-G= Le-he,0e

= z} CpxCy — & §]X§x= Za%"’&ﬁiz

A"G,:“%1 % —Z gjg—— 2'1 ef%

Momento dovuto ai soli carichi esterni

A_C'z‘_‘ "'Zzg,‘" ?’1 gj

A-Cy= ¥,0,- &g—&gj Trave ()
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e € o= )« g (G- Qi I
) zz = ﬂbzl =+ (Y—q Zz)% f’gl' (" gxl)xﬁjlz
ﬂ{o= "(B'Gz>x(_>/§])_f (Q ‘Gz)x(f% I = —Va rdbrajy
¢
4
:Y(B —Gz)X_e) —’ugy (& -G,) xey dt, Trave @
2] eZ
(0)_ Yy _
M7= —(B-0y)x /—V%)-j(& Gz)xqc_zjdzz_
o
G ;
otrl ~Y(5-Gs)r 1 (@6, x ¢y
Q) 0
Qlg-6,” Ve
B-C,= — 1, ¢, Q“Gsz(zﬁb)%‘@z‘*i)&
GB-6.= (5-x)e, + be, }(
- - B
2 ﬂE;I{@ )
S e, = Wf‘ L)e, _L)_exJCI%z B=Gy="1, e, +18,
7 ) 5
ZYZZQIL—-j _Zz‘grl-f-jBZZgll M = “Y’fzéz“\/zsgx'f‘j{}z(%;'(‘g)gz“f'ﬂ'zﬁi

T{O) = <Y~ 011’{2)%1 :{YLJ -4 (23+L)j§x3+<>’{)2—‘i%—2)§{3
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3.2 Un esempio di calcolo di spostamenti col

metodo cinematico: mensola di sezione

‘1-5X10¥N mw
aC %{ Mx
A o S
jg T8I W
le | 5
T 1=3m 4 2.00540° N 1o
TSI m,
A=2820. mme
5000N d = 3044 mm i
wtre | i T e = = T = = 200 407N e
7] = 2.0?3%10 " . — v
ﬁéﬂi Je " Me ==1y { =1.5x10" N mm
G 6 4
x 2 W y= 3405510 mm
{ 4
j(‘[g‘gmm Jlrz 5265X10 mm4
3
100 men C\(_: 41,00 wwn

= 2,900
XJ
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onw\' L0 @Aﬁw’h\ Q«“oua .

f\

Wf‘

C = 2x10° l\/

x ™~ ,\\
L T

y =0.5

C— = gX1OAN{N\mZ

AL{) Mye C/% _ //_'//6_%) J%

T de A

Mx

(f z)dE + vy Vs -k~

o[% - B (JCMG)AZ

7 M (erde
3EI,C 6']6

e,
= -;E—Ix + o —(?(J“Lc/o).

i
= = ngﬁ—
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2

~>

_ﬂ —3 o
§=FET, =~ 54t 07 wl= - 0.3

Y= Xj E,Z = 6,44%’\0_5(34 =0,003%°

(% = Z]CIQ =—0444 d = - 837°
t
nv ) d
A G

= 10.25 +0,19 + 10939 = 24.4% mm
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Capitolo 4

Soluzione dei sistemi iperstatici
col metodo degli spostamenti

Gi aeumeng Cowg mcpaw'}evn wmtfo i

c/vﬁ)ﬂmm\f{ w%dwk( 3 amdere defiih
U cheoftun ¢ 6 serivono MQL aaziau di
%u\&h\o(io.

4.1 Esempi

4.1.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale

Aﬁzgr ;C J)—Q %}L {
U2 V[

e
% >

(o candere M»w\'a Ua fave  bash  ougseert 3/@

%@M(A& ?w\)fo C . Sc/qc)% .
Q\/O.CA-Z o9 QJL ma\rm i»\‘ogw'}e.
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DA pode & vih Plssiansle (o fave o
Nahicawanke  dofeqminald . Tl & rogeion
vo,(\ic&i m A e B osow v\,uQ,QQ:

D) eqilibio e whadow gHomo «d A

v {=0 = V=0 ;

2) aqulibio Wa talacime vedical .

B+Va=0 = Y=0.

Q,Vmc\i il }ﬂfd&'o e il wowAT o pQO/wa}Q ou9 ww%
W b ?m}i s bave ¢ 0 'ass A&QA Fave
(Q%h (Q)Jt\'?juao. Po{c\&\'\ ‘)vm}\ Ae B cow Fss
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v owsyue du O e deboruahe (o eHilivo)
jide slla ot AR . dvaque | =¢ =0
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Wocy e Wa 5. abitecio 0o csofva
G sholheca I\M)Yocre Mo q‘,oqhmo gg\u‘)}‘%
ot o viacke. Domgue | il oo spostioombo
S (9(({9?0«}&1 i teaziowe vinolare R. d;ua«@a/
woke U s ditewonr A S, . lg somma
Ret Foomiwe Qlasenea & eqilibeio 4l
detva vieleh 4 shiee o spofents S poice
wla caloa originacia L forzaapplicata in C vale —F.

Ver f{f{i%\f'nu/&& Q‘Qﬂlvilil){-'o pLearel ‘\wﬁo((ﬂ.i

R+ F =0

Taths  AC

A ¢ — N
{S CA g
s ’
e

Vadiawe q/d& foza vwmapﬂ Ma  ocorr JWQ‘W
in aw&w\@ & %foswo \r&Qﬂq Sci
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E"A'L e = Na=CT0

L4 q(/aw\}ih\ ZEA/f (b’ww%mwa w2
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Tate (B

New 7 2 EA
EA =de New ==~ oc

i 5w w%\;m (Lfm& Wl B Ao wa
Neg, ?oﬁ,{\ﬁ%\ 9%\3 | pute C wl verso
V\QWWQ N S . e rioOXf\Qz?/o: L CB \/&&
LR, e per Rlashy AC, D/dbionde &
due ?ﬂ(\'; AC ¢ BC sweqm'/&@m};'.

Rotiour M \/ivu.oeo in

RC — [\/CA —NCB .

———
New + Neg

Eq\/iﬁ{]on‘o Wl nolo C

RQ+F:l\/CA_f\/C‘B+F =0

Risulta quindi:
F+! ETAQCJr Z%SEO :

¢ infine:

F
SQ - EA :
LQ %(&“W(%\fc\kﬂ AAQA §0QQQU“81,«'0\1& r(frvﬂm quc\i:

_p ERr _ _ZFAFL _ F
e e R

_ _SEAr _2EA R _F
Ney= 07 he = T aER < 7
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4.1.2 Sistema di pendoli paralleli
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X
YV

L
YT
H@ 5 £ | .
Ei W BN IBEA, [EA
A4 b b 4 ¥
Mwﬂvﬁwww%
E[=c0
\rF J-
o= 6x3=18 _
=10x) =20 ofpue , ousidpaude
«Ef——— 11 e @W\‘Mv{“m

oo
W — U1 w

ngwmmthmhﬂﬂﬂmMW%
Ki = rn'ﬁ'c[um 9%‘&& C(M)L—eéfw Y/UM(DQP

E'Af
K=
{
Risulta:
X1=K4q: X?"Kzfl,

q=Ke )
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E?vl'QA'L({O MQ,OA \rw &QQA \a&fdum \/th@ﬁ
DG+ 4 = F = q:% ,
e K =2kt Gk, apesuh (.'y&m
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4.1.3 Trave continua

La trave continua di figura e 4 volte iperstatica, due vol-
te assialmente e due volte flessionalmente. La soluzione col
metodo delle forze richiede quindi 4 incognite iperstatiche, a
meno di semplificazioni.

L'unico nodo C della struttura puo solo ruotare e quindi
il metodo degli spostamenti richiede una sola incognita, la
rotazione @¢ del nodo C.

Si risolvano separatamente, in funzione di @¢, i due tratti
AC e CB della struttura.

Detti Mca e Mcg i momenti agenti nelle estremita C dei tratti
AC e CB rispettivamente, positivi se tendono le fibre inferiori,
risulta:

Mcadt 4E]

V= Mey = —2 .
Pc AL = CA 7 Qc,

Mt gl 3EJ ql?
= — - Mm = ——dp~— 2
PC="4E] " 24E] T CB ? P8
I termini:
_4E] _3E)
kCA = g y kCB = g ’

rappresentano le rigidezze alla rotazione dei due tratti AC e
CB rispettivamente, ovverossia le coppie che applicate nelle
estremita C dei due tratti provocano la rotazione unitaria del-
I'estremita del tratto relativo. La quantita —% rappresenta
invece, per il tratto CB, il momento in C corrispondente al
vincolo ¢ = 0, e detto per tale motivo momento di incastro
perfetto. 1l momento di incastro perfetto per il tratto AC e
invece nullo, non essendo il tratto caricato.

L’equilibrio del nodo C impone:

7E] £?
Mca—Mceg =0 =4 7(pc+%=0.
Mca Mcy

(=

Il termine:
7E]
y 3
rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C, ovveros-

sia la coppia che applicata nel nodo C provoca la rotazione
unitaria del nodo stesso. La quantita:

kc =
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qt?
Rc = ,

€8
rappresenta invece la reazione di incastro perfetto in C, ovve-

rossia la reazione del vincolo @c = 0.

Re (7
q
\ ST
WA C_ A [ VANS
| ¢ | ¢ |
| | |
Risulta quindi:
__a¥
@c = 56E]’

e i momenti Mca e Mcg risultano infine:

4
Mca = Mcg = —%(MZ-

T
§A ciilllll£¢L
: /vﬁ

4.1.4 Analisi qualitativa basata sulle rigidezze

Trave continua 6 on/h i?e,fc,h\f(/c} (% ;Wrsh\{a’ra\f&%m&@
@ hsz i\;us\a\ic,i\a‘ assiaQA')

AA 8

A VANE AN N %:__3
Loy e el v=7
| i T 1

& GCmquHQ in ( o s w\c\,{c\/\/{ ow K Q/Q r.‘za‘c(@z%
a/QQJ {o)l]ﬁow Jzﬂ %@)ﬁo AC (@P‘WQ vw{}a({a " ( c)/\&
?(ovo(d’&(o AFZLI'S uvv(\&(ié) . QA%\/% q\/\\ML{ :

MC Z_K’Q?CA
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s

(/yCA:(‘PCD ’

Poiché:
M
"Pcz\ - _K_Q ’
L
_ Ml F { ,
L?CD 3ET ’féEJ
si ottiene quindi:
3
B
© 1 +3ET/

Si presentano due casi limite:

1) K—= ® (@vme incastta awa%xo)

2) k— 0 (fow syposgeh)

F
¢ ; D
’ff E o w20
R

@M‘wh;
0=<M, < %F{ (.hc,e&ﬁ‘l:m&opﬂ‘eshéfo@)

5 FA <M, < ZF—Q' ( bese G Grbee M’r'«l}f& iﬁ&o)

3%

Si sconnetta ora in B:

A Me
4 [ M
7 I/// 7 /7%2 ¢

Casr ,Q,;Mh per | mowgds in B
1) ‘M@ mcackcq &W%O

3
==Fl 4 M
1 Y c/_,%_) -
Mo i
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2) R Wo%%(ah
G
ﬁ) Me

M

DVHO(UQ:
G<M < MC— (Qyz p‘LKMm@{QSSP)

Per quel che rigurda il tratto AB, non si hanno casi limite

dato che il tratto € equivalente a una trave incastro-appoggio.

A

My D
, Mg M = e
= Aﬂ) ol

Deformata e diagramma del momento:

4.1.5 Telaio soggetto ad una coppia concentrata

L=1
‘I M
Vi D
IR
Nea

- Tea C (LH& pec C orto 39\@0&

g 4 d@ag« AC 50 col
Ive Feovacs; .l w&o

' M

E A C c[ofo ¥ ((ﬂpofué'.uouﬁ
A \ N (@,z % ra@w@ { }epsz °
7/77)77 - M% c;po«rZQ normsz&)

ehta fCo( 'A/Qz/

a@@«ﬁ% Cﬁ Gu Ul cw/a frovd(fn | vVl}o C Jy o
Da c{ﬂgofmm (4}2 $ \YRSon { GH}Q}} &%Gpeﬂﬁ
worm
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walg Il ?vvx}e C

beovarss , &9‘)0 La deferugzion )

COW}WD(WQ Su due (O/H‘Q C\AL ‘/13\;\\@

1\ %Qﬂ ?v\\XG C in mund ) l[

t %QDS‘TA e 7\/;@‘ :

=0 =0

81\ PVO\ ﬁLy‘m?uL &ﬂ}/&'c@m i\ W\)Jrocb Mz C{[pO(W\J::
o wa&m&o q\/aQ( vwia (n@?m‘h] Ua (ohzioue
e M V\oi9 C

M= chbfc

FW\}O C non

By

e

v

Eci\/ioﬂf)(fo aﬂ){i (0}87,\'0«&2 M V?ociﬁ C :

—Mcn_'HCB +M = O;

KCALPC -+ ch‘woc = m/
m mnd

fe= Ktk ~ BE]

M(A: Mg = M/Z '

wlib
K L/ s o

1 7 £ té
\ )( '\~ CQuzsa
Do ﬂorw’ﬁﬁ

x @ f&ss;/:/ i_:\

WI/4. Yuv\\zﬂz\d vwz%
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i\fobm A o shorm noemale non ¢ nollp ¢ e 4.2 Schema fondamentale dei telai a nodi fissi

7‘/\4‘"1“ o QQ%U‘SQQ \‘@chrafe. U Svo QEM)' ; q"m Si consideri un sistema di n travi ad asse rettilineo con-

: > . ‘ d una estremita in un nodo rigido C soggetto ad una
doformdzione bes \ip v ta nesse a \

“ Pq- P ? &W@M‘{ ¢ '\ fo C fve coppia concentrata ‘M. Se si trascura la deformabilita assia-

senza sr_os}grgq‘ . le delle travi componenti la struttura il nodo non puo subire

spostamenti, salvo il caso di due sole travi aventi la stessa di-
rezione, caso che pero rientra nell’analisi seguente se il nodo

3 M si suppone vincolato esternamente da un appoggio fisso. L'u-
— | 4 — 3 m nico nodo della struttura puo quindi solo ruotare e il metodo
4
+ t degli spostamenti richiede una sola incognita, la rotazione @
- del nodo.
o @
Am im
4 L 4y

L’equazione di equilibrio del nodo richiede:

o) > Mi=M
45 _ -
2% cwﬁ q){ (5510w l

W | h:Ha CA Occorre allora esprimere i momenti M; in funzione della
rotazione @¢ del nodo:

M; = kipc,
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(i G0

\\g\\i\\

NS
M
/
M,
M,
ky
k>

dove k; e la rigidezza alla rotazione dell’i-esima trave. Si
ottiene quindi:

Dkipc=M = @c=-
i

dove:
ke = > ki,

rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C.
I momenti M; che agiscono in C alla estremita delle travi
valgono quindi:

dove i rapporti ﬁ tra le rigidezze delle aste e la rigidezza del
nodo rappresentano i coefficienti di ripartizione del momento
M applicato nel nodo.

Rigidezza alla rotazione della trave incastro-appoggio:

=,YLE— = k:ﬁ_
4E]

J
{
n
%\%‘1
¢
{100 —

\Jm

Rigidezza alla rotazione della trave appoggio-appoggio:

_me . 3ET
1= 367 {
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Rigidezza alla rotazione della trave doppio pendolo-appoggio:

MY R |
V=7 T

=~
M

| n

4.3 Schema fondamentale dei telai a nodi
spostabili

Si consideri un sistema composto:

1. di una trave ad asse rettilineo che resta indeformata fles-
sionalmente, o perché tale deformazione & impedita da
opportuni vincoli o perché infinitamente rigida, e sogget-
ta in un suo punto ad una forza concentrata F avente la
direzione della trave stessa;

2. di n travi ad asse rettilineo ortogonali alla trave preceden-
te e connesse a questa ad una estremita.

yrr7Z/4

Ej-e (@

N id

Se si trascura la deformabilita assiale delle travi componen-
ti la struttura, la trave indeformabile non puo traslare nella
direzione ortogonale alla trave stessa e non puo ruotare, sal-
vo il caso in cui sia connessa, ad una o a due travi, in un
solo punto. Tale caso particolare rientra pero nell’analisi se-
guente se la trave indeformabile é opportunamente vincolata.
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La trave indeformabile puo quindi solo traslare nella direzio-
ne della trave stessa e il metodo degli spostamenti richiede
questa traslazione quale unica incognita.

774

e

v

N

s/ /4

L’equazione di equilibrio alla traslazione della trave inde-
formabile, nella direzione della stessa trave, si scrive:

>Ti=F
i

Occorre allora esprimere i tagli T; in funzione dello sposta-
mento & della trave:

T; = k&,

dove k; € la rigidezza tagliante dell’i-esima trave, ovverossia
la forza che occorre applicare alla sua estremita per provocare
lo spostamento unitario in direzione ortogonale al suo asse
(senza che la sezione di estremita ruoti). Si ottiene quindi:

SkiE=F = &=

k;
T;
—
T.
F L '|
_>i77 L f //i
,*+— L= T, ~—
1T T [
e —
T T, T
ky
Z
Y a

dove:

k=> ki
i

rappresenta la rigidezza alla traslazione della trave indefor-
mabile.

I momenti T; che agiscono alle estremita delle travi valgono
quindi:

dove i rapporti % tra le rigidezze delle travi deformabili e
la rigidezza alla traslazione della trave indeformabile rappre-
sentano i coefficienti di ripartizione della forza F applicata alla
trave indeformabile.
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4.3.1 Rigidezze taglianti %
T | |

4.3.1.1 Rigidezza tagliante della trave appoggio-doppio pendolo
3 Z v
ST T

EJ

i'

T L @ Tl {/2

&/2

7| ™ B tr

4.3.1.2 Rigidezza tagliante della trave incastro-doppio pendolo £/2
-
’ R —’%
_ T 12E7
12ET g
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4.3.2 esempi di telai con traversi rigidi zzz]

‘e
ka 5F 5F
4.3.2.1 Portale con traverso rigido . ,
5 =
F EJ=c0
_— —
B c X Y y
1
=F 4
! 1&4 5 4p
ET EJ TF F 5
a| ¢
e >t
7¢ acg
Jﬁ ' %F %l_ 4r
V Lty
5

Ri%iiv.zw hﬁﬁw}e AJ% Cﬂ&nwa ¢ ky= 3 %j_-

g %Wo JJ&Q \‘ (5o :
&4' ‘&m hf&‘&u\}lz &RQQA O’@M\MA @: kz_—_ﬂE_f a S
f 63 F F{°

Qiod{iuw ﬁy&‘w}z %&LQQL t k= kyrky = 1557— )

(3
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4.3.2.2 Telaio con traverso rigido e tre ritti
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= 3
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Spostamenti V\Be (| , in funzione di QA e C? :
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4.3.2.3 Telaio simmetrico con traverso rigido e tre ritti
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4.4 Sistema di pendoli connessi in un nodo

Si consideri un sistema di n pendoli connessi ad una estre-
mita in un nodo cerniera C soggetto ad una forza concentra-
ta F. Il sistema € soggetto a solo sforzo normale e quindi
occorre mettere in conto la deformabilita assiale. Escluden-
do il caso, labile, di due pendoli aventi la stessa direzione, il
sistema ¢ determinato dallo spostamento u¢ del nodo, sposta-
mento che diventa quindi I'unica incognita del metodo degli
spostamenti.

L’equazione vettoriale di equilibrio alla traslazione del no-
do richiede:

ZNi:j:a

dove N; é la forza assiale trasmessa al nodo dall’i-esimo pen-
dolo, avente la direzione dell’asse del pendolo.

Occorre allora esprimere le forze assiali N; in funzione del-
lo spostamento uc¢ del nodo:

N; = k; uc,
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S

N~ fi\m

N; uc

Uc - d;

dove k; ¢ il tensore di rigidezza assiale dell’i-esimo pendolo.
Per esplicitare tale tensore si considerino i versori a; delle
direzioni dei pendoli, di versi positivi uscenti dalle estremita

dei pendoli, e le rigidezze assiali k; = E};?i dei pendoli. Risulta:

N; =ki(uc-a;)a; = ki (a; ® a;) uc,

poiché uc - a; e l'allungamento del pendolo. Il tensore di
rigidezza assiale vale dunque:

ki =ki(a;® a)),

L’equazione di equilibrio del nodo diventa quindi:

Skiue=F =  uc=ki'F,
i

dove:
kc =Y ki(a;® a),
i

rappresenta il tensore di rigyidezza alla traslazione del nodo C.
Gli sforzi normali N; nei pendoli valgono quindi:

N; = ki (uc - a;) = k; (ai'k(_:lf)-

Si noti che I'analisi precedente vale in generale anche per i
sistemi spaziali di pendoli connessi in un nodo.

Si consideri ora un sistema piano di pendoli connessi in
un nodo e si assuma un sistema di riferimento piano Oxy.
Sia poi «; 'angolo che individua I'asse dell’i-esimo pendolo
rispetto all’asse x e 8 I'analogo angolo che individua la retta
d’azione della forza applicata . Le componenti del tensore
k¢ dirigidezza risultano allora:

kxx = > kiex - (a; ® a;) ex = > k;cos® «;,
i :

1

kyy = > kiey - (a; ® a;) e, = > k;sin® «,
1 i

yin
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Kxy = Kkyx = > kiex - (a; ® a;) e, = > k;sin o; cos ;.
i i

Detto poi F il modulo della forza nodale F, le componenti di

questa risultano:
Fcos B
Fh = {Fsinﬁ}'

Se infine & e n¢ sono le componenti rispetto agli assi x e y
dello spostamento uc del nodo, le equazioni scalari di equili-
brio alla traslazione orizzontale e verticale risultano rispetti-
vamente:

(z k; cos? (xi) Ec+ (z k; sin ot; cos (xi) nc = Fcos B,
- .

1

(Z ki sin «; cos oq) Ec+ (Z k; sin® oq) nc = F sin B.

1 1
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5.1 Struttura delle equazioni di congruenza
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5.3 Indeformabilita assiale
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Matrice di cedevolezza:
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Equazioni risolventi:
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Sottraendo la prima dalla seconda: Spostamenti:
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5.5 Esempio: Struttura reticolare

1) Risolvere la struttura reticolare iperstatica sopra illustrata utilizzando il
metodo delle forze, scrivendo l'equazione di congruenza con il principio dei
lavori virtuali e supponendo che tutte le aste abbiano area uguale;

2) Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in modu-
lo, di ogni singola asta e l'indicazione se questa & un tirante oppure un pun-
tone;

3) Calcolare con il metodo cinematico gli spostamenti dei punti B, C e D;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura e calcolare l'energia elasti-
ca di deformazione.

goprz,{wL (L MP(M}O

P\&‘Sv\\} %L\Ql o(lip‘&rméua @Z &Q)fe AD ¢ (D
soza doformare Do cestki asfe soddishands e

wal,« Z
B F/Z" {W\‘m%\}@ J/&A \/\‘V\CDQ{.
| T~ C, 4
!/I -—"’—\’S(% DQ}O CM (J V)ot{ﬂ
g sKD B now £ carioake

| ri@v@}ﬂ qvinc{,[
Fo@c,ibf%z sssorbice 1| cacte /2 Famike b sk Ae D
rol(ikshwx&o Q/& wafviuzd ¢ oHTeM@V\clp O &1 Qo@vu"m
W i igusfaff@.

LF/Z

el
LT\
>




Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007 Capitolo 5. Analisi del metodo delle forze 102

Colomon ol mpleds & forze

a
I b
B q
g @ag
QI
A g CloHuea wjuiw&nfe

4w g sl

; F/2
C ghvﬂwa ?(\'m,i?apl
OK} (GJMLN? C[Q \
" b g %‘&M?M)i —%ﬁwmau’w;‘
TX M mxuw)ﬁ)

{lD:O

B gchﬂmil c{!bwl

ﬂ ROF‘ZQ-(/M&HO(@\HQ\M\AQ,QQQ

A - (ﬁ) Som@a\au'owg i Ubrate

/ A (pv X ki do di R
Mﬂ)/t\ 4‘(\190(3 Pﬂ"/lu.f&)

We L

/<El g*rv\“fua Y{,‘v\u‘m&
A 2 (O) SS?&QH% AJ&L ol Ipo(ae,

esterne

Ochma ()

__)i

Eqw‘@;br;o nodo . = Asta €D Scancd | l\/BC:i

EqviQAL(fO 00({9 D = Agh AD CC&(;'CQ, [\/sz—i

EQVIQ,«-L([O . V\OC(U A = NAB = %Z—



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007 Capitolo 5. Analisi del metodo delle forze 103

quvinLrio Y\OLLO B (W@n}mmﬁ) Eo]ui&‘\:(} noc{j BeD

{
NBC =75, ngz ZE 5 NCD: -F
e “ o—>1
z s T i L
F/Z,I:A;g FW —_'\TBC

ol

h Nep
schana () lF/e
¢
’ R F_—4 72
H ﬂ/‘z i \O/NC:
H A *ZF T D
g D
TF/Z Eqrvin}s((a nodo  C (?z[ Cm\h(\QQO)
H{ =E(/M"l/3‘)‘e = H= MF 72 o y
‘ - F 2 >
AFE / F2
Eqv[un'o nod[o A = T\JAB=—F//2' , [\/AD:_Z_;F (1+ 13) F
] U+V§)F/Z NAB
Fi be wn
. Nap
- 12
{ 1 F/Z 1

o
m



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007 Capitolo 5. Analisi del metodo delle forze 104

TaL&Q/A frassunfiva RDZO = X= _ZE
X = F/e
U o () .
hsta Sl" N N N T'?o (.‘uh[e\v@?)
ae |Ed |12 —1/% 'I/Z'X—VE.Z Secarica | ()
ad | { | 0 —AQ—EF —?F Ponfone | *?F
gD |1 |1 % —><+{ Leadica | 0
se AU L -5 | x—5 |Saial 0
CD ZQ/ O —F —F Pvn\m\l =
7 1 __ B F
P(Enoi]p{o z&fu Q@«oﬁ w‘(}vaﬁ‘.: _gb - z_ /:TA— - OCD_ ¢ EA
_ o N, | 4 . 1A\F! _ M Ff
=2 Ea - E DR~ e
£
- el Fye-1bxb)lef)a| a0
B:qB_

:LHZV?H/?)E% (X— LZ:)



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007

Capitolo 5. Analisi del metodo delle forze 105

Lavo(o c\A Aipo(ma-z,[om (w M’D QA %}(\/Hwa)

_4 N[ZJ&' _JE_{_g- 2 2}_ 1 Ff
LA_ZJ%%(I_EK—:EA4FT'2F = _

Vogihor om il teoroma 4 C’Qa'p?/fm

=
E

A _ M
L==7 ™ 4 En



Prof.Daniele Zaccaria MdS Parte III — 31 agosto 2007 Capitolo 5. Analisi del metodo delle forze 106




Capitolo 6

Analisi del metodo degli spostamenti
per la soluzione dei sistemi iperstatici

6.1 Struttura delle equazioni risolventi

C8 aSumono cowd ;W?rﬁe i problima g& efoq‘M‘
(qpadicdi) ui b W stbva one dui ok
hereaion sl ffif\%oQ,L b . Guosamdo bolli
ool ¢ posi il {deqwinare vaivorauante
b e & dotaziont o di sollhoving i opuc
caing fdla defvn m}eam&; 0lopavions Lol
Qwwn Aikia e opw \ave Lla it

Siaws  u; @:4,.,..@ Q%QQM\“W/JQML‘
(iwgock ) €0 R(i=ton) & bk emvins
vineolari - (toere presoke da e oudicioni cimlicke

MdS Parte III — 31 agosto 2007

@M@Qﬁ ad \'M?o((z cLh vM(?Q;{) , ovverossia le forze che occorre

applicare ai nodi per ottenere gli spostamenti 4 .

b valori achad KL}?A ‘5{:99W Uu; ,N%w\r(
% doforvahn AQ,QQ/a q}fn}Hvra o> Owgwwk& WA n
}“"”@Qﬁ Wom ox;vf&'Lmh 2 S % oo Rs
aspciahe non coincidono con le forze effettivamente applicate
i wdi . Ge con Froindiduiawo B forze @WQA‘MJQ
' (pn"cf@mc&um W ML‘ (E =0 se i sowo
%mch;) Yo equazioni risolventi si scrivono pertanto:
(1) = F li=4..n),
con Jo t, che & ({\Q,w?pw \‘V\c\,{ilwiud{ A u;.
Queste equazioni costituiscono un sistema 4 N epvasioud

v@?,@l n i v@;ﬂ){ U, ¢ hanno il significato 4, e?\ﬂu@m\

s equilibrio dei nodi, nodi che sono appunto soggetti alle

107
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forze [/ e a cui le aste trasmettono le forze — RA .

V@&Aww &) w‘u&f)/wf 4 Poruu/a &@Zﬁ e«iwm'm‘ AR
Q}{ui Q,{\mo. Per il principio di sovrapposizione degli effetti,
la regeiot R {?vo\%ﬂ'v@f%

n

Q,{:P\m‘—\— -ché\uﬁ\ (g:/’,,,-n),

a:’\
doe U R; (aﬂ;w)ff\n‘o U ceszioni R; in @rrigpon-
(L'W\% MQ/A SC@MQ ’bL,l =U,= ,, . :un—_—07 oV —
focsid m&&l %\H\/ﬁ\ ow 1 woli .vwf,whh Cb WUV,
per tale motivo sono dette reazioni di incastro perfetto. Inoltre
i\ W(CO @&Pﬁiaw}a kLd mrrm % (LAuomQ D\q
W/QM C/fﬂ}“/ﬂ ScdricA o M% L ooviwankt dd \/\Q(l&

\ \M{)chh 4'@/@;/0 ua- =1 , cioeé rappresenta una rigidezza

. \ .
della struttura, dimensionalmente una poraa ‘)e/ vV }3 AA

cpod o (puaaliolo)

In forma matriciale il sistema si scrive:
RO + ku = F.

La matrice k é detta matrice delle rigidezze e risulta essere
simmetrica:

k=k'.

Infatti, si applichi il teorema di Betti alla struttura (I) sogget-
ta all’l-esimo spostamento di nodo unitario (1; = 1) e a tutti
gli altri spostamenti nulli, e alla struttura () analogamente
soggetta all’m-esimo spostamento di nodo unitario (u,, = 1)
e a tutti gli altri spostamenti nulli. La struttura (m) € soggetta
alle rigidezze ki, (i = 1,2,...1) e il loro lavoro per gli spo-
stamenti del sistema (l), che rappresenta il lavoro mutuo L,,;,
vale:
Ly = klmX 1.

Analogamente il lavoro mutuo che compiono le forze del si-
stema (I) per gli spostamenti del sistema (1) valgono:

le = kmlx 1;

u
klm, |

m = 1 )
A

) il
/ ”L (m)

/

P
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R
e | I
- R o
/Struttura principale / )
/ﬁ' |‘i’| 1 1 ﬁ
T il Spe ki» Pe t ki3 P
(1) (2) b4 Lo

¥

Sovrapposizione degli effetti che conduce alle equazioni

Q/\' = Rot Bl k\:lﬁ.‘Dc‘\’ kCZ(PE X k£3(PD (i=1,2,...3)
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e quindi risulta:
kim = kmi,
come volevasi dimostrare.
Il sistema risolvente puo anche scriversi nella forma:

kLI=F—RO,

dove le forze —R, sono le reazioni di incastro perfetto cam-

biate di segno.

S e mfm bo ot sqgeha o 5ol v
L wodo (PMZ& o allle i R, =0 ) b
(aziow R fd@%m

R=ku,

¢ € Davore & iﬂporm{;u'w, per il teorema di Clapeyron,

r.@u]h .

L = %urk u .

Lo wdisiows Le 30 ¢ (L,=0 & u=0)

w8 K4 esere doFiwila FQ@«‘M.

£ b pribile Mo Lo sobvione ulll Fooma:
u = K'\E-R,).

6.2 Scrittura delle equazioni di equilibrio

Por deborminae O cepmons R, 4 iwcede
et o i ePhcionk bl wikia &
peloe vz iy dolla Bea dakvies
oppure hilizzando il principio b Daver vichali,
NGL caw s izl pincipio i lavori vidhall o scumere
MQQ S Mua delle forze QquiQJLﬂh O[ueQQ/A redh ) wankee G
—esiwd hakivia it 2ia wa(vm)m 1 ldinduak
W ppdrmanhe ui =1 ¢ do bbb A
i spnk =0 ((£0)

Lo coaterche s solllecibiions s
dotha eale ol

Y o n '
) () ()u

N N
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b N PO MO o 0 coallerehide dlln
Alociasime ke a: sl cocici (od evenhvalusle danke
Mo Gfosions o) slla bbb oo ¢ ki bl (14;=
imtyn), mathe N T oo 0 o Wecidhicle (0
Moctcions vdlh i-eimastatva Mbicia (1=, U =0, j=f,.1,
%) Lo scabeadicdn e delorngionr whba
(eiwg o Pthze csullw

0 _ N
TEA
Xm = XTM;

C GA
KL MY ,

£

Il lavoro virtuale esterno relativo alla i-esima struttura con-
gruente vale:

Lve = Ri X1 + L (qv(i) +pw + mcp(i)) ds

+> (thh + Phow? + M q)(l)> :
)

dove le R; sono le reazioni nella struttura reale soggetta ai
carichi g(s), p(s) e m(s) distribuiti, ai carichi Qy, P, e My,
concentrati nei punti P e ai vincoli u;.

Uguagliando il lavoro virtuale esterno a quello interno si
ottiene infine:

©) ()
Ri_ng )+ M7M >Jg X
¢

EA E7

— L (av®+ pw @+ me?)ds | Rot

— %(th(” +Phw —|—j\/l (Ph )

() ()t

+§_u KLN’N“ il )Jé

S \w,,_ﬁﬁjfv/ .
k{h‘
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6.3 Esempio di un telaio a un nodo spostabile
risolto col metodo degli spostamenti

Telaio a un nodo spostabile soggetto ad un carico distribuito
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(%)leoshwo impeesse 52 unitacis . Equazioni di equilibrio:
Uz =1 ‘{f'f' qe?- O EJ é ))‘QZ R’Yl Uy O
DA E Ch ﬁ—-'l +7£3‘ 3ot 28 | m =40\,
- 2 /)
Uy =1 1 5% 21 ;f ] Uy 0
A B u1=u1=0

Sviluppando si ottiene:

() 6u11—3fuz+—32u3:0

28] 4
€
D4 D BN 1 -+
BTG (1 durtte o=+ g
— 25;’/@ 4
357{:- g% (i) Jup+00uy + fuy= ’TZPEJ‘
D e manipolando tali equazioni si ha poi:
L G et (il )
%,
/et (v) 1%uz+9u3:—631~, (SWWW&O Ca i alla "u)
Mk = o {
1
k 3: ?é[ (i) A0u, +buy = ( Q}QAW(" Giv ol FQ“A“FU?‘M" )
3= 7 § __3 0 v
. ey (Vi) He=—Fuy, (4l i)
13
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Imwmc(y Qa (y.‘,’ ) e (v}ii) na% ( i) o @}HM infine: 6.4.1 Matrice dirigidezza di una trave inflessa con
tutti i movimenti di nodo vincolati
M'S = - —6:" 16_3
M ET g
Ma A B
M gy l J{
Ta Th |
3
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04 EJ

Generazione delle &ﬁﬁz\mﬂ& o[QQ04 WJ)WIC,Q Mﬁ O ?Tclﬂm
dol 'acta

6.4 Costruzione della matrice di rigidezza
per assemblaggio delle matrici delle

singole travi: un esempio g = AE] A fo/f
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65]/62 6.4.2 Matrice di rigidezza di una trave inflessa nella
v ) quale una rotazione di nodo non é vincolata
4
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Si ottiene:
M, I A N b
T, :% -3y,
T, L%‘( =3 3 (| 1

6.4.3 Matrici di rigidezza delle singole travi e loro
assemblaggio

Incidenze aste tipo 1 Incidenze aste tipo 2
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H&}(l’& AJra @ ( SA -0 , L'sz uy 5}): ” > 6.5 Metodo iterativo di Cross: un esempio
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6. 6 Eser CiZi Schema equivalente
L, :
.. . . N N )
6.6.1 Telaio simmetrico soggetto ad un carico . &&H %
concentrato ¢ F n
2 oea pu Q
A[J D B[/ C €:§
¢
| 2
b E G
\ 7 VA4
\
. AN A | AN AN
F - \ € £/2
¢ lF | l F !
\
X A D B : C Incastri perfetti
¢ \
2 . G \ AN AN
Y \
7 77, \ 77 77 %‘ F %
\ " o E @
t ¢ ¢ Fe&* \V e
8 Fe 8
8
7 727

1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo
delle deformazioni; Reazioni cambiate di segno
2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio; . .
AN AN\

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Calcolare lo spostamento del punto D di applicazione della forza concen-
trata e l'energia elastica di deformazione.

2
{
P
{
N
%/z
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Ma| | kaa kap
Mp kpa kpp

14 colonna matrice di rigidezza

i

op=1
AN AN ¢ =0
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4 .
8 // (R‘\—\;\;\ — I~ N %
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4 2EJ
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24 colonna matrice di rigidezza
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Sistema risolvente:
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6.6.2 Struttura reticolare iperstatica simmetrica
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