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Capitolo 1

Analisi statica e cinematica
dei sistemi di travi rigide

1.1 Cinematica dei sistemi rigidi piani

1.1.1 Centri assoluti di rotazione
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e, per il momento, sia () 1 # O2 « I campi di spostamento rigido
dei due corpi risultano:
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Supponiamo ora che O; = O, = O.

Nel caso di O proprio, se i due corpi subiscono una rota-
zione di ampiezza diversa allora anche la rotazione relativa
avviene attorno allo stesso centro e risulta O,» = O. In caso
contrario non vi € moto relativo e non esiste centro relativo.

Nel caso di O improprio, se i due corpi subiscono una tra-
slazione di ampiezza diversa allora anche la traslazione re-
lativa avviene nella stessa direzione e risulta, come nel caso
precedente, O1» = O. In caso contrario non vi € moto relativo
e non esiste centro relativo.

Riassumendo:

1. Due corpi in moto rigido definiscono due centri assoluti
07 e O> eventualmente coincidenti;

2. Se due corpi subiscono un moto rigido relativo viene de-
finito anche un centro relativo O, altrimenti i due corpi
Si muovono come un unico corpo e i due centri assoluti
coincidono necessariamente;

3. Nel caso di moto rigido di entrambi i corpi con moto rela-
tivo tra i due corpi, i tre centri, che necessariamente esi-
stono, sono tutti e tre distinti e allineati oppure tutti e tre
coincidenti;

4. Se un primo corpo é fisso e un secondo corpo in moto,
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Se due centri assoluti coincidono deve coincidere con que-
sti anche il corrispondente centro relativo, altrimenti il moto

relativo non e possibile.
Se un centro assoluto e un corrispondente centro relativo

coincidono, deve coincidere anche il secondo centro assoluto,
altrimenti il secondo corpo non puo subire moto rigido.
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Schematicamente, dati i tre corpi I, II e III, valgono quindi le

relazioni:

O1 =012+ 0> = II fisso,
01 =0 %012 = non c’é moto relativo tral e II,

01, O5 e Oq» distinti e non allineati = I e 11 fissi,

012, O13 e O»3 distinti e non allineati =
= non c’e moto relativo tra I, II e III,

O12 = O13 # O3 = non c’e moto relativo tra Il e III.

1.1.5 Esempio 1
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1.2 1l principio dei lavori virtuali per il corpo

rigido libero
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1.4 Problema cinematico per i sistemi
spaziali di travi rigide

Si rivedono innanzitutto alcuni concetti relativi alla cinematica

dei sistemi di corpi rigidi vincolati.

10 cistewa @ defo Qabile. ge sovo omunssbili wolt

i gaf\ﬁ o sifowa . ¢ WOIQ’GU ()a(am)fﬁ &M&d

A diidane @ poesibili wobi & cictewa o Lo
jabo b dability . U individiegiowe doi possibi L
wbi agellli o wlohiv i tolraioue di un sigfeug prdao
rcndtte b el d e T Ly 8(&&‘ R AS/ENS
T wmeco 17 di vinoli suplici i possons
wpee cmown e dheae il o(rra&g i Labili R
A st 2 dio ;75‘3&’ d :?ue’m\;a‘\a‘. Ce um
siond b grads & ;F@mﬂicz\a\wwso&m 2000 view

dekvo iguc\:i\i@ . Un et ‘)uc\ 05520 Wwof&—

MQ QAJ)O.QL QL ?b(qh}‘{co

1 %fmh di -QALQ(\-Q\'%;/J&/QQL ‘aarh r.‘ﬁ{c{sL @gf.}vwh iaQ_
Giuna s ousidecale prive di vinols (mtem ed QJexM’)j

Lbn e sidowa c,fma&
0" 30 per o sidtews pidw ’
dve o & apnece ol fa(\.‘ ostifvenki | el
Delte Uil womece i vinols @w?% i e
& vingi mll;&u‘ efvac e v e qunds
4—(v-0) =%,
b i o otious :

U-g = -4

Se  (=1=0 | gelows view dobo
ic,.o%'a)r@ . (oubiziowr wiessany (\MA uwwf‘ﬁ.‘u'm}l)
& i%}(a\\})\ :
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1.4.1 Matrice cinematica

Si consideri un sistema di 7 travi rigide e si consideri un sistema

di riferimento Oxyz.

L{fmx (P-0)

L?(\\),

Lo hesine Yave e | ous o {634(&9 ,43@1,-
Lo . S pons dpade O (.-Wuwe
ongege Wa hh-eswa fave | Lo efp%wa di on
WO P owaw er‘Ma Wa h-esiwma Hare
s Abn espaveace Wa foomn

- B \{’(h)x (P-0),
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. Kl—. _l)‘f(“‘

’
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risulta:

()
(2a> =1,
e il viv\w@ —e4ws ¢ ec,,l‘emo (&ﬁ&iw\e alla bave h-egiua) ,
oppure:

(h

(2b) X = 'z,V)Jr )
2\ vindly tsiwe © Wherno (sppicste e tani -ssiug o
k-@ﬁma).

, Wy g ‘ -
i, S om *7;;) si wlica i WC{NQ?MXLC?OS\Z:;W} No)(A,{ de se il \/\'v\()Qo - &we "V\}U“"J (A gi(h)
oghionte i pote M dicezione ¢ ndd verso & VI, risu 3 : (awiﬂ%lh o WOQMO b di o cepele 3 K e

)
% VY (@ﬂrm)ﬁ ) Ww, oppure: fJML) i Si%@w.@ Syt Y\UQ/A)‘O, di dimensione %/—_— 6n:
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dove il generico vettore ._S(L‘) , di dimensione 6, contiene le

3 componenti dello spostamento g},“‘ e le tre componenti della
rotazione L(m:

(h)
\/l01

h
u

w
0
1

(h)
3

g

3

Poiché le equazioni (2) sono lineari, possono allora essere
scritte in forma algebrica nella forma seguente:

(3) r=As,

dove la matrice A, di dimensione v x %,, ¢ detta matrice
cinematica.

1.4.2 Condizione di non labilita di un sistema di travi

Nf& %%\“QAM/J VW\(.O'Q/QA‘O r =0 . La (3) (HW(QSW
ZQQDQ wm QAQ\YM ovn(@@;u&o di v equazioni uﬁ()QQ %,

m(paw'\’e S .

Si puo allora affermare che:

Ma‘m W 4a119 e sulficienke @Wm\n: {

& shuu/a di eguBziou

As =0,

3‘0134'3 s=0 cl\/&t UM 99'?4/24'0\1(, ovverossia affinché

il sistema di travi non sia labile, ¢ ce QA w(&\*%%}m/&

¢, g wakice A iz wana«QL 29
C’A: %,

Bide U= C & evidmbe do devt

V\Q%SGAWQ Lege( e v = %« affinché il sistema di

travi non sia labile .

L dgle & A appesendans i vinodi. Co g
ipdi A e Moy per pubingrione biunae
L aWee ighe L cm;gfwlsw}@ vingle e
wsontiale (ot @ on vineky iperetatice) . Tl numero



24 Capitolo 1. Sistemi di travi rigide

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Prof.Daniele Zaccaria

%, %/ \ %/

b dghe 4 A Livwscmandt o\x?w&w}; oinuide quindi
on k wongre U di vine ifusb\(u'. La caehteccricd
MQ!% wabie A mﬂ)«sawb 1 g ds (iglua Drvgacment
mdxqw&u}ff

CA:J—z, ‘

Ne risulta che il grado di iperstaticita ¢ vale:

l/ ZJ_CA,

e che %{shuk@ di \1‘@\/\ o g QQ}JIQQ g L

oo e
%/ = U—¢( .
Ge 3> V={ = C, iQ WA © %_ C, QW‘QM
L nomare & soluzions s # 0 QA\AUVWJ‘L iw&gww\'

(. gienma cmoﬁQMﬂo As =0, yoe~ QP\)W i
ta{ao\A di Labilils b ciderna:
{ = 4—C = %—-(J—L),
1.5 Problema statico per i sistemi spaziali di
travi rigide

Si rivedono innanzitutto alcuni concetti relativi alla statica
dei sistemi di corpi rigidi vincolati.

X sdowa o dollo Eq&ajo_% wiste un
sidea i ceaciont vinolari amwiseidile eqilibruk
& e eddome. Un sichwia eqilibabe & dolbo
dhcaumbe recmivato  ce o ravow vinolad
sow0 yuivotowsde  dotorminghe  dalle eqvavion

d; eqvax\or;o J in G469 owkrario il sistews o

ite  shabicamente indelerminato |
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1.5.1 Matrice statica

Si consideri ancora un sistema di #n travi rigide e un sistema
di riferimento Oxyz.

Pu\\

) (h h . ) )
Siano E e (‘_’\_0 rispettivamente risultante e momento risul-

tante rispetto al polo O delle forze esterne applicate alla h-esima
trave. Dd‘b, poi R; @Ammfmen,l({(zﬁoﬂ (-051ug fw'u'mu;/

\ . h T
N dAzaouL € vesse C{J\ «jf )) QGL Qﬁmaw vettoriali da

Qﬂ"imm i Yave h-esiwa o0 secvous :

FY 4 7 =0

- Ri Por;a

/
(h (h) Wy ~(h)
Miwﬂ- ZL) ‘L C‘_r't + i\(PL -O)X RI‘QEM:O
R; coppia R Porza =

(4)

) plk)
P; PL k
R: i
O K-esrwmg
rﬁvﬁ

c{Qv‘l Qﬂ eoww/a}ofia govo QA’M‘\’B)YQ u VWXA che '1184@(9\\0 Qu%

h-eiwd fawe .

Si introducano il vettore AQQQSL (02740u vi\ﬂcﬁ&ir{ (MZ—

Ry
=3 [
Ry

di dimensione v, parial numero di vincoli semplici esterni ed

interni, eil vettore AQQQQ, po«(ze Q?IPQJ%"Q (‘}lﬂ%&m}é,

di dimensione g = 6n, pari ai gradi di liberta del sistema svinco—
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lato:

dove il vettore Sm , di dimensione 6, contiene le componenti della
risultante e del momento risultante relativi alla trave h-esima:

DAQQ/A (4) S OHf@ne allora:
(5) BR+ 5 = 0,

dove la matrice 5 , di dimensione g x v, ¢ detta matrice statica.

1.5.2 Condizione di equilibrio di un sistema di travi

La (5) rappresenta un sistema di ¢ equazioni nelle v incognite
R e di termine noto il vettore - S.

C(;Acb&ou,t MRKANA € cpuﬁﬁ;awzl‘ut JP%M\AL‘ i Co’isl‘\q'\MCb:
ogua-zios (5) Wil mwy\uh R duu solizion |
ovverossia affinché il sistema di travi sia equilibrato sotto
Pazione delle forze S, ¢ i U4 caaterictin ¢, di
B oincid @ om U wottendica  Co &Q@J Wd}r{uz/
B, , di dimensione gx (v++1), o othiene dalla B
w%&QA con il o S

C=0Cs .
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1.6 Dualita statico cinematica eckerue 5 (&%}Q_ :
\/0691&»0 o wdne e -7, } ‘
B= A bt Ly agprste 1 lovors ol eaions ol
L= R' 1
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i dews & lav svinelake. Ge o poue :
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;Q %‘Ikw QVW\MO, @v{mb‘, per iQ P(mu?io doi = - BTQT-S + BTA N
Vewor, vidvali Ayf@c/a}e a@wvy@ ow sw‘wv%/ R4 -8")s = 0,
dove 25 s ‘ 0 .
Le 4+ LK :_O’ F@(O?{w \/e,Ho& N oq¢ s eﬁ&/fu(,]j A - 5 = Q ,

come volevasi dimostrare.
&WL LQ (aﬁ)r?wx& \Q Q/-Wo(o AA \AH‘I «Q,Q porze
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ke wow awate sobvzions se Ce=CG+1 .
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1.8 Esempio sull’analisi statica e cinematica
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Capitolo 2

Travi elastiche lineari

2.1 Equazioni della teoria tecnica delle travi

Equavow di Oug rvemzd

Bey +Kp = Lji

ds
foy + 1~ Bexr(-G)- S ~fxee

poiche Y =Yc—-0e:x(C-G).

I~

Y

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Si ottiene:

(8= fj—f'gk
Kp= %”(% -zx>§z
Y= %'G%‘gi)ik“f"ﬁz

Equazioni di equilibrio

fi‘("@z*l")*f:Q

b4

J%(MCE’H(C’~G)XT +M})+m + €, xT = O

poiche Mie, = Mce; + (C—-G) X T.

35
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Legami costitutivi

N=EAE Mc=(GJ@
{r_«sq Kt {T =GAZTY,
Principio dei lavori virtuali
(L= [ )b ot 0,40
Equaziou di eqm‘Q;\m‘o &l gukerro ) + Jg g+ 1y -gfﬁZ(iﬁﬁ:% ”_nz"iﬂ‘)
Neg+T ‘s:O =-% L =J£(NE + Mg Kp+ M0 ¢ 7-0 )ds
M +(C-GIX T +H ‘ =T Wo Energia elastica di deformazione

. §= 1 (enddese gt +63,0% 6K X i)
Newt T ‘S=% = &

HCE’E+(C~G)XT+L4}‘ L= e

s=

Equaiows di disoubiwnils® !
(ANex+AT), +%; =0

(AMeey +C~Gx DT+ Aty ).+ My =0
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Diagramma teoria tecnica delle travi
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2.2 Trave di Timoshenko

Trave piana elastica lineare ad asse rettilineo.

Forze as“e( ne

Fore dishibute

Moo diclchibi = m

Foze onelrale: @, P

Monski gucenkahi = 1]

Forze ¢ momauki e due eskenil:
B, B, Mas @, R, My

7P

Qo Q

» 9 W
ot *\\\&M
S/ P

m, £

£

Vadabili  ciusmghion

QW{ o fl{w\(&!w/d&‘um dlox v, W
{

RQ’\IMM MG seuone :

Deformazioni
Dildhvoe dla Cica dlasge. ¢
CUNA)TVQ PQ%S«QA.QQL K

Scorrimento tra linea d’asse e sezione retta: Y

Equanom & om 9 (UM 24

¥ (o dw
— 1%
b _dd
= Te

dv

=975
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Eﬁ‘@uw I(VULQQ\'\MATQ A_A e?\/t?ﬂ){io

j—Z+P=O /

Principio dei lavori virtuali
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A o

g =T

Equaziou ds eqm‘Q»'kdo & ouforvo :

(N(0)=-17 (N{ET= Py
3 T(O>= —( ’T'(JU)= @e
Mfo)= - M (2) =M,

E@MWI & dsoukiwike

(L\ N)» + P; =O
(AT);—F le O
(A m=0

A
-
Y

4
LQ,: LQ@W —y-?\)"i‘ W\‘f}d%
+ Po % +Q5U; "'maq)o"'F@WJQ +&{%+MQ&

* Z(P w; +@;v.-+m;q{~)

L :jq(we + MK + Ty )d

Energia elastica di deformazione

4= %(Emﬂ ETKY %y)

Buaryis dashica WW &

AT 8 TToA
Fauaviow i @5@.%
N=EAE
M=EJK
T=-Sy



40
Capitol
0 2. Travi
vi elastich
e lineari
i
MdS Parte III — 31
agosto 2
007
Prof.D
.Daniele Za
ccaria

Ecp@z"o\u FMOEAM&A}&QA

4
;R gl ) +p =0

N= A%
M= EJ%“%



MdS Parte III — 31 agosto 2007

Capitolo 2. Travi elastiche lineari 41

Prof.Daniele Zaccaria

Diagramma [rave CIA TI‘MOQ%Mb
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2.3 Trave piana inflessa E9vdrion & ca%xuwm
dw
\/a/(\'a)e\‘&’ dwic\w ( £= OTE

Qw(c\ﬁi ﬁyn\i&&@/&&‘wd'mz U, W K—j& _%
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> N I _ dn 4
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Eqmm'oui 'NULQQ\'\M*Q llA e{i\ﬁ?j]orio
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.-r
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2
dv —CJ—T + dm +94 =0
y=0 = {=- M d% dx
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{ { I
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{
. Y@UH-MLF)&% +Q,v0) +Qut) =

(Gt
+(Qo+ m{0 ))v(o) +(@ - m(ﬁ)}«f({)

Quindi:

{
L =y qU+pw+my )dx
+Q,v0) + R w(0) fﬂotf )+QQU +Pw ()Hﬁ(t((f)
+2(@ O+ P+ M) =

j{(% ") 4 p
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Energia elastica di deformazione
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Eclz\/dy,.‘w pwﬂiﬂm&A}ﬂQA 66 m=0Q L quadw C‘\,{\/w%,owo:
(EA ) + p =0
d A\x/
- +
A? [E79Y ) =(q+ 2 go“ ) =V
oA Jd%" *@ z) g .
: d
Fazion cu ?@fvwd)fo\w i Q\u})omz_ G oudizios al combomo Id\ﬁ ( J dz 5:
d o/ d
Tom=— —(ET%
" dz(fdz) o (g )
—erdY G
v M=—£] 42
T="dr L,
N:EA%% T dy
N=gAdy

(wQLiu'Oui ' comtorno
AW/ (0)=—-"7
FT v7(0) =1,

T ﬂpﬂejﬁc\u mP&m OMW q sezioul (%h»al‘e (m:O)

(EI V//)/(O) = o+ m, Ai{il tp = 0
eaw’ () =R P |
T v/ = - My EJ G =}

(F7 v/Y (@) = — (@ —my)



Prof.Daniele Zaccaria

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Capitolo 2. Travi elastiche lineari 45

Ce  p=q=0



46 Capitolo 2. Travi elastiche lineari

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Prof.Daniele Zaccaria

Diagramma trave piana inflessa ad asse rettilineo

VARIABILI CINEMATICHE

QPOQ‘_'EI‘.V\\QV;.E (?
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2.4 Sovrapposizione degli effetti
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2.5 Integrazione dell’equazione della linea
elastica

2.5.1 Esempio: Trave incastro-appoggio

i

j% 51
jl ! ;‘
1‘%20 — w=a)+a

1 44

dT“ZO — U=b1zg+blzz+b;¥+&4
LV:”?)ILMZZ“ZLLZ‘bg
M= —FJ (§bi% +2b; )

T=—6bEJ
Cmi\iv'w & CW}““@ Wmh (sta&) :
v{o)=0
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Soluzione del problema assiale:

L w=0

Lo

Soluzione del problema flessionale:
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2.5.2 Travi caricate solo alle estremita
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X G = Baricentro
Calcolo di spostamenti . C = Centro di taglio

3.1 Calcolo di spostamenti in sistemi

isostatici con il principio dei lavori Y

virtuali
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Trovi pidne
- |
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3.1.1 Esempio: sistema di travi iperstatico spaziale
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(¢) 2
(¢ M = Y, —9-= X!
M11)(11) = -, Mi‘:): — Xz Z 1717 1
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Equazione di congruenza: (})
M= — (A-6)x [-£.) = (A-6) xe,

M(p M;QQ/A ‘m—h 4l wruwpz uscad’a \;gayf}{va

Momento fittizio

Tae @ a-G= Le-he,0e

= z} CpxCy — & §]X§x= Za%"’&ﬁiz

A"G,:“%1 % —Z gjg—— 2'1 ef%

Momento dovuto ai soli carichi esterni

A_C'z‘_‘ "'Zzg,‘" ?’1 gj

A-Cy= ¥,0,- &g—&gj Trave ()
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Tiae @ l"l = ml h e (G- TP -
| % = ﬁloiz +(Y 9%, ) % €&, (- xz)xej =
ﬁ’l_/‘): —<B—Gz)><(—>’e )—f Q -G)xc;@ d, = —Ya +qb+a)y,
=Y - ~Gs )x ¢ “(F (& - Gy) ey dty Teave (3
‘82

M= - {-6;)x (—V@ﬂ‘f@‘@a)méf’%:

M : ,
/ L :
Gz"_W 8 \/(B Gs j ﬂf{Q G})Xe AZZ

2f)- cém'ﬁ

B-C,= — 2, ¢, Gs:(zs’“b)%‘@z'@ﬁr

&_
Q(’Z)"Gz=(§‘zz>§x+b§z K J
. - B

¥, ﬁfjt/a@‘“‘—u
- V’ZZ Qg - GI 5{(5_ g2>.¢z _IO_QJL}C“{Z 8_63:—€L—€¥ +~k3§{

L

A
1, = -4, &y Y, e, + 7&(%;1—5)3% %é’;

- YZZQIL— ﬁ] 2 Qxl + 7£¥2§LZ
a
Tio) - <Y- (’Plz)?Jz :{YZ,} -1t (Zg+£>}§”3+<\/€2_q%)§%
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3.2 Un esempio di calcolo di spostamenti col

metodo cinematico: mensola di sezione

‘1-5X10¥N mw
aC %{ Mx
A o S
jg T8I W
le | 5
T 1=3m 4 2.00540° N 1o
TSI m,
A=2820. mme
5000N d = 3044 mm i
wtre | i T e = = T = = 200 407N e
7] = 2.0?3%10 " . — v
ﬁéﬂi Je " Me ==1y { =1.5x10" N mm
G 6 4
x 2 W y= 3405510 mm
{ 4
j(‘[g‘gmm Jlrz 5265X10 mm4
3
100 men C\(_: 41,00 wwn

= 2,900
XJ
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Q(zp«&&«m{ Ll o,c,)hem\‘a‘ Lbeq -

i
|

E = 2x10° Nfwwl

y =0.05

G— = %X'IOAN/M\AL?'

M, T(t-1) %)
Jnf E],f/% = -
y - - 7l
bk
M Ty de
J(%=Ti * —G]ﬂ
R __.MC/F__]]J_’C/c’P
— - Gk~ Ol
&, =- (€ g)Jz-kz;_z.d%- é&t+&gaz
GV B Meledo))
= / c\dc¢ +a¢

SETx

Ii—+X%—WU+&)
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2

~>

_ﬂ —3 o
§=FET, =~ 54t 07 wl= - 0.3

Y= Xj E,Z = 6,44%’\0_5(34 =0,003%°

(% = Z]CIQ =—0444 d = - 837°
t
nv ) d
A G

= 10.25 +0,19 + 10939 = 24.4% mm
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Capitolo 4

Soluzione dei sistemi iperstatici
col metodo degli spostamenti

Gi aeumeng Cowg mcpaw'}evn wmtfo i

c/vﬁ)ﬂmm\f{ w%dwk( 3 amdere defiih
U cheoftun ¢ 6 serivono MQL aaziau di
%u\&h\o(io.

4.1 Esempi

4.1.1 Trave appoggiata soggetta ad un carico assiale

Aﬁzgr ;C J)—Q %}L {
U2 V[

e
% >

(o candere M»w\'a Ua fave  bash  ougseert 3/@

%@M(A& ?w\)fo C . Sc/qc)% .
Q\/O.CA-Z o9 QJL ma\rm i»\‘ogw'}e.
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DA pode & vih Plssiansle (o fave o
Nahicawanke  dofeqminald . Tl & rogeion
vo,(\ic&i m A e B osow v\,uQ,QQ:

D) eqilibio e whadow gHomo «d A

v {=0 = V=0 ;

2) aqulibio Wa talacime vedical .

B+Va=0 = Y=0.

Q,Vmc\i il }ﬂfd&'o e il wowAT o pQO/wa}Q ou9 ww%
W b ?m}i s bave ¢ 0 'ass A&QA Fave
(Q%h (Q)Jt\'?juao. Po{c\&\'\ ‘)vm}\ Ae B cow Fss
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Y ng@%utb i 0 ase M,Forw/ﬂ‘o (J,u(g(a (p,H«'QA‘Mo)
%/ig(l slla ot AR . c\uwive QC: &fczo .
Q&%h &mclve Q/A soP/a m(p(?{m'\fa SC, G (W\.POVL(TQ
aQQpra e Wa SC 3(&:(*@0‘0 % m‘so@\/‘l
(//A %\a)&v{a . Ew‘)ocre W %?09)(3\1%*0 %\5\&,1\1(4

wecte  om iako. Dthua S v %fwo
Sc Cgr((%?OuAlL UM (2] Touwe v\'vxwgam Rc Aw@a/
woke 4 dessa dicevon  d §, . la somma
Ket Fooswown ' asenes U qm'Qx\D(fo L
i i @ e fo sodade S
ola et ociginacia 1aforza applicatain Cvale —F.

Ver ({‘){ig\ﬁu/&fc Q\levi][l)(.'o pllor(l '\Wx?o{(!z.:

R+ F =0

Tt AC

A ¢ — N
{S CA g
s :
fe——"—x

Vadiawo qﬂ& lze nrwal Mo ocorg JWQW
in C amx&c\u} @ 6(»5)(&«»\1&}0 \f&%ﬂ SC_:

!
New 7 — EA

Le qm«}i\’a\ ZEAM (bmm%mr&)mh ond
Forza poc ol L ﬁw?f\uz 22) r:ﬂmsm\a %
e notwale s orpre QWQ‘W( pel” uere %
spodmnbo wsiale §¢ Lihade ed o di
(iw@‘&wzfs ass\aQQ (iw o e &l lsfa AC ).
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Tate (B

New 7 2 EA
EA =de New ==~ oc

i 5w w%\;m (Lfm& Wl B Ao wa
Neg, ?oﬁ,{\ﬁ%\ 9%\3 | pute C wl verso
V\QWWQ N S . e rioOXf\Qz?/o: L CB \/&&
LR, e per Rlashy AC, D/dbionde &
due ?ﬂ(\'; AC ¢ BC sweqm'/&@m};'.

Rotiour M \/ivu.oeo in

RC — [\/CA —NCB .

———
New + Neg

Eq\/iﬁ{]on‘o Wl nolo C

RQ+F:l\/CA_f\/C‘B+F =0

Risulta quindi:
F+! ETAQCJr Z%SEO :

¢ infine:

F
SQ - EA :
LQ %(&“W(%\fc\kﬂ AAQA §0QQQU“81,«'0\1& r(frvﬂm quc\i:

_p ERr _ _ZFAFL _ F
e e R

_ _SEAr _2EA R _F
Ney= 07 he = T aER < 7
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Waé& (&lel, ?sze,
S eton \‘)(ina(‘m)?)» eqlvifﬁ'k&’a (%\Q\&Wo_ no\})

A =

i N

i

caaBedshicd ol Cys\i\'u ivo m
dformavone. et 00a st R ion

/
_____ 7~
va\‘ (3um %/ Téiw‘gilm'o
: M(‘?A)VQ%OMQ |
IEAM_N‘ N—X in %(/
| |
JEa N N=X—F i AC
P e - oéya'n@m}(co T

f napi c(z/« ’
Bt

Mefelo dolly doformazion

ok obhuca principalle Gngrvente (civeushivemanke nots)

A C, % B 5
A A —

ng/clzio«m, ((c,onw}Q ((LI eﬁVinbﬂ’o)

Re+ F =0

SQO%“&N\QM}" Reawione vindp
MBS0 ausiliacio
= G
I 'C{KZ&
SO - —— RINE
B Eﬂ\_ | QV“QAL(\O
i&\v%mim | NCA_ 1 de | dell nedo
equduone I 2
_CI_QL(/?-LO : ,\/ng—-TE'.inc :\ RC=F+N(~A—NCB
R .- AN
N=EAEL

caathacidhica leyoug

Bl oiphe  Cpthalde il
C(ATQHD (ﬂﬂb%ﬁow‘&\' nodo)
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4.1.2 Sistema di pendoli paralleli

MdS Parte III — 31 agosto 2007

X
YV

L
YT
H@ 5 £ | .
Ei W BN IBEA, [EA
A4 b b 4 ¥
Mwﬂvﬁwww%
E[=c0
\rF J-
o= 6x3=18 _
=10x) =20 ofpue , ousidpaude
«Ef——— 11 e @W\‘Mv{“m

oo
W — U1 w

ngwmmthmhﬂﬂﬂmMW%
Ki = rn'ﬁ'c[um 9%‘&& C(M)L—eéfw Y/UM(DQP

E'Af
K=
{
Risulta:
X1=K4q: X?"Kzfl,

q=Ke )
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E?vl'QA'L({O MQ,OA \rw &QQA \a&fdum \/th@ﬁ
DG+ 4 = F = q:% ,
e K =2kt Gk, apesuh (.'y&m

M‘Q&l Ml 5 J%*Q . 06 storzi MQQ!L 35}‘2_ (fsth/vw
Tvin(l,( :
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4.1.3 Trave continua

La trave continua di figura e 4 volte iperstatica, due vol-
te assialmente e due volte flessionalmente. La soluzione col
metodo delle forze richiede quindi 4 incognite iperstatiche, a
meno di semplificazioni.

L'unico nodo C della struttura puo solo ruotare e quindi
il metodo degli spostamenti richiede una sola incognita, la
rotazione @¢ del nodo C.

Si risolvano separatamente, in funzione di @¢, i due tratti
AC e CB della struttura.

Detti Mca e Mcg i momenti agenti nelle estremita C dei tratti
AC e CB rispettivamente, positivi se tendono le fibre inferiori,
risulta:

®c = Ai?f =  Mca = %CPC,
Mca Mcg q
=0 TGesm
| ¢ | | ¢ |

Mcgt g3 3EJ ql?
= — - M = ——L o~ — 2
PC= T4 " 24E5] CB ? P73
I termini:
_4E] _3E)

rappresentano le rigidezze alla rotazione dei due tratti AC e
CB rispettivamente, ovverossia le coppie che applicate nelle
estremita C dei due tratti provocano la rotazione unitaria del-
I'estremita del tratto relativo. La quantita —% rappresenta
invece, per il tratto CB, il momento in C corrispondente al
vincolo ¢ = 0, e detto per tale motivo momento di incastro
perfetto. 11 momento di incastro perfetto per il tratto AC e
invece nullo, non essendo il tratto caricato.

L’equilibrio del nodo C impone:

7E] z
Mca —Mcp =0 = 7 (pc+%=0.
Mca Mcp

(=

Il termine:
7E]
€ 1
rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C, ovveros-

sia la coppia che applicata nel nodo C provoca la rotazione
unitaria del nodo stesso. La quantita:

kc =
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qt?
Rc = ,

€8
rappresenta invece la reazione di incastro perfetto in C, ovve-

rossia la reazione del vincolo @c = 0.

Re (7
q
\ ST
WA C_ A [ VANS
| ¢ | ¢ |
| | |
Risulta quindi:
__a¥
@c = 56E]’

e i momenti Mca e Mcg risultano infine:

4
Mca = Mcg = —%(MZ-

T
§A ciilllll£¢L
: /vﬁ

4.1.4 Analisi qualitativa basata sulle rigidezze

Trave continua 6 on/h i?e,fc,h\f(/c} (% ;Wrsh\{a’ra\f&%m&@
@ hsz i\;us\a\ic,i\a‘ assiaQA')

AA 8

A VANE AN N %:__3
Loy e el v=7
| i T 1

& GCmquHQ in ( o s w\c\,{c\/\/{ ow K Q/Q r.‘za‘c(@z%
a/QQJ {o)l]ﬁow Jzﬂ %@)ﬁo AC (@P‘WQ vw{}a({a " ( c)/\&
?(ovo(d’&(o AFZLI'S uvv(\&(ié) . QA%\/% q\/\\ML{ :

MC Z_K’Q?CA
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e

Poiché:
M
(’ycz\ = - ?C ’
L
vd _ FE

To™ g7 TEJ
si ottiene quindi:
3
M=o FQ
o +3ET/

Si presentano due casi limite:

1) K— @ (lmf incaslfa &W%o)

2) k— 0 (lf@w. Wo%ah)
( "

|
L

Mc=0

Coinds -
0=<M, < %F( (hc,e&ﬂ‘l;m &M‘es}nioéco)

3%‘:,( M < %@. ( bese b $rbee M’f«l}@ 49939)
Si sconnetta ora in B:
A
— / 7972”
Casr me\’zfa[m do in B

1) "MC Mc&%hq &W“%A'O

@?1 C A_) e
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2) R Wo%%(ah
G
ﬁ) Me

M

DVHO(UQ:
G<M < MC— (Qyz p‘LKMm@{QSSP)

Per quel che rigurda il tratto AB, non si hanno casi limite

dato che il tratto € equivalente a una trave incastro-appoggio.

A

My D
, Mg M = e
= Aﬂ) ol

Deformata e diagramma del momento:

4.1.5 Telaio soggetto ad una coppia concentrata

L=1
‘I M
Vi D
IR
Nea

- Tea C (LH& pec C orto 39\@0&

g 4 d@ag« AC 50 col
Ive Feovacs; .l w&o

' M

E A C c[ofo ¥ ((ﬂpofué'.uouﬁ
A \ N (@,z % ra@w@ { }epsz °
7/77)77 - M% c;po«rZQ normsz&)

ehta fCo( 'A/Qz/

a@@«ﬁ% Cﬁ Gu Ul cw/a frovd(fn | vVl}o C Jy o
Da c{ﬂgofmm (4}2 $ \YRSon { GH}Q}} &%Gpeﬂﬁ
worm
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wa&g | Y\/V\}o C %M(g«i) &9‘)9 QJ Jlﬁduaﬂbu&)
con\worWQ so dve elte e hawwo
1\ GQQO Qv\\ko C  in omunt , | FW\}O C non
& %QDS‘YA e 7vmc\j :
qC: gc :O

S on\ A(y'v\cl\/l MCQ(Q i\ W)focb &Wﬁ C{EpOWY\J—’-
Zowm ?fm&m&o (,T\ﬁi,Ql, vwiCa fn@?m‘}:& U (ohubuq
. M 0d9 C.

Mg = Kea (/YL

B,

R\‘%Y‘éuw J&J (o A2iou
Ken= 4 Ey

T

kcg,ZA%l

Eqvi%n‘o i cchaviows d nedo C
—Mca_'ﬂqg, +M = O/
Kl + Keg §, = M ,

om 4
fe= Kea+ Keg BE] !

"?/2 —=] M/Ar Ll ?ﬁt www)fo

\M/Z !'\~ QQMS"

£ @ . R‘\ Do pofm’l\‘g

M /4 W&ssO i ({ZQ\MO\A wolly

E{V.‘%;o WQ{ZQ taale ciows d nedo C: A%__We'.
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i\fobm A o shorm noemale non ¢ nollp ¢ e 4.2 Schema fondamentale dei telai a nodi fissi

7‘/\4‘"1“ o QQ%U‘SQQ \‘@chrafe. U Svo QEM)' ; q"m Si consideri un sistema di n travi ad asse rettilineo con-

: > . ‘ d una estremita in un nodo rigido C soggetto ad una
doformdzione bes \ip v ta nesse a \

“ Pq- P ? &W@M‘{ ¢ '\ fo C fve coppia concentrata ‘M. Se si trascura la deformabilita assia-

senza sr_os}grgq‘ . le delle travi componenti la struttura il nodo non puo subire

spostamenti, salvo il caso di due sole travi aventi la stessa di-
rezione, caso che pero rientra nell’analisi seguente se il nodo

3 M si suppone vincolato esternamente da un appoggio fisso. L'u-
— | 4 — 3 m nico nodo della struttura puo quindi solo ruotare e il metodo
4
+ t degli spostamenti richiede una sola incognita, la rotazione @
- del nodo.
o @
Am im
4 L 4y

L’equazione di equilibrio del nodo richiede:

o) > Mi=M
45 _ -
2% cwﬁ q){ (5510w l

W | h:Ha CA Occorre allora esprimere i momenti M; in funzione della
rotazione @¢ del nodo:

M; = kipc,
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N7
M,
//
My
M,
ky
k,

dove k; e la rigidezza alla rotazione dell’i-esima trave. Si
ottiene quindi:

Dkipc=M = @c=-
i

dove:
ke = > ki,

rappresenta la rigidezza alla rotazione del nodo C.
I momenti M; che agiscono in C alla estremita delle travi
valgono quindi:

dove i rapporti é tra le rigidezze delle aste e la rigidezza del
nodo rappresentano i coefficienti di ripartizione del momento
M applicato nel nodo.

Rigidezza alla rotazione della trave incastro-appoggio:

—_—_M = k:ﬁ_
4E]

J
{
n
%—K%D_
¢
[0 —

\lm

Rigidezza alla rotazione della trave appoggio-appoggio:
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Rigidezza alla rotazione della trave doppio pendolo-appoggio:

MY R |
V=7 T

=~
M

| n

4.3 Schema fondamentale dei telai a nodi
spostabili

Si consideri un sistema composto:

1. di una trave ad asse rettilineo che resta indeformata fles-
sionalmente, o perché tale deformazione & impedita da
opportuni vincoli o perché infinitamente rigida, e sogget-
ta in un suo punto ad una forza concentrata F avente la
direzione della trave stessa;

2. di n travi ad asse rettilineo ortogonali alla trave preceden-
te e connesse a questa ad una estremita.

yrr7Z/4

Ej-e (@

N id

Se si trascura la deformabilita assiale delle travi componen-
ti la struttura, la trave indeformabile non puo traslare nella
direzione ortogonale alla trave stessa e non puo ruotare, sal-
vo il caso in cui sia connessa, ad una o a due travi, in un
solo punto. Tale caso particolare rientra pero nell’analisi se-
guente se la trave indeformabile é opportunamente vincolata.
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La trave indeformabile puo quindi solo traslare nella direzio-
ne della trave stessa e il metodo degli spostamenti richiede
questa traslazione quale unica incognita.

74

=

7

77

L’equazione di equilibrio alla traslazione della trave inde-
formabile, nella direzione della stessa trave, si scrive:

>Ti=F
i

Occorre allora esprimere i tagli T; in funzione dello sposta-
mento & della trave:

T; = k&,

dove k; ¢ la rigidezza tagliante dell’i-esima trave, ovverossia
la forza che occorre applicare alla sua estremita per provocare
lo spostamento unitario in direzione ortogonale al suo asse
(senza che la sezione di estremita ruoti). Si ottiene quindi:

;king = EZE’

k;
T;
—
T
F i
—_— i77 Z I //i
T L T2<— T, <—
I T [
— —
T T, T
ky
77
a

dove:

k=3 ki,
i

rappresenta la rigidezza alla traslazione della trave indefor-
mabile.

I momenti T; che agiscono alle estremita delle travi valgono
quindi:

dove i rapporti % tra le rigidezze delle travi deformabili e
la rigidezza alla traslazione della trave indeformabile rappre-
sentano i coefficienti di ripartizione della forza F applicata alla
trave indeformabile.
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4.3.1 Rigidezze taglianti %
T | |

4.3.1.1 Rigidezza tagliante della trave appoggio-doppio pendolo
3 Z v
ST T

EJ

i'

T L @ Tl {/2

&/2

7| ™ B tr

4.3.1.2 Rigidezza tagliante della trave incastro-doppio pendolo £/2
-
’ R —’%
_ T 12E7
12ET g
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4.3.2 esempi di telai con traversi rigidi —> =,
Lr ﬁ:]/—' ‘e
4.3.2.1 Portale con traverso rigido 1 > 5
gF& 1% éFX/ \/
F _
- e cC K
B 4 Vv
1
) | 5" 2F
ET EJ %F{ gf—.p 5
6! ¢
v
ﬁ#\ ay -
{ | 1
> ) =F I~ 4
w ’ %rzﬁ v o
pcdeea Raghiaabe s lonia € ky= 3 EL
{3
gp@%wo J&Q h’Q\/M So :
Riidezza h/XPJ&A}Q WA cy&uwa @: kz——-ﬁE—f |
s {3 3
F_ F
Spe = k 1553'

Q&odx(lmw &%‘w}z %&LQQL : k= ky+ky= 15'_%’
ebhoiaaki & (ipartizions. W i vkl E‘I“"Q"l"‘\“”%’ oo o Faverso -

=3 - _
= =% o=1=% Vi=2H V=

A _4 F
15 57 1 5

3
:
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Lep s
BF{ A
3
_ . 5F
+ +
4
%F i | _5_':
+
S -
+ _ :

4.3.2.2 Telaio con traverso rigido e tre ritti

F A, ?) EI =0 £
—_ T
@
£] 1
D £7
Y EJ ¥
0 @ 1
€ G X
a7 bere/l

= 3
onc,wo Faverso g = TF = ZE%:
Gemdw}{ di ﬁfs(hz{m: 1= -12- ) Cz=2j, 3=
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Spostamenti V\Be (| , in funzione di QA e C? :
= QA—_‘{EQ
=1, =27

R&»&&uu &%s«‘aﬁl . k= ETA_ , K= _ZE_A_, Ky=

Shores ﬂom/aﬂj (&,{ We&‘m) wr o
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_ EA EA )
Vo = 2 le = 2% (YlA LH) .
EA EA o
W= Sl o Ry

Eqvim(\'o &QQ/A MSQ/A'UWL ve{\(fw&t Aﬂﬁ taverss

vtV +v, =0 = ZqA—%Wﬁ=O.

4 quinds
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4.3.2.3 Telaio simmetrico con traverso rigido e tre ritti
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4.4 Sistema di pendoli connessi in un nodo

Si consideri un sistema di n pendoli connessi ad una estre-
mita in un nodo cerniera C soggetto ad una forza concentra-
ta F. Il sistema e soggetto a solo sforzo normale e quindi
occorre mettere in conto la deformabilita assiale. Escluden-
do il caso, labile, di due pendoli aventi la stessa direzione, il
sistema e determinato dallo spostamento u¢ del nodo, sposta-
mento che diventa quindi I'unica incognita del metodo degli
spostamenti.

L’equazione vettoriale di equilibrio alla traslazione del no-
do richiede:

ZNi:fs

dove Nj; ¢ la forza assiale trasmessa al nodo dall’i-esimo pen-
dolo, avente la direzione dell’asse del pendolo.

Occorre allora esprimere le forze assiali N; in funzione del-
lo spostamento uc¢ del nodo:

N; = k; uc,
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S

N~ fi\m

N; uc

Uc - d;

dove k; ¢ il tensore di rigidezza assiale dell’i-esimo pendolo.
Per esplicitare tale tensore si considerino i versori a; delle
direzioni dei pendoli, di versi positivi uscenti dalle estremita

dei pendoli, e le rigidezze assiali k; = E};?i dei pendoli. Risulta:

N; =ki(uc-a;)a; = ki (a; ® a;) uc,

poiché uc - a; e l'allungamento del pendolo. Il tensore di
rigidezza assiale vale dunque:

ki =ki(a;® a)),

L’equazione di equilibrio del nodo diventa quindi:

Skiue=F =  uc=ki'F,
i

dove:
kc =Y ki(a;® a),
i

rappresenta il tensore di rigyidezza alla traslazione del nodo C.
Gli sforzi normali N; nei pendoli valgono quindi:

N; = ki (uc - a;) = k; (ai'k(_:lf)-

Si noti che I'analisi precedente vale in generale anche per i
sistemi spaziali di pendoli connessi in un nodo.

Si consideri ora un sistema piano di pendoli connessi in
un nodo e si assuma un sistema di riferimento piano Oxy.
Sia poi «; 'angolo che individua I'asse dell’i-esimo pendolo
rispetto all’asse x e 8 I'analogo angolo che individua la retta
d’azione della forza applicata . Le componenti del tensore
k¢ dirigidezza risultano allora:

kxx = > kiex - (a; ® a;) ex = > k;cos® «;,
i :

1

kyy = > kiey - (a; ® a;) e, = > k;sin® «,
1 i

yin
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Kxy = Kkyx = > kiex - (a; ® a;) e, = > k;sin «; cos ;.
i i

Detto poi F il modulo della forza nodale F, le componenti di

questa risultano:
Fcosf
Fi = {Fsinﬁ}'

Se infine & e n¢ sono le componenti rispetto agli assi x e y
dello spostamento uc del nodo, le equazioni scalari di equili-
brio alla traslazione orizzontale e verticale risultano rispetti-
vamente:

(Z k; cos? cxi) Ec+ (2 k; sin o; oS o<i> ne = Fcos B,

1 1

(Z ki sin ; cos o<,-,) Ec+ (Z k; sin? (xi) nc = Fsin .

1 1
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Analisi del metodo delle forze per la
soluzione dei sistemi iperstatici

5.1 Struttura delle equazioni di congruenza
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5.2 Scrittura delle equazioni di congruenza
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5.3 Indeformabilita assiale
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5.4 Esempio: telaio a un nodo spostabile
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Sottraendo la prima dalla seconda: Spostamenti:
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5.5 Esempio: Struttura reticolare

1) Risolvere la struttura reticolare iperstatica sopra illustrata utilizzando il
metodo delle forze, scrivendo l'equazione di congruenza con il principio dei
lavori virtuali e supponendo che tutte le aste abbiano area uguale;

2) Compilare una tabella riassuntiva che riporti lo sforzo normale, in modu-
lo, di ogni singola asta e l'indicazione se questa & un tirante oppure un pun-
tone;

3) Calcolare con il metodo cinematico gli spostamenti dei punti B, C e D;

4) Disegnare la deformata elastica della struttura e calcolare l'energia elasti-
ca di deformazione.
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Capitolo 6

Analisi del metodo degli spostamenti
per la soluzione dei sistemi iperstatici

6.1 Struttura delle equazioni risolventi

C8 aSumono cowd ;W?rﬁe i problima g& efoq‘M‘
(qpadicdi) ui b W stbva one dui ok
hereaion sl ffif\%oQ,L b . Guosamdo bolli
ool ¢ posi il {deqwinare vaivorauante
b e & dotaziont o di sollhoving i opuc
caing fdla defvn m}eam&; 0lopavions Lol
Qwwn Aikia e opw \ave Lla it

Siaws  u; @:4,.,..@ Q%QQM\“W/JQML‘
(iwgock ) €0 R(i=ton) & bk emvins
vineolari - (toere presoke da e oudicioni cimlicke

MdS Parte III — 31 agosto 2007

@M@Qﬁ ad \'M?o((z cLh vM(?Q;{) , ovverossia le forze che occorre

applicare ai nodi per ottenere gli spostamenti 4 .

b valori achad KL}?A ‘5{:99W Uu; ,N%w\r(
% doforvahn AQ,QQ/a q}fn}Hvra o> Owgwwk& WA n
}“"”@Qﬁ Wom ox;vf&'Lmh 2 S % oo Rs
aspciahe non coincidono con le forze effettivamente applicate
i wdi . Ge con Froindiduiawo B forze @WQA‘MJQ
' (pn"cf@mc&um W ML‘ (E =0 se i sowo
%mch;) Yo equazioni risolventi si scrivono pertanto:
(1) = F li=4..n),
con Jo t, che & ({\Q,w?pw \‘V\c\,{ilwiud{ A u;.
Queste equazioni costituiscono un sistema 4 N epvasioud

v@?,@l n i v@;ﬂ){ U, ¢ hanno il significato 4, e?\ﬂu@m\

s equilibrio dei nodi, nodi che sono appunto soggetti alle

107
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forze T e a cui le aste trasmettono le forze —RA‘ .
Vedi gm0 dp iws;/&f)ﬁore 4 Porug Aﬁ/@ﬁ ejw,uow Ak

Q»Tvi Q/{\o(’\‘OA Per il principio di sovrapposizione degli effetti,
la regeiod R 67\/0\ SLrivesS :

n

Q,{:p\o{f chd‘ud‘ (g:/f,_,,n),

A:/\
c{9vQ QQ Q@, (aﬁ;,c;;whn‘o QQ {edziot Q,‘ ) Cerf%Fow—
(LM\% AJZJZQ/J Sowa Uy =uU,= ., .
(oqcfiawzQQ/& CAnH'V(A €N (v\o&i m,f,wh\h C{A wWovers, @
per tale motivo sono dette reazioni di incastro perfetto. Inoltre
Q\, W&w C@@%‘o{m}t kcé\ Féfrm’h Q/q* (QBuoung p\q
wlla %}WJF\WA ScANCA O VI ERPVINN IR wols

:un:O; ovve —

\Mfub\w é”&Qyo ua- = 1 , cioeé rappresenta una rigidezza

. \ .
della struttura, dimensionalmente una poraa ‘)ef vV }3 AA

speaad (sadliaste),

In forma matriciale il sistema si scrive:

La matrice k é detta matrice delle rigidezze e risulta essere
simmetrica:
k=K'

Infatti, si applichi il teorema di Betti alla struttura (l) sogget-
ta all’l-esimo spostamento di nodo unitario (1; = 1) e a tutti
gli altri spostamenti nulli, e alla struttura (m) analogamente
soggetta all’m-esimo spostamento di nodo unitario (u,, = 1)
e a tutti gli altri spostamenti nulli. La struttura (m) € soggetta
alle rigidezze ki, (i = 1,2,...71) e il loro lavoro per gli spo-
stamenti del sistema (1), che rappresenta il lavoro mutuo Ly,
vale:
Ly = kl,m x 1.

Analogamente il lavoro mutuo che compiono le forze del si-
stema (I) per gli spostamenti del sistema () valgono:

Lim = kmi X1,

Upm =1 .
kl’m; é(\-ﬁ_
| I

Q) (m)
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R
e | I
- R o
/Struttura principale / )
/ﬁ' |‘i’| 1 1 ﬁ
T il Spe ki» Pe t ki3 P
(1) (2) b4 Lo

¥

Sovrapposizione degli effetti che conduce alle equazioni

Q/\' = Rot Bl k\:lﬁ.‘Dc‘\’ kCZ(PE X k£3(PD (i=1,2,...3)
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e quindi risulta:
klm = kml;
come volevasi dimostrare.
Il sistema risolvente puo anche scriversi nella forma:

kuzF_R(),

dove le forze —R, sono le reazioni di incastro perfetto cam-

biate di segno.

S o owsidea la gt sh%n)fb o 5ol wovieiy
b vodo (ﬁox(zc oleria anQJL, ao> R, :0)} e
(0424 ous & ﬁ@?)mo

R =ku,

¢ £ Davora & &onrwaﬂ’w, per il teorema di Clapeyron,

rfsunﬁ H

|~

]—Q: 'Z"ET u .

Lo oo Le 30 ¢ (L,=0 & u=0)

m?m a k& esere doFiwiha Fss«‘}m.

£ doa peibile ottousce 04 gobveions wella Formg:
u=K'(E-R,)

6.2 Scrittura delle equazioni di equilibrio

Poc doborminae O cepwons R, 4wt
et o i pePhcionk debla witia & pe
r‘oce&w Vi inftgraiens Llln Uuan daica
oppure Kilizeando il princigio L Laved vichali.
NeL caw o kil i pciio b Davort vittods oone scomore
b Seha delle forze aqilibal qullls red, wunkee 4
—esiwa hakhvea b =i awa{vw)m 01" tdividuakd
iAo spdnmanke  ur =1 QMRH«‘%‘
i spsk ;=0 ((£0)

Lo coaterche (e sollecioions el
dotha e o\

N('t)z N(o)+ Z N{l)u(;

L =1
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b N PO MO o 0 coallerehide dlln
Alociasime ke a: sl cocici (od evenhvalusle danke
Mo Gfosions o) slla bbb oo ¢ ki bl (14;=
imtyn), mathe N T oo 0 o Wecidhicle (0
Moctcions vdlh i-eimastatva Mbicia (1=, U =0, j=f,.1,
%) Lo scabeadicdn e delorngionr whba
(eiwg o Pthze csullw

0 _ N
TEA
Xm = XTM;

C GA
KL MY ,

£

Il lavoro virtuale esterno relativo alla i-esima struttura con-
gruente vale:

Lve = Ri X1 + L (qv(i) +pw + mcp(i)) ds

+> (thh + Phow? + M q)(l)> :
)

dove le R; sono le reazioni nella struttura reale soggetta ai
carichi g(s), p(s) e m(s) distribuiti, ai carichi Qy, P, e My,
concentrati nei punti P e ai vincoli u;.

Uguagliando il lavoro virtuale esterno a quello interno si
ottiene infine:

©) ()
Ri_ng )+ M7M >Jg X
¢

EA E7

— L (av®+ pw @+ me?)ds | Rot

— %(th(” +Phw —|—j\/l (Ph )

() ()t

+§_u KLN’N“ il )Jé

S \w,,_ﬁﬁjfv/ .
k{h‘
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6.3 Esempio di un telaio a un nodo spostabile

risolto col metodo degli spostamenti

Telaio a un nodo spostabile soggetto ad un carico distribuito

v b
D F C,W;;?T—A_

W r
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-
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T T T g u,
”3(4 D EJ CZLL !

2y .

v/ Zh

nbrgriont WMALQ ok A cariv e aite

%PD%¥M\ IMT(st"l Uy, Uy 2 Uy . »/\9((9 .
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& ugyuy ey
Anclg es;m'QiWB e Ugy Uy € Uy Sons i i e
Hongo ol eposw; coalli .
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(O) Reduow di img}(o (lle( P@HO .
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l l U =U=uy=()
_ 4!
Ry=" 17. qu qLWM__ R )O’gl R% 17
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(%)leos}cawuﬁo (Mpresse 5, omita 0o« Equazioni di equilibrio:
we ° 0 EJM 3w [« g
Dé Ei C;} %‘ —1 {g 34 ’(1%2 2%1 U, 0= O )
2 )
s = ‘ Ut s o
A B u1=uz=0

Sviluppando si ottiene:

i3] (,‘) 6”11’2€”2_+3Qu3 :O
dey S a¢”
D,4T, D y _L A
’ 4
SIS )\ et + 7= %pEJ
b e manipolando tali equazioni si ha poi:
 INA (iv) ”z“‘”“gz—g—ui <JA«QQQ i)
35_7/@1 {u
o (v) 1°>”z+9”3=—éf~> (gmm&o Ca i alba i)
Tk =
) 13 261; (vi)  A0u, +buy = ( QZQM& Ca iv woll F@wb!w’gdﬂa)‘, )
k23: T ]
e (41 =g, (o)
13

¢ (i) w=-gisl . (dll v onda i)
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Imwmc(y Qa (y.‘,’ ) e (v}ii) na% ( i) o @}HM infine: 6.4.1 Matrice dirigidezza di una trave inflessa con
tutti i movimenti di nodo vincolati
M'S = - —6:" 16_3
M ET g
Ma A B
M gy l J{
Ta Th |
3
uz - —4— q_g_
04 EJ

Generazione delle &ﬁﬁz\mﬂ& o[QQ04 WJ)WIC,Q Mﬁ O ?Tclﬂm
dol 'acta

6.4 Costruzione della matrice di rigidezza
per assemblaggio delle matrici delle

singole travi: un esempio g = AE] A fo/f
A A M)
@ \\ul @ U, %: QA:‘IBZO /7%[‘ %

v

uy (15 £ I Tégf/{z 5%@
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g =1
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6.4.2 Matrice dirigidezza di una trave inflessa nella
quale una rotazione di nodo non e vincolata
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Si ottiene:
M, I A N b
T, :% -3y,
T, L%‘( =3 3 (| 1

6.4.3 Matrici di rigidezza delle singole travi e loro
assemblaggio

Incidenze aste tipo 1 Incidenze aste tipo 2

dﬁP\ HOB flA q B K-ﬁ!» (LA q B

Astal uy  u, 0 Asta3 iy Uy

Asta2 u, 0 0 0 Astad4 u, 0 Uy
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L 00270
Moe T AP 29 :

Moo | B2 288 A,
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Mekcio Ach @ (LPC:: = QC:O, ‘fE=u2)

-l



118 Capitolo 6. Analisi del metodo degli spostamenti

MdS Parte III — 31 agosto 2007

Prof.Daniele Zaccaria

Matia Ada @ (gA

| Mo

T
DA

_EJ
{33

34t 3]

3% 7)Jf U

=O, ‘ﬂf W, §D:u1>

Mtia Ak @ (§,=0, f=u,dp=u)

Meg
TEB

_er| W W
K WDS( 9) {”1

R1 (717%\ +7;_3
. MED+M€C

Re >— +Mey

R%J Moat e

1]

|
EREINE Y
L
3 :4&34@‘ ol
- == = _| —_ —
L?)Q ! 2@ ‘4€+3£2
|

-

J

6.5 Metodo iterativo di Cross: un esempio
E
D b=t < C=4M c=4 — b=l o
N C =4F —> t=1f2 * 71;
¢ 1
X %
o
dozeg Moote  Gelficienke
No Ao dQ&: (oh%w’“ %f (i aarh ;M & tasmision.
. wongm
ko = 3 CDA:B/X 'EDA=O
) I
kp= ¢
kep =4 Cep= 4/41 EEp: 12
(B) k=4 o=t k-1
kee=3 =3 1=0
ke= 11
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6. 6 Eser CiZi Schema equivalente
L, :
.. . . N N )
6.6.1 Telaio simmetrico soggetto ad un carico . &&H %
concentrato ¢ F n
2 oea pu Q
A[J D B[/ C €:§
¢
| 2
b E G
\ 7 VA4
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. AN A | AN AN
F - \ € £/2
¢ lF | l F !
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X A D B : C Incastri perfetti
¢ \
2 . G \ AN AN
Y \
7 77, \ 77 77 %‘ F %
\ " o E @
t ¢ ¢ Fe&* \V e
8 Fe 8
8
7 727

1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo
delle deformazioni; Reazioni cambiate di segno
2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio; . .
AN AN\

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;

4) Calcolare lo spostamento del punto D di applicazione della forza concen-
trata e l'energia elastica di deformazione.

2
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P
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N
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Mp kpa kpp| |¥B
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6.6.2 Struttura reticolare iperstatica simmetrica
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