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Capitolo 1

Stabilita dell’equilibrio
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1.1 Metodo statico o dell’equilibrio adiacente
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1.3 Esempi sul metodo statico e sul metodo
energetico

1.3.1 Primo esempio ad un grado di liberta
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1.3.4 Secondo esempio a due gradi di liberta

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che in
con il metodo energetico e disegnare la deformata critica. Y Y
o ‘7 <
3EJng —nc
nr ¢
» A B C N LA LA|LJ
D
b EA EA|EJ S AE
D E
T TN A o . . .
Gli equilibri alla traslazione verticale e alla rotazione attor-
! 4 ¢ no al punto B risultano:
% + & — 0
n np n Nnc
La forza orizzontale agente alla sommita del montante EC EA 3EJng —nc
3EJNB—NC . T . pe s . . N(nB_rlC)“‘_an__—:O
vale 55 ="7== e risulta quindi un infinitesimo del primo or- h h ?

dine negli spostamenti. Tale forza non da quindi contributi
rispetto alla forza finita /N agente sulla travata rigida.
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In forma matriciale si ottiene:

EA EA
7 T ng
=0.
3E] EA 3E] i
- — i - n
N i N + h£+ " C

Annullando il determinante della matrice dei coefficienti si
ottiene '’equazione definitrice del carico critico:

da cui, infine:

N, — EA p 3:9]
L’equazione di equilibrio alla traslazmne verticale richiede n¢ =
—ng. In corrispondenza del carico critico, valore del cari-
co che annulla il determinante dei coefficienti, anche 1'equa-
zione di equilibrio alla rotazione impone tale identita senza
aggiungere nulla di nuovo. Ne consegue immediatamente la
deformata critica.

Procedendo con il metodo energetico, occorre scrivere la
variazione seconda dell’energia potenziale totale associata ad
una qualunque variazione ng ed n¢ dei parametri lagrangiani
del sistema:

(ng—nc)?) 1EA
o _ 14 2
o0°T = N{izg }+2 w1

2R 7

1EA 2+3E1(n3—nc)2
2 h 2 h '

La condizione &(5°1m) = 0, determinatrice del carico critico,
conduce alle due equazioni:

08%1r ng—nc EA 3E] ng — nc
s - N Tt =0
06°w _ ng—nc  EA 3EJng—nc _
e N Tphem e =0
In forma matriciale si ottiene:
N L EA EA 3EJ ﬁ 3 ﬂ
g T ez 0 he? &
= 0.
g B SH N LEA EA 3EJ
{ ht? 0 h#Z

Annullando il determinante dei coefficienti si riottiene il valo-
re critico gia ottenuto con il metodo statico.

OSSERVAZIONE. L’equazione di equilibrio alla traslazio-
ne verticale ¢ indipendente dal carico di punta e determina
univocamente il modo critico nella forma

nNc=—-nNp=1.
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In corrispondenza a tale modo critico, I'equazione di equili-
brio alla rotazione attorno al punto B

EA , 3EJ2n _

2Nn+hn w7

0.

determina univocamente il carico critico.

1.4 Metodo delle piccole oscillazioni
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Sia data un’asta verticale incerneriata al piede con una molla
elastica di rigidezza k e soggetta ad un carico verticale P alla
sommita.

L)Qq\@’a’w& AQQ w;o\o di h\!& J@}a rw\es%we,
o\\w\/\'z} u\{QA’zz‘Wc{w &1 VAL OWR chw&mic/é (LQQ
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Cof V\ (i%,iC\,( . Sirichiede quindi che il lavoro virtuale delle
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Le componenti di spostamento dei punti dell’asta, in dire-

zione orizzontale e verticale rispettivamente, valgono:
v =zsing, w =2z(1-cos),
da cui conseguono le accelerazioni:

V=2z(Pcosp + P’singp) ~ zP,

w=z(Psing + p?cosp) = 0,

a meno di termini del secondo ordine negli spostamenti.

Ne deriva inoltre che lo spostamento verticale del punto di
estremita vale, a meno di termini superiori al secondo ordine
negli spostamenti:

~ ngz
Wy = BR

e quindi la sua variazione, a meno di termini del secondo
ordine negli spostamenti, risulta:

Swyp =~ L d@.

LQ {jo{za, cb ez d (.'wm;m quindi, d wamy c{, mp-‘wi\esa‘-

wi i ordiu guptriofe, ortizoahili ¢ i modul:
f=—pde,
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2.1 Esempio a un grado di liberta

Analicziawo | worwo I sistowa ad v a@@
i Ubedg solle Wb, suppovando Lappriua vaa
duawdlicd FilR ed un Qkfw odkiMive lacio
Uase ol wolla oionatl pods & pieke
W0 s nagéfa.

LP P= W_@w @N“h 2quaune @ swfm @JA;sPa}h sz
LP T i cario 9=0 o dumge % ath 6=0 wb spu

P—U‘ (a‘wrt%uxr(\ & cona d QquiQA'\or-'o Pwéﬁmww .

(9 p@( /(9 740 S oH e (;01' Q/(\ weva a[/« Q?\/;'Z':
7 X ‘0(;0 C\.AFB'W\/A)Q :
L]Qﬁ\/év‘cw& A}\ Q_QVFQ)\b(io QQQ/Q (ohd’wi YIQW@ P= —/l;— S/lfw

@»&%mm ?ﬂ»\uf@ r»‘cb&ec{n :
PLsind —k® =0 Priche® iy, (/sin )= 1 | el cuna intocs



Prof.Daniele Zaccaria

25 ottobre 2004

Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 25

l
1 I non
( e S
| Fanake : il
! | CoDAm'o\LL
| | |
| : ' na
‘l : K/% | AT
| l
1 | 1 || Sofuzion
-l | AT T 2
Yﬁf@ﬁg //’ siatolo {9
: FWWQQ ?ﬂ(}of}o céi%do /»!
l

o‘wm)cm gw'wl\&

i ()MCD(QO \rvw&/&«MQ)«\h»QlL " @r(.‘q‘)wiﬂ)‘wa JRQ ﬁé()[e
R &ZSL ca(i@/%a\ Mo coe wz}oc(g Gh}f@:

=5
la gw&wuiﬂg ‘)@(Cofcoc\j/&uw)b vale .

‘ §
jg :%sijllél“—tanlﬂ) '

Poiche™:

sinth =(1-0%+...), tan(9:(9(4+60?/3+...)/
fisl

/sinth =(4+l92/6+~~)/151, Wtan 0= -/5+
] civmlvg:

Gin AP _ i A8 B _

9->0 oY 1>0 (¢ 5
L/\OP\'(@} ‘)QJC\&/\ (}/%[9‘ -~ 4/ (I‘Sc/lh:

P >0 pes B =0

Cuidi | pecorse diamgh ¢ crmeabe @ packie
aal gw\ko & bifoccazione od ha Wa ocrizzalell
T @msgm&mm I ?V\Jo & biforazions . uolle
o o dinmady @ smssliioa rispehle 1 asse el pa@uahry
dicaiv P ed ha per sineh & reMe vericals 9= +17,



Prof.Daniele Zaccaria 25 ottobre 2004

Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 26

Vu %JQA)(M Q/-l a}f&\»;Qj\a\ M‘@fvf&hﬁo ,91' Cwsfkéﬁ

Q\wobn‘a ?9\’wa39.q_ ko\féQl:

7= %KUZZ—- 2 (4—(:0519/') ,

La PPINENN S \)( wa

@H = 0{'(9 Wz Q’\(ﬂ ~ P4 smUl)
62 uM&h 1 2o ‘n/ ora/w' Va(id U oMl 5[/07150
m&mtva /Q)Q?\/M,(w& L qu«Qj\a{io 3,{3\ u\‘f@'zw/h.
M GVA A duUome 42(9“‘&/4 V&Ql

527T = 47 j;;é (K 2 cosﬂ)§

g\/Q W@(Qo CO\AW (927/— A [)o%})‘vo

@eegpQQse K~W>OAA«WL

SZYT A W{VO % e e K— PL <0 . D/V\?ve,

%\/Q percorso Foudanoddl (l‘%uU'&:
P=< b, = U?VfQ,{E«-;o dabile
P = Pcr - Ul\/f&)a/fo MgbL,‘Qg ‘
Gl ?Q(@(%A}Mo) pec 1}740/ o

s
PJZ COS/Ul = K tan{(}L )

o ?m\u\ Ul/ anll <1 dedld ouprl s =0,
G ok & @(V;Qx\w;o ol pesorse dinwals sous
dumoe BH S e e cquilibs dobid,
dwetorre por i b acic supeciore . can@
uiti@, avies 3 preew L netordli otaciows (9
iwoc,‘va 0 wdlls huomadde. L un sishows
wdl | ddll W'Qup\)odx forki sppstuaank, oo
ha vomdwodt & sunawents o & oMo &



Prof.Daniele Zaccaria 25 ottobre 2004 Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 27

waleqddh . U core dinwash  P=PRr .

G & shesy cictoma viens ausliczate filiz S sqpougp oa D prosensa di ona peoba
2800 ua ciuswahica Rintanizzah (fesda dll ‘W&v’w I Foma & o Mgo@ L chaowe I
5ol o(c\m&,) core ilizzae U opazions 4 wiviak nsQeﬁe W veckicall .
pilibie st wWla Poruag

Pl-x)¥ =0,
oo B thoga Filivesh wdl wakedo sibico
Gi J’xmamo D o Fondowamhle 2 =0

AP
/\WWCO CLW L}Qﬂ‘@ﬂym i Q7\/1'Q£L)(.‘o (‘\A cduewakion &'w‘&&)
— K/Q G GCeive :
. Plsinl} — k )=
e fodanhl (#-0)=0,
4 > (¢ c;/é i g OHFM 3 quadowz JLQ {wa)rsa c@
%@n’ﬁ c[;z,Q mw(o ofo(A"VLQ eﬂviQ,i\on‘o &&QA s’krr.Mura .'mfupdh :




Prof.Daniele Zaccaria

25 ottobre 2004 Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 28

NeQ Cdse = 0« Dimitondoss a valbei di L=0 Hall e &

MMAJUV\SOQOQW(

s infersecs
Uacee ddlle  chuiow B wd poako I8
wetia dh o =T goindi Bucle
W wea binwah dla dtba pecFeth,

T&L PR ) %«1)& creccwh ,IV\%/H“'

Qc‘ A

1701'&\& {(9/ tanly =1 ¢ 3 \M%,{gr QT‘W\L
@—@)/tan‘tﬁ <1 . Tyl €
wuaaQL W/Q,Q :

! iwcpiwv'm

c9199 Ju

Lr\o
§*(u{' v u«vw/} (per {/Q<O)

{

| eroeo di
| pud(so

| equilibrio

(&90 —19—> 0

U‘Mm Gwh




Prof.Daniele Zaccaria

25 ottobre 2004

Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 29

¢ gt Tode B fihe per B 20 Pk
I cora pesl v sihle verkiale @ eidute

A deve prsale sude w ponks &i Plecso ot

or ;Mguﬂimw U oo ciakomante f"w&‘
Notisao che U corva ddlls dhrobua pefeH

o iateiscs Ua cona dla shithoa peckeby . Tufatt,

in \'QQ Casp c{ovfeuoz dvessr ;

=0 k¢
! sin® {isinl& /

e ?VW\AJ :

OZ =
sin{}

Tl oot now o mai eoddisfola per U #0

K
-7 0 .

e e 52,9#@ (?V{v\&( Q\/M&o onILvdsf C}\imos}mm.
Se ) i } Q/A cwomahiva 2 Qiuﬂrarizwb/
& O)VSV.‘QAUL Q/A (VA ¢

%WF(Q CT!LCW*‘Q ¢ c\U\ rmgwh IQ’&QMM\O om‘zzWM
P:Pc(‘ )

Q\Lov)g /
w /, Fuwmp QAW&
‘\ |
wtr |
GV(MQ PY Do :[L% Q\FVHM?
wpedb (=0) (9
\(Qgr\' &E‘\L& @
Setolg Ording




Prof.Daniele Zaccaria 25 ottobre 2004

Capitolo 2. Biforcazione dell’equilibrio 30

2.2 Esempio a due gradi di liberta (modello di
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Capitolo 3

Aste compresse

3.1 Astadi Eulero

Il problema dell’asta di Eulero riguarda l'instabilita flessio-
nale di un’asta appoggio-carrello soggetta ad una forza nor-
male P di compressione in corrispondenza del carrello.

A E] g P

| o) N
r 4

S{%\'QM/A Y w QA kﬂh\

Nell’analisi del problema viene normalmente trascurata la
deformabilita assiale dell’asta. In tale ipotesi la configurazio-
ne indeformata e equilibrata sotto I’azione del carico.

3.1.1 Metodo statico

Si sceglie una configurazione deformata di tipo flessionale
adiacente la configurazione indeformata equilibrata. La confi-
gurazione deformata definisce il piano di flessione che viene
fatto coincidere col piano yz.

Pur gﬂ?ﬁ egviQx\o(; ?XO)\)(&‘ 0 tastaaions vedicale
0d dg&d (o\&?iowz QQ, (e3zom \/M\T»'%QA‘ J‘?(QA @FF°934

-
A Ko
-

X j v
Cistewa adiacaule (Jeﬁo«mh ald piduo ﬁ)

Ao 2 sow willl. Seviosnls Ua Fave i
@f(JSVW&QMn 10" asissa % geuscica , wehke
w ovidz on wowtde R Manke V{ormz{wa/Q.ﬁ
Ma cuatve dla taw 4 asse maemends i difes
s 7 % 0 b <2 y e F(ma‘nﬁacl; werzia. Tl \a?/@o
el ol ) pes equilibrio Ma Yaclaviowe vedticall
Lo &l due ?:r\{ w5 ¢ divisa La tewe.

P v v
j -—EJ-U”

35



Prof.Daniele Zaccaria 25 ottobre 2004 Capitolo 3. Aste compresse 36

L\‘ Oﬁl\,iQA\)(io 3@/& (’O\ATA‘M-Q (\PQQ/& Q}\Q.&% ')arte L\P;)%L)\.QQ O\%WW ?9{ { MOC&X Cﬁ\i(/f )Ot'OfG\ %Q‘ &VOVQH"OH

9000 Se j '3 Wq?aﬁ c\; {ue{a'a/u{ in \}QOJQO St Slrive s @{rls?o\m\m\i.

“EJJ”* Pv =0 .
Pocks
. _ P
ot = T
G CP}"‘AW:
(1) v+ Fr =0

L' ppvions differenziah offencta o owsgone
Cgindi dwwotte A clovions bauale U=0.
G o o ottowdo wn I;(QLQQN/A a?/Q- autov sl
o adovellor . G adovilloi s i caricui eritic
de @ deferwiveti ricicdpdo dre €'eguadiong
owonued  uusli solicions  U£0 . Cochilyendo
o e uitio wl] eacions. i ensidle s

L opuaviona ﬂ%ﬂ\)hc/a Ass0ciah a@‘eo,wﬂ*m,,
Slleconzidly o ool Boiowks danki (1) cisulha:
VoWt =0 = A=T il
@ gquinds 4 b3 cogumbe M\UXQ«QL ?)UM/Q,QQ
U= C sinalt + Geogol

Tonpossulo & oudiviow ai Biuaihi i obieue -
vl)=0 = (=0
%U(U=O = ¢ sinad =0 |
Vllowlo Puasie dllle sobezions VA0 aorre
lo 58 G0 . Dt Upaine dokre
winittice &ni carieW critici cieula:
sin ol 4 =0



Prof.Daniele Zaccaria 25 ottobre 2004 Capitolo 3. Aste compresse 37

0VVe{aSAQ ¢ U= C S['v\_z_lt% (ﬂ:2/> 7
] .
O(*Q =nir (ﬂ [v\\'@,(o) ,
3T N
o, Towondo CO\A\oc&QWA defiwizione di oL . = Csin T% ( n~7>>/
_ 22 E ¢ st via,
P =Tt (=423, ) ,
1(‘ T n=t
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{
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o(Q-——?)Tr ¢ o4 va /9{ \l\ﬂwng i \U\OAA c,fi‘i Co(r{g(pﬂ:

Mi & U v CAric ui}ia‘:
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j pidmo sz
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=
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siont. vl Pidio x¥ ot owsiderae Lo seiows
b edrewat wwo\;\a & olare alborv all'isse

7,«1 qviuc\i oML $2 Pogge(o inms\raXQ .
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3.1.2 Metodo energetico (/AQ(QS)/Ah &\)\0 AQ 62&9’\@0 afo)»\wz, V&J&.
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4
S S 41 (Ervt- P
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NQ%U 5{)9“gi C\J\ ;V\MO{NQLI_QA\}D\QQQQQQ M’aéb vafia | UC /ig/:)a (or( %WJ.QM% CLQQ&I
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g g?’a)(w«wxo LA %%"(wxi\a\q;%yﬁ} JQ(A({@} e )

d%
b - oy ey o i of wpuabiad s 5
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{
L (EJ“U”+ Pv)gv’/&—[?v%’f:
{
= Y (EIU’W—?'\)’)SU"C{‘} :() ,

T)om&o hQQ ;&w}{b\ WQQ(Q Fqcﬁ“" yv” 9e VUL c{@&v&
f\oqvaz«'ouﬁ C\APRD(QM’U@QQ :
EJU+Pur=0 .

3.1.3 Esercizio

DQ}@(N;WMQ QA \acidzions critica ih pruah(g

EIz’ A2
< +0F

la deba o WA vo\\a \'eu%)DhCé‘CConMSSO { waQO
A%/Q/.l (Qvﬁwmm (ic\méw_ c\m Q‘avv{dvxameCo Cg.QA C{Me

+OF
L1

wa
?uu\)(i A e B o v?xv&&ﬂ\ &M' AL@(C/{MO o(@Q

C _
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D - X QO
& EA
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NAC: NAD:'X//VZ— )

NAD NAC

Q{‘*\/f&lﬂfo “O(L’ A
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e dunque:
bo_Xa o X
7 " 2 ED, Ep,
Lo spostamento dell’estremita B della mensola FB vale invece:
3
o_oeardt X
° h €L

L\Qﬁ\@ﬂwfl&ﬁ. Cmgww% daviews :

O XL, xe
h 3E] EA,
(;;l (Ut
_ 3LEJ AL
éQ,Iz
M+

L]&QFA cn‘\icA zgﬂ@ﬂ %\ru‘Hu(A f(%vU@ esser< Q{Jih

WA SQW)W& ad wwo cRoczp ngwQA MW%\/@. Deve

ILVV\(tVQ (iwm ®:

xle AC o AD

2 EL B<EL N,
S TO Y
AL
(L\ an
_ bl & 2 hd
EC(—_<4+ AL T, 3o ot

3.2 Instabilita flessionale di un’asta compressa
sotto condizioni generiche di vincolo

3.2.1 Mensola

or sk, Ua seoione di wezzecia dl /ash incecwie-
Rl b odbowi® wow ool duaude @il
Bede . Quae sigifien . La wwnsols 5 upoh
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\/M
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| o]
o /(0) 0 = O(C—-—[;—O = C1—<>ZP
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OW)U(Q 3
t&n(o(/Q): o(ja :
Dw\w&w a ristJme cimquwF@ c,i%\'\;ﬁc,:\ixq,@ COQWOM ‘m‘
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P((@QO i cerhie v&QQ:
: EJ
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[
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tan (s ¥) = oL 4
Da}o che ALer QQleiSPa ﬂ‘ u«zfuaﬁ/Qj&L%H

f&w((’(c( Q) ZD(L(Q )
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oA [ [T
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@VMJA‘ :
X = ol L =T = (Lasodo — )7
oppue, i c\ﬂt\‘wi\riva :

1.43030
1.430730

Rja%umlo ,QQ QoQu?,iow. ﬁw@l&o;

2—:

—1 0 —00084 ]

~ )
%‘{4.43030 1] - J-¥. {

143030 = 143030

Dicke> (4430%0)2=2.04525 L4 b Uibeq &
iv\w&%w (chsbvxza *fd c[/uf ﬁ@%’)( fSu[b:

), = Vyeonsis
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p o= ET

(o)

&

T~ R
6.30084 A e |
| 1

Vwa soﬁww M hcieukononle gwfo«n’wﬁn ( A
uta m‘o[jmifr\'(/&)ﬁve) U o ha Vmsmc(p

L=/ .

3.2.4 Trave incastrata

La siwnthria ((S%Q\‘*a 0 lasse verkicale per o seziomn

C di wazeda olla Yave wpont_ cla b reaciows

5 ¥ N
L A %c B _ %
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3.2.6 Schemi riassuntivi
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LF 3.3 Limiti di validita della formula di Eulero
= 2 %r >t E] . La CO(V\WQA A Eolbo
h (h/ Uﬂ EJ.
pah D=t
I o 72_ cl {)/Z Vi
77 jf:( = 47/—2 i‘ﬂ )
TF/Z TF/Z \wo\ 255 4Q {m\l waQA pO(M/d :
Rr 1E ], 2 /2
ce = — =T mwn — 7T Ln
B T T T TR
X \ °
\\ F JWQ Ocp o Q/J }QMCA'M nO(MaQQ ngri%gaou&wxi a,Q

_ 5 0 E

LELYE SN E-Ffviwg, et i, Pecho -
\(\ /\ = )?o //pwmn ,
3 =T

/ cr 2

) ///‘/: W%q h AOVQ /\ ' Ma %ne@ll%\ Ml le 5 @J ﬁOfWW@A

LF —F

3 5{/7) %J& 3 (&/\ FuQQ(q Ajv&»& :

] ; 2
7 (1) 60( = 77:\ZE

SL §1 (i?o(}&»\o o dsassd kz ec[ n Ortljuﬁ}ﬂ Ocr



Prof.Daniele Zaccaria

25 ottobre 2004 Capitolo 3. Aste compresse 49

e’@i\ﬂuw U) L(ﬂQCffVQ wt ]IFUI\OO& &Hg M

oo .

)

I/\%, /\Z
by

/! beai snellle
tav

}0 zZ20

L EO(W\A/Q/J L Eolero o Q«w\\’&h i Va/QAOlA\'&\ r{d/%
cidwiean c\’&QA Ger  wow C'UVM; 1 \QQM o A&Qﬁ
}ma/\'wz V\Of\M/&QL ’AzQ quwi\fa éu Y(o?o(a'max(h\. IQ
Ao el swllhsza @om‘s\?m&w}a’ No, doth

sullizes Biwile | o oMiewe wponamdy b sid -

Ao =T/ 5 .
e A > Ao i cLiQ e Q/J bove o QWOP/J ;)H(Mw}v'
c\)& Q\ \‘ozm .

3.4 Pressoflessione nelle travi snelle (teoria
del secondo ordine)
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N S P P P
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