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Capitolo 1

Esercizi sull’analisi della tensione
e della deformazione

1.1 Esercizio 1

Nel sistema di riferimento Oxyz il tensore degli sforzi
agenti in un punto P di un corpo continuo ha le componenti
(espresse in N/mm?):

1 3 0
lo]=13 -2 -1
0 -1 1

1. Rappresentare lo stato tensionale sulle facce di un cubo
posto nell'intorno del punto P e avente le facce stesse
parallele ai piani coordinati;

2. Verificare che le tensioni principali valgono: 3 N/mm?,
1 N/mm?, —4 N/mm?;

3. Determinare le direzioni principali di tensione.

Equazione caratteristica: —A3+13A-12=0

1
csa:SN/mm2 = [eg]l= —< 2
V14 | _

1
1
Gn:lN/mm2 = le]=—=< 0
10143
-
/;3

1
csC:-4N/mm2 = le]=—+< 5

35
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1.2 Esercizio 2 6.

In un punto P di un corpo continuo le componenti del ten-
sore degli sforzi o, scritte rispetto ad un sistema di riferi-
mento cartesiano ortogonale Oxyz, sono rappresentate dalla
matrice:

-2 0 -1
(o] = 0 -1 0 | x50Nmm?.
-1 0 1

1. Determinare le direzioni &, n, T e i valori og, 0y, 0¢ prin-
cipali di tensione;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di
Mohr, ed individuare le posizioni dei punti rappresentati-
vi degli assi coordinati sul piano di Mohr; v

3. Determinare la tensione tangenziale massima Tmax;

4. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica og
di o;
5. Calcolare I'energia elastica distorcente (4 per unita di vo-
lume (energia associata alla parte deviatorica), tenendo 3

conto che I’energia elastica per unita di volume associata
ad un generico tensore degli sforzi o vale:
> 14+v

=ﬁ(tra') - F

Y g1, Oy = 0g0p + 0¢0g + 007,

assumendo i valori E = 20000N mm? del modulo di Young
e v=0.3 del modulo di Poisson;

Eseguire le verifiche di resistenza con i criteri di Tresca
e di Huber-von Mises, supponendo che il materiale sia ac-
ciaio per carpenteria metallica, che il seguente diagramma
rappresenti il risultato di una prova di trazione semplice
per tale materiale:

N/mm? A

60
280

Y

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza s = 1.6;

. Calcolare la tensione t, su una giacitura di normale la bi-

settrice » del primo quadrante del piano zx, dando le
componenti ty, t,, t, della tensione nel sistema Oxyz,
fornendo la componente normale o, e il modulo della
componente tangenziale T, ed infine individuandone la
posizione nel piano di Mohr;

. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare l'intersezione delle superfici di
snervamento di Tresca e di Huber-von Mises con il
piano deviatorico:

(b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispon-
dente alla parte sferica o di o;

(c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispon-
dente alla parte deviatorica oq4 di o.
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1.4 Esercizio 4

Dato il seguente campo di spostamenti:

u=kxy—kz?°
v=k(y>+2z% |,
w = —-2kyz

1. Determinare le componenti dei tensori € di deformazione
e w dirotazione;

2. Specializzare € e w nel punto (0, 1 m, 1 m), assumendo
k=025x103m";

3. Determinare I’asse e I’entita della rotazione rigida locale.

Inoltre, nell'ipotesi di elasticita lineare ed isotropa, tenendo
conto che:

_E
S 2(1+v)

%
- 2v

o=2G [e+1 (tre)l}, G

ed assumendo :
E =210 GPa, v = 0.3,

1. Determinare le componenti del tensore degli sforzi;

2. Determinare le direzioni &, n, C e le tensioni oy, 0y, 0¢
principali;

3. Disegnare in scala le circonferenze di Mohr;

4. Indicare le posizioni dei punti rappresentativi degli assi
coordinati sul piano di Mohr;

5. Determinare la tensione tangenziale massima Tmax;

6. Determinare la parte sferica o e la parte deviatorica ogq
di o;

7. Eseguire la verifica di resistenza con il criterio di Tresca,
supponendo che il materiale sia acciaio per carpenteria
metallica, che il diagramma riportato rappresenti il risul-
tato di una prova di trazione semplice per tale materiale

e infine assumendo un coefficiente di sicurezza s = 1.6.

N/mm2

W

Si consideri poi la giacitura di normale la bisettrice v del pri-
mo quadrante del piano individuato dall’asse y e dall’asse
principale di minima tensione normale, orientato concorde-
mente all’asse z. Relativamente alla tensione t,- agente su tale
giacitura:
1. Calcolare la componente normale ¢, e il modulo della
componente tangenziale 1, di t, ed individuarne la po-
sizione nel piano di Mohr;

2. Calcolare le componenti t%, t7, t7 di t, nel sistema Oxyz.

Infine, relativamente allo spazio delle tensioni principali:
1. Disegnare e quotare I'intersezione della superficie di sner-
vamento di Tresca con il piano deviatorico;

2. Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispondente
alla parte sferica o, di o;

3. Determinare il punto sul piano deviatorico corrisponden-
te alla parte deviatorica o4 di 0.
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1.5 Esercizi proposti

1.5.1 Esercizio 1

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo,
in componenti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia
individuato dalle seguenti equazioni scalari:

u=-15xyx10"5
v=25{-22+03x(x?>-y%)}x1076
w=5yzx107°

(coefficienti in mm1).

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione in-
finitesimi e specia-lizzarli nel punto P di coordinate x=0,
y=20 cm, z=100 cm;

2. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione
rigida dell’intorno del punto P;

3. Determinare dilatazione e scorrimento massimi (in mo-
dulo), sempre nel punto P, e disegnare le circonferenze di
Mohr.

1.5.2 Esercizio 2

Il campo degli spostamenti dei punti di un corpo continuo,
in componenti in un sistema Oxyz cartesiano ortogonale, sia
individuato dalle seguenti equazioni scalari:
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u=05x10mmxy 1.5.3 Esercizio 3

v =25x10"%mm"! {z2-0.1 x ¥} . In due punti P; e P> di un corpo continuo le componenti
del tensore degli sforzi o, scritte rispetto ad un sistema di
riferimento cartesiano ortogonale Oxyz, siano rappresentate
dalla matrice:

w=1x10°mm!yz

1. Determinare i tensori di deformazione e di rotazione in-

finitesimi e specializzarli nel punto P di coordinate x=0, 150 0 0
y=100 cm, z=20 cm; [0],=| 0 40 -80 |N/mm?.
z 0 —-80 160

e, rispettivamente, dalla matrice:

(0,0,20cm) P(0, 100cm, 20 cm)

20cm| Jo | 150 0 0
| 100 cm | Yy [0']2 = 0 40 -80 N/mm2
- ; 0 -80 160

In entrambi i casi:
2. Determinare, nel punto P, le dilatazioni principali e dise-

gnare le circonferenze di Mohr: 1. Determinare le direzioni &, n, T e i valori oy, 0y, 0¢ prin-

cipali di tensione;

3. Determinare, sempre nel punto P, la dilatazione e lo scor-

rimento massimi in modulo e dello scorrimento massimo
darne il valore in gradi;

2. Disegnare in scala, precisando le scale, le circonferenze di
Mohr, ed individuare le posizioni dei punti rappresentati-

vi degli assi coordinati sul piano di Mohr;

4. Individuare asse e ampiezza (in radianti) della rotazione ) 1 ) 1 )
rigida dell'intorno del punto P: 3. Determinare la tensione tangenziale massima Tpay;
5. Determinare le direzioni principali nel punto P: 4, ([i)_etermlnare la parte sferica o e la parte deviatorica og4
io;
6. Calcolare I'allungamento del segmento, illustrato in figu- ) ) o .
ra, che unisce i punti di coordinate (0, 0, 20cm) e (0, 5. Relativamente alla tensione t, agente su una giacitura di

100 cm, 20 cm): normale la bisettrice » del primo quadrante del piano yz:

(a) Calcolare le componenti t}, t;’,, t? di t, nel sistema
Oxyz;
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(b) Calcolare la componente normale o, e il modulo del- (b) Determinare il punto sull’asse idrostatico corrispon-
la componente tangenziale T, di t, ed individuarne la dente alla parte sferica o di o

posizione nel piano di Mohr; (c) Determinare il punto sul piano deviatorico corrispon-

6. Calcolare V’energia elastica distorcente 4 per unita di vo- dente alla parte deviatorica oq di 0.
lume (energia associata alla parte deviatorica), tenendo
conto che I'energia elastica per unita di volume associata
ad un generico tensore degli sforzi o vale:
1

_ b 2_1+V
Y=g (o) - —%

a1, o1 = 0g0y + O¢0g + 00y,

assumendo i valori E=21000 N/mm? del modulo di Young
e v=0.3 del modulo di Poisson;

7. Eseguire le verifiche di re-
sistenza con i criteri di
Tresca e di Huber-von Mi-
ses, supponendo che il

materiale sia acciaio per N/mm?
carpenteria metallica, che 380 .
il diagramma riportato a 300 /

fianco rappresenti il ri-

sultato di una prova di ! .
trazione semplice per ta-

le materiale e infine assu-

mendo un coefficiente di

sicurezza s = 1.6;

8. Relativamente allo spazio delle tensioni principali:

(a) Disegnare e quotare l'intersezione delle superfici di
snervamento di Tresca e di Huber-von Mises con il
piano deviatorico:



Capitolo 2

Esercizi sui centri assoluti e relativi

2.1 Esercizio 5

Verificare l'isostaticita della struttura

TN
_% O
V4
0 =
V4
T A
L L £ L £
(1,2)
7 O 11
O (1) @
|
I : I

2,3)

2.2 Esercizio 6

Verificare l'isostaticita della struttura

q
m
A
¢
o C %237
D
B 7
T T L ! I
7 / ! 14
@)
|
I (1 | I
L @
A

@

21
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2.3 Esercizio 7

1. Verificare 'isostaticita della struttura;

2. Determinare il momento in corrispondenza dell’incastro
utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.

D EE:K I

¢l
7
A

14

q

Y

C B G H I
¢ ¢ e\e
T

Verifica dell’isostaticita della struttura

BN

B/"’

Il zz o)=4)

Calcolo del momento in corrispondenza dell’incastro

b (2)
H/V
I o
>4 © —
( 1) Mo 0D [L)
RN
I

J}"/ 42

Y
L= gy

=0 = mg—E)#)=0 = rM=ql’
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2.4 Esercizio 8

1. Verificare 'isostaticita della struttura;

2. Determinare lo sforzo normale in F utilizzando il princi-

pio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.

24

gradi di liberta = 3x3 =9
gradidivincolo= (2+2) +(1+2+2)=9

vincoli esterni vincoli interni

= gradi di iperstaticita = 0

Verifica dell’isostaticita della struttura

(1,2)

(1,2) appartiene alla retta CE

(1,2) coincide con il punto =

improprio della retta AB
= [ e Il non subiscono moti relativi
=>(1,3)=(2,3) e (1)=(2)
= (1), (1,3), (3) non sono allineati

= gradi di labilita = 0
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Calcolo dello sforzo normale in F 2.5 FEsercizio 9

Data la struttura isostatica di figura, soggetta ad un carico

3{) ripartito costante sul montante di sinistra, determinare il ta-
\ 2" | E glio in C utilizzando il principio dei lavori virtuali per i corpi
rigidi.
— ) — @
II
2 - 1, G Lo
NF I >
9 2,3 L
YA 1 C F % DN ;11 Bg — ¢
Ii é ¢ D
¥ — C
N it ot
(L%)/ 3) -
] ¢
(1,3) T |E B Foy

o wiwr]

— b
>

—(NF)(%%?) - (q0)(@f)=0 = Np= —%61{’
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Schema per il calcolo del taglio in C

1(1,2)
\
\
11 () -
¢
To
‘ -0
[ —_—
(3)] Te
| ¢
s \
(3) ] () )
AN 111 I
\
\
¢ ¢ |
I 1
\
\
(3) deve coincidere con A (3) non esist
(3) deve appartenere alla verticale per B on esiste

(2)=(1,2) = (1)non esiste

—Tc5+q€5=0 = Tc=q€

2.6 Esercizio 10
Data la struttura di figura, soggetta ad un carico ripartito
uniformemente lungo il tratto BC:

1. Verificare l'isostaticita della struttura

2. Determinare lo sforzo normale nel pendolo BE utilizzan-
do il principio dei lavori virtuali per i corpi rigidi.
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Verifica dell’isostaticita della struttura

Y

—
W
s

(2,3)

(2), (3) e (2,3) non sono allineati = gradi di labilita = 0

gradi di liberta = 3x3 —9
gradi di vincolo =  (3+42) +(2+1+1) =9 = gradi di iperstaticita =0
vincoli esterni vincoli interni

Calcolo dello sforzo normale nel pendolo BE

NG I AF I £
~ \
§ Y Ly = Npg(s/v2) - (qf)s
/j:/JVBE
3) % A Lo=0 = Npg=Vigl
= N\ TR
¢ Neg
AN
s/V2 h .
B OC Op




Capitolo 3

Esercizi sul metodo degli spostamenti

3.1 Esercizio 11

Risolvere la struttura iperstatica con il metodo delle defor-

mazioni

I g
/

c Ym Mokado
W

dofermazious
Im@ﬁw‘fa «QQ roha’oue

f,  dollndo B
Ma, B c
(27
q) - _ MQCQ WLQ
= 6ET
oM 0K
% ey JET
Mye = — %Lf;*— %L_
4
LPB: ’IAE.J = M - _M
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3.2 Esercizio 12
1. Risolvere la struttura iperstatica considerando I’asta AB
deformabile assialmente;

2. Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente, del
taglio e dello sforzo normale;

3. Determinare la variazione termica critica che provoca I'in-
stabilita laterale dell’asta AB.

EJ=co A /'/ B

EJ EJ

T 5

3

§X

X

e
|

@ L

=X x

Wlta(B) ET/H
RA® 3ET/W

By = x= 42—55jozL\é/h2

FAFo = EAS N
r
><=—A‘r_ﬁ
Z

Z A
et L
2 & = |x
e o &
Lxh

>
X
s
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Lue Dibecy i inflessiona Wl 'ady mp = 2 (M2 ) =

Xcrz sz Efr >
”12
. FAKA _ TUER
2 ARt h*
e

3.3 Esercizio 13

Calcolare la rigidezza alla rotazione del nodo D.

‘4 2f "‘ 2l "
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o v

WHura p( N/\p

@vxoé{um% : ‘f)w = ‘ch

@ ZJL
_ ey
I
o=
=5 - B

Eol&)&‘dml f;goQ ven‘q :

ok ame emd o 2xi g4 xd
T3E] 3E 3El 3F T3
5y - 4 _ 1
_5)<_3Nl s X 5N\

Ufg»&twa a@/A rhum K QergWh QQ Coﬁh
C\I\L olCor(e 8 ‘)Q/C/Me m D {,)ef onMQ Q.) roh'aw

4

| ) et

%: BEJ éEJ 2% 15 Ej
= DED
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3.4 Esercizio 14

Risolvere la struttura tenendo conto della sua polar simme-
tria geometrica e materiale rispetto al polo C, e in particolare:

1. Risolvere lo schema polar simmetrico con il metodo delle
deformazioni;

2. Risolvere lo schema polar emisimmetrico con il metodo
delle forze.

Per i due schemi polar simmetrico e polar emisimmetrico:

1. Tracciare i diagrammi quotati del momento flettente e del
taglio;

2. Calcolare rotazione e spostamento verticale del nodo B e
disegnare la deformata elastica;

3. Disegnare la curva delle pressioni.

Per lo schema complessivo, tracciare infine i diagrammi
quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo nor-
male.

2q /N
» 3¢
B -
C ‘ a/
30°/ .
# D § E

Rigidezze alla rotazione nodo B:

4EJ
g p—
¢
3EJ 2EJ]
]{% = d‘ = —
5T
E.
ki = &7

14

Coefficienti di ripartizione:

Schema polar simmetrico

Metodo delle deformazioni

Incognita ¢p

Spostamento verticale nodo B:

np =10

Rotazione nodo B:

6EJ _q(’2 - qt®
RS YE= R




32 Capitolo 3. Esercizi sul metodo degli spostamenti 12 novembre 2004 Prof.Daniele Zaccaria

Incastro perfetto in B Reazione di incastro perfetto cambiata di segno diagrammi totali

qt?
12

7 A B

qt
54

tratto AB (parabola)
1
/

Curva delle pressioni

Deformata
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Schema polar emisimmetrico

Schema equivalente

Metodo delle forze

Struttura principale

-
=

Congruenza: ¢¢ =0

Xt g
YB= w7 — -
EJ 6FEJ 02
i ’ po=0 = X = q—_
X (3¢ _5X0 gl 15

Yo =

EJ PPT3E] T GEJ

Deformata
Rotazione nodo B: Spostamento verticale nodo B:
g qf® gt -2 " 1 4
YET5E] T 6EJ | 10EJ np =ty 20 _ UaC % L
2EJ  8EJ 120EJ 1207

La curva delle pressioni degenera in
un fascio di rette parallele nel tratto
AB e non esiste nel tratto BC
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Equilibrio del nodo B per il calcolo dello sforzo normale

\ Schema complessivo
\\‘ qt
\ S4pPT
Vo Nag N
—»i |
| . V2
5 / Nep 5 |1 ~ Nap
gy} —ql | | ~.
124 gt ™ 12" | i
54 w
| / .
y! Y 3
Nap
qf 5 cos 30° 45 +/3 - o ano L
N — 2 - ¢ — 0.87af $in30° = =
B0 SR 127 o CYR ‘e s 2
; o o 4C o AH45V3 o5 30° = Y2
]\'AB = ]\731) cos 30 + a sin 30° = Tl]é = 076(]” Cos 2
19
0, ®
=
@ 0.76¢¢
©
-+ qé’
54 o
S
. 0.87q¢ 0.764¢
5
27




Prof.Daniele Zaccaria

12 novembre 2004

Capitolo 3. Esercizi sul metodo degli spostamenti

35

3.5 Esercizio 15

o |
B \ ¢

1) Calcolare la matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il metodo
delle deformazioni;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3) Disegnare la deformata elastica della struttura;
4) Disegnare la curva delle pressioni;

5) Calcolare 'energia elastica di deformazione.

M&)f(t‘& &QDQ.O. (;%AJQ?,ZQ/

B C
- —>
% S

f
Am ' 'Z"@Zf’v‘\r( LFB; EBC )';

P(iw COQOYWK]

4eJ/8
_ £
=
K
&t ﬁa__
REmR
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{ 49; — __:{_3__ X -At X }éﬁ
o X /_ZO(TtC/Iz
ZAEj/éa : x4 . g&_AL‘{ _0 %’E“SJZ
—> K% T 2?j B_- -J—k—'%

e = 7 Yo 2EJ o\ M= —2ubhd /b
< B h Q:j%{{,_—cxmﬁ
245{/{23 | At= h

Ry X F
é 7 X
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-l _
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<P\Q3u'om‘ & iwo-ﬂs\‘fo vpe(pr‘o Cibs a}e d Qegno
JETAAL/h

Y
7 5

ey [5%° 6q Ty _,ET «F ’
ST 60 1 g.) U hlo

2
C 5L o+ 65 :_h_{
éJB{Ber—fec = (
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3.6 Esercizio 16 RA%}A]RZ@

—-—r
1 ! — A ¥
A AN c AN Y N N A
4 i [4 4 H
| 45 ©
¢
i N 2ET
EJ 1
1
Data la trave continua di figura: (PB =1 “?(; = O
1. Calcolare la matrice delle rigidezze;
2. Calcolare le rotazioni delle sezioni B ¢ C utilizzando la matrice delle rigidezze. Zg
T 767
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3.7 Esercizio 17

Risolvere la struttura col metodo delle rigidezze.

4€3/f
EJA
@ fo——el 1 ! 3
ser J\ Hr
4
K’“"A%—EI iglig‘w
RN l‘EJ @
E E2
Ky = 3‘[3’7 | ET 2
[ IH g (’P

ZA(‘AQWW\ZI ,
# |7
oIy
ET
_ %y Al
k12_-e—— gl ‘“Ht ‘
wl g |
R S SRR |
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3.8 Esercizi proposti

1) Calcolare la matrice delle rigidezze del sistema di pendoli sopra illustra-
to;
1) Risolvere la struttura utilizzando il metodo degli spostamenti;

2) Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello
sforzo normale;

3) Calcolare la rotazione dell'estremita C dell'asta AC;
4) Disegnare la deformata clastica della struttura;

5) Determinare 1'entita minima del carico distribuito g che provoca l'infles-
sione laterale per carico di punta in almeno uno dei pendoli del sistema.

—— 20

q —

Risolvere la struttura utilizzando il metodo degli spostamenti;
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h

14
+A¢
14 —At 74]
v C
F A AN\
v e
B D
AN ¢
£
v D
= RA
et
! 2¢ |
T 1
1. Calcolare la matrice delle rigidezze; Dato il telaio ad un nodo spostabile di figura:
2. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio relativi ai due 1. Calcolare la matrice delle rigidezze;

schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle rigidezze; ) .
2. Risolvere la struttura col metodo delle rigidezze;
3. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni; ) o )
3. Calcolare I’energia elastica di deformazione.
4. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;

5. Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;
6. Disegnare la deformata elastica della struttura;

7. Calcolare I’energia elastica di deformazione.
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[9¥]

n

— AN
D
¢
vy A EN C
o~
¢ N

. Calcolare la matrice delle rigidezze;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio relativi ai due

schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle rigidezze;

. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
. Disegnare il diagramma quotato dello sforzo normale;

. Calcolare ’energia elastica di deformazione;

. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.

D C

. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;

. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, disegnare i

relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio e calcolare le reazioni
di incastro pertetto;

. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i diagrammi quo-

tati del momento flettente e del taglio relativi allo schema che interviene nel
calcolo;

. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il

metodo degli spostamenti;

. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo

normale;

. Impostare la soluzione con il metodo delle forze.
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C D>:< G
M;’HHliHHHH , C . :
30 2 0O H
Lo % % : . L
| 4¢ | 4¢ |

Data | ierstatica di fi J ico distribui ! BEH: Sia data la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un cedimento angolare nei due incastri A e
ata la struttura iperstatica di figura, soggetta ad un carico distribuito sul tratto : N. Tenendo conto della sua polarsimmetria geometrica ¢ materiale:

. . . . 1. Calcolare la matrice delle rigidezze;
1. Impostare la soluzione con il metodo degli spostamenti;

2. Disegnare il diagramma quotato del momento flettente e del taglio relativo ad uno dei due

2. Risolvere lo schema per il calcolo delle reazioni di incastro perfetto, disegnare i schemi che intervengono nel calcolo della matrice delle rigidezze;

relativi diagrammi quotati del momento flettente e del taglio e calcolare le reazioni
di incastro perfetto; 3. Calcolare le reazioni di incastro perfetto;

3. Calcolare una colonna della matrice delle rigidezze, disegnando i diagrammi quo- 4. Disegnare la deformata elastica della struttura;
tati del momento flettente e del taglio relativi allo schema che interviene nel calcolo;
5. Risolvere la struttura con il metodo delle deformazioni;
4. Completare il calcolo della matrice delle rigidezze e risolvere la struttura con il

metodo degli spostamenti; 6. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente e del taglio;
5. Disegnare i diagrammi quotati del momento flettente, del taglio e dello sforzo nor- 7. Calcolare 'energia elastica di deformazione.
male;

6. Disegnare la deformata elastica della struttura.
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Esercizi sul lavoro di deformazione

4.1 Esercizio 18

2¢

1) Calcolare il lavoro di deformazione in
funzione della forza concentrata F;

2) Assumendo quale zero dell'energia
dei carichi esterni quella che si ha nella
configurazione indeformata, calcolare il
minimo dell'energia potenziale totale;

3) Utilizzando il teorema di Betti,
calcolare lo spostamento verticale del
punto E di mezzeria della travata nel caso
la struttura sia soggetta ad una coppia
concentrata nel punto C, come illustrato
qui di fianco.

Struttura principale isostatica

Congruenza: §D: 0 Struttura equivalente

(a meno di una traslazione orrizzontale)

Congruenza:  E=8,

F
X4 X4
B C
% E 7
B 24 C
P ¢
20 | <=
D
X_> A
(p}"\\\ &
2 2 2 ;]/']

_2X0(20) | X£(28) _ F(24)" _ 5XLP_FL
Ps= 3R] 6EJ 16EJ 3 E]  4EJ

__2XE(24) _XL(20) | F(20) _ _4 XZ2+ Fe?
Pc™ 6EJ 3EJ 16EJ 3 EJ T4E)

_ X(20)° _xe'orng’
§a= T3y T 20 = 01— o

o xe D A A
8= ~am Y%t =3 % tam

_ X¢® FeP_ sxeP, 1ved 23xe* 3 1
A8 T OE T T 3w Taw T 3 C4m
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. 4.2 Esercizio 19
X = 92F
_11F¢?
Pc= 92 g)
2 2 3 3 3
o= ZXEQ2E)°_XL(20)° F(2£)° _ 103 FE_ o FE
E 16E]J 16EJ 48E] 1104 EJ T E)

Lavoro di deformazione (tcorema di Clapeyron):

1. _ 103 F%’_ %’
La= 5 N = 508 g1 =047 g

Minimo dell'energia potenziale totale:

Ay
_ 1 _ 103 F2'_ Fe’ A | *\C
= —Fng+ Lg=- 5 Fn,=- 2208 Bl — .047 EJ
9
7
Spostamento verticale del punto E dovuto alla coppia M ~
applicata in C (teorema di Betti): 120 0 >
X
= M@ o 11 ML
M= MO = Mg~9 gj 9
misure in mm Y
Y \ |

60

Data una mensola avente la sezione di figura e caricata all'estremita da una forza normale di tra-
zione di 100 kN ed applicata nel punto C calcolare, mettendo in conto la deformabilitd assiale
della mensola, l'energia clastica di deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto C ¢ la
rotazione della sezione di estremita della mensola, assumendo il valore E=210 000 N/mm? del

modulo di Young.
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n r
=17.94 cm?
K)
QL A Jp = 393.040 cm*
. T ) C ¢ Jy = 108.217 cm*
e 7 Jpy = —159.453 cm®
\\2’1.120 Je = 464.419 cm?
111 0 1 > J, = 36.838 cm*
79.95° pe = 50.88 mm
pp = 14.33 mm
9
20 = 48.23°
e e = 24.12°
r
misure in mm G
56.5

Inclinazione dell’asse neutro (angolo minore di 90°):

—~ o Tn = 55.84°
fn=tan {4 =7995° = {7
J, tan 65.88° yn = 34.16

Momento di inerzia rispetto all’asse r baricentrico e parallelo all’asse neu-
tro (distanze valutate nella direzione dell’asse di sollecitazione y):

Jecos?&n + J,sin’En — 158.094 cm®

J, =

sin® gn
Momento fettente:

M; = N cos oy = 5065.6 Nm

M = Nyce, = (5550.0 Nm)e, =
yoes = (5550.0 Nmje { M, = —N sina; = —2267.6 Nm

Energia elastica di deformazione:

Li= =
4 (EA

M N2 M2 M?
| | ¢ = LS L1y
EJ, 2\FA EJ EJ,

1
= 3(26.54—0—26.31—}-66.47)N X 3.00 m =178.98 ]

Spostamento orrizzontale we del punto C' (teorema di Clapeyron):

Rotazione ¢ della sezione di estremita (attorno all’asse neutro):

el

1
Ly= 3 Nwe

i

(M| ¢

E.J, cos@n

=  we = 0.0036 m = 3.6 mm

(M 2+ M,e\?
S\ \EJe EJ,

/(0.0156)2

+ (0.0879)2 rad = 0.089 rad = 5.12°
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4.3 Esercizio 20

L] — At
-+ At [

2¢

La struttura inflessa di figura ¢ soggetta ad una distorsione termica a
farfalla nel montante centrale:

— Calcolare 'energia elastica di deformazione della struttura comples-
siva.

+OF @
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)X

')ZX
20\ -f—
cm[l{twrau'w. nﬁvr&é
! goh\oueﬂ Adistofgious

termica

¢C)+Z<Q—ZXM> =

4.4 Esercizi proposti

vA
’ 80 cm |
|
C
15c¢m
45 cm
30cm
0 X
35cm | 25¢m | 20cm |

Data la mensola di figura, avente la sezione riportata pit sopra e caricata da una forza normale
di compressione di 300kN ed applicata nel punto C calcolare, mettendo in conto la deformabilita
assiale della trave, 1’energia elastica di deformazione, lo spostamento orrizzontale del punto C
¢ la rotazione della sezione di estremita della mensola, assumendo il valore E=20000 N/ mm? del
modulo di Young.
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Con riferimento alla figura, supponendo che le aste abbiano area A uguale e
posto che le aste siano realizzate in acciaio Fe360, di modulo di Young E = 200 GPa
e tensione ammissibile ougm = 160 N /mmz, e che inoltre sia £ = 150kN, £ = 2 m,

A = 20 c¢cm? e che infine i momenti di inerzia massimo e minimo delle aste siano Jmax =
140 em® & Jpin = 100 cm*:

— Calcolare I’energia elastica di deformazione (in joule), lo spostamento orizzontale

del nodo E (in millimetri) e I’energia potenziale totale corrispondente alla soluzione
(in joule).

Prof.Daniele Zaccaria



Capitolo 5

Esercizi sui carichi critici

5.1 Esercizi proposti

Determinare il carico critico sia con il metodo statico che con il metodo
energetico e disegnare la deformata critica.

53
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Capitolo 6

Esercizi di riepilogo

6.1 Esercizio 21

Una mensola di sezione rettangolare sottile chiusa e sog-
getta, nella sezione di estremita, ad un taglio T verticale e ad
uno sforzo normale N di trazione applicati in corrispondenza
del punto C:

1. Disegnare i diagrammi quotati delle caratteristiche della
sollecitazione;

2. Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e
tangenziali relativi alla sezione di incastro della mensola;

3. Eseguire la verifica di resistenza utilizzando il criterio di
Huber-von Mises;

4, Determinare, nel punto A della sezione di incastro, la ma-
trice delle componenti del tensore degli sforzi, la sua rap-
presentazione grafica tramite le circonferenze di Mohr e
le direzioni e componenti principali di sforzo;

~
A
s
C
******************* = 0 2L
T
Vy
L =120 mm N = 10 kN
s =10 mm T =20kN
e=1m E = 200 kN/mm?
£=15m v=0.3

5. Calcolare, trascurando la deformabilita assiale e tagliante
della mensola, 1o spostamento del baricentro e la rotazio-

Gy = 160 N/mm?

ne della sezione di estremita della mensola;

6. Calcolare I'energia elastica

la.

di deformazione, sempre tra-
scurando la deformabilita assiale e tagliante della menso-
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C&@)r)f%\s}"ick\t Jwﬂofa QUKQ‘LO{‘J uoul

+ 10kN N

‘ + 90 kN
Ty = T

L — M,=— T(%*Z)
30KkNm

- hobkNm My = ~N(e+ ’ZL: )

_m L
+ magn =T (e+ Z')

C&(&P&M%F&m iwz"&ﬂi D[Qmﬁ Rzl

K
5=40 mm s |
[-S= 110 mm :’f: G DLt
21_-—5 =230 mm
A= 2 i(L—s)WL(Z L—e)§5:égoo Mt 14
\ &
3 2L-6\2
ch 2%%(2‘-’9) T S(L—S T)} L -8
— 4931340 mi®

1= 2% (-9 e(zL-s)(E—;—)z} — 41130
)

N= (L=8)(20—5) = 25300 mn"

§ ﬂs— - g—ﬁé{g - %X(L—G)WL(ZL—s)ﬁ: 69
3
40"

[ =
AT

= 3.4652 x 10? mm4
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) (L_-S_] _ Z'-T‘g) A 5= 1 0te 37t = 132.25 N/l
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6.2 Esercizi proposti

T=5kN
35

Y o |

]
i
11

M =10 kNm
<
180
8

11
A\

1

=

La sezione in figura, le cui misure sono riportate in mm, & soggetta ad
un momento flettente di 10 kNm, di asse momento orrizzontale, ¢ ad uno
sforzo di taglio verticale di 5 kN, agente secondo l'estradosso dell'anima.

1) Determinare le caratteristiche inerziali della figura piana, compresi i
moduli di resistenza;

2) Determinare la posizione del centro di taglio;

2) Disegnare i diagrammi quotati delle tensioni normali e tangenziali;

3) Determinare, in corrispondenza del punto A, la matrice delle com-
ponenti del tensore degli sforzi, la sua rappresentazione grafica tra-
mite le circonferenze di Mohr, le direzioni e componenti principali
di sforzo, ed infine il valore della tensione ideale.



