
 

PUNTO MATERIALE VINCOLATO

Punto vincolata a giacere sullo spazio QEIR

Q è detto SPAZIO DELLE CONFIGURAZIONI

Q è PARAMETRIZZATO da COORDINATE LIBERE

1911 19 è
F F 91 9m

n è detto numero di gradi di libertà

Se vincolo varia nel tempo 5 5191 quit
Es Base

Flamar t 0dell'ascensore

E 9 19 ftp.C9ii 9 sono vett tg alle

linee coordinate nel pto 9,9 9 e formano

una base per lo

spitg Tpa
con P individuato

dalle coordinate 9,9 91



Il moto è descritto da n funzioni
9,18 qu t la cui immagine è

una TRAIETTORIA che giace su Q

Siccome QEIR la traiettoria è anche una curva

di là parametrizz dafraz FCA che è glo che vogliamo
sapere pe determinare il moto del ptomateriale

Le funz FIA sono ottenute componendo le

faut q t yault con le funk 7191 19m
ottenendo

FCA F alt Qult
A FCA 123

A
Alt yault 51911 19m pt

La VELOCITÀ del pto materiale è un

vettore w̅ di 1123 se il pto è vincolato su Q
tale vettore sarà TANGENTE a Q

Data una qualsiasi traiettoria
che passa per Pea la velocità
sarà uno dei vett di Tpa

TpQ spazio delle possibilivelocità che un pto vincolato
a Q può avere in PEQ



Lo STATO di una particella è determinato

dalla sua POSIZIONE e della sua VELOCITÀ

Possiamo considerare l'insieme TQ dato
dall'unione di tutti i Tp Q con PEQ Esso

è detto FIBRATO TANGENTE di Q

Ha la forma a fibre sopra ogni pto di Q ho

un'intero sp vettoriale

Ita II Irata
definizione

Un pto di TQ è parametrizzato da 2m coord

Iiii I
ptopea w̅ Eini II

Tali coordinate mi danno quindi una possibile POSIZIONE

e una possibile VELOCITÀ della particella vincolata a Q
mi danno un possibile STATO della particella

TQ è chiamato SPAZIO DEGLI STATI



decidiamo di usare il simbolo
NE.IE di un per indicare il secondo gruppo di

coordinate di un pto in ta
Qui o è un simboloche ci permette di distinguere
tra 9 e

Le coord su TQ saranno quindi

911 7 qui 9 1

Dati questi 2m numeri dobbiamo essere in grado
di dire lo STATO delle particelle cioè la sua

posizione F e la sua velocità w̅ in R

Per la POSIZIONE sappiamo come

F F 91 9m

Per la VELOCITA

Prendiamola larga consideriamo il moto FA Flash 911

La velocità al tempo t è dato da

TIA djal È.IE 19m

vett basediTpa qui vuoldire derivata

TCA è un vettore di Tpa dove P è il pto dia
toccato dal moto al tempo t



Abbiamo quali la fune che a un pto in TQ associa w̅

III E TÈ In 91.9.19
Il moto FA in Q determina un moto su ta
dato dalle funzioni

9 t quit 9 tl 19nA

Queste sono proprio le derivate di94A
rispetto a t e mi dicono come

variano le coord SuTpa al variare dit
notazione è consistente

Se il vincolo è mobile
TCA fritti w̅ qell qual t

È Falak 19111AI Gatti 2 9th 19mA it

Qudi lo stato dellaparticella è dato da

w̅ F 911 9m t

w̅ 8
4911 19nA in 27191119m t



SISTEMI VINCOLATI DI N PTI MATERIALI

N pti materiali sono individuati da ri ti
ho bisogno di 3N coord Cartesiane

Notazione w̅ we Wan

Iff.LY
a

iYyiznWjj1i i3N

w̅ E IN un pto di
1123 mi da una

configurazione di N pt

Df Si dice che un sist di N pt rt w̅ è soggetto
a M VINCOLI OLONOMI O CRLIN se

l'insieme delle configurazioni accessibili soddisfa
r equazioni della forma

f w̅ Al 0 5 1 e F

dove f f sono fuert regolari e indip cioè

rk 2 r config accessibile cioè che

rauf soddisfa F

Ff Ff sono l'a
indip

tempo t resta definita una varietà CIR
di din n 3N 2



Q è chiamato SPAZIO DELLE CONFIGURAZIONI

M è detto NUMERO DI GRADI DI LIBERTÀ

Possiamo introdurre almeno localm una parametrizzazione

di Q chè esprimere le Wi in funzione di
n parametri qu detti COORDINATE LIBERE

Teorema della funt implicita ci assicura che possiamo

esplicitare e variabili in funt delle rimanenti 3N r

es di una parametrittatione

Wj Wj 91 19m it j 1 3N

te
rk 27 n 2 1 IE sono lin

h indip

E vett tg alle lineecoordinate
relative a 911 9m

ci sono infinite parametrities possibili data una

paron con 91 19 possiamo fare una

trasformat di coord e pescare a 9in



ESEMPI

Of
Reazioni vincolari

179 R o f
92 Z D f

Exfly 11712 22 c O fin
y

Ne 2 2 3 n 3N 2 3

È 1 È
LINEARM INDIPENDENTI

Descrizione parametrica

e R cos91
Y Rsen91
Zi 0 w̅ w̅ 91192,9

3 Rcosq lsengcosa
93 Rseng lseng seng

lcosa

Basecoord di Tpa

fi ifi 1



SISTEMA DI N PUNTI MATERIALI VINCOLATI

Configurazioni date da
w̅ WeWeWas Want

Iff IIIWj ftp 3N

Vincoli dati da

f w̅ t O sei
I gradi dilibertà sono

n 3N 1

La forma parametrica deivincoli è descritta da

Wj Wilan 9m it 5 11 3N

I parametri oh qu sono chiamati coordinate libere

e funzioni soddisfano per una buona parametrizzazione

sono linearmentea 2 12
indipendenti

f191in9nit formano una base per lo spazio tangente Tpl
e 1 11 in con Pea individuatodalle coordinate

91 19m al tempo t

Un moto in Q è descritto dallefunzioni qual 4 11 1m

Il cambiamento distato all'avanzare del tempo è dato
dalle funtoni

alt 19mA gilt aiuta



Le velocità dellesingole particelle lungo un moto sono

vittl FAI rifatti 9min E FIdah
Fincolofisso

Cioè la fuert Vi 91 19m91 int È 7,1911 19m

valutata sul moto

e vettore 75,191 an è un vett 3N dim dato dalle

velocità delle N particelle II
Lo stato del sistema è dato da

è determinato
iii ii vii al w̅cal è data 919 ETA

Se il vincolo è MOBILE allora èdato informaparametricada
w̅ w̅ 91 9m A funt di ntt variabili

La velocità sono ora lungo un moto

VISA È Iff9,41 quatthitl 911th 911,1

cioè è la funtone

Ti19,9 Al È II 911 2 1911 19mi

valutata sul moto 941 ÈELE'detto



Vincoli ideali dinamico

Vincoli sono realitiati da FORZE reationi vincolari

Mai Fit Ii i 1 N

Il nostro scopo è ottenere in equazioni indip delleneatvincolari

nelle m incognite quCA 4 1 n fantini

Def Si dice che un sist olonomo di N pti materiali
è soggetto a VINCOLI IDEALI se l'insieme delle reti
vincolari È In è caratteritato dalla conditi

È Ii dri o Sri naz vincolari
devono compiere
lavoro virtuale
nullo

siccome dri È IIndan la condit diventa

E E È a E.ie EE 2
da

È È fi 0 4 1 in

n ep indipendenti

a α bp scelte di aeb
α β 0



Esempio tipico di vincoli ideali pti vincolati a
una superficie liscia qui la condizione è

banale soddisfatto fuchi E Ijo
i

E Vincolo di rigidità realizzato che forte interne
che soddisfano la 3ª legge di Newton

per Itri file cost
È EIII Era 1 Era A c

Deriviamo a rispetto a

ri ri ri ri o

215 E 2 2 1
0

Verifichiamo che il vincolo è ideale

E È 2 E 12 21
α tiri 1 9 3 1 01


