4. Massimi e minimi per funzioni reali di piu variabili reali
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1. Sia f: D - R, D C R?, Py = (z0,y0) un punto interno a D. Diremo che Py & un punto di minimo
(risp. di massimo) relativo se esiste iun intorno B,.(P) tale che la restrizione di f all’intersezione B,.(Py)ND
abbia un minimo (risp. un massimo) in Pp.

Evidentemente, se f ha un minimo relativo in Py, le funzioni « — f(z,y0) e y — f(x0,y) hanno un
minimo relativo in xg e yg relativamente, ma non vale necessariamente il viceversa, come mostra 1’esempio
seguente.

Esempio 4.1. Si consideri la funzione f(z,y) := 22 +y? — 4ay. Le restrizioni agli assi coordinati si scrivono
f(x,0) = 22, f(0,y) = y?, dunque entrambe presentano un punto di minimo nell’origine. Tuttavia la
funzione assume valori negativi in un qualsivoglia intorno dell’origine stessa, come si riconosce esaminando,
ad esempio, la restrizione alla retta y = z: f(x,x) = —222. L’origine & un punto di sella per la funzione f.
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Figura 4.1. Grafico cartesiano della funzine dell’esempio 4.1 (a sinistra), curve di livello della stessa funzione (a
destra).

Per le funzioni di una variabile & opportuno ricordare il polinomio di Taylor T2. Se f : I — R & una funzione
due volte derivabile nell’intervallo I, e xp € I, allora il polinomio in questione si scrive

To(z) = f(zo) + f'(z0)(z — wo) + @(w - :1:0)2,
e risulta

f(@) = To(x) + o[(x — 20)’], = — 0.
Un punto di massimo o di minimo relativo (si parla anche di punto estremante) interno ad I & necessariamente
un punto critico (= punto di stazionarieta), cioe si ha f’(zo) = 0. La formula di Taylor si scrive dunque
f" (o)
f(@) = flwo) + ——
In altri termini, il grafico di f in prossimita di x¢ & approssimato “bene” da una parabola col vertice nel punto

(wo, f(z0)) e la concavita rivolta verso l'alto se f”(zo) > 0 (dunque siamo in presenza di un punto di minimo relativo),
verso il basso se f”(z0) < 0 (in tal caso avremo un punto di massimo relativo).

(z— avo)2 +o[(z — xo)z], T — 0.

Considerazioni analoghe si possono fare per le funzioni di due o piu variabili; il polinomio di Taylor 7> di una
tale funzione sara di secondo grado rispetto al complesso delle variabili indipendenti. Diamo dunque uno sguardo
preliminare ai polinomi in due o piu variabili.
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2. Utilizziamo una notazione uniforme del tipo & = (z1, z2) per indicare un elemento di R?; tale notazione si presta
meglio per 'estensione al caso di tre o piu variabili. Un polinomio di secondo grado nelle componenti di &, ordinato
secondo le potenze crescenti, si puo scrivere

p2() = p2(w1,22) = a+ biay + bowz + c11 27 + 12 T122 + 21 T2T1 + 22 7.
Evidentemente ci2z122 + c212221 = (c12 + c21) T221 € cid che conta & la somma dei due coefficienti; possiamo dunque
supporli uguali: c12 = co1.

La notazione che abbiamo introdotto ha qualche vantaggio: possiamo scrivere

2 2
p2(x) =a+ Z brnzn + Z ChkThTk,
h=1

h,k=1

formula che si estende in modo ovvio al caso n > 2.

Possiamo usare notazioni matriciali. Consideriamo il vettore b := (b1, b2) e la matrice simmetrica

Allora bex = bix1 + bazo e ancora
Ci1  Ci2 T1 1171 + C12%2
C{I) = = ,
C21  C22 T2 2171 + C22T2
quindi la somma dei termini di secondo grado del polinomio ps si scrive Cx * . In definitiva

p2(x) =a+bex+ Cxex.

Si calcolano senza difficolta le derivate parziali di ordine < 2 del polinomio p2; a noi interessano i valori
nell’origine: si trova

p2(0) = a, thg(O) = bh, h = 1,2, thpg(O) = ZChk, h, k= 1,2. (*)

Abbiamo scritto, per brevita, Dy, in luogo di Dy, , Dpk in luogo di Dy, 4, . Si osservi che b = Vp2(0).

In vista del seguito, ci interessa studiare il segno della funzione che si ottiene scegliendo soltanto i termini di
secondo grado del polinomio ps, cioé la funzione

2
zeR> = Czxeox = Z Chik ThTk.
h,k=1

Si tratta di una forma quadratica, cioé di un polinomio omogeneo di secondo grado, dove ’aggettivo omogeneo significa
che tutti i monomi che lo compongono hanno lo stesso grado.

Osservazione. Se il vettore x viene considerato come colonna, cioé come matrice n x 1, allora la forma quadratica in
esame si pud anche scrivere 7 Cx. Si tratta del prodotto tra tre matrici, didimensioni nell’ordine 1 X n, n x n,n x 1,
dunque una matrice 1 x 1, vale a dire uno scalare.

Definizione 4.1. La forma quadratica « — Cx *x (e la matrice C che la individua) si dice
e definita positivase t 20 — Cxzex >0,
e semidefinita positiva se V& : Cxox > 0,
e definita negativase x #0 — Czex <0,
o semidefinita negativa se V : Cxex <0,
e indefinita se essa assume tanto valori > 0, quanto valori < 0.

Una forma quadratica definita positiva & chiaramente & — z? + 3; basta cambiare segno a quest’ultima per
avere una forma definita negativa. La funzione dell’esempio precedente € una forma indefinita, che corrisponde alla
matrice

o4

Lo stesso vale per la forma « — x7 — z3.
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Figura 4.2. Grafici delle forme quadratiche « — 27 + 23, & — —z7 — 23,  — 7 — 23 (da sinistra a destra).

Teorema 4.2. La forma quadratica @ — Cxex &
e definita positiva, se (c11 > 0) A (det(C) > 0),
e definita negativa, se (c11 < 0) A (det(C) > 0),
e indefinita, se det(C') > 0.

DIMOSTRAZIONE. Poniamo innanzitutto zo = 0; la forma quadratica si scrive cnﬁ, che ha lo stesso segno di ci1
per x1 # 0.
Se x2 # 0 si puo scrivere la forma quadratica nel modo seguente

x§ (011152 + 2ci12t + ¢22),
avendo posto ¢ := x1/z2. Il segno del trinomio entro parentesi tonde & governato del suo discriminante
A = C%Q — C11C22 — — det(C’);

se esso € negativo (dunque det(C) > 0) il trinomio ha il segno del suo primo coefficiente ci1 per ogni ¢, in caso
contrario lo stesso trinomio assume tanto valori positivi quanto negativi. =2

3. Torniamo allo studio delle funzioni di due o piu variabili reali. Sia, come in precedenza, f : D — R, D C R?,
una funzione due volte derivabile. Supponiamo che 'origine sia interna a D; ci chiediamo sotto quali condizioni f
presenta un minimo relativo oppure un massimo relativo in tale punto.

Scriviamo innanzitutto il polinomio di Taylor 75 relativo alla funzione f e al punto iniziale o = 0. Per quanto
sappiamo dal punto precedente, le derivate di T> devono coincidere con le corrispondenti derivate della funzione f
fino al secondo ordine: con riferimento alla scrittura

2 2
p2(x) =a+ Z brnzn + Z ChkThThk,
h=1

h,k=1

dovremo scegliere (si rivedano le formule (*))

1
a=f(0), bn=Dnf(0), cnr= 5 Dnrf(0).
Se si introduce la cosiddetta matrice hessiana (dal nome del matematico tedesco L.O. Hesse, 1811-1874)

_ | Puf(z) Diaf(x)
Hz):= {Dmf(w) Dzaf(fv)] ’

allora il polinomio 7% si puo scrivere
1
To(z) = f(0)+ Vf(0)ex + 5 H0)xex.

Se il punto iniziale & un generico x( interno a D, bastera sostituire  — o al posto di x, ottenendo il polinomio di
Taylor nella forma

Ta(x) = f(xo) + Vf(xo)* (x — 0) + %H(Cco)(w —x0) * (x — x0).
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Se un punto xo interno a D & un punto di minimo o di massimo relativo, esso & necessariamente un punto critico,
cioe V f(zo) = 0. In tal caso la formula di Taylor diventa

1
f(@) = f(@o) + 5 H(@o)(z — 20) * (z — @0) + o[l ~ xo||*),
cioe la differenza Af = f(x) = f(xo) & approssimata “bene” dalla forma quadratica
1
3 H(xzo)(x — xo) * (x — o).

Dunque avremo un punto di minimo relativo se tale forma quadratica & definita positiva, un punto di massimo relativo
se esso € definita negativa, ed infine un punto di sella se essa ¢ indefinita.

Possiamo allora sfruttare il Teorema 4.2: i segni delle quantita D11 f(xo) e det (H(wo)) (si parla di determinante
hessiano, o hessiano semplicemente) ci consentono di decidere la natura del punto xo.

Teorema 4.3. f: D — R, D C R? una funzione due volte derivabile in D, x¢ un punto critico della stessa
funzione. Esso &

e punto di minimo relativo, se (an(aso) > 0) A (det (H(mo)) > 0),
e punto di massimo relativo, se (D11f(930) <0)A (det (H(wo)) > O)7
e punto di sella, se det (H(:Bo)) < 0).

In effetti, la coppia di condizioni
(D11 f(x0) > 0) A (det (H(mo)) > 0)

implica che la forma quadratica
3 H(wo)(z — @0)* (@ — o)

¢ definita positiva, mentre la coppia di condizioni
(D11.f(z0) < 0) A (det (H(zo)) > 0)

implica che la forma stessa ¢ definita negativa.

Si osservi, inversamente, che se il punto critico o € un punto di minimo, possiamo soltanto dire che la forma
quadratica piu volte esaminata & semidefinita positiva, se xp ¢ un punto di massimo relativo, la forma stessa &
semidefinita negativa.

Ad esempio per le funzioni fi(x,y) := z* + y* e fo(x,y) := 2* + y?, che hanno entrambe un punto ri minimo
nell’origine, le matrici hessine sono: la matrice identicamente nulla nel caso della f1, la matrice
g ) 7

o)

per la matrice fo.

Osservazione. Il teorema precedente sembra privilegiare la variabile x; rispetto a x2. In realta, poiché il determi-
nante hessiano si scrive D11 f - Doof — D12f2, se esso ¢ positivo allora le derivate D11 f e D2sf sono concordi.

Esempio 4.2. Torniamo alle usuali variabili e y. Studiamo al funzione f(x,y) := z* + y* — 4zy. Si trova

fo(z,y) = 42® — 4y, f,(z,y) = 4y° — 42, quindi V£ si annulla nei punti (0,0), (1,1), (=1, —1). Si trova poi
Jax(2,y) = 12127 foy(z,y) = =4, fyy(z,y) = 123/27

quindi il determinante hessiano si scrive

122 —4

—4 127

Esso vale —16 nell’origine, vale 128 nei due restanti punti critici. Questi ultimi sono dunque due punti di minimo,
mentre 'origine non & un estremante.

La parita della funzione f, espressa dall’identita f(z,y) = f(—=z,—y), rende ragione del fatto che essa ha lo
stesso comportamento nei punti (1,1) e (—1,—1). Quanto al fatto che l'origine sia un punto di sella, si osservi che f
¢ positiva sugli assi coordinati, mentre f(z,z) = 20t — 422 = 222 (x2 —2), e la quantita entro parentesi tonde assume
tanto valori positivi quanto negativi.

Esempio 4.3. Consideriamo nel piano n punti di coordinate (zx,yx), k = 1,2,...n. Vogliamo determinare il punto
(z,y) che rende minima la somma delle distanze dei punti considerati. Si tratta di minimizzare la funzione
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n

flay) =Y l@—2)* + (y - y)’):

k=1

I punti critici si ottengono risolvendo il sistema

fr _ZZk 1 —Q(nl‘ ZZ:lxk) :0’
fo =230 (v — k) (ny_zzzlyk)zo’

da cui
1 — 1 —
:gz% yzﬁzyb
k=1 k=1

L’unico punto critico & dunque il baricentro del sistema di punti. Che si tratti di un punto di minimo segue dal fatto
che la matrice hessiana ¢

2n 0
0 2n|°

Esempio 4.4. Consideriamo nello spazio R?® due rette sghembe, tra loro non parallele. Siano date dalle equazioni
parametriche

t— o +tvy, s+ o2+ svs, t,s€R,

dove x1, T2 sono due punti assegnati e v1, v2 sono due versori (||vi|| = |lvz|| = 1) che individuano le rette in
questione. Supporremo che le due rette non siano parallele: se « € ’angolo formato dai due versori, supporremo che
v *v2 = cosa # +1 (cioe vy *v2 < 1).

Vogliamo determinare la distanza tra le due rette, intesa come minima distanza tra due punti appartenenti alle
rette stesse. Il quadrato della distanza in questione & funzione di ¢ ed s, e precisamente

ft,s) = ||le1 + tvr — (x2 + S'Uz)||2 = (&1 — @2 + tv1 — sv2) * (1 — X2 + tw1 — sV2).
La ricerca di un punto critico conduce al sistema

fo =2(x1 —x2+tvr —sv2)*v1 =0
fs = —2(1}1 — @2 + tv, — S'Uz)"vz =0

che puo essere riscritto nella forma

{ t —s(v1°v2) = (x2—xT1)*v1
—t(v1 *v2) +s = (x1 — x2) * V2.

Si tratta di un sistema dotato di un’unica soluzione, in quanto il determinante della matrice dei coefficienti vale
1- (U1 . ’02)2.

Se (t,35) & la soluzione di tale sistema, le formule (*), ove si ponga t = f ed s = 3, ci dicono che il vettore
1 + tv; — (T2 + Sv2) & ortogonale tanto a v1 quanto a vs.

La coppia (%,3) individua effettivamente un punto di minimo (come & chiaro dal significato geometrico del
problema che stiamo trattando); a conferma di cio basta calcolare la matrice hessiana:

|: 2 2(1}1"02):|

72(1)1 A 1}2) 2
in cui determinante vale 4(1 — (v e v2)2) > 0.

Esempio 4.5. La retta dei minimi quadrati [— Barozzi, p.256, — Minnaja p.175]

Esempio 4.6. Sia f : [a.b] — R una funzione integrabile, ci chiediamo per quale valore della costante ¢ la funzione

F(c) ::/ [f(z) — ¢ dx

¢ minima. Cerchiamo un punto critico:

F'(c):—?/[f(:c)—c]dmzo = /f(a:)dz:c(b—a),
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b
c= bia/ f(x)dx.

Abbiamo ritrovato la media integrale della funzione f; trattandosi dell’'unico punto critico, esso ¢ certamente un
punto di minimo.

Ganeralizziamo il caso precedente: ci chiediamo quale tra le funzioni affini  — max + ¢ minimizzi la funzione

b
Fla,b) = / [(ma+ q) — F(@)] do.

La ricerca di un punto critico ci conduce alle equazioni

b b
Fo=2 [ @) = ot leds, Fy=2 [ (1) = ma+ o)
Sviluppando i calcoli si ottiene un sistema di due equazioni nelle due incognite m e ¢ con matrice dei coefficienti
b* —a®)/3 (b* —a?)/2
(b* — a?)/2 b—a ’
e di conseguenza con determinante uguale a

a* — 4a®b + 6a’b®> — 4ab® +b*  (a —b)*
12 12

Si tratta dunque di un sistema di Cramer, e pertanto esso fornisce una e una sola soluzione del problema posto.

4. I risultati delle sezioni precedenti si estendono alle funzioni di tre o piu variabili. Per quanto riguarda il polinomio
di Taylor, esso si scrive ancora

Ta(z) = f(zo0) + V f(zo) * (x — x0) + %H(%O)(f'3 — o) * (z — xo).

dove H & la matrice [Dpk f(xo)], b,k = 1,...,n. Introduciamo, per k = 1,2,...,n, i determinanti
D11f(:170) Dlgf(illo) e lef(a?o)
Dzlf(mo) Dzzf(x()) e ngf(wo)
k= . . ) .
Dklf(wo) Dkgf(wo) P Dkkf(:llg)

H. ¢ il determinante formato dagli elementi comuni alle prime k righe e alle prime k colonne della matrice hessiana;
H,, & semplicemente il determinante hessiano.

Teorema 4.4. f: D — R, D C R™ una funzione due volte derivabile in D, xo un punto critico della stessa
funzione. Esso &

e punto di minimo relativo se Vk, Hy > 0,
e punto di massimo relativo se Vk, (—1)* Hj > 0.

Esercizi

1. Utilizzando un calcolatore, si risolva il problema della determinazione del polinomio di secondo grado pz(z) =
= ¢o + c12 + cox? che minimizza la distanza dalla funzione f(x) := sin(nz) sull’intervallo [0,1], vale a dire minimizza
la funzione

1
F(co,c1,c2) = / (co +eix + oz’ — sin(mr))2 dz.
0
SOLUZIONE. Si trova che la terna (co,c1,c2) & soluzione del sistema avente come matrice dei coefficienti
1 1/2 1/3
[1/2 1/3 1/4]
1/3 1/4 1/5

e vettore dei termini noti (2/m, 1/, (72 — 4)/7%). La terna dei coefficienti vale approssimativamente

(—0.05,4.122, —4.122).
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Figura 4.3. La funzione z — sin(wz) (in blu) e il polinomio di secondo grado che ’approssima sull’intervallo [0, 1] nel
senso dei minimi quadrati (in rosso).



