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PERT/C.P.M.

| metodi Pet e CPM. gudiano lo sviluppo di un progetto attraverso la programmazione dele
ativitadi cui S compone.

Entrambi i metodi 9§ occupano soprattutto degli aspetti tempordi e quindi vanno visti come metodi
di ottimizzazione dd tempo di redlizzazione di un progetto.

I CPM. utlizza gime determinisiche ddle durate ddle ativita senza condderare incertezze
relative a tai dime. Inoltre questo metodo considera anche gli aspetti relativi a codi delle varie
attivita

Il Pert, invece, S occupa solo ddla minimizzazione del tempo. Questo metodo fu infaiti inventsto a
tempi della guerra fredda in occasone del progetto “Polaris’ (un missile drategico bigadio a testata
nucleare), che doveite essere redizzato dagli Stati Uniti ned minor tempo possibile, trascurando |
problemi relativi a costi. Ne Pet le durate ddle varie dtivita sono rappresentate da variabili
deatorie di cui occorre stimare ladigtribuzione di probabilita

Sebbene quindi, vi dano ddle differenze sogtanzidi tra i due metodi, spesso il Pert e il CP.M.
vengono confus o chiamati entrambi con il nome di Pert. | seguenti pass sono comungue comuni
a due metodi. Piu avanti, quando parleremo ddla sima de parametri, tratteremo diversamente |l
Pert eil C.P.M.

1° Passo: individuazione delle attivita

[l primo passo per entrambi i metodi € quello di scomporre il progetto in varie attivita cercando di
mantenere nella scomposizione un grado di dettaglio omogeneo. Infeti ogni ativita 9 potra poi
scomporre in varie sotto-attivitg e quindi potra a sua volta essere ottimizzata. Ovviamente ad ogni
ativitain cui 9 € suddiviso il progetto S devono poter attribuire dei parametri di tempo (ne Pert) o
di tempo e di costo (nel C.P.M.).

2° Passo:deter minazione del vincoli

Una vdlta individuate le varie dtivita bisogna vautare |'ordine temporde con il quae queste
ativita devono essere completate. Devo cioé sapere qudi attivita devono essere gia state completate
prima di poterne iniziare un'dtra Ad esempio ndla cogtruzione di un palazzo non potro iniziare a
codruire i muri edterni se prima non avro codruito le fondamenta. Devo cioé fissare i “vincoli di
sequenzd’. La determinazione dei vincoli pud essere un’'operazione molto complicata ed e di

fondamentale importanza per poter gpplicare i metodi di ottimizzazione con SUCCeS0.



Sa ne Pet che nd C.PM. i vincoli sono sottoposti a logica AND. Questo vuol dire che potro
iniziare un'ativita solo dopo che tutte (AND) quele che la precedevano ndla sequenza Sano gia
date redizzate.

| vincoli ne cas praticd sono determinati oltre che da condizioni logiche e tecniche che
impediscono la redizzazione di un'ativita se non € data completata la precedente anche da
problemi reativi dla “digponibilita di risorsg’. Ad esempio de macchinari non potrebbero essere
disponibili contemporaneamente per piu attivita e quindi bisognera aspettare che una Sa terminata

per poterne iniziare un' dtra.

3° Passo: Costruzione del diagramma

Una volta suddiviso il progetto in attivita e individuai i vincoli § pud procedere dla costruzione del
reticolo ddle attivita Per convenzione nd reticolo le dtivita sono rgppresentate con archi - continui
orientati, mentre i cerchi (nodi) rgppresentano gli idanti “inizio” e “fing’ di ogni ativita Noi
diremo che ogni nodo & un evento, definito come I'isante di tempo in cui tutte le ativita entranti
nel nodo sesso gano date completate. Inoltre in ogni reticolo devono essere digtinguibili gli eventi
di inizio e fine ddl'intero progetto. Un arco tratteggiato indica un vincolo di “precedenza’ tra due
dtivita e pud essere inteso come un'ativita fittizia (dummy) di durata nulla Ad esempio nd
seguente reticolo I'arco tratteggiato indica che I'ativita “D” non pud iniziare prima che sano Sate
completate le attivita“C’ e “B”.




Quando s cogtruisce il reticolo € bene tener presenti e seguenti regole:

Tutti i vincoli di “sequenziditd devono essere rigpettati
Non s devono mai creare loops (cioé cammini chiug) dl’interno dd reticolo.

Non € possibile definire due o piu ativitaaventi gli sess iganti di inizio efine,

L’ultima regola € dovuta soprattutto dla difficolta di implementare ad cacolatore un agoritmo che
prevedala definizione di piu di una varigbile tra due stess nodi.

E' posshile anche definire il reticolo in un dtro modo, cioe rappresentando le attivita con i nodi e i
vincoli di sequenza con gli achi orientati. Questo tipo di notazione, meno usata, presenta il
vantaggio di non dover fare ricorso dle dtivita fittizie. Ne seguito comunque non S usera ma
guesto tipo di notazione.

Il reticolo ¢ consente di cadcolare il tempo di redizzazione di un progetto, nonché di tutte le fas

intermedie ddlla sua redizzazione.

ESEMPI O (fatto a lezione)

Costruzione di un paazzo.

Supponiamo di aver definito le varie ativita e di aver sudiato i vincoli di sequenzidita e di essere
quindi giunti a reticolo riportato dla pagina seguente. 1l numero scritto tra parentes in blu e |l
tempo simato per ogni ativita

Definiremo tempo _minimo per un evento il tempo in cui S verificheral’ evento stesso supponendo

che tutte le precedenti ativita Sano iniziadte quanto prima possbile e sano durate esatamente |l
tempo stimato.

Il tempo minimo per ogni evento (e quindi anche per I'evento “fing’) € cdcolato esaminando il
reticolo a partire ddl’evento inizio. Congderato un quasas nodo s in tade nodo ariva una sola
ativita il tempo minimo sara la somma tra il precedente tempo minimo e la durata dell’ attivita che
¢ ha condotto a nodo, dtrimenti se ne nodo entrano piu attivita § dovra cacolare questa somma
per ogni ativitaeil tempo minimo saradato da vaore massimo di tai somme,

Per chiarire il concetto cdcoliamo il tempo minimo reaivo d reticolo de nostro esempio. Tutti |
passaggi per giungere a risultato sono dati riportati nella tabella 1. Ddla tabela 9 pud vedere
come nd caso del nodi 7,8, 12 e 13, nodi nei quai giunge piu di una attivity S € dovuto prendereil
vaore massmo ddle somme tra la duraa di ogni ativita che entra nd nodo e il tempo minimo

precedente. Tae valore massimo € stato evidenziato in rosso.



Costruzione di un palazzo - Reticolo delle attivita
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Rivesti menti

Imp. elettrico (6) Esterni (7)

Tubazioni int. (5) T ~=__
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Pannelli (8) Verniciatura

esterna (9)

Verniciatura(b) Pavimentazione(4)

Infissi est. (2)

Infissi int. (6)



Tabella 1 — Calcolo del tempo minimo

Evento preI:E(;/eegé(r)]te gfgggerrr:tigimo + Durata dell'attivitd Tempo minimo
1 ] , - 0
2 1 0 + 2 2
3 2 2 + 4 6
4 3 6 + 10 16
5 4 16 + 4 20
6 4 16 + 6 22
7 4 16 + 7

5 20 + 5 25
8 5 20 + 0

6 22 + 7 29
9 7 25 + 8 33
10 8 29 + 9 38
11 9 33 + 4 37
12 9 33 + 5 38

11 37 + 0
13 10 38 + 2

12 38 + 6 44

Andogamente d tempo minimo 9 definisce per ogni evento anche il tempo massimo. Questo e

definito come il massmo tempo nd qude pud verificas un evento senza che il tempo minimo
complessvo (cioé di tutto il progetto) Sa aumentato. Per cadcolare il tempo massmo di ogni evento
S dovra quindi scorrere il reticolo d contrario, cioé partendo ddl’evento finde, e tenendo in

condderazione il tempo minimo ddl’evento finde. Nela tabella 2 sono cdcolati i tempi massmi
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per ogni evento con un ragionamento anadogo a quelo fatto per i tempi minimi. Questa volta per
ogni nodo dovremo consderare la durata ddl’attivita uscente del nodo stesso e sottrarre questo
vaore dd tempo massmo reativo d nodo precedente. Quando ci SOno piu ativita uscenti da un

nodo dovremo cacolare questa differenza per ogni attivitae prenderneil valore minimo.

Tabella 2 — Tempo massimo

Evento Tempo N .
Evento SUCCESSIVO massimo - Durata dell'attivitd) Tempo massimo
precedente
13 - - - 44
12 13 44 - 6 38
11 12 38 - 0 38
10 13 44 - 2 42
9 11 38 - 4
12 38 - 5 33
8 10 42 - 9 33
7 9 33 - 8 25
6 8 33 - 7 26
5 7 25 - 5 20
8 35 - 0
4 5 20 - 4 16
6 28 - 6
7 25 - 7
3 4 16 - 10 6
2 3 6 - 4 2
1 2 2 - 2 0




Una volta che abbiamo cacolato il tempo minimo e massmo per ogni ativita potro cacolare per

ogni evento il tempo di_dack. Il tempo di slack di un evento € h differenza tra il suo tempo

massimo e il suo tempo minimo. Indltre 9 definisce anche il tempo di slack di un’attivita (i,j) con la
fomulaLj — (E + tj) dove L € il tempo massmo dell’evento j, & il tempo minimo ddl’evento i e {;
la durata del’attivita (i,j). Il tempo di dack di un'ativitd € quindi il massmo ritardo che potra
subire la durata dell’ attivitastessa senza che il tempo minimo totale del progetto subisca ritardi.

Possamo quindi cogtruire unatabellacon i tempi di dack per ogni attivita

Tabella 3— Tempi di slack

Evento Tempo di slack Attivita Tempo di slack
1 0-0=0 1,2 2-(0+2)=0
2 2-2=0 2,3 6-2+4)=0
3 6-6=0 3,4 16-(6+10)=0
4 16-16 =0 4,5 20-(16+4)=0
5 20-20=0 4,6 26-(16 +6) =4
6 26-22=4 4,7 25-(16+7)=2
7 25-25=0 5,7 25-(20+5)=0
8 33-29=4 6,8 33-(22+7)=4
9 33-33=0 7,9 33-(25+8)=0
10 42-38=4 8,1 42-(29 +9) = 4
11 38-37=1 9,11 38-(33+4)=1
12 38-38=0 9,12 38-(33+5)=0
13 44 -44=0 10,13 44 - (38 +2) =4

12,13 44 -(38+6)=0

Le attivita che hanno tempo di dack ugude a zero sono particolarmente importanti, infatti se queste
ativita subiranno ritardi, anche il tempo totae del progetto sara ritardato. Questa osservazione Ci

porta a definire cammino critico un percorso tra I'igante di inizio e I'igante di fine del’intero

progetto formato da attivita aventi tutte tempo di dack ugude a zero. La somma dei tempi dedle

ativitadi un cammino critico saraquindi il tempo minimo per laredizzazione dd progetto.



Nel nostro caso, vedendo qudi sono le attivita con tempo di dack ugude a zero, troviamo che un
cammino critico € dato dalasequenzadegli eventi 102 03040507090 120 13.
| cammini critici in generale godono delle seguenti proprieta

1. Ogni progetto anmette sempre dmeno un cammino critico.

2. Tutte le attivita e tutti gli eventi con tempo di dack ugude a zero devono gppartenere
dmeno a un cammino critico (non necessariamente dlo sesso), un'ativita 0 un evento
avente dack maggiore di zero non pud mai appartenere a un cammino critico.

3. Un cammino formato solo da eventi con tempo di  dack ugude a zero non € detto che sa
critico, perché pud succedere che quache attivita de cammino abbia tempo di dack
maggiore di zero.

[llugtriamo la terza proprieta relaivamente d nostro esempio. Se S considera il percorso che passa
perglieeti 102030407090 120 13 s pud notare che tutti gli eventi hanno dack
uguae a zero ma il percorsb non € un cammino critico perché I'attivita (4,7) ha tempo di dack

meggiore di zero.

Dopo questo discorso generale che € vdido per entrambi i metodi entriamo nello specifico di
ognuno di andando a vedere come il Pert e il CP.M. gimano la durata e il costo (solo per il

C.PM.) di ogni attivita

PERT: Stima del parametri

Come S € giadetto in precedenza il Pert considera le durate delle ativita come variabili deetorie. |l

metodo prevede che per ogni attivita S conoscano le sime ddla durata ottimistica (caso migliore, se
tutto ha funzionato bene e ne tempi previsti), della durata pessmigica (caso peggiore) e ddla
durata piu probabile. 11 cdcolo di queste sime viene effettuato da esperti ddle specifiche attivita
basandos sull’esperianza e sulle conoscenze possedute. Quindi 9 suppone che le durate ddle
ativita abbiano una funzione dendita di probabilita di tipo Beta, con deviazione standard data dala

seguente formula
1
==(b- a
6( )

dove b ela simadeladurata pessmistica e a qudla ddla durata ottimistica
Questa espressone ddla deviazione sandard deriva dd fatto che per la maggior pate dele
digribuzioni di probabilita la probabilita che il vadore ddla vaiabile cada in un intevdlo di

ampiezza pari a60 centrato atorno d valor medio é praticamente unitaria



Allora s la durata ddl’ativita e digribuita secondo la distribuzione Beta il suo vaore ateso sara
gpprossmeto ddlaformula:

tezigm&(am)@
3 2 H

dove m e la gima de vaore piu probabile, cioé la gima della moda dela variabile deatoria (S
ricordi che la digribuzione Beta € monomodae). Quindi il vaore medio ddla durata ddl ativita &
unamediapesatatrail punto medio ddl’intervallo (ab) eil valore della moda

Nella figura seguente € riportato " andamento della dengtadi probabilitadi una distribuzione Beta.

- - - -
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Nel modo appena descritto il Pert cacola i vaori ates e le deviazioni dandard ddle variabili
dedtorie rddive dle durae di tutte le attivita Tornando d nostro esempio ddla costruzione di un
paazzo, ndla seguente tabella sono riportati i vaori dei vari parametri rdativi ad acune ativita

(sono solo quelle dd cammino critico trovato in precedenza)

DURATA DELL' ATTIVITA'

Attivita ottisrfr:ggca s:iont;gbﬁilg pesiitri‘r1ni]satica Valore atteso| Varianza
1,2) 1 2 3 2 1/9
(2,3) 2 3,5 8 4 1
(3.4 6 9 18 10 4
(4,5) 1 4,5 5 4 4/9
(5,7) 4 4 10 5 1
(7,9) 3 9 9 8 1
(9,12) 1 5,5 7 5 1

(12,13) 5 5,5 9 6 4/9

Totale 23 43 69 44 9
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Quindi se diamo usando il Pert i numeri scritti tra parentes  nd reticolo rappresenteranno i vaori
ates ddle durate delle attivita e non il loro vaore esato. Infatti 9 pud notare come la somma dei
vdori ates dele durate delle ativita dia 44, che € il tempo ddla durata ddl’intero progetto gia
cdcolato precedentemente. In definitiva nel Pert il tempo di redizzazione dd progetto sara una
dima affetta da incertezza, che 9 vuole vautare. In paticolare s definisce dead line il tempo
massmo entro il qude il progetto deve essere terminato, dlora quelo che ci interessa e la
probabilita che il progetto Sa terminato senza aver superato la dead line. Per procedere nd calcolo
S suppone che i tempi di durata delle varie attivita siano tra loro statisticamente indipendenti.

Fatta questa ipotes s puo ricorrere dlora a teorema del limite centrale, cioé S pud assumere che

la somma ddle vaiahili deaorie corrigpondenti dla durata ddle attivita dd cammino critico Sa

ancora una variabile deatoria avente distribuzione normale con media pari dla somma ddle medie

evaianzapai dlasommaddle varianze .

Nel nostro caso la durata totale del progetto sara dlora una variabile deatoria con distribuzione
normae avente media ugude a 44 e varianza ugude a 9. Quindi dato il tempo massmo Di entro il
quae il progeto deve essere redizzaio (dead line), e chiamato T il tempo di redizzazione dd
progetto, consultando le tabdle dela didribuzione normae avente media nulla e vaianza unitaria
potremo facilmente cacolare la probabilita

T-44 _Di- 44

P(T£D) =P(—— £ ———)

Ad esempio seladead line éugude a47 s avra

P(TED) = P(# £1) @.8

Un'ultima osservazione riguarda I'aver assunto come tempo di redizzazione dd progetto qudlo de
cammino critico. Nel caso dd Pert avendo a che fare con variabili aeatorie questo non saradd tutto
vero, perché in particolari condizioni potrebbe esserci un adtro cammino avente durata maggiore. In
genere comunqgue |’approssmazione che facciamo considerando il cammino critico € vdida, e lo
sara tanto di piu quanto piu la durata del cammino critico sara maggiore dele durate degli dtri

percors.

C.P.M: Stima de parametri

II CP.M., come gia accennato in precedenza, usa sime deterministiche per le durate delle attivita

In dcuni cad, infati, la durata di un'ativita pud essere vautata senza dcuna incertezza (ad

esempio un'attivita del progetto potrebbe essere il rilascio di un certificato che richiede il suo tempo
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burocratico, noto con esattezza). Il C.P.M. pero a contrario del Pert prende in considerazione anche
i codti ddle attivita Questo vene fatto tracciando per ogni attivita una curva che rappresenti il costo

dell’attivita dessa in funzione dd tempo. In particolare per ogni ativita 9 fissa un punto_normale

che ha come coordinate il tempo e il coso normali ddl'ativita (indicati con Dij e Co;
rigoettivamente), questo punto rappresenta nd grafico il caso in cui I'ativita Sa redizzata senza
costi aggiuntivi rispetto d previso e senza “incidenti”. Quindi 9 fissa anche un punto di_crash che

ha come coordinate il tempo e il costo di crash (indicati con dij e Cq); il tempo di crash
rappresenta il minimo tempo in cui poso redizzare I'dtivita senza badare a spese. E' chiaro quindi
che il costo di crash sarapiu dto dd costo normae. Tra questi due punti il C.P.M. prevede che il
costo abbia un andamento lineare rispetto a tempo, come e raffigurato nella figura seguente.

300 _
Kij | ™

copto di ¢ r'a;\"'s-h..‘_
250

200 |

150 L

codto normale
100

costo diretto dell'attivita

50 |

tempo: di crash tempoinormale

L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
durata dell'attivita

La pendenza di questo segmento sara
Coi - Caqy
Dij - d;

Alloraseindico con x;j laduratadi ogni ativitad hanno i seguenti risultati:

Sj=

Cogto diretto per I'attivita(i,j) = Cj = Kij + Six;j
Costo totale per il progetto = § (Ki + Sixi)

i

Il nogtro obiettivo sarg dato il tempo massmo T in cui deve essare redizzato il progetto, trovare |

vdori di x; che minimizzano il cogo.
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Owiamente se la somma de tempi normdi e di per se inferiore a T alora bastera semplicemente
prendere xij=Dij, ¢ poniamo quindi nel caso in cui la somma del tempi normdi Sa superiore a T.
In questo caso dovranno essere rispettati i vincoli dij £ xj £ Dij , " (i, ).

Il problema € un problema di progranmazione lineare. Per impogtarlo introduciamo ancora le

vaiabili y« ugudi d tempo minimo per 'evento k . Allora per ogni ativitatra gli eventi i e j dovra

veificars:
Yi+xi£y
oppure, ana ogamente:
yi+Xxi- EO
Queste variahili y sono quindi delle variahili audliarie.
Quindi in definitivail nostro problema sara

max Z= - é (Kij + Sixi)

B
soggetto a vincoli
di £ xj £ Dj
yitXj- ViEO
VWwET
dove yn €il tempo totae per laredizzazione ddl progetto (tempo dell’ ultimo evento).
S pud anche fareil cambio di varigbile x; = dij + X i, intd casoi vincoli diventano
X i £ Dj- di
Xij3 0
yi+X'ij- yi+d £0
VWwET

Un'importante proprieta della soluzione ottima di questo sstema € che ogni cammino sara critico e

richiedera un tempo pari a T. Infati finche esseranno cammini con durata minore di T il C.PM.
dlunghera i tempi degli eventi di questi cammini (diminuendo quindi i codi) finche tutti i cammini

non avranno una duratatotale pari aT e quindi saranno tutti critici.
Vaiando T § potra diagrammare il costo diretto totae dd progetto in funzione del tempo totae, s

otterraun andamento di questo tipo:
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Minimo costo diretto del progetto

20

18

16

14

12

10

Tutte le attivita

crash

Tutte le attivita
normali

Durata del progetto (T)

Indeme a codi diretti 9 possono anche definire da costi indiretti, che aumentano non linearmente

dl’aumentare del tempo. S pens ad esempio dle maggiori revisoni che richiede un progetto piu
lungo, o dl'effetto ddl’'inflazione se il progetto ha durata dell’ ordine degli anni. Questi costi hanno
un andamento quindi opposto a quello del costi diretti. Posso dlora rgpresentare su un unico grafico

il cogto totde diretto, quello totale indiretto e il costo complessvo dovuto alla somme de due, |l

risultato e rappresentato nella seguente figura:

25

20

15

costi

10

Costo
totale

Costo

t . .
Costo indiretto

diretto

durata del progetto (T)
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Come s vede ddl’'ultima figura la curva dd codo totde ha un minimo. Questo minimo 9 verifica
per un determinato valore ddla durata del progetto. Allora sara questo vaore del tempo che

prenderemo come tempo totale del progetto in fase di pianificazione.
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