
 
ROTAZIONI in 2 dimensioni

Lerotazioni su un piano sono date dalle matrici

Ra
cosa send

send Cosa

a dipendono da un parametro reale 2

b soddisfano la relazione RINTRAI RG RAI 1
c dato un vettore te Y il suo trasformato
sotto votazioni è

1 E
d le rotazioni formano un gruppo detto so 2 Yitiasin

La proprietà b è equivalente a dire che la norma

del vettore è invariante sotto votazioni delvettore
Hell T.TT RET RE ET RIRE ETE

Infatti le Rotazioni sono definite come gli
trasformazioni sui vettori che preservano la norma e

hanno determinante unitario per distinguerle da simmetrie
assiali

SOLA REM R RTR L detR 1

Rilassando condizione detta ho gruppo 0121



Rotazioni in dimensioni generiche
Se ho uno sp vett n dim isomorfo a IR le

rotazioni sono date dalle matrici non che preservano

la norma e hanno det 1

Solu REMn.nlR RTR 1 detR 1

è un GRUPPO di Lie cioè trasformatoni che dipendono

in modo continuo e analitico dai parametri

Rotazioni infinitesime e generatori di Solu

Siccome 11 E Soln ed è un gruppo continuo

ci sono trasf infinitamente vicine all'identità
sola è gruppo di lie

Consideriamo

R 1 2 0024 con dij 1

Che proprietà deve avere a affinchi R sia

una rotazione infinitesima

11 RTR 11 SE 11 A 1 5272 01ST

Stat_0 cioè 2 è matriceANTISIMMETRICA
Imenodi ordini successivi

Es 5012 prendiamo angolo Ecc1

s iii 11 1 01

antisimmetrica



Ora prendiamo la matrice antisimmetrica A ed

esponenziamola

expA 1 È II E 9

Notiamo che A 221 A 2211 E JE

À A 1 241 A 1zanne

expa È p È.EE 1E EE1 I
cosa 11 send E

Cioè l'esponenziale della matrice infinitesima antisimm è

la matrice di rotazione In effetti ogni matrice

di 5012 si può scrivere come exp at

E si dice GENERATORE di 5012

Qto si generalizza a SO n ogni matrice di Solu

si può scrivere come parametri

D exp R exp III Ei base dimatrici
antisimmmageneratori

ato è consistente colfatto che disolu

se Rij 1 alloraReexpla 1 2



Rotazioni nello spazio euclideo 3d 5013

5013 è generato da Er Er Est
a GiEi II cioè Rija Effron

Ei genera rotazioni attorno all'asse i esimo

Peresempio E genera rotaz attorno asse z cioè

nel piano xy infatti

Rs exe Es exp

Analogheespressioni valgono per Ri e Ra

Prendiamo vettore w̅ E IR e facciamo rete infinitesima

w̅ w̅ w̅ di w̅ è variato di
SE ELI IT

tgdacerchio asse rotez
In componenti SE asse rotaz

Sui ÈRijuj IifijnWavj InEikjWavj Exe

Dato
IeftehoLizzy playanggyff
di 5 5 è w̅ e w̅



w̅
Iori 15

asse di notazItria fioi
tgda Le 151 e 10

ExT è lavariazione di w̅ sotto

rotaz infinitesima di angolo la attorno

a un asse parallelo al vett w̅

Abbiamo che E ja Eijk
Inoltre i GENERATORI di 5013 lematrici Ei soddisfano

Ei E EEija E EEEE.EE

tatria.DimmEiEj mn Eilmp Eilpn EimpEjpn

EimpEjup Jijdmn dinSmj

EIE EjEi ma difoun Tindmj Sjifmn djnomi

dindmj djudmi E EijkEumk EEijn femm

Ehm



Prendendo combinazioni lineari di Ei posso costruire

un sottosp vetta 3 dimensionale di Max R

F NE I HER

Il commutatore è un'applicazione bilineare antisimmetrica

x L L

Infatti Editi FBI ELip Ei E

Figli Eija Et E E Eja tipi Ex E L

Uno spazio vettoriale dotato di prodotto bilia antisimm

è detto ALGEBRA di LIE

Date un ALG di LIE posso associano un Gruppo di lie

applicando la Mappa esponenziale vista sopra



1 Rotazioni 50121 formano un gruppo soli gia EMai

in qui E I

g di g d
cosa send

senti cosa
4

senda GsLa

cosacosta sentisenta cosdisende sendcosta
e

sendiusdi t cosasenti cosacosta sendsenta

cos data

sen da da
gia di

ios 1h del
9 ancora nellaforma di matrici di 50121

gioielli è la

gi al glal gi at a gol Id

7 inverso di gld Ed



ROTAZIONI e TEOREMA DI NÒTHER

Rotazioni attorno ad asse ci sono date da

exp Èititi α angolo d'notar w̅
vezzidires

Già α Eviti a

7 191 1 Eviti e 9 711910 Èiieià
Ricordiamoche È.fi e

EEeinin

211910 ÈEijkwkaj
Dal teorema di Notte se L è invariante per rotazioni attorno

ad asse w̅ allora la costante del moto associata è

P Ifi Gio Pi EeEijaPiglia

I Piti Intinte
DEL MOMENTO

k esima componente ANGOLARE
del momento angolare LUNGO L'ASSE w̅
M ofXp MaMcoso IMIlailcoso M

P
Icomponentedelmomento
angolarelungo i


