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1.1 Esercizi sulla parametrizzazione delle curve

Esercizio 1. Stabilire se le seguenti curve parametriche sono regolari:

a) (1) = (,¢%), te [-1,]] [Noj

b) v(t) = (sint,m —t), te [—1,1] [S1 ]

&) A(t) = (log (1+6),t —2,¢t), te [2,3] i)
Svolgimento

a) La curva v : [-1,1] — R? ~(t) = (t%,#3), & derivabile con derivata continua

v'(t) = (2t,3t%). Poiche v/(t) = (0,0) per t = 0 interno all’intervallo [—1, 1], si ha

che v non ¢ regolare. E invece regolare a tratti.

b) La curva v : [—1,1] — R?, 4(t) = (sint, 7 — ¢), & derivabile con derivata continua

v/ (t) = (cost,—1). Poiche +/(t) # (0,0) per ogni ¢t € (—1, 1), si ha che 7 & regolare.

¢) La curva 7 : [2,3] — R?, 4(t) = (log (1 +1),t — 2, ¢), & derivabile con derivata
continua ~'(t) = (l%rt, 1—2t, et). Poicheé +/(t) # (0,0,0) per ogni t € (2,3), si ha

che v e regolare.

Esercizio 2. Scrivere le equazioni parametriche delle rette del piano che verificano le

seguenti condizioni:

a) retta passante per P(4,2) e parallela al vettore u= (—1,1)

r=4—1¢
H teR]
y=2+1,

b) retta passante per P(—3,—5) e parallela all’asse delle ascisse

r=t—3
H teR]
y:_57
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c) retta passante per P(0, —2) e parallela all’asse delle ordinate

=0
H teR]
y:t_Qa

r=3-—1
H teR]
y=1+t,

d) retta passante per Pi(3,1) e P(2,2)

Svolgimento

a) La retta passante per P(xp,yp) parallela al vettore u= (uy,u,) ha equazioni

parametriche

r=xp+tu,
t e R.

Yy=1yp + tuyv
Quindi per P(4,2) e u= (—1,1) si ha

r=4—1t
tcR.
=2+t

b) Una retta parallela all’asse delle ascisse ¢ parallela al vettore u= (1,0). La retta

passante per P(xp,yp) parallela al vettore u= (u,,uy) ha equazioni parametriche

T =xp + tuy
teR.

Yy=1yp + th7
Quindi per P(—3,-5) e u= (1,0) si ha

r=t—3
tc R.
y:_5a

¢) Una retta parallela all’asse delle ordinate e parallela al vettore u= (0, 1). La retta

passante per P(zp,yp) parallela al vettore u= (u,,u,) ha equazioni parametriche

T =xp + tuy
teR.

y = yp + tuy,

Quindi per P(0,—2) e u= (0,1) si ha
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d) Una retta passante per i punti Py = (z1,y1) e P» = (x2,y2) € parallela al vettore
u= (z2 —1,y2 —y1). Quindi per P;(3,1) e P5(2,2) si ottiene u= (—1,1). La retta

passante per P(zp,yp) parallela al vettore u= (u,,u,) ha equazioni parametriche

r=xp+tu,
teR.

Yy=yp + thv
Quindi preso P = P;(3,1) e u= (—1,1) si ha

r=3—-1
t e R.
y=1+1,

Esercizio 3. Scrivere delle equazioni parametriche della circonferenza del piano avente
[ { =2+ 3cost

t € (0,27
y=—1+3sint,

centro nel punto C(2, —1) e raggio r = 3.

Svolgimento

La circonferenza di centro C(z¢, yc) e raggio r ha, per esempio, equazioni parametriche

T =xc +1rcost
t € [0,2m].
Yy = yc + rsint,
Quindi per C(2,—1) e r =3 si ha
=2+ 3cost
t € [0,2m].
y = —1+3sint,

Esercizio 4. Scrivere le equazioni parametriche delle rette dello spazio che verificano le

seguenti condizioni:

a) retta passante per P(—1,2,0) e parallela al vettore u= (1,3, —1)

y=2+3t, teR

z = —t, ]

b) retta passante per P(1,3,—2) e parallela all’asse z
rz=1 T
y =3, teR

z=1—2,
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¢) retta passante per P(4,0,0) e parallela all’asse y

r=41 T
y=t, teR
z=0, i
d) retta passante per Pi(3,3,3) e P2(—2,0,—7)
r=3—->5t ]
y =3 — 3t, teR
2 =3- 10t ]

Svolgimento

a) Laretta passante per P(xp,yp, zp) parallela al vettore u= (u,, u,, u;) ha equazioni

parametriche
r=xp+ tu,

y=yp+tu, telk
z2=zp + tuy,
Quindi per P(—1,2,0) e u= (1,3,—1) si ha
r=t—1
y=2+3t, teR.

z = —t,

b) Una retta parallela all’asse z ¢ parallela al vettore u= (0,0, 1). La retta passante
per P(xp,yp, zp) parallela al vettore u= (ug, uy, u;) ha equazioni parametriche
T =xp + tuy
y=yp+tu,, telk
z = zp + tu,,

Quindi per P(1,3,—2) e u= (0,0,1) si ha

=1
y =3, t e R.
z=t—2,

¢) Una retta parallela all’asse y ¢ parallela al vettore u= (0, 1,0). La retta passante
per P(xp,yp,zp) parallela al vettore u= (us, uy, u,) ha equazioni parametriche
T =xp+tuy
=yp+tuy, telR.

z2 = zp + tuy,
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Quindi per P(4,0,0) e u= (0,1,0) si ha
=4
y=t, tel.
z =0,

d) Una retta passante per i punti P, = (x1,y1,21) € Po» = (x2,¥2,22) € parallela al
vettore u= (r2 — x1,y2 — y1,22 — 21). Quindi per P;(3,3,3) e P»(—2,0,—7) si
ottiene u= (-5, —3,—10). La retta passante per P(xp,yp, zp) parallela al vettore
u= (ug, uy, u,) ha equazioni parametriche
T =2xp+ tuy
y=yp+tuy, tek.
z = zp + tu,,

Quindi per P = P;(3,3,3) e u= (—5,—3,-10) si ha
r=3-52
y =3 — 3t, t e R.
2 =3-10t,




20 Curve e integrali curvilinei: esercizi svolti

1.2 Esercizi sulla lunghezza di una curva

Esercizio 1. Calcolare la lunghezza della curva y(t) = (t —1,1 -2+ %t?’), t e [0,1].

Confrontare tale lunghezza con quella del segmento di estremi A = v(0) e B = ~(1).

Svolgimento
La curva v : [0,1] — R? & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua ~/(t) =

(1,—2t,2t2) # (0,0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni t € [0,1] si ha
7' @) = V1 +4t2 + 44 = 22 + 1.

La lunghezza di v ¢
1 1 92, 1 5
zz/ (t dt:/ 2% + 1 dt:[tut} =z,
v, I @lde = [ (264 1) de= |58+ ] =3

Osserviamo che la lunghezza del segmento di estremi A = v(0) = (—-1,1,2) e B=7(1) =
8) » AP — V22
(0,0, g) ¢ AB = Y2,
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Esercizio 2. Calcolare la lunghezza della curva v(t) = (e, et +1), ¢ € [0, 1]. Confrontare

tale lunghezza con quella del segmento di estremi A = v(0) e B = (1).

[V2(e — 1), AB = v2(e - 1)]

Svolgimento
La curva 7 : [0,1] — R? & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua +/(t) =

(e!,e!) # (0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni ¢ € [0, 1] si ha
IV ()] = V2.
La lunghezza di v e

1 1 1
L = / Iy (1) dt = \/5/ ' dt = v3['], = Va(e - 1).
0 0
Osserviamo che la lunghezza del segmento di estremi A = v(0) = (1,2) e B = (1) =
(e,e+1) & AB = v/2(e — 1). Infatti, il sostegno di 7 ¢ proprio il segmento AB.

Esercizio 3. Calcolare la lunghezza dei seguenti archi di curva:

a) ¥(t) = (sint —tcost,tsint + cost), te [0,5] [%?
b) y(t) = (cos®t,costsint), te [0,5] (2]

5 -
o) y(t) = (8,2), te [01] [“3);‘8

Svolgimento

a) La curva v :[0,5] — R? definita da y(t) = (sint — t cost, tsint + cost) & regolare.
Infatti, & derivabile con derivata continua /() = (¢sint,tcost) # (0,0), per ogni

t € (0,%). Inoltre per ogni ¢t € [0,%] si ha

IV @&l =t.

La lunghezza di v e

s s 1 z 2
le/z Hv'(lt)lldlt:/2 tdt = [tﬂ T
0 0 2 0 8
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b) La curva v : [0, 5] — R? definita da (t) = (cos®t,costsint) & regolare. Infatti, &
derivabile con derivata continua /() = (—2costsint, cos®t — sin®t) # (0,0), per

ogni t € (0,%). Inoltre per ogni t € [0,%] si ha

V@I =1.

3 3 71'
b= [F I wlde= [ ae=7.
0 0

¢) La curva v : [0,1] — R? definita da y(t) = (t3,12) & regolare. Infatti, & derivabile

La lunghezza di v e

con derivata continua /(t) = (3t2,2t) # (0,0), per ogni t € (0,1). Inoltre per ogni
t € [0,1] si ha

17/ ()] = VOt + 462 = t\/912 + 4.

La lunghezza di v e

! ! 1 371 13)5 —
le/ Hv’(t)lldtz/ t 9t2+4dt:{27 (9t2+4)2} _ (132 -8
0 0

0 27

e) La curva 7 : [O, ﬂ — R? definita da ~(t) = (t,t%) ¢ regolare . Infatti,
3
2

& derivabile con derivata continua ~/(t) = : %) # (0,0) per ogni t € (0, i)

~/~
—_
~

Inoltre per ogni t € [0 1} si ha

'3
9
W@l =1+ 3t
La lunghezza di v ¢
1
1 1 371
1 1 9 8 9 \2 61
Ly = (¢ dt:/ \/ 1+ Stdt = <1 t> =_—.
K /0 Il 0 +4 27 +4 , 216
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2 Esercizi sugli integrali curvilinei
Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficoltd maggiore.

2.1 Esercizi sugli integrali curvilinei di I specie

Esercizio 1. Dopo aver verificato che il sostegno delle curve & contenuto nel dominio

delle funzioni, calcolare i seguenti integrali curvilinei:

a) Lx, ~y(t) = (t,tQ), te [0,a],a>0 [1—12 [(1—1—4@)%—1”

c) /vx v(t) = (cost,sint), te€ {07 ;T}

vl
(S8

|
o

d) [yy2, v(t) = (t,et), t e [0,log?2] [5 - ]

v(t) = (2(cost + tsint),2(sint — tcost)), te [0,27]

{% [(1 +47r2)% — 1”

NS
S~
HM
_l_
@l\')

9) /V(x +2), A) = (t, ?’\fz&?,ti”) . te [0,1] |21 (56v7 = 1)]
h) Lﬁ, ~(t) = (cost,sint,tz) , te[0,m] [112 [(1 +47r2)% - 1”

Svolgimento
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a) La funzione f(z,y) = z & definita su dom (f) = R Quindi il sostegno di v :

[0,a] — R?, () = (t,1?), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva « & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua +/(t) = (1,2t) #

(0,0) per ogni t € (0,a). Inoltre per ogni ¢t € [0,a] si ha che

fam) =1 (L) =t WOl = Vitie

f=/7w=/0af(v(t))llv( lat= [t/ v e [ (+4t2)3K:

L+t -1).

¢) La funzione f(z,y) = 717 © definita su dom (f) = R% Quindi il sostegno di

v:[0,5] — R?, ~4(t) = (cost,sint), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva + e regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua

7' (t) = (—sint,cost) # (0,0) vt e (0’ 72T) '
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Inoltre per ogni ¢t € [0, 5] si ha

(/1)) = f(cost, sint) =

cost
1+ sin?t’

2 cost
dt:/27dt:
/yf /1+y /f N @1 0 1+sin?t

posto z = sint, da cui dz = costdt, si ottiene

LS| 1 7
= A T3 2 dz—[arctanz}ozz

Iy @&l =1.

Quindi

d) La funzione f(z,y) = y? & definita su dom (f) = R*% Quindi il sostegno di 7 :
[0,log 2] — R, 4(t) = (t,€), & evidentemente contenuto in dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua

¥ ()= (1,e") # (0,0)  Vte (0,log2).
Inoltre per ogni t € [0,log 2] si ha

f@) =f(tet) =€ W@l =vi+er
Quindi

[1=[w=[" raonola- [ evizEa -

N 2\ 3152 52 — 23
—[3<1+e ) L = 3

e) La funzione f(z,y) = /2% + y2 & definita su dom (f) = R% Quindi il sostegno
di v : [0,21] — R?, ~(t) = (2(cost + tsint),2(sint — tcost)), & evidentemente

contenuto in dom (f).

La curva v e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua
v'(t) = (2t cost,2tsint) # (0,0)  Vt e (0,2m).
Inoltre per ogni t € [0,27] si ha
f(y(@) = f(2(cost + tsint), 2(sint — t cos t)) =21+ 2, I/ ()] = 2t.

Quindi

/f /m—/ D)1/ (¢ Hdt:/o%éltmdt:

_ E (1+t2)gK - % [(1+47r2)g —1].
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g) La funzione f(z,y,2) =  + 2z ¢ definita su dom (f) = R3. Quindi il sostegno di
v:[0,1] = R? ~(t) = (t, %tQ, t3), ¢ evidentemente contenuto in dom (f).

La curva v ¢ regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata continua

v(8) = (1,3v24,36%) # (0,0,0) vt € (0,1).
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Inoltre per ogni t € [0, 1] si ha
F(8) = f( 3ft2 t3> 4 YO = VIt 182+ 9k,
Quindi
[1=]@+2 / FOO)IY @) dt = /0 (t+6) VI+ 182 + 9t dt =

posto z = 18t% 4+ 9t4, da cui dz = 36 (¢t + 3) dt, si ottiene

1 2
L T AT = L2
36 +2dz %6 {3( + 2)

[N

]27:514(56ﬁ—1).

0

La funzione f(z,y,2) = v/z & definita su dom (f) = {(m,y,z) eR¥: 2> O}. La
curva v : [0, 7] — R? & definita da ~(t) = (cost,sint, t?). Posto (x,y,2) = y(t), si
ha che z = t2 > 0 per ogni t € [0,7]. Quindi il sostegno di 7, Im (v), & contenuto
in dom (f).

La curva v ¢ regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua
7' (t) = (—sint,cost,2t) # (0,0,0)  Vte (0,m).
Inoltre per ogni t € [0, ] si ha
FOy(t) = f (cost,sint, ) =, [/ ()] = VI+ 42

Quindi
/vf:/\[ /f NI )]l dt = /Ot\/lJTt?dt

™

[112 (1+4t2)3]0 .S [(HM )E- 1] |
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2.2 Esercizi sugli integrali curvilinei di II specie
Esercizio 1. Calcolare / F'- dP nei seguenti casi:
v
a) F(z,y) = (2—y,x), y(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 2] [—27]
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Svolgimento

a) La funzione F(x,y) = (2 — y,z) & continua su R%. La curva v : [0,27] — R?
definita da y(t) = (t —sint, 1 — cost) e regolare. Infatti, ¢ derivabile con derivata
continua

7' (t) = (1 — cost,sint) # (0,0) vt € (0,2m).

Inoltre per ogni t € [0,27] si ha
F(y(t) -9 (t) = F(t —sint,1 — cost) - (1 — cost,sint) =

= (1+cost,t —sint) - (1 — cost,sint) =
= (14 cost)(1 —cost) + (t —sint)sint = tsint.
Quindi

2 2
/F- dP = F(y(t)) -+ (t)dt :/ tsintdt =
ol 0 0

integrando per parti

o 27
= {—t cos t}o +/ costdt = —2m.
0
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Esercizio 2. Calcolare / F' - dP nei seguenti casi:
¥

B (22,1,4z) B 3,9
CL) F(x’yaz)_$2+y+222+17 W(t)_(tvtat)a te [0’2] [10g45]

b) F(z,y,2) = (22%y, zz,—x), ~(t) = (1 + cost,sint,—2sin’t), t¢€ [0,27] [-37]

¢) F(x,y,2) = (y,2,x), ~(t)=(acost,asint,b), te [0,27], a,b>0 [—7a?]

d) F(z,y,2)=(y—z,z—z,x—y), ~(t) = (acost,asint,bt),tec [0,27], a,b>0

[—27ma(a + b)]

Svolgimento

2z,1,4
a) La funzione F(z,y,z) = = j_ ;;’2;;)_’_ 1 & continua su R®. La curva v : [0,2] —

R? definita da y(t) = (t,t3,1%) & regolare. Infatti, & derivabile con derivata continua

N (t) = (1,3t2,2t) £(0,0,0)  Vte (0,2).

Inoltre per ogni t € [0,2] si ha

F(y(t)) -~ (t)=F (t,t3,t2) : (1,3752,275) = 2t4(+2t£31f?+ o (1,3t2,2t) -

83437 + 2t
2t 241

Quindi

2 2 83 +3t2+ 2t
F-dP = | F(x(t))- ’tdt:/ dt =
/ | ey = [ o

— [1og (2t4 +3 + 2+ 1)} = log 45.

2
0
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b) La funzione F(x,y, 2) = (2x%y, zz, —z) & continua su R3. La curva v : 0,27] — R3
definita da () = (1 + cost,sint, —2 sin? t) & regolare. Infatti, & derivabile con

derivata continua
7' (t) = (—sint, cost, —4sint cost) # (0,0,0) vVt e (0,2m).
Inoltre per ogni t € [0,27] si ha
Fiy@) -+ (t)=F (1 + cost,sint, —2 sin? t) - (—sint,cost, —4sint cost) =
= (2(1 + cost)?sint, —2(1 + cost)sin®¢, —1 — cos t) -(—sint,cost, —4sintcost) =

= —2¢in’t —4sin’tcos’t — 6sin’tcost + 4sint cos® t + 4sint cost.

Quindi
(2.1) AF dP = /027r F(y(t) -+ (t)dt =

27
:/ (—2sin2t—4sin2tcos2t—6sin2tcost+4sint0082t+4sintcost> dt.
0

Osserviamo che

27 1 21
/ sin® t dt = [(t — sint cos t)} =,
0 2 0
27 1 [2« 171 2
/0 sin?t cos® t dt = 1 /0 sin? 2t dt = 1 [4(2t — sin 2t cos 2t)} . = %,
27 1 27
/ sin?tcostdt = { sin® t} =0,
0 3 0
27 1 2
/ sintcos? t dt = [— cos® t} =0,
0 3 0
2 1 2
/ sintcostdt = [ sin? t} =0.
0 2 0

Sostituendo in (2.1) si ottiene
/F' dP = —3m.
g
¢) La funzione F(z,y,2) = (y,z z) ¢ continua su R®. La curva vy : [0,27] — R?

definita da v(t) = (acost,asint,b), con a,b > 0, ¢ regolare. Infatti, & derivabile

con derivata continua

7' (t) = (—asint,acost,0) # (0,0,0) vVt € (0,2m).
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Inoltre per ogni t € [0,27] si ha

F(y(t)) -+ (t) = F(acost,asint,b) - (—asint,acost,0) =

2

= (asint,b,acost) - (—asint,acost,0) = —a’sin®t + abcost.

Quindi

2w 2m
/F~ dP = / F(y(t) -+ (t)dt = / (—a2 sin®t + abcost) dt =
v 0 0

1 1 2w
= {—aQ(t —sintcost) + —absin t} = —ma®.
2 2 0




