Ottimizzazione delle funzioni in pia variabili
Estremi vincolati. Vincoli di uguaglianza

Il caso generale: funzioni di n variabili con m vincoli (m < n)

I1 caso generale: funzioni di n variabili con m vincoli
(m < n)

Problema

Dato un aperto X C R” e date due funzioni di classe C* f: X - Re
g: X — R™, con m < n, determinare gli estremi di f, ristretta
all'insieme (vincolo):

Ey={x e R": g(x) =0}

Se g = (91,92, --,9m), Fo ¢ I'insieme dei punti di R™ che soddisfano
le m equazioni:

gl(xlvaM"axn)

0
92(21, @2, ..., 2y) =0

gm(mhq’??"'axn) =0

Il caso n =2, m = 1 & quello precedente.
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Se dal sistema precedente riusciamo a ricavare esplicitamente m
variabili in termini delle altre n — m, riduciamo il problema di
ottimizzazione vincolata ad un problema di ottimizzazione ancora
vincolata, ma di dimensione inferiore.

Di solito si utilizza il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, che
estende quello trattato precedentemente.

Definizione

z0 = (29,29,...,2%) € X un punto regolare di Ej se la matrice
Jacobiana di g:

Dyygv Diygr --- Di,gi

Dyyg2 Dgyga oo Dz, g2
Dg = . . .

Dyi9m Dzygm .. Dg gm

ha caratteristica m in x°.
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Affinché la matrice Dg abbia caratteristica m in x°, i vettori

Vg;(z?), per j =1,...,m devono essere linearmente indipendenti.

Esiste quindi un minore di ordine m, estratto da Dg(x"), diverso da

9(91,92;+++:9m)

0(x1,%2,.-,%m) cioé quello

zero. Si pud supporre che questo minore sia
individuato dalle prime m colonne di Dg.

Teorema del Dini (o della funzione implicita) in due dimensioni:
stabilisce quando il luogo di zeri di un’equazione implicita si pud
esplicitare rispetto ad una variabile.

Sia g: X C R? - R, X aperto. Supponiamo che:

Q g e g, siano continue in X;

@ nel punto (zo,yo) € X si abbia g(xo,y0) =0 e gy(xo,y0) # 0.
Allora esistono un intorno U di zy e un’unica funzione f: U — R,
continua in U, tale che yo = f(xo) e che g(z, f(z)) =0, Vx € U. Se
inoltre g, ¢ continua in X (quindi g € C1(X)), allora f € C}(X) e
vale:

’ _ _ga:('r7f(x)) -
f(@) = 0@ T @) VeeU
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Nel nostro caso grazie al teorema del Dini:
il sistema definisce x1, ..., %, in funzione di z,,4+1,...,2, in un
intorno di «°:

T = hl(xm+l7 e 7$n)

Ty = hQ(.Z’erl, N ,wn)

T = b (Trg1y oy Tn)

in modo tale che z9 = hj(al, . 1,...,2)), Vi =1,...,m.

Si dice che: in un intorno di ¥, Ey é una varieta di dimensione

n —m.

Quindi per individuare un punto su E in un intorno di 2° occorrono
n — m parametri.
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La varieta di dimensione n — 1 si chiama ipersuperficie in R™.

Le varieta di dimensione 1 si chiamano curve in R™.

In generale una curva in R” é assegnata da un vettore:
r(t):(wl(t)7x2(t)7"'71'n(t))7 contEIQR

La curva si dice regolare se 7 € C1(I) e se il vettore tangente o

velocita:
() = (@) (1), 25(t), ..., 27, (1) #0, Vtel
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Definizione

Il punto regolare ° € X si dice critico o stazionario per f,
vincolato alla varietd Ep, se per ogni curva regolare r = r(t) tale che:
O r ¢ definita in un intorno di Iy di t = 0 e r(0) = z*;
@ la curva é contenuta in Eg e cioé
gi(r(t)) = gj(z1(2),...,zn(t)) =0, Vi=1,...,m, Vt € I

posto ¢(t) = f(r(t)), si ha ¢'(0) =

Teorema

Se 2° € X ¢é punto di estremo per f, vincolato alla varietd Eg, ed &
punto regolare per Ejy, allora 2 & punto critico vincolato (a Fjp).

Dimostrazione:
Se ' ¢ di massimo (o di minimo) vincolato e » = r(t) & una curva
soddisfacente le condizioni 1) e 2), allora ¢(¢) = f(r(¢)) ha un

massimo (o un minimo) libero in ¢ = 0 e percid ¢’'(0) = 0. O
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Teorema

Sia % € X un punto regolare per Ey. Allora 2° é un punto critico

vincolato a Fg per f se e solo se esistono m numeri reali
AV A9, .. A0 detti moltiplicatori di Lagrange, tali che:

Vi) =Y AVg,(a°)
j=1

Le direzioni corrispondenti ai vettori v € R™ tali che
(Vgj(x®),v) =0, Vj =1,...,m si dicono direzioni tangenziali ai
vincoli.

Un punto regolare z° € X ¢ stazionario se e solo se la derivata di f
lungo ogni direzione tangenziale ai vincoli é nulla.
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Definiamo la Lagrangiana:

L(X,A) =L(T1,..  Tpy Ay Am) = fx) — Z/\jgj(m)
j=1

il Teorema afferma che se ¥ é regolare, allora & critico condizionato

se e solo se esiste AY = (\9,...,\%) tale che (2% A%) € R" x R™ sia
punto critico libero per L.

I punti critici liberi per £ sono soluzioni del sistema di n + m
equazioni in n 4+ m incognite:

Dam‘c = Dm1f - 2721 )\ij1gj =0

Dy, L= Dy, f— 2721 )‘ijzgj =0

D, L=D, f— Z;nzl AjDy. g; =0
DyL=-g1=0
D,\Qﬁ = —go = 0

D)\mﬁ = —3m = 0
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Condizioni sufficienti

Come stabilire la natura del punto critico?
Analizziamo il caso di un solo vincolo (m = 1).

Sia £° € R™ un punto critico per f condizionato al vincolo g(z) =0 e
sia Ag il corrispondente moltiplicatore di Lagrange.
Vale il seguente:

Teorema

Siano f,g: X — R, X aperto di R", di classe C2.
Se la forma quadratica:

n

Z [f%% (Sco) - Aogmixj (mo)] hihj = <[Hf(w0) - )‘OHg(xO)] h’ h>

0

)

ristretta all’insieme dei vettori h € R™ tangenziali al vincolo in @
(cioe (Vg(x?),h) = 0), & definita negativa (positiva), allora z° &
punto di massimo (minimo) locale forte vincolato.
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Lemma

Sia q(h) = (Ah, h) una forma quadratica in R™ e sia b € R,

b = (b1,b2,...,b,), by # 0. Allora la f.q. g(h), soggetta al vincolo
lineare (b,h) = 0, & definita positiva se sono negativi tutti i minori
principali di nord-ovest, di ordine maggiore di 2, della seguente
matrice:

0 b ... b,
b1

: A
bn
E definita negativa se i suddetti minori si susseguono a segni alterni a

partire dal primo (di ordine 3) positivo.

1l lemma si applica nel nostro caso con A = Hy (%) — \°H,(z) e
b Vg(:z:o), poiché Vg(x") # 0, si pud sempre supporre che
z’)
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Esempio:

Massimizzare V (x,y, z) = zyz nell’ottante positivo di R?, sotto la
condizione g(z,y,z2) =xy+zz+yz— A=0 (A > 0).

Poiché Vg = (y + z,2 + 2,z + y) si annulla solo in (0,0, 0) sulla
superficie non vi sono punti singolari.

Cerchiamo i punti critici. Il sistema é assegnato dalle equazioni:

Vo—Agz=yz—ANy+2)=0
Vy—Agy=xz— ANz +2)=0
Vi=Ag:=ay— ANz +y)=0

alle quali va aggiunta zy + 2z + yz — A = 0. Troviamo che 'unico

puntor =y =z = 1/% con \ = %. Dobbiamo stabilire la natura

" A A [A
del punto critico <\/;, \/;, \/;>
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Abbiamo che:
Ve — Nox = Vyy - Agyy =V, =g =0
Vey = Mzy =2 — A
sz_)‘gzz:y_)‘
Vi —Agy =2 — A
Vg=Wy+z,z+22+y)

Sostituendo A\ = «/%, (\/g, \/>, \/g), otteniamo:

0 V2A V2A V2A
V2A \/ 2
V24 /40
V2A
Il determinante di questa matrice & negativo, il suo minore principale

di nord-ovest di ordine 3 & positivo, quindi la f.q. risulta definita
negativa e quindi ° é punto di massimo locale forte vincolato.
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Vincoli di disuguaglianza

Nell’analisi economica ci si imbatte frequentemente nel problema di
ottimizzare una funzione f(x) quando la variabile & soggetta ad uno
o piu vincoli del tipo p(x) < 0, oltre alla condizione di non-negativita
delle sue componenti, cioé¢ z; > 0, j =1,2,...,n. Questo & un tipico
problema di programmazione matematica.

Usando la teoria sviluppata finora un problema di questo tipo ci
obbligherebbe ad un procedimento abbastanza lungo:

@ la ricerca degli estremi (liberi) di f nell’interno della regione
individuata dai vincoli dove f é differenziabile;

@ la ricerca degli estremi di f sulla frontiera di tale regione;

@ la considerazione dei punti in cui f non é differenziabile.



Se la funzione obiettivo ha un’espressione analitica semplice si pud ricorrere
a considerazioni grafiche.

Esempio:

Determinare gli estremi di f(z,y) = x + y nella regione
E={(z,y) eR? : 22 +¢y*—-1<0,2 >0,y > 0}.

Per individuare i punti di estremo ¢ sufficiente determinare la linea di
massimo € di minimo livello che interseca la regione E.

fx,y) = x




y ¢ crescenti

f=0 f=¢ f=c f=¢

Tale metodo perd é legato a una situazione troppo particolare, quindi
occorrono dei metodi adattabili a casi di sufficiente generalita.
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Formulazione generale del problema

Siano f, 1,02, ..., pm : R" — R funzioni differenziabili.

(P): Massimizzare f ristretta alla regione:
E={xcR":¢(x)<0,j=1,...,m}

E viene detta regione ammissibile.



Attenzione:

» Non c’é alcuna relazione tra il numero n di variabili ed il numero m di
vincoli. Supporremo sempre E # ();

» per semplicita di trattazione assumiamo la differenziabilita della
funzione obiettivo e delle funzioni ¢; in tutto R™;

» tutti i risultati si estendono facilmente al problema della
minimizzazione di f in E in quanto ming f = —maxg(—f). Gli
estremi si intendono globali rispetto alla regione F;

» scrivere i vincoli nella forma ¢; < 0 anziché ¢; > 0 & del tutto
convenzionale e generale. Appare ovvio che ogni vincolo pud essere
espresso nella forma ¢; < 0. In ogni caso osserviamo che se
0j(x?) =0e Vp;(x?) #0, V;(x?) & normale all'insieme di livello
{z € R" : pj(x) = 0} e diretto verso /'esterno della regione
E; ={x € R", pj(x) <0}, con £ =N7", E;.
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Definizione

Sia x° una soluzione di (P).

11 vincolo ¢é attivo in 2° se il punto soddisfa almeno una delle
disuguaglianze ¢;(x) < 0 (o ¢;(x) > 0) con I'uguaglianza, ossia se
vale ¢;(2°) = 0 per almeno un j.

Se la soluzione x° ¢ tale che p;(z°) < 0 (0 ¢;(z°) > 0),

Vi =1,...,m, allora il vincolo & inattivo in a°.

1l vincolo ¢ attivo se la funzione obiettivo raggiunge il suo valore
massimo (o minimo) su un punto di frontiera del vincolo, mentre &
inattivo se il punto estremo é interno.

Indichiamo con J(x) é I'insieme degli indici j € {1,2,...,m} per cui i
vincoli corrispondenti sono attivi in x.
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Lemma

Se per ogni j € J(x") esiste Z tale che:
0 0 p;(T) <0 e ;e convessa,
@ oppure ¢;(T) <0 e @; é affine,

allora i vincoli sono qualificati in z°.

Lemma

Se i vettori Vip;(2°) per j € J(x°) sono linearmente indipendenti,

allora i vincoli sono qualificati in z°.
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Teorema (di Karush-Kuhn-Tucker)

Sia x° soluzione di (P).
Se i vincoli sono qualificati in 2°, allora per ogni j € J(x") esiste
)\? > 0 tale che:
Vi) = Y AJVe;(°)
JEJ (20)

La formula del teorema fa intervenire solo i vincoli attivi in «°.

Per il calcolo, poiché 2° non & conosciuto a priori, dobbiamo
introdurre la Lagrangiana:

L(xz,A) = f(x) — Z)\jgoj(a:)

nella quale intervengono tutti i vincoli.
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Attenzione:
La condizione necessaria del teorema equivale a richiedere che 2® e A°
siano soluzione del seguente sistema (che esprime le condizioni di

Karush-Kuhn-Tucker):

oL _ 0f g m )\j%zo k=1,...,n

Oz, ~ Oz j=1
oL __ s
76,\1—_%‘20 j=1...,m

)\jZO; j:l,...,m
/\j(pj(ili):() j:l,...,m

Se j ¢ J(z°), dalle ultime due condizioni segue che \; = 0. Questo
comporta che nelle prime due condizioni compaiano soltanto i vincoli

attivi.



Esempio: Minimizzare g(x1,22) = (v1 — 1)® + 22 + 1 nella regione
E = {(z1,72) € R? : 21 > 0,25 > 0}.
Usiamo la relazione ming g = — maxg(—g). In questo modo il problema diventa:

f(@1,20) = —g(z1,22) = —(x1 — 1)> =39 — 1,

901($1,CU2) = —I, @2(9317%2) = —X2.

Notiamo che i vincoli sono affini, quindi qualificati. La
[,(xl,xz,)\l, )\2) = —(.’El — 1)3 — X9 — 1+ )\11’1 + )\21’2 e qumdl
9L — _3(x;—1)24+ A =0

31}1

oL __ —

120, x220
/\1 2 0,)\2 Z O,)\lﬂﬁl :O,)\QIQ =0.

da cuisiricava A\g = 1,20 =0. Sex1 =0,A\1 =3. Se \y = 0,21, = 1. Per le
condizioni di Karush-Kuhn-Tucker abbiamo che i possibili punti sono (0,0) e
(1,0), con f(0,0) =0e f(1,0) = —1. Osserviamo che fjp < 0 e pertanto 0 &
massimo globale per f ovvero minimo globale per g.
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Osservazione:

Le condizioni espresse dal sistema si scrivono per la stessa maniera
per i problemi seguenti:

max f con i vincoli nella forma ¢; <0

e

min f con i vincoli nella forma ¢; > 0.

Osservazione:
I numeri A; che compaiono nella formula di Karush-Kuhn-Tucker
prendono il nome di moltiplicatori di Karush-Kuhn-Tucker.
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Teorema

|

Supponiamo che f sia concava e che le funzioni ¢;, j =1,...,m,
siano convesse. Sia ° € E un punto in cui i vincoli sono qualificati.
Allora z° ¢é soluzione di (P) se e solo se, per ogni j € J(x?), esiste
)\? > 0 tale che valga:

= > ANV,

1€J(x0)
Dimostrazione:
"<": Se f é concava, YV € E e dalla formula sopra:
f(@) < f(@*)+(Vf(x"),z—=x°) = + D ANVe,(a’),z—z°)

JjEJ(x°)

Siccome ; sono convesse e siccome (z%) =0 se j € J(z°), abbiamo
che: pj(x) > (Vp,(x?),z — ).

Inoltre essendo /\? >0e ¢;(x) <0 per xz € E, abbiamo che

F(@) < F@) + 3, siam Ny (@) < £(a0).

Quindi 2° ¢ soluzione di (P). [J
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Esempio:
Massimizzare f(x1,z2) = 1 + log(1 + x2) nell’insieme
E= {(Il,l‘g) ER?:z1 425 1< 0,21 > 0,29 > O}

f é concava essendo somma di due funzioni concave.

Inoltre 1 = x1 + 22 — 1, o = —x1, 3 = —x2 sono affini e quindi
convesse.

La Lagrangiana é:

L(x1, T2, A1, A2, A3) = 21 +log(1 +x2) — A\ (@1 + 22 — 1) + Aaw1 + A372
Le condizioni di Karush-Kuhn-Tucker (necessarie e sufficienti) sono:

1-X+X=0
ﬁ—)\l—f—)\gzo
AlZO’ )‘2207 )‘320

)\1(9;‘1 + X2 — 1) =0, oz1 =0, A3z =0

L’unica soluzione é (1,0) con i moltiplicatori (1,0,0). Il valore
f(1,0) =1 & quindi di massimo globale per f.



