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(1) (4 punti) Si consideri il seguente sistema lineare dipendente dal parametro reale ↵ 2 R:
8
><

>:

x1 + ↵x2 � x3 + x4 = ↵

2x1 + 2x2 � ↵x3 + 2↵x4 = 1

�x1 + x2 � x3 + ↵x4 = ↵.

Senza risolverlo, si mostri che il sistema lineare è compatibile per ogni ↵ 2 R.
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La natica completa è
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Sex = -1i ( O i =) : og(1b) = 3=
A

O o - 2

= il sistema è compatibile per Ronché - Capelli
Se -1 : III- II

L
- 1 1 - 1 L

-( 6 4 - X -2 4 X I 1 + 2x CO & +(+ 2)
(d +1)(e-x) 26-2

per
a -1

,
i due termini &)(x+ 2)

e (x+ 1) (l - x)

non sono mai contemporaneamente nulli
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=> og (A1b) = b=ry() =- anche per a -1 , per

Ronci-Capelli ilsz : sempre compatibil.
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(2) Sia A =

0

BB@

1 0 1
�3 2 �5
0 2 �2
1 0 1

1

CCA e LA : R3 ! R4 l’applicazione lineare associata ad A.

(a) (2 punti) Si calcolino una base di Ker(LA) e una dell’immagine di LA.
(b) (2 punti) Siano e1, e2, e3 i vettori della base canonica di R3 e e01, e

0
2, e

0
3, e

0
4 i vettori della base canonica di R4.

Si dimostri che A = (e3, e2, e1 � e3) è una base di R3 e che B = (e3 + 2e4, e2, e3, e1 + e3) è una base di R4.
(c) (2 punti) Si trovi MA

B (LA) la matrice associata a LA rispetto alle basi A nel dominio e B nel codominio.
(d) (3 punti) Trovare, se esiste, un’applicazione lineare g : R3 ! R3 tale che

g � LA = 0, e rg(g) = 1.↳ g

2 2 02 - 2 =② (5 (. (
1 O 1

(1

- 2
O

0O

ryA = dim In L = 2 ; me base di a (() ,()
dim ke ( = 3 - A = 1 ; eg . per kela :

A . (2) = 0
: le salviai sono le stessed .() = 0

,

con(j

me based Go : (())

O besisurthsos ilmatico olta s

Analogamente la natrice delle coordinate di rettori di B è : (0) ,
dela dete

& ↳(3) = (2) = (i) + () + (i) + (b) =

( +4)=> c
= t , 3 =

- 5
, ( = -E = t

((2) = () = (+ + () = ( = 0
,

4 = 2
, 4

= 2
, c =

24

↳ (2
,

- es) = (a() - 2x(3) = (3) - (i) = (2) =2)

2=(2

⑯ Vogliars de sie 40g = 0

,
gind Fung kerl

,
esiccome vogliere anche die Eng =dikel

deve esse In g = keLa .

Come
o possione sayles, a esempio, I'mine applicazione lineare gt . c

g(e) = (h) , f(x) = y(x) = (8)
Verifico le richieste : La (g(e ,

+ sen + (2) =((y() + 2y(2) + (y()) = ( . (i)) = c . (E)) = c . (2) =(8)
inoltre Imp = Spen(y(es , y

(2)
, g(es) = Span (Eil)

=drgg
= 1

.
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(3) Si consideri la matrice

Cd =

0

@
1 d �1
0 0 3d2

0 1 0

1

A .

(a) (3 punti) Si determinino i valori di d 2 R per cui Cd è diagonalizzabile.
(b) (3 punti) Per d = 1 si determini un base di autovettori per LC1 .

& Pc(x) = det (1
xd -

(O - x 3d = (1 - x)(x)- 3d))
O 1 - X = ( -x)(x - 53d)(x + 53d)

Se do e dett ,

abbiamo 3 entoveli distinti è diagonalizzabile
· sed = 0 :

p, (x)
= ( - X)X

, Sp = (1, 0) = me( = 1 =my(
ma (d = 2 ; alolo my(d :

my(0) = dim Ant(0) = 3 - ryC = 3- rg( %( = 3 - 2 = 1 7 ma(d)

=> Non è diegenausabile per d = o

51 P(x) = - (x - 1) (x + 1)
, Sp

= (), - 16
,
meli = 1 = m(+)g·

sed=
1

me(l) = 2
;
ald ug (1) :

O - 1

my() =
dim Aut() = 3 - ry((y5 - [z) = 3 -

ry ( · e i ( = 3 - 2 = 1 =ma()

=> non è diagonalizzabile puro
O

1 =
S

· sed = -t
53 1 p(x) = - (x - 1) (x + 1)

, Sp = (1 - 1
,
me(u) = 1 = my(- 1)

mall =2; alab my( :

O Imy ()
= dim Aut(1) = 3 - ry((

(
- [z) = 3 -

ry (
·

= 3 -

Non è diagonalizzabile
O

③C =() , Pc(x) = (x)(x-x

Eg . per Ant(1) : (0· i) (2) = (0) ,

voi (ibase ( :)
I

Es . per Act(53): )() = (j) ,

con l xtybe( S y - 53z =
0

E2 . pr Act(53) : ( () = () , coixty-z ;
e )

=Dane base o entorettoni ((b) , (r) . (i)].
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(4) (6 punti) Sia f : V ! W un’applicazione lineare tra due K-spazi vettoriali. Siano v1, . . . , vt dei vettori di V . Si dimostri che
se f(v1), . . . , f(vt) sono linearmente indipendenti, allora v1, . . . , vt sono linearmente indipendenti.

(5) (6 punti) Sia V uno spazio euclideo di dimensione finita su un campo K. Si dimostri che se v1, . . . , vk sono vettori
a due a due ortogonali, allora v1, . . . , vk sono linearmente indipendenti.

Cons
.

una combinazione linee a
.
v+... + & = Ov ; albe vale +(a

,
v

.
+ ... +a) = f(0)

Si le : Flon) = on
, perdi t è liner

inoltre : f(ar
,

+ -- + q,0) = a
,
f() +... + af() pacte f è linere

Quind : art ... + an+
to = a

,
f()+ - + af(t)) =0 ; i rethé f(x) ...., f() sono

linearmente indipendenti per ipotesi

= a .
=.. =

=0 = v
...., a sono lineamente indipendenti

↓....,
N son a Cod ortogonal, cioe < D

:, 03 = 0 ifj ,
e sono

K

tutti non nulli

bus
.

2
,

%
,

+ . ... + &Vz = Or

alla <o
,
v

,
+ --

& Nu
,

v
: > = Cor

,

0: >
Vi = 1, ...,

k

per bilinearità Il
4

O

9
, (v

,
vi) +...

: <Vi
,

0
: > + -- +Or

,
Vi) = o

L
-

= o
-

*0
= o

podi v : 70

=Da = 0 Vi = 1, ...,
h = N. , .., in

son LIN
.

INDIP
.


