Lezione 4 Applicazioni continue

Applicazioni continue

Def. Siano X e Y spazi topologici. Un'applicazione f: X — Y & continua
se VV C Y aperto in Y si ha f~}(V) C X aperto in X.

In altre parole f: X — Y & continua < Le preimmagini tramite f degli
aperti sono aperti.

Oss. f73(Y = V) =X — f~3(V). Quindi f: X — Y continua <
VC C Y chiuso in Y si ha f~}(C) C X chiuso in X.

Prop. f: X =Y eg:Y — Z continue = go f: X — Z continua.
Dim. Segue subito dal fatto che (go f)"%(V) = f~ (g (V)) VvV C Zz. O

Oss. ¢c: X — Y costante = ¢ continua.

idx : X = X continua per ogni spazio topologico X.

Y C X sottospazio top. = mappa d’inclusione %y : Y «— X continua.
Restrizioni di applicazioni continue a sottospazi del dominio o del codo-
minio sono continue.

V f: Xgis = Y é continua.

V f: X — Yoan € continua.

Def. f: X — Y é aperta se VU C X aperto in X si ha f(U) aperto in Y.
f: X — Y é chiusa se VC C X chiuso in X si ha f(C) chiuso in Y.

f: X — Y aperta < f manda aperti in aperti.
f: X — Y chiusa <& f manda chiusi in chiusi.

Oss. Una costante ¢c: R — R & continua e chiusa, ma non aperta.

f: X — Y aperta = f(X) C Y aperto.

f: X — Y chiusa = f(X) C Y chiuso.

A C X aperto (risp. chiuso) < inclusione 14 : A < X aperta (risp. chiusa).

Esempio. idgr : Rgis — R continua e biiettiva ma L'inversa non &€ continua.

Def. Siano X e Y spazi topologici. Un'applicazione f: X — Y é detta
omeomorfismo se valgono Le seguenti:

(1) f e biiettiva
(2) f e continua
(3) f~! é continua.

Diciamo che X e Y sono omeomorfi se esiste un omeomorfismo f: X — Y
e in tal caso scriviamo X £ VY.

N. B. GlLi omeomorfismi si chiamano anche applicazioni bicontinue.

Oss. idx : X — X omeomorfismo per ogni spazio X (stessa topologia).
f: X — Y omeomorfismo = f~!: Y — X omeomorfismo.

f: X —=>Yeg:Y — Z omeomorfismi = go f: X — Z omeomorfismo.
L'omeomorfismo € una relazione d’equivalenza tra spazi topologici.

Oss. Data f: X — Y biiettiva, si ha f~! continua < f aperta < f chiusa
(attenzione, serve biiettiva).
f: X — Y omeo < f continua, biiettiva e aperta (o chiusa).
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Cor. Per ogni spazio X Ll'insieme

Omeo(X) d:ef{f: X — X | f omeo}

€ un gruppo rispetto a composizione, detto gruppo degli omeomorfismi.

N. B. In generale Omeo(X) é un gruppo molto grande e molto complicato,
guasi mai abeliano (a parte alcuni casi banali).

Def. Una proprieta PP & detta proprieta topologica se ¥V X, Y spazi topolo-
gici, X haPeY =X =Y ha P.

In altre parole P é una proprieta topologica se valendo per uno spazio X
vale anche per tutti gli spazi omeomorfi a X, ovvero P €& invariante a meno
di omeomorfismi. Studieremo in seguito importanti proprieta topologiche.

La Topologia studia Le proprieta topologiche degli spazi. Un problema
fondamentale é capire se due spazi topologici X e Y sono omeomorfi.

Prop. La metrizzabilita € una proprieta topologica.

Dim. Diamo solo un’idea, Lasciando i dettagli per Esercizio.
X metrizzabile e Y = X = 3dx metrica su X che ne induce La topologia
edf:Y — X omeo v

dy: Y XY — R

dy (U1, Y2) = dx(f(v1), f(v2))
metrica su Y che induce La topologia di Y. OJ

Def. Dati gli spazi X e Y definiamo L'insieme delle applicazioni continue
CX,Y) ¥ {f: X = Y| f continua}.

Oss. C(X,Y) # 0 (contiene almeno Lle costanti).

Omeo(X) C C(X, X).

Prop. f: X — Y é continua < vV € X, VV C Y intorno di f(x) € Y,
AU C X intorno di x in X t.c. f(U) C V.

Dim. Non é restrittivo Limitarci a considerare solo intorni aperti.
VYV C Y intorno aperto di f(z) = z € U .= f~(V) C X aperto.

VV CY aperto, se f~1(V) = @ allora & aperto.

Se f7/(V) # 0,V € f~1(V) = Vintorno di f(z) in Y = 3U C X
intornodiz t.c. f(U)CV =z € UC fFY(V) = f~1(V) aperto in X =
f continua. O

Oss. Nella Prop. possiamo Limitarci a considerare intorni U e V aperti e/o
basici (se abbiamo preventivamente fissato basi di intorni in X e Y). La
dimostrazione richiede solo piccole modifiche.
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Continuita negli spazi metrici

Cor. Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici. Allora f: X — Y é continua
& Vo€ X,Ve>0,30 >0t.c Vo € X siabbia che

dx(z, o) <0 = adyv(f(x), f(x0)) < €.

Dim. Segue subito dalla Prop. e dall’Oss. usando come intorni basici Le
bocce aperte V = By, (f(x),€) e U = By, (xo, 0). O

Oss. In generale § dipende da xo e da €.

La definizione di funzione continua generalizza quella studiata in Analisi.
Le funzioni reali di variabili reali La cui continuita € nota dall’Analisi
saranno considerate continue senza bisogno di dimostrazione.

Oss. Applicazioni affini reali f: R™ — R™, f(x) = Az + b con

A€ Mpn(R) e b € R™, sono continue.

Idem per applicazioni affini complesse C* — C™.

Affinita reali f: R™ — R", f(x) = Az + b con A € GL,(R) e b € R", sono
omeomorfismi (L'inversa é anch’essa affinita quindi continua).

Idem per affinita complesse C* — C".

In particolare, per b = 0, Le applicazioni Lineari R™ — R™ sono continue e
gli automorfismi Llineari R® — R™ sono omeomorfismi (idem su C).

Esempio. exp : R — ]0, 4+00[, exp(z) = e* & continua e infatti & omeo
con inversa log : ]0, +00[ — R, pure essa continua = R £ ]0, 4+o00[.

g:]0,1[ = ]0, +o0], g(z) = 5 °meo con inversa g~ 1(y) = T+

10, 1[ = ]a, b] = ]a, +oo[ = |—00, a[ = R.
[0, 1] & [a, b] = ]a, b] = [0, 0o & [a, +0o0] = ]—00, a].
[0,1] = [a,b] ma [0,1] ZR (Lo vedremo pil avanti).
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Chiusura e frontiera negli spazi metrici
Def. Dato (X,d) spazio metrico, Vx € X e VA, B C X non vuoti,
definiamo La distanza tra x e A
d(z, A) .= inf{d(z,a) |a € A} > 0
e La distanza tra Ae B
d(A, B) :=inf{d(a,b) |a € A, b € B} > 0.
Oss. T € A s~= d(x,A) = 0.

ANB # 0 <<= d(A B) =0.
L’'inf non & necessariamente un minimo.

Esempio. In R con la distanza Euclidea d(0,]0, 1[) = 0.
Prop. (X, d) spazio metrico, P # A C X =
da: X =+ R
da(z) = d(z, A)
funzione continua.
Oss. In altre parole La distanza da un sottoinsieme é continua.

Dim. Vxzo,x € X, Va € A per La disuguaglianza triangolare e passando
all’inf si ha

d(z,a) < d(xz, To) + d(xo,a) = da(x) — da(zo) < a(T, To)
da cui scambiando  con xy si deduce
|@a(z) — da(zo)| < d(z, To).
Si ottiene quindi La continuita ponendo 0 = €. 0

Oss. f: X — R continua = i sottoinsiemi di X definiti da un'equazione
continua f(x) = o, o da una disequazione f(z) 2> o o f(z) < «, con
a € R, sono chiusi in X in quanto preimmagini di chiusi.

Analogamente i sottoinsiemi di X definiti da f(z) > a o da f(z) < a o
da f(x) # a sono aperti in X.

Prop. Siano (X, d) uno spazio metrico e ® # A C X. Allora
ClxA={z € X |d(x, A) = 0}.

Dim. Poniamo C = {z € X | d(x, A) = 0} e dimostriamo ClLx A = C.
C chiuso in X perché definito da un’equazione continua.
ACC = CLxACC.

VreEC, Vr>03a€ Atc. d(z,a) <7 = By(z, 7)NA#D =

Cor.Vz € X sihaxz € Clx A & d(z, A) =0.

Cor.Vz € X sihax € Frx A& d(x,A) =d(xz, X — A) =0.
Cor. AC X chiuso, z € X ed(x,A) =0 = x € A.

N.B.Q #A, B C X chiusie d(A,B) =0 % AN B # 0.
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