Lezione 6 Operazioni topologiche

Unione topologica

Unione disgiunta di insiemi. L'unione disgiunta di due insiemi X e Y é

XUy E(x x{1})u(r x {2}).

Pit in generale L'unione disgiunta di una famiglia di insiemi {X;}ier €
L] X o U(Xs X {1}).
1€l 1€l
Pertanto L'unione disgiunta di insiemi non necessariamente disgiunti é L'u-

nione di Loro copie disgiunte ottenute identificando X; con X; X {1} Vi € I.
L'unione disgiunta di insiemi a due a due disgiunti si identifica con L'unione.

Unione topologica di spazi. L’'unione topologica di due spazi X e Y é
L'unione disgiunta X LY con La topologia unione
def

Tuo={UuUV|UCXeV CY aperti}.

Oss. W C XUY aperto W N X eWNY aperti.
X e Y sottospazi aperti e chiusi di X 41Y.

— O 0008

Def. L'unione topologica di una famiglia di spazi {X;}:cr € L'unione di-
sgiunta | | X; con La topologia unione
1€l
’7Ld=ef{|_|U¢|Uz-CXZ— apertoViGI}.
1€l
Oss. Si verifica facilmente che questa € una topologia.
W C || X; aperto <& W N X; aperto in X; Vi € 1.
1€l
X; C || X; sottospazio aperto e chiuso Vj € I.
1€l
Definiamo Le immersioni canoniche Vj € I
150 X; — L] X;
el
i,(x) =z, Vz€X;
Oss. 1; immersione aperta e chiusa Vj € I.
i ' (W) =WnX;, YW C | X
1€l
Teor. f: || X; = Y continua & f; .= foi,;: X; =Y continuaVje€l
1€l
Def. f; = foi; = f|x,: X; = Y é detta j-esima restrizione di f.
Oss. Si ha f(x) = f;,(x), Vx € X;, V7 € I

Dim. Basta osservare che f~1(V) = || f; "(V), VV C Y aperto. O

el
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Prodotto topologico

Prodotti topologici finiti. IL prodotto topologico di due spazi X e Y é
il prodotto cartesiano X X Y con La topologia prodotto avente come base
UXxXV
By ¥{UxV|UCXeVCY aperti}. Y| 2
GLi aperti di X X Y sono unioni di prodotti di aperti,
e in generale sono pit complicati dei prodotti di aperti.

U X
In generale, il prodotto topologico di X1, ..., Xn € il prodotto cartesiano
X =X1 X X Xp

con La topologia prodotto avente per base La famiglia dei prodotti di aperti

By E{U X XU, | U C X; apertoVi=1,...,n}

Verifichiamo che By € base per una topologia su X; X -+ X Xp.
(1) X1 X -+ XXpE€Bx. VU X - X Up, Vi X -+ XV, € Bx si ha
(2) (UWX: - XUp)N(UL XX W) = (UiNWV) X X (UpnNVp) € Bx.

Proiezioni canoniche. Definiamo Le proiezioni canoniche Vj =1,..., 1
0 X1 X - X X = X
Ti(ZT1, ..., Tn) = T
Oss. m; continua, suriettiva e aperta Vj =1,...,n, infatti si ha:

TN Us) = Xe X oo X Uj X - X X, T5(Us X -+ - X Up) = Uy, VU; C X

Teor. f: Y — X1 X -+ X X, continua < f; '=m;0 f:Y — X; continua
Vi=1,...,n.

Def. f=m;0 f:Y — X, € detta j-esima componente di f.

Oss. Si ha f(y) = (f1(y), ..., fn(y)) e scriviamo f = (f1,..., fn).

Dim. fi € composizione di applicazioni continue quindi € continua.

VUL X - XU, C X1 XX Xp prodotto di aperti (aperto basico) =
FH UL X - X Up) = FfL(UD)N -0 F(Uy). O

Oss. A; C Xj chiusovyi=1,...,n = A; X --- X A, chiuso. Infatti:

n
(X1 XX Xp)— (A1 X+ XAp) = UX1 X - X (X;—A;) XX Xp).
Jj=1

Immersioni canoniche. Vj3 =1,...,n scegliamo un punto a; € X; "~\»
d50 X5 <> X1 X -+ X Xy t2(Xz2)
i;(x;) = (@1, ...,45-1,Tj, Bjt1,...,Qn) 11 (X1)

(a1, a2)

Oss. 3;(X;) =4{a1} X - X {a;—1} X X; X {aj41} X - X {an}.
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Prop. i, € un’'immersionevVj=1,...,n.
Dim. m;01; = idx; € m;0%; = a; = COSt per © # j = 7, continua e iniettiva.
2;(U;) = (X1 X - - XU; X -+ - X Xp)N1,;(X5) = 15| 1 X; = 4;(X;) aperta. O

Oss. B; base per X;, Vi=1,...,n =>
B={Bi X ---XB,| B, €B;,Vi=1,...,n}
base per X; X -+ X Xp.
Teor. X1...,Xn metrizzabili = X1 X - -+ X X, metrizzabile.
Dim. d4, ..., dy distanze su Xi ..., Xn risp. "~
d: (X1 X - X Xp) X (X1 XX Xp) =R (distanza prodotto)
a((@1, ..., Tn), (Y1, ..., Yn)) = Max(di(T1, Y1), . .., An(Tn, Un)).
Ba((z1,...,ZTn), ) = Bg, (1, 7) X - -+ X By, (Tn, T)
e La tesi segue dall'osservazione che i prodotti di bocce aperte dello stesso
raggio sono base per X; X - -+ X Xjy. 0]

Cor. R"=R X ---XReC*"=C X --- X C sono prodotti topologici.
%—/ %/—/
n volte n volte

Dim. Top. prodotto = top. Euclidea perché entrambe indotte da || ||co. O

Oss. f: Y — R™ é continua <& tutte Le componenti sono continue.

def N . .
Def. T" = S x --- x S! & detto n-toro o toro n-dimensionale.
n v\(,)Lte
def N . . .
I"ET1x---%x1Iédetto ipercubo o cubo n-dimensionale.
%/—/
n volte

T!=5,T?2=S'xS5'" T3=S'xS'x S
I' =1 =0, 1] (intervallo), I? = I X I (quadrato), I* =1 X I X I (cubo).

Oss. I" & B" = B™ x B" = B™t" ¥m, n > 0.
N.B. S™ x S™ 2 S™*t" (Lo dimostreremo pit avanti per m < 1).
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Prodotti topologici arbitrari

Prodotti arbitrari di insiemi. Dati gli insiemi X, ..., Xn, una n-upla
T=(T1,...,Tp) € X1 X+ X Xp
€ essenzialmente una funzione
z:{1,...,n} —=> X U---UXp,
tc. () =z, € X;, Vie{l,...,n}

e quindi il prodotto cartesiano é L'insieme di tutte Le funzioni di questo tipo.
Questa considerazione ci permette di generalizzare il prodotto cartesiano.

Def. Data una famiglia {X;}ier di insiemi, il prodotto cartesiano € L'insieme

ﬂxid:ef{a;:f—> U X,
i€l el
Ve €[ X, Vi €I~ x; = x(1) (i-esima componente di ).
i€l

Scriviamo anche z = (z;)ier-
Oss.

[T Xn € Uinsieme delle successioni € = (Tp)nen t.C. Tp € Xy, VN € N.

neN

[T X = XN & Uinsieme delle successioni a valori in X.
neN

[TX = X! & linsieme delle funzioni z: I — X.
1€l
Assioma della scelta. X; ZQ0Viel = [][X; #0.
i€l
Oss. L'assioma dice che V insieme I e V famiglia di insiemi non vuoti

{Xitier 3s: I — U X; t.c. s(2) € X; Vi € I (funzione di scelta).
1€l

Prodotti topologici arbitrari. IL prodotto topologico di una famiglia di
spazi {X;}ier € il prodotto cartesiano X = [ X; con la topologia prodotto

1€l
avente per base La famiglia di tutti i prodotti U = ]_[ U; t.c.

i€l

Ui C Xy apertovVi€Te#{i €I|U; G X;} < 00
N.B. Se # I = o0, La base della topologia prodotto non é formata da
tutti i prodotti di aperti ma solo dai prodotti di aperti quasi tutti banali,
cioé U; = X; per ogni © € I tranne che per al pio un numero finito.

N.B. La famiglia di tutti i prodotti di aperti &€ base per La topologia box
che non studieremo. La topologia box é diversa dalla topologia prodotto
nel caso di prodotti infiniti. Le due topologie coincidono per prodotti finiti.
Esempio. In RN = [ ] R gli aperti basici sono i prodotti del tipo U = [] Uy,

neN neN
con U, CRapertovn €Ne3dIN >0tc. U, =RVn > N.

Esempio. [0, 1]N = [] [0, 1] é detto cubo di Hilbert.
neN
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