
Lezione 7 Spazio quoziente

Spazio quoziente
‰ Relazione d’equivalenza su un insieme X. 8x; y; z 2 X:

x ‰ x Riflessiva
x ‰ y ) y ‰ x Simmetrica
x ‰ y e y ‰ z ) x ‰ z Transitiva

[x]
def
= fy 2 X j y ‰ xg Classe d’equivalenza di x 2 X

X=‰ def
= f[x] j x 2 Xg Insieme quoziente

ı : X ! X=‰
ı(x) = [x]

Applicazione quoziente

‰ Relazione d’equivalenza su uno spazio topologico X.

Def. La topologia quoziente su X=‰ è

T‰ def
= fV ȷ X=‰ j ı`1(V ) ȷ X apertog:

X=‰ con la topologia quoziente è detto spazio quoziente.

Oss.
V ȷ X=‰ aperto in X=‰ , ı`1(V ) aperto in X.
C ȷ X=‰ chiuso in X=‰ , ı`1(C) chiuso in X.

Oss. T‰ è una topologia perché

ı`1(;) = ;; ı`1(X=‰) = X

ı`1
0@[
i2I
Vi

1A = [
i2I
ı`1(Vi)

ı`1(V1 \ V2) = ı`1(V1) \ ı`1(V2):
Oss. ı : X ! X=‰ continua e suriettiva.

N.B. Per definire ‰ su X è sufficiente dichiarare equivalenze non banali.

Esempio. Retta con due origini. Su R t R = Rˆ f0; 1gdis definiamo

(x; 0) ‰ (x; 1) 8x 2 R` f0g R¨ := (R t R)=‰:
Ogni intorno di [(0; 0)] interseca ogni intorno di [(0; 1)].

Teor. f : X=‰ ! Y continua , f ‹ ı : X ! Y continua.

Dim. ) Immediato.

( 8 V ȷ Y aperto ) ı`1(f`1(V )) = (f ‹ ı)`1(V ) ȷ X aperto )
f`1(V ) ȷ X aperto ) f continua. □

Oss. f : Y ! X=‰ continua se 9 ~f : Y ! X continua t.c. f = ı ‹ ~f.
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Spazi proiettivi
Caso reale. ‰ relazione di proporzionalità: 8x; y 2 Rn+1 ` f0g

x ‰ y , 9¸ 2 R` f0g t.c. x = ¸y

RPn def
= (Rn+1 ` f0g)=‰ Spazio proiettivo reale di dimensione n.

(Retta per n = 1, piano per n = 2)

[x] = [x0; : : : ; xn] 2 RPn Coordinate omogenee (non tutte nulle).

ı : Rn+1 ` f0g ! RPn
ı(x) = [x]

Continua e suriettiva.

Caso complesso. ‰ relazione di proporzionalità: 8x; y 2 Cn+1 ` f0g
x ‰ y , 9¸ 2 C` f0g t.c. x = ¸y

CPn def
= (Cn+1 ` f0g)=‰ Spazio proiettivo complesso di dimensione n.

(Retta per n = 1, piano per n = 2)

[x] = [x0; : : : ; xn] 2 CPn Coordinate omogenee (non tutte nulle).

ı : Cn+1 ` f0g ! CPn
ı(x) = [x]

Continua e suriettiva.

Proiettività. Poniamo K = R o C a seconda del caso.

A 2 GLn+1(K) pA : KPn ! KPn
pA([x]) = [Ax]

Proiettività.

pA([x]) = [Ax]

Kn+1 ` f0g Kn+1 ` f0g

KPn KPn

LA

ı ı

pA

LA(x) = Ax

Oss. pA ‹ ı = ı ‹ LA ) pA continua e p`1A = pA`1 ) pA omeomorfismo.
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