Lezione 8 Assiomi di separazione T1 e T»

Assiomi di separazione T; e T»

Def. Uno spazio topologico X é:

T, seVz,ye X,z #y = 33UV C X aperti t.c. a‘a

zelU—-VeyeVvV —U. U v

T, o di Hausdorff seVz,y€ X,z F#y = 3U,V C X aperti t.c.

rTeEU, yeEVelUNV =A0. @@
Oss.

u v
(1) # X =2 2 = Xpan NON T7.

(2) # X =00 = Xcor T1 ma non Toy.
VI #YE Xeot v U=X—{y}, V=X—{z}.

VU,V C Xcor aperti non vuoti = 3 A, B C X finiti t.c.
U=X—-AV=X—-B=UnNnV=X-—(AUB) #0.

(3) Xais T2 V X.
Oss. T §t:> T1.

a
Oss. Metrizzabile = T,. VT # y € (X, d) v 1 = M

T €U :=Bylx, 7)), yeV  =By(y,r)eUnNV = 0.

> 0 v

Oss. R”, C™ e i Loro sottospazi sono T, in quanto metrizzabili.
In particolare I™, B™, S™ e T"™ sono T».

Oss. 7>, = unicita del Limite per funzioni e successioni.
Teor. X e T, & Vx € X, {x} é chiuso in X.
In altre parole uno spazio é T; < i punti sono chiusi.

Dim.[=] Vz € X,Vy € X — {z}, U,V C X aperti t.c.
relU—-VeyeVvV-U=yeVCX-—{z} = X —{z} aperto.

Ve #ye X~ U:=X—{y}, V:=X—{zx} aperti =
relU—-—VeyeV—-U. U

Oss. La retta con due origini R- € T1 ma non T».

Oss. 71 e T, si preservano a meno di prodotti topologici. Esercizio.
Oss. X1, ..., Xp spazi Ty = 45 X5 <= X1 X --- X X, immers. chiusa V j.
Prop. X é T, < la diagonale A := {(z,x) | T € X} € chiusa in X X X.

Dim. [=] V(z,y) € (XX X)—A =3U,V C Xapertitc.ze U, yeV,
UNnv=0= (z,Y) EUXV C(XXX)—A = (XX X)— A aperto.

VZ#YEX = (z,yY) E(XXX)—A=3JU XV CX X X aperto
basicot.c. (z,y) EUXV C (XX X)—A=>z e U, yeEV,UNnV=0. O
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Cor. f,g: X — Y continue e Y di Hausdorff = Ll'insieme di coincidenza
C(f.g) ={z e X| f(z)=g9(x)}
é chiuso in X.

Dim. F: X =Y XY, F(z) = (f(x), g(x)) continua perché Le componenti
sono continue = C(f,g) = F~1(A) chiuso, con A C Y XY diag.diyY. O

Proprieta topologiche ereditarie

Def. Una proprieta topologica PP é ereditaria se valendo per uno spazio X
vale anche per tutti i sottospazi topologici di X.

Oss. Se X ha una proprieta topologica ereditaria P eY «— X = Y ha P.

~

Oss. La metrizzabilita € una proprieta topologica ereditaria.

Prop. 71 e T, sono proprieta topologiche ereditarie.

Dim. Dimostriamolo per T»>. T1 é Lasciata per Esercizio.

| T> proprieta topologica] X T e X 2Y = 3f: X — Y omeo.

Vyir#Z 1Y €Y IU,V C X apertit.c. f7(y1) € U, f~(y2) €V, UNV =0
= f(U), f(V) C Y aperti, y1 € f(U), v2 € f(V), fF(U) N f(V) =0.

| T» ereditaria] X T, e Y C X.Vy1 # ¥ € Y, 3U,V C X aperti t.c.
Y1 €U, Y €EV,UNV =0= UNY eV NY aperti disgiunti in Y. O
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