Lezione 11 Spazi compatti

Spazi compatti

Def. Un ricoprimento aperto di uno spazio topologico X €& una famiglia
U = {Uys}aca di aperti di X, con A insieme arbitrario, t.c.

U Ua = X.
a€cA

Un sottoricoprimento di U per X € una sottofamiglia U’ = {Uqy }aca, CON
A’ C A, che sia a sua volta un ricoprimento aperto, ossia

U Ua:X

acA’
Un sottoricoprimento U’ = {Uy}aca € finito se A’ &€ un insieme finito.

Def. Uno spazio topologico X é compatto se ogni ricoprimento aperto di
X ammette un sottoricoprimento finito.

N.B. Si chiama anche compattezza per ricoprimenti, in contrasto con La
compattezza per successioni usata in Analisi che richiameremo pitu avanti.

Oss. X compatto <& VU = {Uq, }aca ricoprimento aperto di X,
dn eN, da,,...,a, € A t.C.

n

U UOQ == X

1=1
Oss. X non compatto < IU = {Uqs }aca ricoprimento aperto di X t.c.
vVnéEeN, Va,...,aan € Asi ha

n
U Us G X.
=1

Oss.
Xpan COMpatto V X.
X finito = X compatto.
Xdis compatto <& Xgis finito: {{x}}zex,. ricoprimento aperto di Xgis.
R™ non compatto Vn > 1: {B(0, k) }ken NON ha sottoricoprimenti finiti.
R, non compatto: {[k, kK + 1[}kez non ha sottoricoprimenti finiti.

La dimostrazione della Proposizione seguente é Lasciata per Esercizio.
Prop. La compattezza é una proprieta topologica.

Def. Sia B base per X. Un ricoprimento aperto d = {Ua}aeca di X €& basico
se Uy E BVYa € A.

Prop. Sia B base per X. Allora X é compatto < ogni ricoprimento basico
di X ammette un sottoricoprimento finito.

Dim. Evidente.
VU = {Ua}aca ricoprimento aperto di X ~»
vV={BeB|Ia€EAtc. BC Uy}

ricoprimento basico di X ~~» {Bi, ..., By} sottoricoprimento finito di V
=Vvie{l,....,n}, o, € Atc. B, C Uy, = {Us,,...,Us,} sottorico-
primento finito di U. O

1/1



