Lezione 12 Proprieta degli spazi compatti

Lem. I = [0, 1] é compatto come sottospazio di R.

Dim. Gli intervalli del tipo [0, b[, ]a, 1], ]Ja,b[, VO < a < b < 1 sono base
per [0, 1], ottenuta intersecando La base di intervalli aperti di R con [0, 1].
VU = {Uy}aca ricoprimento basico per [0, 1] consideriamo

n
T .= {te [0, 1] ‘ dneN,Ja;...,an € Atc. [0,t] C U Ual}.
=1
In altre parole: t € T < [0, t] finitamente ricoperto da aperti di U.
da<btc U =[0,a[elU; =]b,1] €U = Uy C T #0.

S:=sup T > 0. Mostriamo che s = 1. Se per assurdo s < 1 =
da € At.c. sE Uy =3It €T NUy, s € Uy t.C. 8 > 5 ">
[0,8] =[0,t]U[t,s] C Uy, U---UUy, UUy, = s’ €T contraddizione.

AteTNU; ~»[0,1]=[0,tJ]U[t,1] = Uy, - - - U Uy, U Us. O
Oss. [0, 1], C R, non é compatto nella topologia di Sorgenfrey

U= Hl —%,1— nil{}neNu{{l}}.

Proprieta degli spazi compatti

Teor. X compatto e Y C X chiuso = Y compatto.

Dim. VYV = {Vi}aea ricoprimento aperto di ¥ = Va € A, U, C X
aperto t.c. Vo = U NY = U = {Ua}taca U {X — Y} ricoprimento aperto

di X ~» {Uqyy, ..., Uy, X — Y7} sottoricoprimento finito di 4 per X =
{Va,, ..., Va,} sottoricoprimento finito di V per Y. O
Oss. Non vale implicazione inversa: Rpa, compatto, ¥ = {0} C Rpan

compatto non chiuso.
Teor. X compatto e f: X — Y continua e suriettiva = Y compatto.

Dim. VYV = {V,}aca ricoprimento aperto di Y = U, := f~1(V4) aperto in
X eV, = f(Uy) perché f suriettiva. U = {Uq }aca ricoprimento aperto di X
> {Uq,y, ..., Ua, } sottoricoprimento finito di U per X = {V4,, ..., Vo, b
sottoricoprimento finito di V per Y = f(X). O

Cor. X compatto = X/~ compatto.
Cor. X compatto e f: X — Y continua = f(X) C Y compatto.
Oss. In altre parole: L'immagine continua di un compatto € compatta.

Teor. X spazio di Hausdorff, Y C X sottospazio compatto, t € X — Y =
AU,V C XapertitczelU,YCVeUNV=70.
Dim.Vy €Y, 33U, V, C X apertit.c. c € Uy, Yy EVy, Uy, NV, =0 s
{V, N Y }yey ricoprimento aperto di Y ~» {\V,, NY,...,V,, NY} sottori-
coprimento finito

n n

apertiin Xtc.xze U, Y CV,UNV =0. O
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Teor. X spazio di Hausdorff e Y C X sottospazio compatto = Y chiuso.

Dim.Vx € X —Y,3U VvV C Xapertitc.zelU, YCVeUNV=0=
zeUCX—-VCX—-—Y = X—Y aperto. O

Teor. f: X — Y continua e biiettiva con X compatto e Y di Hausdorff =
f omeomorfismo.

Dim. Basta far vedere che f & chiusa. VA C X chiuso = A compatto =
f(A) C Y compatto = f(A) chiuso in Y. O

Cor. f: X — Y continua e iniettiva con X compatto e Y di Hausdorff =
f immersione.

Dim. f(X) C Y di Hausdorff (T, ereditaria), flrx): X — f(X) continua e
biiettiva quindi omeo per iL Teorema. O

Lem. X compatto di Hausdorff = X é Ts.

Dim. X é T, = T,. VY C X chiuso = Y compatto, Vo € X —Y,
33UV C XapertitcczeU,YCV,UNV =0. O

Def. Uno spazio X €& localmente compatto se Vo € X, 3J C X intorno
compatto di = in X.

Oss. Compatto = Loc. compatto.

N.B. In genere Le proprieta Locali sono espresse in termini di basi di intorni
aventi tali proprieta. Localmente compatto é un'eccezione.

Lem. X compatto di Hausdorff = Vx € X, 3 J; base di intorni compatti.

Dim. Ogni punto ammette base di intorni chiusi, quindi compatti
(vedi Lezione 9: caratterizzazione di T3 mediante basi di intorni chiusi). O

Cor. X localmente compatto di Hausdorff = Vx € X, 3 J, base di intorni
compatti di x in X.

Dim. Vo € X, 3J C X intorno compatto di z in X = 3 7, base di intorni
compatti di £ in J e quindi in X. O

Cor. X localmente compatto di Hausdorff = X é Ts.
Teor. X compatto di Hausdorff = X € Tg.

Dim. X € T3. VP,Y C X chiusit.c. PNY =0 = Vy €Y, U, C X
aperti t.c. P C Uy, ¥y € V, Uy NV, = 0 ~ {V, N Y}yey ricoprimento

aperto di Y compatto ~» {Vj, NY, ...,V N Y} sottoricoprimento finito
n n
U= Uy, v=U Vi,
=1 =1
apertiin X tc. PC U, YCVeUNV =20. d

Lavoro di gruppo. Esiste un omeomorfismo tra [0, 1[ e S1?
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