Lezione 17 Spazi connessi per archi

Cammini continui

Def. Un cammino continuo in uno spazio topologico X & un’'applicazione
continua a: I — X. a(0) = o e a(l) = z; sono gli estremi di o, xo
punto iniziale, 1 punto terminale, o cammino tra Tg € ;.

Un cammino o : I — X & detto cappio se a(0) = a(1l) = o (punto base).

I cammini saranno sempre considerati continui. ml
0

Cappio costante. o € X "~ vy, i I — X, Yz, (t) = o, VE € 1.

Concatenazione di cammini. «,8:1 — X cammini t.c. :L.Oa
a(0) = zo, a(l) =pB(0) =1, B(1) =22 V>
axB:1—=X
o | (2D), 0<t< % /\f\/\_’(\mz
(a % B)(t) & . L@ T

Oss. a - B continua in t = 1 perché a(1) = 5(0).
Def. o x 38 si chiama concatenazione di o e 3.

Oss. o e B cappi = o - 3 cappio.

Cammino inverso. o : I — X cammino t.c. a(0) = zo, a(l) = 1 ">

a: I —- X /%1

at) ¥ a1l -1t Zo
Si ha &(0) = z; e &(1) = xo.
Def. & & detto cammino inverso di .

Oss. o cappio = & cappio.

Spazi connessi per archi

Def. Uno spazio topologico X & connesso per archi (cpa) se Vxo, 1 € X
Ja: I — X cammino continuo t.c. (0) = o e a(l) = ;.

Teor. X connesso per archi = X connesso.

Dim. Per assurdo X sconnesso > X = U U V aperti non vuoti disgiunti.
Scegliamo zg € U, 1 € V ~» a: I — X cammino t.c. a(0) = zo €
a(l) =z, = 0€ U :=a(U), 1€V :=a (V) CI aperti non vuoti
disgiunti e I = U UV = I sconnesso, contraddizione. 0
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Teor. f: X — Y continua suriettiva e X cpa = Y cpa.

Dim. ¥ Yo, Y1 € Y ~» 2o € F 1Y), 1 € f7H(y1) v a: I — X t.c
a(0) =z¢, a(l)) =1 »B = foa:I —->Y t.c. 3(0) =v, B(1) =vy:. O

Cor. f: X — Y continua e X cpa = f(X) CY cpa.
Oss. Immagine continua di un connesso per archi € connessa per archi.
Def. U C R™ é convesso se Vo, T1 € U = il segmento [zo, 1] C U.
Oss. U C R™ convesso = U cpa. Infatti Vxg, 1 € U ">

a:l—U

a(t) = (1 —t)xzg + tx1 (combinazione convessa di o e T1)
parametrizza il segmento [zo, 1] quindi € un cammino in U tra xo € ;.
Esempi.
1) Ogni intervallo J C R é convesso quindi cpa.

2) R® — {0} cpaVn = 2. Vxo,z1 € R® — {0} se [zo, 1] non passa per O
determina un cammino. Se [zo, T1] passa per 0 "> [To, 2] U [T2, T1].
3) S®"cpaVn > 1. f: R" — {0} — S", f(x) = % continua e suriettiva.

lll

4) RP™ e CP™ cpa Vn > 0. : K" — {0} — KP™ continua e suriettiva.

Lem. X spazio topologico e g € X. X cpa & Vx € X, da: I - X
cammino t.c. a(0) = o e a(l) = x.

Dim. Per definizione.
Vz,y € X v o,8: I — X cammini t.c. a(0) = B(0) = zo,
a(l)=z,Bl)=y=>v:=a*xB: I > Xtc.y0) =z, v1)=y. O

Teor. X = |J X; con X; cpaVi€E€I e Xs #0 = X cpa.
1€l 1€l

Dim. xzo € ( X;. VT € X »x € X; v camminotrazgexzin X; C X. O
i€l
Componenti connesse per archi.

Def. Dato uno spazio X, La componente connessa per archi di € € X é
def

P(X)= U P
mglzgaX

Teor. Valgono le seguenti proprieta:
1)z € Px(X) #0, Vx € X;
2) Pz(X) e il pia grande sottospazio cpa di X che contiene x;
) Vx, Y€ X, Px(X)NPy(X) #0 < Pr(X) = Py(X);
4) Pz(X) C Cz(X), VI € X.
Dim. Esercizio (simile al caso di Cz(X)). O

N.B. Le componenti cpa non sono necessariamente chiuse né aperte.
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Def. P(X) def {P(X) | * € X} insieme delle componenti connesse per
archi di X.

Oss. P(X) € una partizione di X in sottospazi disgiunti.

Oss. X cpa < X ha un'unica componente cpa.

Def. Uno spazio topologico X é localmente connesso per archiseVx € X,
3 7. base di intorni aperti connessi per archi di  in X.

Oss. Loc. cpa = Loc. connesso.
Teor. X loc. cpa = Pz(X) = Cz(X) aperto e chiuso in X, Vx € X.

Dim. Vy € Pz(X) ~» J C X intorno cpa di ¥y = J C Py(X) = Pz(X)
= P,(X) aperto in X,V € X.

X — Pz(X) aperto = Pz(X) aperto e chiuso non vuoto in X quindi in
Cz(X) (connesso) = Px(X) = Cz(X). O

Cor. X loc. cpa = X € unione topologica delle sue componenti cpa.

Spazio connesso ma non connesso per archi.

A= {0} X [—1,1] cpa 1
1 ,n-l M\ y:sin;
B = {(a: sin 5) T > O} =10, 400 cpa
A B
XE AUB=Clg BCR2 = X connesso. V\/ \

X non cpa, infatti se per assurdo o : I — X cammino t.c.
a(0) = (0,0), (1) =(1,sin1) = w(a(l)) =[0,al cona > 1 =
a percorre infiniti max loc. = A 7%in(wﬁoa(t) = o non continua.

—_

P(X) =A1A, B}, C(X) ={X}.
Oss. X non é Loc. connesso. I punti di A non hanno intorni connessi.
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