Lezione 21 Gruppo fondamentale

Gruppo fondamentale

Def. Uno spazio puntato (X, o) € uno spazio topologico X con un punto
base £, € X. Un'applicazione tra spazi puntati f: (X,zo) — (Y, Yo) €
un'applicazione f: X — Y t.c. f(xo) = Yo.
Def. Lo spazio dei cappi di (X, xo) €

Q(X, xo) gef {a:I - X | a continua e a(0) = a(1l) = zo}.
Yo : I — X, Yz,(t) = xo, VT € I € detto cappio banale.

Relazione d’equivalenza su (X, xp): omotopia di cappi ~

Vag, a1 € Q(X,To), ag~ oy < IH: I° — X omotopia rel {0, 1}
= ho = &o, h1 = o1
To Zo /’LS(O) == ns(l) == a;(), VS 6 I

(07

[a] classe di equivalenza di a € Q(X, xo).
Def. IL gruppo fondamentale di (X, o) € L'insieme quoziente
m(X, %0) E Q(X, z0)/~ = {[a] | & € X, z0)}.
Teor. m1(X, o) € un gruppo rispetto all’'operazione binaria
[@][8] £ e % 8], Val, [6] € mi(X, To).
L’elemento neutro é 1 = [y,,] € si ha [a]™! = [&].

Dim. |[a][B] Ben definito| Mostriamo che non dipende dai rappresentanti.
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omotopie rel {0, 1}.
Bo N By A K:I2—>X} P 0.1}

H(2t, s), og<tg !l

L:I7 =X L(ts)= 2 o s
{K(Qt—l,s), <t L ol 1 i 2o
Qo * Bo ~ a1 * B1 = [ao] [Bo] = [01][B1] o B L
Proprieta associativa| o (B %)

[([B][7) = [ * (B * M) = [(cx % B) * ] T
= ([a][BD[7] o // o
(aa*ﬁﬁg*w

|[Elemento neutro] o

[Vzolla] = [Vzo * ] =[] - -

[a][Vzo] = o * ¥z, ] = [ 2\

Voo * O
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Inverso Yo

[allo] ™ = [ * &] = [Va,]

To To

[a] ™ [a] = [ * o] = [Va,]

a a

axa O

Oss. Analoghe proprieta algebriche valgono anche per prodotti di cammini
(quando il prodotto € definito). La dimostrazione & La stessa.

Oss. m1({zo}, To) = 0 (L'unico cappio é quello banale).

Funtorialita.
Def. Data f: (X, zo) — (Y, Yo) continua definiamo L'omomorfismo indotto
fit (X, Zo) = T1(Y, Vo)
fo(le) E [f ol
Teor. f, € un omomorfismo di gruppi.

Dim. f. ben definita perché ~ys 3 compositiva.
Scrivendo esplicitamente La definizione si verifica subito L'identita

fo(axB)=(foa)x(fopb).
F«([e[B]) = Fe([o * B])
=[fo(a*xB)]=I[(foa)x*(foph)]
= [(f o )][(f o B)] = fu([a]) £ (IBD). O
Teor (di funtorialita). Valgono le proprieta seguenti:
1) (idx)« = idzr (x,z0)-
2) f:(X,xo) = (Y, %) €g: (Y, V) — (Z, z0) continue = (gof)« = g«0f.
Dim. 1) Immediata. Dimostriamo 2).
(go f([a]) =[(go floa] =[go (foa)]
= g«(f«([a])) = (g« o fi)([a]). O
Oss. f: (X, zo) =N (Y, Yo) omeo = f,: m1(X, Tp) =N 71 (Y, Yo) isomorfismo
con inversa (fi)~! = (f~1)«. Quindi 7y € un invariante topologico.
Oss. c: (X, zo) = (Y, Yo) costante = ¢, = 1 (omomorfismo banale).

Teor (Invarianza omotopica). f, g: (X, xo) — (Y, Yo) continue t.c. f ~z, g
= f« = gx: T1(X, To) — T1(Y, Vo).

Dim. L'omotopia € compositiva. U
Oss. I e I? connessi per archi = Q(X, o) = Q(Pz,(X), o) =

T1(X, To) = M1 (P (X), To)
Per studiare 7r1 possiamo restringerci a spazi connessi per archi.
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