Lezione 22 Gruppo fondamentale

Dipendenza dal punto base

w: I — X continua con w(0) = zo, u(l) = 1, >

s : T1(X, 1) = T (X, To)

ue([a]) & [u* o x ]

Teor. Valgono le proprieta seguenti:
1) w« ben definita.
2) Vo 101} M1 = Mox = U1x.
3) Yzox = idm(x.z0)-
4) (1 * V)« = W+ O Uy (Se Lla concatenazione € definita).
5) (kx)™t = [
6) W« isomorfismo di gruppi.
Dim. (1)—(3) immediate. (4) uxv =0 . (5) u*x ~ vz, € (2)—(4).
(6) u«([a][B]) = [uxaxB*xa] = [uxaxhxuxB* ] = u«([a]) u([B]). O

Cor. X connesso per archi, Vo, x1 € X = w1 (X, To) = m1(X, z1).
m1(X) ;= w1 (X, To) ben definito a meno di isomorfismi.

N.B. In generale Ll'isomorfismo . : w1 (X, T1) = m1(X, To) dipende da wu.
m1(X) abeliano = . indipendente da w (isomorfismo canonico).

Prop. X« A, a € A= 1i,: m(A a) =N m(X,a), coni: A~ X inclusione.

Dim. H: X X I — X deformazione X« A ~~» 1 := hi|: X — A retrazione
= 107 =h; ~aidx er70%=1ida = 2,07« = (1 07)x = (idx)sx = idn (x.a)

e 7. 0% = (T 01)s = idr,(aa) = s isomorfismo e i, ' = .. O
Cor. U C R™ convesso, o € U = m1(U, o) = 0.
Dim. Ux{zo}. O

Oss. m(B™) = m(R*) =0, Vn > 0.
Enunciamo il seguente teorema senza dimostrarlo.

Teor. f: (X, o) = (Y, Yo) equivalenza omotopica =
Fe i m(X, o) = (Y, Yo) isomorfismo.

Cor. X contraibile = m(X) = 0.

Def. X & semplicemente connesso se Vxo,x1 € X, da: I — X continua
t.c. a(0) = o, a(l) = ;1 e a unica a meno di ~yo,13.

Oss. X semplicemente connesso < X cpa e Vag, 1. I — X continue
t.c. @p(0) = a1(0) = xo e ap(1l) = a1(1) = 1 = o {01} X1.

Teor. X semplicemente connesso < X connesso per archi e w1(X) = 0.
Dim. Vial € mi(X,xo) = a~ vz, = [a] = 1.

ap * &1 € QX, To) = [0o *x Q1] = [Vzo] = Qo * &1 % A1 N50.13 Voo * Q1
= Qo 0,1} 1. O
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Cor. U C R™ convesso = U semplicemente connesso.
Oss. B™ e R™ semplicemente connessi, Vn 2> 0.
Cor. X contraibile = X semplicemente connesso.

Def. Un rivestimento p: X — Y é detto rivestimento universale di Y se
X é semplicemente connesso.

Funzione di sollevamento. p: X — Y rivestimento
To € X, Yo = P(T0), J = 0 (Vo)
by (Y, Yo) = J
®p([a]) & @a, (1)
con &g, : I — X sollevamento di a t.c. &,,(0) = xo
Teor. p: X — Y rivestimento universale = &, biiettiva.

Def. &, é detta funzione di sollevamento.

Dim. | Ben definita] o ~ B = G4, ~ Bz, (sollevamento dell’omotopia).

Vzi1 € J~rsy: I — X tc v(0) =z, ¥(1) = 1 s

a:=povy € QY,U) € Gz, =7 = Dp([]) = ;.

Iniettival V[a], [B] € T (Y, ¥%o), P([a]) = ®([B]) = Gzo(1) = Bre(1) =
Oy ~10,1} Bro = 00 = D 0 g, ~{0,1} PO Bz, = B = [a] = [B]. O
Oss. p: X — Y rivestimento univers. [a] = 1 & P,([a]) = Pp(1) = 0.

Calcolo di m(S?)
Teor. m1(St) = Z.

Dim. p: R — S!, p(zx) = (cos(2mzx),sin(2mx)) rivestimento universale
Yo = (1,0) € St. [w] € ™1 (S, Yo) "> @Wn 1 I — R unico sollevamento t.c.
Wn(0) =M € Z = Wy = @Wo + n perché p ha periodo 1.

®p: (ST, Yo) = Z, Pp([w]) = @o(1) biiettiva.

p((Vw]) = (7 ¥ @W)o(1) = (Fo * @r@) (1) = Droy(1) = Fo(1) + @o(1) =
= &,([7]) + ©p([w]) = P, omomorfismo. O

Cor. S non é semplicemente connesso, in particolare non é contraibile.
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